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1 Grundlagen

Seien X; reelle Zufallsvariablen (ZV), definiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P),
B, e BR) furi=1,...,n.
Dann heiflen zwei ZV X; und X, paarweise unabhangig, wenn

P(X, € By, Xs € By) = P(X, € By) - P(X5 € By)

gilt.
ZV X1, ..., X, heiflen unabhéngig, wenn

P(X,€By,...,X,€B,)=P(X,€By)-...- P(X,, € By) (1)
gilt.
Fiir den Fall, dass die ZV X; diskret sind, ist (1) dquivalent zu:
Falls die ZV X, absolut stetig sind mit gemeinsamer Dichte fx, _ x,(x1,...,2,) und
Randdichten fx,, ist (1) dquivalent zu:

Ixix, (@ mn) = fx (1) - fx, () fis. (3)

wobei x; € R fur allei =1,... n.
Fiir die paarweise Unabhéngigkeit gelten die Formeln (2) und (3) analog mit n = 2.

2 Paarweise unabhangige Zufallsvariablen die nicht
unabhangig sind

2.1 Definition und Motivation

Im folgenden Beispiel wird deutlich, dass aus der paarweisen Unabhéngigkeit der ZV
X1, ..., X, nicht die Unabhingigkeit der Familie von ZV (X3,...,X,) folgt.

2.2 Beispiel

Bestehe €2 aus neun Punkten: allen Permutationen (S3) der Zahlen 1, 2, 3 und den
Tripletts (1, 1, 1), (2, 2, 2), (3, 3, 3). Jedes Element von {2 besitze die Wahrscheinlichkeit
é. Seien X7, X5 und X3 drei ZV, wobei X; der Zahl an i-ter Stelle eines Tripletts
entspricht.

Offensichtlich gilt:

Vi=1,2,3, k=123,

PX,=kX;=1)=— Vi,jg=1,2,3, k,1=1,23.



Somit ist (2) fiir n = 2 erfiillt und X, X5, X3 sind paarweise unabhéngig.
Allerdings ist X3 durch X; und X, eindeutig bestimmt, also sind die ZV sind nicht
unabhéngig und (2) ist nicht erfillt. So gilt z.B.:

1 1

2.3 Beispiel

Dieses Beispiel erweitert Beispiel 2.2. Dafir seien (X4, X5, Xg), (X7, X5, Xo), ...,
Tripletts, die wie (X, Xs, X3) aus Beispiel 2.2 aufgebaut sind. Alle Tripletts seien
unabhéngig voneinander.

Somit erhalten wir eine unendliche Folge X, £ € N von ZV, die paarweise unabhingig
sind. Betrachte zum Beweis X; und X; mit 4, j € N beliebig. Sind X; und X; im gleichen
Triplett enthalten, so folgt ihre Unabhangigkeit aus Beispiel 2.2. Sind X; und X; in
verschiedenen Tripletts enthalten, so folgt ihre Unabhéngigkeit aus der Unabhéngigkeit
der Tripletts.

Allerdings sind drei oder mehrere beliebig ausgewahlte ZV aus X im Allgemeinen nicht
unabhéngig, da in diesem Fall ein Triplett komplett enthalten sein kann und die
Abhéngigkeit dann aus Beispiel 2.2 folgt.

2.4 Beispiel
Betrachte die Funktion f mit

(2m)~™(1 — cos(z1) - ... cos(zy,)), falls (xq,...,z,) € [0,27|",
0, sonst.

flzy,... x,) = {
f ist offensichtlich nicht negativ und als Randdichte f; von x; ergibt sich:

fi(z1) = / f(z1,...,x,)das ... dz,

Rn—1
2
/ / (1 — cos(zy) - cos(xg) - ... cos(xy,))dradrs. .. dz,
[0,27]7~2 0
/ (27 — cos(z1) - sin(2m) - . .. - cos(zn)) — (0 — 0) day . .. da,
[0,27]~2
2
= (277)’(”’1) / ldzs...dz, = (27?)’("’1) / / 1dzsdzy ... dz,
[0,2]7 2 [0,27]7=3 0
= (2m)~ ("% / ldzy...dv, =...=(27)",
[0,2n]—3

fir z; € [0,27] und fi(x;) = 0, sonst. Die anderen Randdichten ergeben sich analog.



Auflerdem ist

2T
/f(xl, o xp)dry ... dr, 2 /(27r)*1 dz, =1
Rn 0

damit f eine Wahrscheinlichkeitsdichte.
Fir die gemeinsame Dichtefunktion g von k& € {2,...,n — 1} beliebig aus z,...,z,
ausgewahlten ZV gilt:

S.

Q

= fu(wn) - i ().

gk‘(xip s 7xik)

f@m)7F falls (xq,...,24) € [0, 27]F,
0, sonst.

Allerdings ist

flzr, . xn) = 2m) (1 —cos(zy) ... cos(zy,)) < (2m) ™" = filzy) ...+ fulzn)

fur alle (x1,...,2,) € [0,pi/2)" und damit ist (3) nicht erfiillt.
Somit ist jede echte Teilmenge von (z1, ..., x,) unabhingig, (z1,...,x,) selbst allerdings
nicht.

3 Unabhangigkeit von X und Y und Unabhangigkeit
von X? und Y?

3.1 Definition und Motivation

Es ist bekannt, dass aus der Unabhéangigkeit von X und Y die Unabhéngigkeit von X?
und Y? folgt (sogar die Unabhéngigkeit von g(X) und h(Y)) fiir alle stetige Funktionen
g und h). Hier interessiert uns nun, ob auch die Umkehrung gilt.

3.2 Beispiel
Der Zufallsvektor (X,Y") besitze die Dichte

T(1+zy), falls|z] <1und Jy| <1,

0, sonst.

f(w,y)z{

Die zugehorige Randdichte f;(z) von X ldsst sich durch Integration leicht bestimmen:

f@) {;, falls |z| < 1,
]. p—

0, sonst.

f2(y) von Y ergibt sich analog.



Offensichtlich gilt fir0 <z <1und 0 < y < 1:

= fi(z) - fa(y).

| =

fx,y) >

Somit gilt (3) nicht und X und Y sind nicht unabhéngig.
X? und Y2 nehmen offenbar Werte in (0,1) an. Fiir z € (0,1) und y € (0, 1) gilt dann:

P<X2<x,Y2<y>:P<—\/§<X<\/—a—\/§<y<\/§>

1 vz VY 1 Ve
:Z/ /(1+uv)dudv:§ / Vydv =V /y
VE-VE Ve

_P(—\/E<X<\/E)~P(—\/§<Y<\/§)_P<X2<x>~P(Y2<y).

Fiir z ¢ (0,1) oder y ¢ (0,1) sind beide Seiten gleich 0. Daher gilt (1) und X? und Y?
sind unabhéngig.

4 Unabhangige ZV und ihre charakteristischen
Funktionen

4.1 Definition und Motivation

Sei X eine ZV auf (2, F, P), dann ist die charakteristische Funktion ¢x von X definiert
durch

ng(t) = E(eitx).

Fiir zwei unabhéngige ZV X; und X, und deren charakteristische Funktionen ¢; und ¢
gilt dann:

¢(t) = ¢ (t) ) ¢2(t), (4)

wobei ¢(t) die charakteristische Funktion von X; 4+ X5 ist.
Daher stellt sich die Frage, ob aus (4) auch die Unabhéngigkeit von X; und X, folgt.

4.2 Beispiel
Sei (X1, X3) ein Zufallsvektor mit Dichte

i(l + T2 (2? — :1:%)), falls |z1| < 1 und |zo| <1,
f(xlv 132) =
0, sonst.



Die Randdichte f; von X ldsst sich durch Integration leicht bestimmen:

L falls |aq] < 1,
fl(fEl) — {2 | 1| >
0, sonst.

die Randdichte f; von X, ergibt sich anlog.
Offensichtlich gilt fir 0 < 27 < 1,0 < 29 <1 und z; > xs:

= f1($1) : f2($2)-

A~ =

f(xy, 22) >

Somit gilt (3) nicht und X; und X, sind nicht unabhéngig.
Fiir die charakteristischen Funktionen ergibt sich:

1 . , 1
— (" —e ) = n sin t.

1
$1(t) = da(t) = E(e"™) = /eimﬁ(x) dz = /eitw;dx = %t
e}

R

Durch Integration bestimmt man die Dichte g von X; + X5:

g(x) = /f(xl,x —xp) da;.

Damit f nicht 0 ist, muss |z1| < 1 und |z — 21| < 1 gelten. Da fiir x = 0 die beiden
Bedingungen gleich sind, bietet sich eine Fallunterscheidung an:

Fir x < 0 gilt:

lt—x|<1=2 <z+1lund z; >z — 1.

Aus der ersten Ungleichung, 1 < 2+ 1, und |z1] < 1 folgt © > —2, auBerdem verschérft

sie die Ungleichung x; < 1. Die zweite Ungleichung ist fiir ; > —1 immer erfillt.
Also gilt fir die Dichte g:

z+1 z+1

g(:z:):/f(931,$—:)31)d:161:/f(ml,:r—xl)dasl:j1 / L+ 2 (x— ) (2? — (. — 21)%) day

B 1 z+1
4
“1
1 z+1
=7 / 1+ 21 (z — 21)(—2* + 2721) dy
“1

1+ 2y (x — 1) (2% — (2% — 2z21 +23)) day

x+1
1
=1 1 — 2%z + 3227 — 2223 day
41
_1 13 2 2 3 1 4 13 9 1
_4(((x+1)—2x (z+1)*+ 2%z +1) —ix($+1)>—<—1—§$ o _23;))
1
:1( +£L’).



Fir x > 0 gilt:

lt—z|<1l=z <z+lundz; >z -1

Die erste Ungleichung ist fiir x1 < 1 immer erfillt. Aus der zweiten Ungleichung,
x1 >z —1,und |z1] <1 folgt x < 2, auBerdem verschérft sie die Ungleichung z; > —1.

Also gilt fiir die Dichte g:
1
= /f(x1,$ —x1)dr; = / flxy,z — x1)day
R x—1

1
= - / 1 — 22y + 3272} — 2223 doy

( —1- fx o ;x) ((w —1)— ;x?’(x — 1)+ 2%z — 1) - ;x(x - 1)4))

(2 =)

»b\»—wh\»—*

Insgesamt ergibt sich:

(24 x), falls —2<x <0,
(2—x), fals0<x <2,

sonst.

g(r) =

O ==

Y

Dann erhélt man die charakteristische Funktion von X; + Xs:

0
) ) 1
¢(t) _ E(ezt(XH-Xg)) — e’tmg(x) dr = (2 + :13 dZE + 2 _ LE) dzx

2

0 0 2
1 . 1 . 1 , 1
:§/emda’;+1/emxdx—l—§/e”’”dx—1/ ey dr
o 9 0 0
2 0 2
1 " 172 1, 172 .. 1 .
— itz ( —27,t_/ztxd>_< 21t_/ztmd>
2_/26 T+ \Ge J it ) T A\ / it

6211& _ e—?zt e—?zt 1 — 6—2115 eZzt eZzt -1

R T R T
B o2t _ 9 4 o2t B e=2it _ 9p—iteit 4 2it B <€—it o eit>2
B (2it)2 B (2it)2 B 2it

1 2
= < sin t) .
t

Somit gilt (4), obwohl X; und X, nicht unabhéngig sind.



5 Unabhangige ZV und ihre momenterzeugenden
Funktionen

5.1 Definition und Motivation

Sei X eine ZV auf (9, F, P), dann ist die momenterzeugende Funktion My von X
definiert durch

X(t) = E(etX).

Fiir zwei unabhangige ZV X und Y und deren momenterzeugende Funktionen My und
My gilt fur die momenterzeugende Funktion Mx .,y (t) von X + Y

Mx iy (t) = Mx(t) - My (1). (5)
Dabher stellt sich auch hier die Frage, ob aus (5) auch die Unabhéngigkeit von X und Y
folgt.

5.2 Beispiel

Zur Vereinfachung sei im Folgenden: p; ; := P(X =14,Y = j).
Sei (X, Y) ein Zufallsvektor, der durch die folgenden Wahrscheinlichkeiten definiert ist:

1
P12 =P23 =DP31 = TS’

2
P11 = P22 = P33 = T8’

3
P13 =P21 = P32 = TS

Offensichtlich gilt fir alle £ = 1,2, 3:

1 2 3 1
PX=k)=P(Y =k) = o+ o+ 5= 5

Fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Summe X + Y ergibt sich:

2 1
PX 1Y =2)= - =1
(X + ) =R~
1 3 9
PX 1Y =3)= 15 _*
X+Y=3)=p+5=p
1 2 3 3
PX4+Y =d)= - 4 242 _°
(X + ) =Bt RTE o
1 3 2
PX+Y =5) = — 1+ 2 =
(X + R TRAT I
PX4Y =6) = > -1
718 9



Betrachte nun die momenterzeugenden Funktionen:

My(t) = My(t) = By = Y . P(Y =y) = ;(ef et et),

ye{1,2,3}

1
Myyy (@) =E( )= 3 . P(X+Y =2)= §(62t + 23 + 3¢t + 265 + e6t).
z€{2,3,4,5,6}

Somit ist (5) erfillt, obwohl X und Y nicht unabhéngig sind, wie man an folgendem
Beispiel erkennen kann:

P(le,Y:2):1187&;:P(X:1)-P(Y:2).

6 Unkorrelierte aber nicht unabhangige ZV

6.1 Definition und Motivation

Seien X und Y reelle Zufallsvariablen auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum mit

0 < Var X, VarY < co. Dann ist der Korrelationskoeffizient o(X,Y") definiert als
(X.V) = Cov(X)Y)  EX-Y)-FEX)-EY)

Man nennt X und Y unkorreliert, wenn der Korrelationskoeffizient gleich Null ist, also

wenn Cov(X,Y) = 0 gilt.

Es ist leicht zu zeigen, dass aus der Unabhéngigkeit von X und Y deren Unkorreliertheit

folgt. Mit den folgenden Beispielen wird deutlich, dass die Umkehrung im Allgemeinen

nicht gilt.

6.2 Beispiel

Seien X und Y diskrete ZV, die jeweils die Werte —1,0, 1 annehmen. Zur Vereinfachung
sei p;j := P(X =1,Y = j) und die Wahrscheinlichkeiten seien wie folgt gegeben:

1
pP-1,-1 =P-10=P-11 = Po,—1 = Po,1 = P1,-1 = P10 = P11 = ga Poo = 0.

Also gilt fiir die Wahrscheinlichkeiten von X und Y:

P(X=-1)=P(Y=-1)=P(X=1)=P(Y =1)=".

ze{-1,0,1}



Ebenso ergibt sich E(Y) = 0 und

1 1 1 1
E(XY)= Y  ay-pey=1--+0+(-1)-24+0+04+0+(-1)-=+0+1-==0.
zye{—1,0,1} 8 8 8 8

Auflerdem gilt

3 1 3 6
BY)=B(X)= ¥ & P(X=2)= (-1} 40 4122
ze{—1,0,1} 8 4 8 8
also
9 , 6 6
Var X = VarY = E(Y") — (E(Y)) :§—O:§.

Damit ist 0 < VarX = VarY < oo, was die Vorraussetzung fir die Existenz des
Korrelationkoefizienten ist.
Daher sind X und Y unkorreliert. Allerdings ist (2) fiir n = 2 nicht erfillt, denn

P(X:O,Y:O):O;é116:P(X:O)-P(Y:O).

Somit sind X und Y nicht unabhéngig, obwohl sie unkorreliert sind.

6.3 Beispiel
Sei & gleichverteilt auf (0,27) und X, Y absolut stetige ZV mit X = sin{ und Y = cos¢.
Dann gilt XY = %sin 2¢ und die Werte, die die ZV annehmen konnen, lassen sich

grafisch darstellen:

sin & cos &

10



% sin 2¢

M asin(2E)

Da die Flachen oberhalb und unterhalb der x-Achse jeweils gleich grof sind, ergibt sich
fiir die Erwartungswerte:

E(X)=0, EY)=0, EXY)=0.

Es lédsst sich leicht ablesen, dass die Erwartungswerte von X2 und Y? zwischen 0 und 1
liegen und somit die Bedingung an die Varianz von X und Y erfiillt sind.

Also sind X und Y unkorreliert. Allerdings sind X und Y funktional abhéngig (X2+Y? =
1) und daher nicht unabhéngig.

6.4 Beispiel

Sei X7 ~ N(0,1). Dann ist bekannt, dass F(X;) = 0 und Var(X;) = 1 gilt. Auerdem
ist die momenterzeugende Funktion bekannt:

t2
MXl(t):(B?.
Dadurch lassen sich die Momente berechnen:
d 2
E(X)=—Mx, (t)|mg =teZ =g =0
(X) = M, (lemo = te 1o =0,
Ex? = Ly _d 22 a2
( )—@ Xl(t)|tzo_%t€2|t:0_62+t62|t:0_17
= s X1 t:O_d.Te €2 =0 = 1€ € €2 =0 = VY,
Bxhy = Ly = et ot 4 e
( )—@ Xl(t)|t:0_%t€2 +2t€2 +t €2|t:0

t2 t2 2 t2 2 2
=e7? + 12T 427 +2t%7 +3t%T +te? g = 3.

11



Also:
Var(X) = Var(X? - 1) = E(X} - 1)*) = (B(X} - 1))?
=EB(X})-2B(X)+1—(B(X])-1)*=3-2+1-0=2.

Somit ist die Bedingung an die Varianz von X; und X erfiillt.

Wegen F(X;) =0 und
B(X)-Xs) = B(X] - X1) = BE(X}) - E(X;) =0-0=0

sind X; und X, unkorreliert. Allerdings sind die beiden ZV funktional abhéngig und
damit nicht unabhangig.

7 Unabhangigkeit und bedingte Unabhangigkeit

7.1 Definition und Motivation

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A, B,C € F, P(B) > 0, P(C) > 0.
Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B:
P(ANB)

P(AIB) = 5

Zwei Ereignisse A und B heiflen bedingt unabhéngig gegeben C, wenn

P(AN B|C) = P(A|C) - P(B|C) (6)
gilt.
Aufgrund der Ahnlichkeit der Namen kénnte man eine Verbindung der Begriffe '"Un-

abhéngigkeit" und "Bedingte Unabhéngigkeit" erwarten. Diese existiert allerdings nicht,
wie in den folgenden zwei Beispielen verdeutlicht wird.

12



7.2 Beispiel

Seien X7 und X, unabhéngige, Bernoulli-verteilte ZV mit p = % X, und X, nehmen
also jeweils mit Wahrscheinlichkeit % den Wert 1 und mit Wahrscheinlichkeit % den Wert
0 an. Sei SQ = X1 + XQ.

Fir Sy € {0,2} existiert nur die Moglichkeit X; = Xy = 0 oder X; = Xy, = 1, also

P((Syef0,2})) =2
P((Xi=1)N (X =1)N (% €{0,2}))
P((Sy € {0,2})) B

P((X1=1)|(S2 € {0,2})) - P((X2 = 1)|(S2 € {0,2}))
( (X1 =1)N (S €{0,2}) - P(Xs=1)n S €{0,2}))
P((S: € {0,2}))° (3)

Somit ist (6) nicht erfiillt und die Ereignisse sind nicht bedingt unabhéngig, obwohl die
ZV bzw. Ereignisse unabhangig sind.

P((X0 =1)N(Xo = 1)|(S: € {0,2})) =

7.3 Beispiel

Seien X7, X5 und X3 unabhéngige, Bernoulli-verteilte ZV mit p = %
Dann sind S7 und S5 offensichtlich nicht unabhéngig:

P(S1=0,8=3)=0+# = P(S1=0)-P(S5=3).

11
2 8
Fir P(Sy = k) > 0 gilt:

P(Si=i,8 =k Ss=35) P(Si=iS=FkXs=j—k)

oo~
|

P(Slzi,53:j|52:k) - p(52:k> N P(SQZk)
P(S=1i,5, = k)

_ ’ P(Xs=j—k)=P(S, =i 2:/@P(X3:j_k)'P(52:k)
 P(S=4k) (X )= P(S1=il5 =F) P(Sy=k)

= P(5 = ilS, = k) P(S1=ilS =k) - P(S5=j|S, = k).

P(Ss=j,Sa=k)
P(S=k)

Also gilt (6) und die Ereignisse S; und Ss sind bedingt unabhéngig, obwohl sie nicht
unabhéngig sind.
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