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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit thematisiert die unterschiedlichen Konvergenzarten die eine Folge

von Zufallsvariablen besitzen kann. Anhand einiger Beispiele werden wir die unterschied-

lichen Konvergenzarten einführen, und dabei feststellen, dass sich das asymptotische Ver-

halten einer Zufallsvariable nicht mit denen einer reellen Zahlenfolge vergleichen lässt.

Deshalb haben sich in der Wahrscheinlichkeitstheorie weitere Konzepte gebildet um das

asymptotische Verhalten besser erklären zu können.

2 Definition

Im Weiteren betrachten wir, falls nichts anderes angegeben ist, sowohl eine Zufallsvaria-

ble X als auch eine Folge von Zufallsvariablen {Xn, n ≥ 1}, welche auf dem Wahrschein-

lichkeitsraum (Ω,F ,P) definiert sind.

Um sich mit den unterschiedlichen Konvergenzarten befassen zu können ist es unaus-

weichlich die vier wichtigsten Konvergenzarten einzuführen.

2.1 Fast sichere Konvergenz

Man sagt eine Zufallsvariable Xn konvergiert fast sicher gegen X, falls:

P [ω : lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω)] = 1 (1)

2.2 Konvergent in Wahrscheinlichkeit

Die Folge Xn konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen X, falls für jedes ε > 0 gilt:

lim
n→∞

P [ω : |Xn(ω)−X[ω)| ≥ ε] = 0 (2)

2



2.3 Konvergent in Verteilung

Eine Folge von Zufallsvariablen konvergiert in Verteilung, falls für die Verteilungsfunk-

tionen von X bzw. Xn gilt:

lim
n→∞

Fn(x) = F (x) (3)

Wobei Fn bzw. F die Verteilungsfunktionen von Xn bzw. X, und die x Stetigkeitspunkte

sind.

2.4 Konvergent im Lr

Seien Xn, X ∈ Lr r ≥ 1. Dann konvergiert die Folge Xn gegen X im Lr-Sinn, falls gilt:

lim
n→∞

E |Xn −X|r] = 0 (4)

Da wir jetzt die Bedingungen einiger Konvergenzarten kennen, wollen wir uns nun mit

den Beziehungen die zwischen den Konvergenzarten bestehen befassen, und die Gegen-

richtung widerlegen.

Konvergent in 
Wahrscheinlichkeit

Fast sichere 
Konvergenz

Konvergent in 
Verteilung

Konvergent in L^r

3 Gegenbeispiele

Anhand dieses Schaubild erkennt man, dass Konvergent in Verteilung die schwächste

Form der Konvergenz ist.

Diese, und die anderen Implikationen wollen wir in den folgenden Gegenbeispielen dis-

kutieren.
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3.1 Konvergent in Verteilung vs. Konvergent in Wahrscheinlichkeit

Sei X eine symmetrische Zufallsvariable (z.B N (0, 1)), und Xn=-X. Dann folgt aus der

Symmetrie von X, dass Xn
d−→ X.

Jedoch folgt mit der Definition Konvergent in Wahrscheinlichkeit dass:

P [|Xn −X| > ε] Xn=−X= P [2 |X| > ε] = P
[
|X| > 1

2ε
]
9 0

Daher ist die Bedingung Konvergent in Wahrscheinlichkeit nicht erfüllt.

3.2 Konvergent in Wahrscheinlichkeit vs. Fast sicher Konvergent

Seien Ω = [0, 1], F = B[0,1] und P das Lebesgue-Maß, außerdem seien n, m und k ∈ N.

Wobei m ≥ 0 und 0 ≤ k ≤ 2m− 1, sodass n = 2m + k. An definiert eine Folge von Ereig-

nissen mit folgender Darstellung An = [k2−m, (k+ 1)2−m), wodurch die Zufallsvariablen

Xn(ω)=1An(ω) definiert werden. Dann gilt für die Wahrscheinlichkeiten von Xn

P [|Xn| ≥ ε] =

 2−m falls 0 ≤ ε < 1

0 falls 1 ≤ ε
.

Wenn nun n→∞ ⇒ m →∞ ⇒ 2−m → 0 also gilt Xn
P−→ 0.

Kleines Zahlenbeispiel:

Seien n=5, m=2 und k=1 und A5 = [0.25; 0.5]

Folglich gilt für die Wahrscheinlichkeit von Xn = |A5|
Ω = 0.25

1 = 0.25 = 2−2 = 2−m

Nun wollen wir zeigen, dass Xn nicht fast sicher konvergiert.

Um dies zu zeigen ist es hinreichend, dass es unendlich viele Xn(ω) = 1 und unendlich

viele Xn(ω) = 0 gibt. Sei dazu ω ∈ [k2−m, (k + 1)2−m) mit k= 0, 1, . . . , 2m − 1. Dann

kann man durch geeignete Wahl von k ereichen, dass ω sowohl in An als auch in Ω \An

liegt, und somit keinen Grenzwert besitzt.

Der lim supn→∞Xn = 1 aber der lim infn→∞Xn = 0. Folglich ist die Fast sichere Kon-

vergenz von Xn nicht erfüllt.
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3.3 Konvergent in Wahrscheinlichkeit vs. Konvergent im Lr

Betrachten wir hierfür die Cauchyverteilung die folgende Dichte besitzt:

fn(x) = n

π(1 + n2x2)

P [|Xn| ≥ ε] =
∫ ∞
−∞

fn(x)dx−
∫ ε

−ε
fn(x)dx

Desweiteren gilt, dass
∫ ∞
−∞

fn(x)dx = 2
∫ ∞

0

n

π(1 + (nx)2)dx
y=nx= 2

π

∫ ∞
0

n

(1 + y2)ndy

= 2
π
arctan(∞) n→∞−−−→ 1∫ ε

−ε
fn(x)dx = 2

∫ ε

0

n

π(1 + (nx)2)dx
y=nx= 2

π

∫ nε

0

n

(1 + y2)ndy

= 2
π
arctan(y) |nε

0 = 2
π
arctan(nε) n→∞−−−→ 1

Also gilt für:

P [|Xn| ≥ ε] =
∫ ∞
−∞

fn(x)dx−
∫ ε

−ε
fn(x)dx n→∞−−−→ 0

Die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit ist erfüllt, aber was ist mit der Konvergenz in Lr?

Sei hier r = 1.

E [|Xn|] =
∫ ∞
−∞

n|x|
π(1 + (nx)2)dx = −

∫ ∞
−∞

nx

π(1 + (nx)2)1{x≤0}(x)dx+
∫ ∞
−∞

nx

π(1 + (nx)2)1{x≥0}(x)dx

= −
∫ 0

−∞

nx

π(1 + (nx)2)dx+
∫ ∞

0

nx

π(1 + (nx)2)

= 2
∫ ∞

0

nx

π(1 + (nx)2)dx
y=1+(xn)2

= 2
∫ ∞

1

nx

πy2xn2dy = 1
πn

∫ ∞
1

1
y
dy

= 1
πn

[log(y)]∞1 = 1
πn

[
log(1 + (xn)2)

]∞
0

=∞

Aber kann man aus der Divergenz für r=1, auch auf die Divergenz von r≥1 schließen?

Ja wie folgender Beweis zeigen wird.
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Um diesen Beweis führen zu können müssen wir die Konvexität der Exponentialfunktion

und die Hölder-Ungleichung verwenden. Dann gilt ∀ x,y ∈ R, λ ∈ [0, 1] und p,q>1

exp((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)exp(x) + λexp(y)
1
p

+ 1
q

= 1.

AB = (Ap)
1
p (Bq)

1
q = exp(log(Ap)

1
p )exp(log(Bq)

1
q )

= exp(log(Ap)
1
p + log(Bq)

1
q ) = exp

(
1
p
log(Ap) + 1

q
log(Bq)

)

≤ 1
p
exp(log(Ap)) + 1

q
exp(log(Bq))

= Ap

p
+ Bq

q

Setzen wir nun für A und B folgendes ein dann ergibt sich:

A = |X|
(E|X|p)

1
p

und B = |Y |
(E|Y |q)

1
q

|XY |
(E|X|p)

1
p (E|Y |q)

1
q

≤ |X|p

p(E|X|p) + |Y |q

q(E|Y |q)
E|XY |

(E|X|p)
1
p (E|Y |q)

1
q

≤ E(|X|p)
p(E|X|p) + E(|Y |q)

q(E|Y |q)
E|XY |

(E|X|p)
1
p (E|Y |q)

1
q

≤ 1

→ E|XY | ≤ (E|X|p)
1
pE|Y |q)

1
q

Für s < r, X= |X|s, p= r
s
und Y=1 folgt:

E(|X|s) ≤ (E|X|sp)
1
p = (E|X|r) s

r

Also folgt aus der Divergenz von E|X| automatisch auch die Divergenz von E|X|r. Wobei

r≥1 ist.
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3.4 Konvergent im L r vs. Fast sicher Konvergent

Sei dazu Xn eine Folge von unabhängigen Zufallsvariablen n ≥ 1 mit folgenden Wahr-

scheinlichkeiten:

P(Xn = n1/(2r)) = 1
n
, P(Xn = 0) = 1− 1

n

Wir zeigen zuerst, die Konvegenz im Lr:

E [Xr
n] = (n 1

2r )r 1
n

= n−
1
2 → 0

Fast sicher Konvegent:

Man definiere die Wahrscheinlichkeit, dass Xn = 0 mit folgendem Ereignis

Ak = {ω ∈ Ω|Xn(ω) = 0 ∀ n ≥ k}

Da die Zufallsvariablen unabhängig sind kann man Ak auch wie folgt schreiben für

N > k:

P(Ak) = P({ω ∈ Ω|Xn(ω) = 0 ∀ k ≤ n ≤ N}) =
N∏

n=k

(
1− 1

n

)

=
(
k − 1
n

)(
k + 1− 1
k + 1

)(
k + 2− 1
k + 2

)
. . .

= k − 1
N

Wenn nun N →∞ dann folgt, dass k−1
N
→ 0 und damit ist die Fast sichere Konvergenz

nicht erfüllt.

Um das nächste Gegenbeispiel verständlich darstellen zu können benötigen wir das Lem-

ma von Borel Cantelli welches wir an dieser Stelle kurz einführen werden.

3.5 Lemma von Borel Cantelli

Falls Xn eine Folge von Ereignissen ist und
∞∑

k=1
P [|Xn| > ε] <∞
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dann folgt:

P(sup(Xn)) = 0.

Beweis:

lim supAk =
∞⋂

n=1

∞⋃
k=n

Ak, B ⊂
∞⋃

k=n

Ak

⇒ P(B) ≤ P(
∞⋃

k=n

Ak) ≤
∞∑

k=n

P(Ak) ≤
∞∑

k=1
P(Ak) <∞

Da nach Vorausetzung die Reihe∑∞k=1P(Ak) konvergiert bedeutet, dass ab einem n die∑∞
k=nP(Ak) = 0 ist. Mit B = lim supAk folgt dann die Behauptung.

3.6 Fast sicher konvergent vs. Konvergent im Lr

Sei dazu Xn eine Folge von Zufallsvariablen:

P(Xn = en) = n−2 und P(Xn = 0) = 1− 1
n−2

Wir benutzen das Lemma von Borel Cantelli

P [|Xn| > ε] = P [Xn = en] = 1
n2 ⇒

∞∑
n=1
P [|Xn| > ε] =

∞∑
n=1

1
n2

≤ 1 +
∞∑

n=2

1
n(n− 1) = 1 +

∞∑
n=2

1
n− 1 −

1
n

= 1 + lim
N→∞

N∑
n=2

1
n− 1 −

1
n

= 1 + 1− 1
N
<∞

D.h die Xn konvergieren fast sicher gegen 0. Jedoch konvergieren die Xn nicht im Lr

Sinne :

E[|Xn|r] = enr

n2
L′Hospital= rern

2n
L′Hospital= r2ern

2 →∞

Die letzten zwei Gegenbeispiele haben eine besondere Rolle in der Wahrscheinlich-

keitstheorie inne. Wie gezeigt-kann man nämlich keinerlei Rückschlüsse weder von der

Konvergenz im Lr auf Fast sicher konvergent, noch von Fast sicher konvergent auf Kon-

vergenz im Lr ziehen.
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3.7 Summen die in Verteilung konvergieren

Das nachfolgende Beispiel zeigt, dass Zufallsvariablen Xn, Yn, die in Verteilung gegen X

bzw. Y konvergieren, noch nicht sicherstellt, dass auch die Summe Xn +Yn gegen X+Y

konvergiert.

Seien dazu Xn und Yn Zufallsvariablen mit folgenden Wahrscheinlichkeiten:

P(Xn = 0) = P(Xn = 1) = 1
2 und Yn = 1−Xn.

Dann folgt durch die Konstruktion von Xn und Yn, dass die Summe identisch 1 ist. Dies

ist aber für die Summe von X+Y nicht richtig. Denn hier gilt:

P(X + Y = 0) = P(X + Y = 2) = 1
4 und P(X + Y = 1) = 1

2
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