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1 Vorwort

Diese Ausarbeitung ist im Wintersemester 2012/2013 im Rahmen des Seminars “Gegen-
beispiele in der Wahrscheinlichkeitstheorie® am Institut fiir Stochastik an der Universitét
Ulm entstanden. Die zwei Themen meiner Ausarbeitung sind verschiedene Klassen von
Zufallsereignissen, deren Eigenschaften und die Unabhangigkeit von Zufallsereignissen,
wobei hier der Schwerpunkt auf letzterem liegt, zumal das erste Thema bereits zum grof3-

ten Teil in meiner Prasentation behandelt wurde.

2 Klassen von Zufallsereignissen

2.1 Definition

Sei Q # () und 2(Q) :={A | A Teilmenge von Q} die Potenzmenge von .
Dann heifit .# C Z(Q) eine o-Algebra, falls gilt:

(i) Qe 7z
(i) Ae F=>Ace F

(iii) A1, Ay, e F=>U A €F

2.2 Definition

Sei 2 eine beliebige Menge. Eine Teilmenge A C €2 heifit co-abzdhlbar, falls A¢ abzahlbar

ist.

2.3 Korollar

Sei €2 eine beliebige Menge und .#={A C Q | A abzéhlbar oder co-abzéihlbar} =
= {A C Q| A abzdhlbar oder A° abzahlbar}.
Dann ist .# eine o-Algebra auf €.

Beweis.

(i) Q € .F, weil Q° = () abzahlbar ist.

(ii) Sei A € .Z = A abzéhlbar oder A¢ abzdhlbar = A¢ € .7, weil (A°)¢ = A.



(iii) Seien Ay, Ay, ... € Z. Wir zeigen, dass die unendliche Vereinigung der Ereignisse
ebenfalls messbar ist, d.h. ein Element der o-Algebra .% ist. Hierbei unterscheiden

wir zwei Falle:
1.Fall: Ay, A, ... alle abzédhlbar
= U2, A; abzahlbar = U2, A; € &

2.Fall: Es gibt mindestens ein iiberabzahlbares Ereignis aus Q,d.h. 3ip € {1,2,...} :
Aj, nicht abzdhlbar = A7 abzahlbar

Es folgt: (U2, A:)° = N2, AS C AS , und somit ist (U2, A;)¢ als Teilmenge einer
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abzahlbaren Menge wiederum abzahlbar, d.h. U2, A; € F

= 7 ist eine o-Algebra auf Q.

2.4 Bemerkung

Es ist klar, dass eine nicht-triviale o-Algebra . auf €2 im Allgemeinen nicht alle Teilmen-
gen der Grundmenge enthalt. Sei hierzu () eine tiberabzédhlbare Menge, z.B. 2 = R.

Wihle A C 2, sodass A und A€ iiberabzahlbar sind, z.B. A := (—00,0) mit A° = [0, 00).
Die o-Algebra .# auf , die im Korollar 2.3 konstruiert wurde, enthélt die Teilmenge A

nicht, weil A weder abzéhlbar noch co-abzahlbar ist.

3 Unabhingigkeit von Zufallsereignissen

Im Folgenden sei (€2,.%, P) stets ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum. Wir geben zu-
nachst einige grundlegende Definitionen zur Unabhéngigkeit von zufélligen Ereignissen

all.

3.1 Definition

(i) Ereignisse A € .# und B € % heilen unabhdngig, falls gilt:
P(ANB)= P(A)P(B)

(ii) Zwei Mengensysteme . und 4 heiflen unabhdingig, falls gilt:
P(ANB)=P(A)P(B) fir alle A€ # Be %

(iii) Ay,..., A, € F heiflen (gemeinsam) unabhdingig, falls gilt:

P(A;, NA;,N---NA;,)=P(A,)P(A,)... P(A;), (1)
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firallek=2,...,nund 1 <1 <ig <---<ip <n,neN.

Folglich miissen alle 2" —n — 1 Bedingungen in (1) erfiillt sein, damit die Ereignisse
Ay, ..., A, (gemeinsam) unabhéngig sind. Die Anzahl der Bedingungen ergibt sich
aus der Potenzmenge einer n-elementigen Menge, hier {4, ..., A, }. Die Méchtigkeit
dieser Menge ist 2". Da k € {2,...,n}, schlieBen wir die leere Menge und die einele-
mentigen Mengen {Ax}, k= 1,...,n, aus, d.h. von 2" werden n+1 abgezogen, um
alle iibrigen Moglichkeiten zu berticksichtigen. Falls mindestens eine Relation nicht
gilt, heiflen die Ereignisse abhdngig. Falls (1) nur fur k£ = 2 gilt, heilen A;,..., A,

paarweise unabhdngig.

Die paarweise Unabhangigkeit ist geméafl Definition 3.1 ein Spezialfall der
(gemeinsamen) Unabhéangigkeit. Es stellt sich somit die Frage, ob (umgekehrt) die
paarweise Unabhéngigkeit von Ereignissen hinreichend ist fiir deren gemeinsame
Unabhéngigkeit. Folgendes Beispiel zeigt, dass dies im Allgemeinen nicht der Fall ist.

3.2 Beispiel

Seien Ay, Az, A3 unabhingige Ereignisse mit: P(A4;) = 3, fiir alle j = 1,2,3. Weiterhin
seien A;; = (A;AA;)° fir alle 1 <4 < j < 3, wobei die symmetrische Differenz zweier
Ereignisse A und B folgendermafien definiert ist: AAB := (A\B)U(B\A) = (AUB)\ (AN
B).
Wir behaupten, dass die Ereignisse Ais, A3, Ass paarweise unabhéngig sind. Zeigen wir
dies nur fiir A;» und A3, da fiir die anderen zwei Félle das Vorgehen analog ist. Zu zeigen
ist:

P(Aja N Ajs) = P(A12)P(As). (2)

Aus der Wahrscheinlichkeitstheorie wissen wir: P(AAB) = P(A) + P(B) — 2P(AN B).
Und somit gilt fiir die rechte Seite von (2):

P(A12)P(A13) = P((A1AA)°)P((A1AA3)°) = (1 — P(A1AA))(1 — P(A1AAR)) =
L= (P(A1) + P(4s) = 2P(A1 0 Ap))|[1 = (P(A) + P(A5) = 2P(Ay 1 Ay))) 2™
e TR E

Berechnen wir die linke Seite von (2):
P(A12NAjz) = P((A1AA) N (A1AA;)Y) = P((A1AA) U (A1 AAs))C =
=1-P((A1AA)U(A1AA;)) =1—(P(A1AA) +P(AIAA) — P((A1AA)N (A1 AAR))).

Offensichtlich gilt auch P(A1AA3) = P(AyAA3) = %
Es bleibt zu berechnen: P((A;AAs) N (A1 AA3)). Hierzu hilft uns Abbildung 1.



ay.

Abbildung 1: Die gefarbte Flache entspricht (A;AAy) N (A1 AA3)

Es gilt somit:
(A1AA) N (A1AA3) = A)N\((A1NA3) U (A1 N Ay)) U (A3 A\ (A N A N Ag).

:;B :ZC
Offensichtlich sind B und C disjunkt und fiir die Wahrscheinlichkeiten gelten:

P(B) = P(A;) — P((A1 N A3) U (A1 N Ay))
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P(C)=P(A2NAz) — P(A;N Ay N Az) =1 —
= P((AiAA) N (A1AAy)) = P(B) + P(C) = g +

Insgesamt folgt also P(A;2 N Ai3) =1— (343 — 1) = 1 und (2) ist erfiillt. Analog zeigt
man dies fiir die anderen zwei Falle.Es gilt also, dass Ajs, A3, Aoz paarweise unabhingig
sind. Betrachten wir nun:

?

P(Alg N A13 N Agg) P(A12)P(A13)P(A23)

P(A1s N A3 Agz) = P((A1AA) N (A1 AA3)C N (AN A3)°) =

= P((A1AA) U (A1AA3) U (A2AAy))° =1 = P((A1AA) U (A1 AAs) U(A2AA)) =
1—(P(D)+P(A2AA3)—P (DH(A2AA3)) 29— ( +%_%)_; i A % = P(A12)P(A13) P(Ass).
4 P(D) = P(AiAAs) + P(AAA) — P((A/AA) N (ALAAy)) = L+ 1 -1 =3,

Abb.1

—~

N (A3AA3) = AyAAs (siehe Abbildung 2).

b}



Abbildung 2: D = (A; U Ay U A3)\ (A1 N Ay N Aj)-geférbte Menge
Ao\ As-gestrichelte Menge

3.3 Definition

Seien A, B € .% ,wobei P(B) > 0. Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Be-
dingung B ist gegeben durch:
P(ANB)
P(A|B) = ————
(AIB) =~
Das nun folgende Beispiel zeigt auf, dass von n + 1 abhéngigen Ereignissen n beliebige

(gemeinsam) unabhéngig sein konnen.

3.4 Beispiel

Eine faire Miinze wird n mal unabhangig voneinander geworfen. Wir betrachten die Er-
eignisse Ay ={’'Kopf beim k-ten Wurf'}, k =1,...,n und
By, +1 ={"Anzahl von Kopf bei den n Wiirfen ist gerade’}.

Es gilt offensichtlich: P(4;) =--- = P(4,) = 1.
Wir behaupten, dass: P(B,11) = % und zeigen dies per vollstandiger Induktion nach
n e N:

Zunéachst definieren wir X, := >"7_, 1(A). Es gilt also P(B,11) = P(’X,, ist gerade’).
Induktionsanfang mit n = 1:

Byy1 = By ={’Anzahl von Kopf bei einem Wurf ist gerade’}={’0 mal Kopf bei einem
Wurf’}={"Zahl bei einem Wurf’}. Somit P(B,) = 1.
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Induktionshypothese: P(By41) = P('X,, ist gerade’)=3.

Induktionsschritt n — n 4 1:

P(B,12) = P('X,4+1 ist gerade’)=P(’X,, + 1(A,+1) gerade’)=

=P(’X,, gerade’, "1(A,+1) gerade’)+P(’X,, ungerade’, '1(A,+1) ungerade’)
=P('X,, gerade’)P("1(A,.1) gerade’)+P(' X, ungerade’)P("1(A,4;) ungerade’)Z
=1P(1(Api1) =0)+ (1= HP(L(Apr) =1) =21 4 11 =1 4 1 = 1 Weiter gilt:

Agunabh

1, falls n gerade,
P(Bn+1’A1 N---N An) -
0, falls n ungerade.

Hieraus folgt, dass

27" falls n gerade,
= #£ 2t = P(A)) ... P(A,)P(B,11)
0, falls n ungerade.

Das heif3t, dass die Ereignisse Ay, ..., A,, B, 1 abhingig sind.

Wir betrachten nun n beliebige Ereignisse, wobei B,, ;1 eines davon ist. (Der Fall Ay, ..., A,
ist trivial, da diese Ereignisse unabhéngig sind). ObdA wéhlen wir Ay, As, ..., A,, Bui1.
Seien 1 <m<n—1und 2<4 <+ <ip < n. Esgilt

P(A;,N---NA;, NBy)=PA;,N--NA;, )P(Boa|A, N---NA )=2"m271 =
11

= 2-(m+1) — 35 P(A;) ... P(A; )P(Bpi1)
N—_——
m+1—mal

Somit folgt die (gemeinsame) Unabhéngigkeit von As, Az, ..., A,, Byi1.

3.5 Definition

Sei n € N. Fiir Ereignisse Aq, ..., A, heiflen die folgenden Bedingungen Unabhdngigkeits-
Typ-Bedingungen:

P(A N Ay N AL) = P(A)P(Ay) ... P(Ay) k=1,2,....n (3)

Als néachstes betrachten wir zwei Beispiele, die uns verdeutlichen werden, dass die Unab-

hangigkeit von Zufallsereignissen auf verschiedenen Ebenen ungewohnliche Eigenschaften
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aufweisen. Der Begriff “© Unabhangigkeit auf einer Ebene k “ ist hier gemafl unserer spa-

teren Definition 3.5 als eine Unabhéngigkeits-Typ-Bedingung fiir ein k € {1,...,n} zu

verstehen.

3.6
(1)

Beispiel

Sei 2 =1{1,2,3,4,5,6} der Grundraum mit folgenden Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen p; := P({i}),i € Q&

PL=15.P2=1D3 =P1=D5 = 15,06 = 15-
Seien Ay = {1,2,3,4}, Ay = {1,2,3,5}, A3 = {1,2,4,5}, Ay = {1,3,4,5}
die zu betrachtenden Ereignisse.

Es folgt offensichtlich fiir die Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse:

P(A;) =3, firallei=1,...,4.

Weiterhin gilt:

P(A;NAj) = & firalle i < j, P(A,NA;NA) =2 firallei < j <1 und
P(AiNANA3NAy) = 5

= P(AiNAyNA3N Ay) = P(A)P(A2)P(As)P(Ay)

Die Faktorisierung der Wahrscheinlichkeit erfolgt nur fiir vier Ereignisse und somit
zeigt dieses Beispiel, dass die Unabhéngigkeit auf einer gewissen Ebene nicht die

Unabhéngigkeit von Ereignissen auf den niederigeren Ebenen impliziert.

Bei der Untersuchung von zufilligen Ereignissen auf ihre Unabhéangigkeit gibt es
auch Félle, in denen sich die Abhéngigkeit von Ereignissen auf den verschiedenen
Ebenen abwechseln kann, sodass man im Allgemeinen keine klare Aussage treffen

kann:

Sei Q = {1,...,12} mit folgenden Wahrscheinlichkeiten fir die Elementarereignisse:
PL= 15, P2 =D3 =P1=D5 = 57,0 = 15 fur i € {6,...,11} und p1» = 7%.

Wir betrachten folgende Ereignisse

By, ={1,2,3,4,6,7,8}, B, ={1,2,3,5,6,9,10}, By = {1,2,4,5,7,9, 11},

B, ={1,3,4,5,8,10,11}. Es gilt:

P(By) = P(By) = P(Bs) = P(By) = 45 +3- 53; +3- % =}

P(B;N B;) = 3 fir alle i < j,P(B;NB; N B) = X fir alle i < j < [ und
P(B1NByN B3N By) = 1

Es folgt die Unabhéngigkeit von By, ..., By auf den Ebenen 2 und 4. Auf der Ebene
3 sind sie dagegen abhéngig.



3.7 Definition

Zufallige Ereignisse Ay, ..., A, auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,.%, P) heiflen be-
dingt unabhdingig (gegeben B € % mit P(B) > 0), falls:

P(A, N Ay -0 A,|B) = P(Ay|B)P(As|B) ... P(A,|B)

Wir fragen uns, ob ein Zusammenhang zwischen bedingter Unabhéngigkeit und der ur-

spriinglich definierten Unabhéngigkeit von Zufallsereignissen besteht.

3.8 Beispiel

(i) Wir nehmen an, es gibt zwei Miinzen a und b. Seien p, =P('Kopf mit Miinze a’)
und p, =P (’Kopf mit Miinze b’), p, # pp. Eine Miinze wird zuféllig ausgewéhlt und
zweimal geworfen. Wir betrachten:

Ay ={"Kopf beim ersten Wurf’}

Ay ={"Kopf beim zweiten Wurf’}

B ={"Miinze a ist ausgewahlt}.

= P(A; N A|B) = p? = p,pa = P(A1|B)P(A3|B). Folglich sind A; und A, bedingt
unabhangig. Weiterhin gilt:

P(A1N0 As) = 5(p; +p}), P(A1) = 5(pa + 1) = P(As)

Pa # P = P(A1 N Ag) # P(A;)P(A;). Daher sind die beiden Ereignisse A; und A,
abhangig gemafl Definition 3.1.

(ii) Eine faire Miinze wird zweimal geworfen. Betrachten wir die Ereignisse:
A, ={’Kopf beim k-ten Wurf’}, £ = 1,2 und B ={’mindestens einmal Zahl’}.
Dann gilt: P(A;) = P(Ay) = § und P(A; N Ay) = 1. Und somit folgt die Unabhén-
gigkeit von Ay, As.
Bei Betrachtung der bedingten Wahrscheinlichkeit von A; bzw. A, unter B erkennen
wir:
P(A1|B) = P(As|B) = ;. Wegen P(A;NA,|B) = 0 sind die Ereignisse nicht bedingt
unabhéngig gegeben B.

Ergebnis

Es gibt keinen Zusammenhang zwischen der (gemeinsamen) Unabhéngigkeit und der be-

dingten Unabhangigkeit von Zufallsereignissen.

Wir schauen uns nun an, ob aus (3) (siehe Definition 3.5) die gemeinsame Unabhéngig-



keit von n Ereignissen folgt, wobei n > 3 (da fiir n=2 dies bereits die Definition der
Unabhéngigkeit ist). Folgendes Beispiel verneint diese Vermutung. Dies liegt nahe, da (3)
eine schwachere Bedingung ist als die Bedingungen fiir die gemeinsame Unabhéngigkeit
zufalliger Ereignisse.

3.9 Beispiel

Angenommen wir betrachten die drei zufalligen Ereignisse Ay, Ay, A3 auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum (£2,.%, P) mit den Eigenschaften:

P(A1NA;NA3) = P(ATNA; NAS) = ¢, P(A1NASNA3) = P(ASNANAg) = g —¢
P(A NASNAS) = P(ASN Ay NAS) =L+ 6 P(ATNASN A3) = £ + 2,

P(A$ N A3N A5) = 5 — 2¢, wobei € € (0, ).

Die Bedingungen in (3) sind erfillt, weil:

P(A;) = P(Ay) = P(A3) = 5, P(A1 N Ay) = 1, P(A1 N Ay N A3) = &, Wir konnen aber
leicht sehen, dass A;, Ay, A3 abhéngig sind:

P(A1NAs) =1 —e+#1=P(A4)P(43).

Wir sehen somit, dass die Unabhéngigkeits-Typ-Bedingungen nicht hinreichend sind fiir

die gemeinsame Unabhéngigkeit zufilliger Ereignisse.
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