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Definition - Filtration
Sei (2, X, P) hier und im Folgenden stets ein Wkt.-Raum. Eine

Folge von Sigma-Algebren (Xs)scn heif3t Filtration, falls

s CYXCY Vs<t
gilt.
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Bemerkung

Sind beispielsweise X, Y Zufallsvariablen, welche Gber dem
Wahrscheinlichkeitsraumes (2, X, P) definiert sind, so werden
wir hier und im folgenden X = Y schreiben, auch wenn

lediglich X sy gemeint ist. Dies ist sinnvoll, da beispielsweise
die bedingte Erwartung, welche im folgenden sehr oft
verwendet wird, eine Zufallsvariable ist, welche lediglich fast
sicher eindeutig und nicht eindeutig bestimmt ist.
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Definition - Martingal

Sei (Xn)nen eine Folge von Zufallsvariablen und (X,)nen €ine
Filtration, so heiB3t (X,, £5, n € N) Martingal, falls die
nachfolgenden 3 Eigenschaften gelten.

1. (Xn)nen ist bezlglich (Xs)scn adaptiert, d.h. Fir jedes
n € Nist X, ,-messbar.
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Definition - Martingal
Sei (Xn)nen eine Folge von Zufallsvariablen und (X,)nen €ine
Filtration, so heiB3t (X,, £5, n € N) Martingal, falls die
nachfolgenden 3 Eigenschaften gelten.
1. (Xn)nen ist bezlglich (Xs)scn adaptiert, d.h. Fir jedes
n € Nist X, ,-messbar.
2. Es qilt E|Xp| < oo flr jedes n € N.
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Definition - Martingal

Sei (Xn)nen eine Folge von Zufallsvariablen und (X,)nen €ine
Filtration, so heiB3t (X,, £5, n € N) Martingal, falls die
nachfolgenden 3 Eigenschaften gelten.

1. (Xn)nen ist bezlglich (Xs)scn adaptiert, d.h. Fir jedes
n € Nist X, ,-messbar.

2. Es gilt E|X,| < oo flr jedes n € N.

3. Es gilt E(X,|Xm) = X, fUr jedes m < n.
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Definition - Beschranktheit, Dominiertheit
Sei (Xn, £, n € N) ein Martingal. Dieses heiB3t L'-beschrankt,

falls

SUPE|X,| < o0
neN

gilt
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Definition - Beschranktheit, Dominiertheit
Sei (Xn, £, n € N) ein Martingal. Dieses heiB3t L'-beschrankt,
falls

SUPE|X,| < o0
neN
gilt und L'-dominiert, falls

Esup | Xy| < o0
neN

gilt.
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Beispiel 1 - Beschranktheit impliziert Dominiertheit nicht
Sei Q =N, P({n}) := 1 — ;15 fur jedes n € N und ¥ sei die
Potenzmenge der natirlichen Zahlen. Betrachtet man die
Zufallsvariablen Xy : Q — R, mit Xp(w) := (n+ 1)1 541 5)(w),
wobei n € N, und die Filtration (X,)nen, mit
Yh=o({1},{2},....{n},{[n+ 1,00) NN}), so gelten alle drei

nachfolgenden Behauptungen.
1. (Xn, £pn, n € N) ein Martingal ist.

2. supE|X,| < oc.
neN
3. Esup |Xp| = oc.
neN
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Beweis - Martingaleigenschaften

Die Adaptiertheit ist trivial.

Das der Erwartungswert endlich ist, wird sich aus dem 2. Punkt
ergeben.

Die letzte Martingaleigenschaft folgt aus nachfolgender
Uberlegung.
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Beweis - Martingaleigenschaften

B/ 1)
- ji;E(xnm}n () 4 B0, 50) AR ()
_ sz(P{j}ﬂ)} R L ST
_ %)nmm(w)
= M e)n(w)

= Xn1



Gegenbeispiele in der W-Theorie | Gegenbsp. in der W-Theorie Januar 2013

Beweis - Beschranktheit, Nicht Dominiertheit
Es gilt offensichtlich E(|X,|) = E(X,), wodurch aus

E(Xp) =(n+1)P(Xn=n+1)=(n+1)P([n+1,00)) =1

folgt, dass das Martingal beschrankt ist.
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Beweis - Beschranktheit, Nicht Dominiertheit
Es gilt offensichtlich E(|X,|) = E(X,), wodurch aus

E(Xp) = (n+1)P(Xo = n+ 1) = (n+ 1)P([n +1,00)) = 1

folgt, dass das Martingal beschrankt ist.
Ferner gilt, dass

8

E(sup X)) = Eld = 3 kP(ld = k) =

1
k1 =
neN k=1 k=1

ist, womit das Martingal nicht dominiert ist.
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Ubersicht
» Grundlagen
» Martingalahnliche Begriffe
» Martingalkonvergenz und Martingalungleichungen
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Definition - Martingal im Grenzwert, Eventuelles Martingal

Sei (Xn)nen eine Folge von Zufallsvariablen und (X,)nen €ine
Filtration bzgl. der (Xn)nen adaptiert ist, so heiBt (Xp, p, n € N)

Martingal im Grenzwert, falls

lim sup [E(Xn|Zn) — Xa| 2 0

N—00 m>n

gilt
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Definition - Martingal im Grenzwert, Eventuelles Martingal

Sei (Xn)nen eine Folge von Zufallsvariablen und (X,)nen €ine
Filtration bzgl. der (Xn)nen adaptiert ist, so heiBt (Xp, p, n € N)

Martingal im Grenzwert, falls

lim sup [E(Xn|Zn) — Xa| 2 0

N—00 m>n
gilt und eventuelles Martingal, falls

gilt. (Wobei die Abkurzung ,u.0.“ hierbei fur ,unendlich oft"
steht.)
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Beispiel 2 - Martingale im Grenzwert sind nicht
notwendigerweise eventuelle Martingale

Sei (nn)nen €ine Folge unabhangiger Zufallsvariablen, welche
P(np=1) = L =1 — P(n, = 0) fir jedes n > 1 erfiillen.
Definiert man die Folge (Xp)nen durch X, :=n¢ + ... + np fOr
jedes n > 1 und die Filtration (Z,)nen durch X, := a(n1, ..., 7n)
fur jedes n > 1 so gelten nachfolgende Behauptungen.

1. (Xn, Xn, n € N) ist ein Martingal im Grenzwert, aber
2. (Xn, X, n € N) ist kein eventuelles Martingal.
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Beweis - Martingale im Grenzwert

Trivialerweise ist fir jedes n € N X}, bzgl. ¥, messbar, womit
(Xn)nen bzgl. (Xn)nen adaptiert ist. i
Ferner gilt fir jedes n > m nachfolgende Uberlegung.

E(Xn|Zm) — Xm

n

= EQ_mlZm) +E( Y mklZm)— Xm

k=1 k=m+1
= M+t 0m+E0mp + .o+ 00) — Xn
= EMmy1 + ... +1n)
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Beweis - Martingale im Grenzwert
Aus dieser Uberlegung ergibt sich, dass

n
lim sup |E(Xh|Xm) — Xm| = I|m sup —-=0
M=00 n>m M=o n>m, = m+1k

ist, womit (Xp, X5, n € N) ein Martingal im Grenzwert ist.
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Beweis - Kein eventuelles Martingal
Offensichtlich gilt nun, dass

1

ist, wodurch

gilt und (Xn, X5, n € N) per Definition somit kein eventuelles
Martingal sein kann.
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Definition - Ein Spiel welches mit der Zeit fairer ist

Sei (Xn)nen eine Folge von Zufallsvariablen und (X,)nen €ine
Filtration bzgl. der (Xn)nen adaptiert ist, so heiBt (Xp, p, n € N)
ein Spiel fairer mit Zeit, falls

lim sup [E(Xn|Zn) — Xa| £ 0

N—00 m>n

gilt.
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Beispiel 3 - Ein eventuelles Martingal ist im Allgemeinen
kein Spiel welches mit der Zeit fairer ist

Sei ((n)nen €ine Folge unabhangiger Zufallsvariablen, welche
P((n=—1)= 2 =1 — P((s = 1) fiir jedes n > 1 gentigen.
Ferner sei (1n)nen durch ny := {3 und durch

Nnet1 = 2"Chi11{¢y, = —1} fUr jedes n > 1 definiert. Betrachtet
man nun die Folge von Zufallsvariabeln (X5),en und die
Filtration (X,)nen, Wobei X, =n1 +...+npund X = o((y, -0, Cn)
gelte, so erfillt (X, X, n € N) die nachfolgenden Bedingungen.

1. (Xn, Xn, n € N) ist ein eventuelles Martingal, aber
2. (Xn, Xp, n € N) ist kein Spiel welches mit der Zeit fairer ist.
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Beweis - Eventuelles Martingal
Zunachst gilt fir jedes k > 2, dass

E(nx|Zx-1)

ist.

E@ 1 {1 = —1}|Zk_1)
2K TE(G) 1H{ ¢kt = —1}
@ = )11 = -1}
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Beweis - Eventuelles Martingal
Hieraus ergibt sich, dass

> P(ECGITr1) # Xoo1)

= > PEMITa1) + - + E(n—1]Zn—1) + E(na|Zn—1) # Xn_1)

n=2

= D P+t nna + @ = D1{Coy = 1} # Xpv)
n=2

= > P(lr1=-1) <
n=2

gilt und (Xp, X5, n € N) somit nach dem Lemma von
Borel-Cantelli ein eventuelles Martingal ist.
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Beweis - Kein Spiel fairer mit Zeit
Zunachst gilt nachfolgende Abschéatzung.

2m
= E(m1|Zm) + Z E(nk|Em)
k=m+2
2m
= @"T-)1{Gn=—1}+ Y (1-27
k=m+2
2m

> k+1

k:m+2

1
>

N
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Beweis - Kein Spiel fairer mit Zeit

Aus vorangegangener Uberlegung folgt nun, dass fiir jedes
e€(0,3)
P(IE(Xom|Zm) — Xm| > €) =1
gilt.
Aus der Definition der stochastischen Konvergenz und der des

Spiels fairer mit Zeit folgt, dass (X, £, n € N) offensichtlich
kein Spiel fairer mit Zeit ist.



Seite 22 Gegenbeispiele in der W-Theorie | Gegenbsp. in der W-Theorie Januar 2013

Ubersicht

» Grundlagen
» Martingalahnliche Begriffe
» Martingalkonvergenz und Martingalungleichungen
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Satz
Sei (Xn)nen eine Folge von Zufallsvariablen und (X,)nen €ine
Filtration, sodass (X, £, n € N) ein Martingal ist. Ferner sei
g : R — R eine messbare Funktion, sodass

1. g(x) > 0 fur jedes x € Ry,

2. g(x) = g(—x) fir jedes x € R und

3. g ist konvex, das heif3t es gilt fir jedes x,y € R

glax+ (1= a)y)) < ag(x) + (1 —a)g(y) V a € [0, 1]

genugt, so erfullt (X,),en Nnachfolgende Ungleichung.

Eg(Xn)
P( sup |Xk| >¢) <
(O<k2n‘ Klze)< g(e)

Ve>0 (1)
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Beispiel 4 - Die Konvexitat ist im Allgemeinen notig
Seien a, h € R beliebige Zahlen und seien (1, (» zueinander
unabhangige Zufallsvariablen, welche

P(¢1 =a)=P(¢ =—a) =3 und P(Ca = h) = P(Ca = —h) = }
erfullen. Ferner sei (X,, Xn,n=1,2) durch Xy := (y,

X5 = G+ G und durch X1 = O'(Q), 2o = O’(C1 s Cz) definiert. Ist
g : R — R nun eine beliebige Funktion, welche den ersten
beiden Bedingungen des vorangegangenen Satzes gentigt und
die Konvexitatsbedingung flir o = % nicht erflllt, so ist die
Ungleichung (1) fir e = a verletzt.
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Beweis - Martingaleigenschaften
(Xn, Xn,n=1,2) ist ein Martingal, da

E(Xo|X1) = E(¢1]Z1) + E(C]Z1) = ¢ +E(¢2) = X

gilt und auch die ersten beiden Martingaleigenschaften
trivialerweise erfullt sind.
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Beweis - Die Ungleichung ist verletzt
Zunachst gilt, dass

o)
— Jg-a—h)+g(-ath)+ga—h)+glath)
~ Lg(ath) +glah)
< g(%(a+h+a—h))
= 9g(a)

ist, wobei hier genutzt wurde, dass die Konvexitét fir a = 3

verletzt ist.
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Beweis - Die Ungleichung ist verletzt
Es qilt, dass

P( sup |Xk| > a)=1
1<k<2

ist, womit sich mittels vorangegangener Uberlegung

Eg(X>)
P( sup |Xx| > a) > —=£
(1§k22‘ k=4 g(a)

ergibt.
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Definition - Regulares Martingal
Ein Martingal (Xp, X5, n € N) hei3t regulér, falls eine
Zufallsvariable ¢ existiert, sodass

Xn = ]E((:|Zn)

fir jedes n € N gilt.
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Bemerkung

Es lasst sich zeigen, dass jedes gleichgradig integrierbare
Martingal auch regular ist und, dass dartber hinaus, fir die
betrachtete Zufallsvariable ¢ s nli_)moo Xn gilt, falls das Martingal
gleichgradig integrierbar ist.

Wir wollen nun aufzeigen, dass ¢ im Allgemeinen nicht der
Regularitatsbedingung genigt.
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Beispiel 5

Sei (nn)nen €ine Folge unabhangiger und
standartnormalverteilter Zufallsvariablen. Ferner sei (Sp)nen
durch S, :=n1 + ... + np flr jedes n € N definiert. Betrachtet
man nun die Folge von Zufallsvariablen (Xp)nen, mit

Xp := exp(Sn — §n), fir jedes n € N und die Filtration (X,)pen
mit X, := o(n1,...,nn), fir jedes n € N, so gelten alle
nachfolgenden Behauptungen.

1. (Xn, Xpn, n € N) ist ein Martingal.
2. (= nILm X, = 0 mit Wahrscheinlichkeit 1.
3. Esqilt E(¢|x)) # X, fur jedes n € N.
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Beweis - Martingaleigenschaften

Die Adaptiertheit ist trivial, die Existenz der Erwartungswerte
ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache, dass

||
— (sl e (~5n)

- e (-lo)

1 1
= exp(én) exp (—2n>
= 1

gilt, wobei ¢ die char. Fkt. einer N(0, 1)-verteilten ZV sei.
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Beweis - Martingaleigenschaften

Die letzte Martingaleigenschatft ergibt sich nun aus der
Tatsache, dass fur jedes m < n nachfolgendes gilt.

E(Xn|Zm)

Xm

Januar 2013
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Beweis - Die Regularitatsbedingung ist nicht erfillt

Aus dem starken Gesetz der groBen Zahlen ergibt sich
unmittelbar, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

. . 1 1
= nI|_>mOO Xp = nI|_>mOO exp (n <nS” — 2>> =0

gilt.
Hieraus folgt offensichtlicht, dass E(¢|X,) = 0 # X, fur jedes
n e N gilt.
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Bemerkung
Ist (Xn)nen €ine Folge unabhangiger Zufallsvariablen, so

konvergiert die Reihe > X, genau dann fast sicher, wenn sie
neN
stochastisch konvergiert. Nachfolgendes Beispiel sollen zeigen,

dass dies fur Martingale nicht der Fall ist.
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Beispiel 6
Sei (¢n)nen eine Folge unabhangiger Zufallsvariablen, welche
P(¢h=1)=P(¢a=—1) = 5~ und P((, = 0) = 1 — 1 fur jedes
n € N erfillen. Betrachtet man nun die Folge von
Zufallsvariablen (X,)nen und die Filtration (X,)nen, Wobei
Xn = Cn1{Xn—1 =0} + nXy_1|¢a|1{Xn—1 # 0} fUr jedes n € N,
Xo :=0und X, :=o(¢1,...,¢n) fir jedes n € N gelte, so gelten
alle nachfolgenden Behauptungen.

1. (Xn, Zn, n € N) ist ein Martingal.

2. lim X, £ 0.

n—oo

3. Die Folge (Xh)nen ist nicht fast sicher konvergent.
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Beweis - Martingaleigenschaften
Sowohl die Adaptiertheit, als auch die Existenz der

Erwartungswerte von X, fur jedes n € N sind trivial. Ferner
folgt, dass
E(Xn|Xn_1)
= E(n1{Xn—1 = 0} + nXp_1|Cn[1{Xn_1 # 0}|Xp_1)
= 1{Xp_1 = 0}E(¢n) + nXn_11{Xn_1 # O}E[(n]
1
= nXp11 {an1 # O}E

= Xn—11{Xn—1 750}
= Xn—1

gilt, womit (X,, X5, n € N) ein Martingal ist.
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Beweis - Stochastische Konvergenz
Es gilt P(X, = 0) = P((n = 0) = 1 — +, wodurch fir jedes
€ (0,1)

lim P(Xa| > 2) =1 = lim P(Xa <) =1 lim (1 ~Hoo

n—oo n

gilt und sich somit die stochastische Konvergenz von (Xp)nen
gegen Null ergibt.
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Beweis - Das Martingal konvergiert nicht fast sicher
Zunachst gilt, dass

S Pl = 1) =3 1 =0

neN neN

ist, woraus nach dem Lemma von Borel-Cantelli
P((n #0 u.0.) = P(|¢n| =1 u.0.) =1

folgt.
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Beweis - Das Martingal konvergiert nicht fast sicher

Da wie bereits gezeigt P(X, = 0) = P({, = 0) gilt, gilt auch,
dass P(X, # 0 u.0.) = P((n # 0 u.0.) ist. Insgesamt ergibt sich
nun, dass

P(X, #0 u.0.) = 1

ist. Letztere Gleichung impliziert aber offensichtlich, dass
(Xn)nen nicht fast sicher gegen Null konvergieren kann, womit
(Xn)nen nicht fast sicher konvergent ist.
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Alles hat ein Ende...
... und zwar auch dieser Vortrag.

Vielen Dank fiir die Aufmerksamkeit :-).



