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eindimensionale, mehrdimensionale Verteilungsfkt.

Verteilungsfunktion eindimensional

Definition

F:R—R
0 x1 < x2= F(x1) < F(x2)
o limy« F(u) = F(x),x e R

o limy oo F(x) =0, limy,oo F(x)=1

X ZV: Fx =P(X <x)
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eindimensionale, mehrdimensionale Verteilungsfkt.

Verteilungsfunktion mehrdimensional

X = (X1, Xo,...,Xp) € R" Zufallsvektor
= Gx = G(x1,...,xn) = P(X1 <x1,...,Xp < xpn)

i.) G(xi,...,xn) nicht fallend fir jedes x; i€ {1,...,n}
ii.) G(x1,...,xn) rechtsseitig stetig Vx;
iii.) G(xi,...,xp) — 0 fiir mindestens ein x; — —o0

(

G(x1,...,xs) = L, x; =00, Vj=1,...,n
iV.) a/Sb;,I:l,...,n, Aa,-b,-G(le---7Xn)
=G(X1, ...y Xj—1, by .oy xn) — G(X1, ..., Xi—1, iy, Xn) >0

= A31b1A32b2 v Aa,,bnG(Xb . ,Xn) > 0
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eindimensionale, mehrdimensionale Verteilungsfkt.

Definitionsvergleich!

n=1: i)=iv)ABERn>2: i) iv) |

0, wenn x <0Qoderx+y <1lodery<0
F(xy) =

1, sonst.
1. — 3.gilt! 4. aber NICHT

Q = [a1, b1] x [a2, b2] = P((X,Y) € Q) > 0.
Q=131x[31]
P(X,Y)e Q) =F(11)-FLY-FED+FE L = -1
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eindimensionale, mehrdimensionale Verteilungsfkt.

Motivation:

@ XZVinRund g1,8 : R — R, messbar, g1 # g
d
= g1(X), 2(X) ZV gi(X) # g2(X)"
d d
e X,Y ZV,g:R—Rmesshar X #Y = g(X)#g(Y)

d
o XAY, giFgp="7

M= {x | £i(x) 7 &0}, P{wX(w) € M}) >0



eindimensionale, mehrdimensionale Verteilungsfkt.

5|X;'Ié Y.a# &= aX) L g(Y)

X ~ N(O’ %), = fx(X) = %e_ﬂ,
Y ~T(La), a>0 = f(x) =25 heo

gi(x) = Ixl?, g(x)=IxI", p,p>0

Definition
W=g(X), Z=gl(Y)
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eindimensionale, mehrdimensionale Verteilungsfkt.

Beispiel:

X, Y Zufallsvarible auf (Q,.%, P).

Definition

X, Y aquivalent: P(w: X(w) # Y(w)) =0

aquivalent = identisch verteilt!

Gilt die Gegenrichtung ?
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eindimensionale, mehrdimensionale Verteilungsfkt.

X absolut stetig und symmetrisch d.h. X 4 _X.
Y = —X, = Fx = Fy.

P(w: X(w) = Y(w)) b:s P&w : X(w) = —X(w))
abs. t:etlg eit 0
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eindimensionale, mehrdimensionale Verteilungsfkt.

Beispiel Metrik

Definition

Kolmogorow Abstand: D, = sup, g |Fn(x) — F(x)|

Metrik auf dem Raum der Vert.ftkt?

Metrik auf dem Raum der Zufallsvariablen ?
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eindimensionale, mehrdimensionale Verteilungsfkt.

Beispiel Metrik

r(X,Y) =sup, |Fx(x) — Fy(x)|=D
Metrik bzgl. dem Raum der Verteilungsfunktionen!
I) r(va)zoa I’(X,Y):O <~ FX:FY

i) r(X,Y) = r(Y,X)
i) r(X,Y) < r(X,2)+r(Z,Y)

NICHT bzgl. der Zufallsvariablen! Betrachte Bedingung i.)

Beispiel davor
A

r(X,Y) =sup, |Fx(x) — Fy(x)| =0 X,Y aquivalent
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eindimensionale, mehrdimensionale Verteilungsfkt.

Figure : 2-dimensionale Vert.fkt. Normalverteilung
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eindimensionale, mehrdimensionale Verteilungsfkt.

Sind marginale Verteilungsfunktionen auch stetig ?
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eindimensionale, mehrdimensionale Verteilungsfkt.

Beispiel 2-dimensional

n=2 f:R*>=R, f,h die marginalen Dichten

Fx,y) = g x| exp(—Ix| — 2x2y?)
0, wenn x =0
fl(X)l - {1
Lexp(—|x]), x#0

lfl(x) = f f(va)dy
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eindimensionale, mehrdimensionale Verteilungsfkt.

Unimodale Verteilungsfunktion:

Definition

P ={pn:n €Ny}, P unimodal, Iky € Ny
| nicht-fallend, fur k < ko
- {nicht—steigend, fiir k > ko
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eindimensionale, mehrdimensionale Verteilungsfkt.

Verknipfung unimodaler diskreter Verteilungen

Sind Verkniipfung unimodaler VF auch unimodal ?
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eindimensionale, mehrdimensionale Verteilungsfkt.

Beispiel:

X, Y unabhangige ZV:

X(w) € {0,1,...,m}
o Y(w)e{0,1,...,n}

— +2 _ 1  n42
PO= gmias PL=C _pm_2m—|—2’ 90 = 3575
GL=""=0n= 32
Px ={pi:i=0,1,...,m},
Py ={q;:j=0,1,. ..,n} unimodal
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eindimensionale, mehrdimensionale Verteilungsfkt.

Z:=X+Y, Pz={rn:k=0,1,...,n+m}

_ _ _(m+2)(n+2 — fntd

0= Podo = (smaaomtys 1= P01+ P10 = (zrsiiay
r2 = poq2 + p1q1 + p2qo = %

=>rn>nundn <n
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Erwartung

© Erwartung
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Erwartung

@ X>0fs. ,P(X=00)>0= EX=00
e X>0fs. ,P(X= oo)—O
k k k+1

= EX =Ilim,—oo Z < X< 7)

@ Xabs. stetig: EX = / xf(x)dx

o Xdiskret: EX = )~ xP(X = x),
xeC
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Erwartung

Beispiel symmetrische Verteilung

symmetrische Verteilung = ungerade Momente verschwinden!

F symmetrische Vert. und Dichte f(x) = f(—x) = f(x)

o0
Qapy1 = EX?MHL = / x*"Mf(x)dx =0 VYn=0,1,...

— 00
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Folgt die Symmetrie aus dem Verschwinden

der ungeraden Momente ?
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Erwartung

Gegenbeispiel

|~

G(x) = {418exp( |x 1%(1+Sln(\x] ), x<0
a5 &p(—x4(1 — S|n(x4))) x>0

aopy1 =0, aop = %(Sn +1)! = G(x) nicht sym.
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bedingte Erwartung

© bedingte Erwartung
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bedingte Erwartung

Motivation

X,Y ZV mit stetigen Verteilungen. auf (2, F,P)
=P(Y=y)=0 VyeR

P(XGB‘Y:y):%
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bedingte Erwartung

D Teil-ocAlgebra von F.
e E(X|D) die bedingte Erwartung ( bzgl. o-Algebra)
e X integrierbar = E(X|D) ist ZV

/E(X|D)dP:/XdP, AeD
A A
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bedingte Erwartung

Beispiel Eigenschaft

X, Z unabhangig = E[X|Z] = EX

Gilt das auch fiir 3 Zufallsvariablen ?
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Beispiel:

= [07 1]7

bedingte Erwartung

F= 8[0,1]7

wE[O,%)
we[%,l]
wG[O,%)
we[%,l]
w6[4,4

wélz3)

P das Lebesgue-MaB. Definiere:
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bedingte Erwartung

2 3
E[X|Y] = {3’ welo.3)
0, sonst
0, we [%,1]
EX|Y,Z]=43, wel;3)
1, we [0,%)
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bedingte Erwartung

VIELEN DANK FUR IHRE AUFMERKSAMKEIT
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