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Motivation

Warum betrachtet man iiberhaupt stochastische Prozesse? Wo
finden sie Verwendung?



Motivation

Motivation

m Anwendung in Physik, Technik, Finanzwelt, ...

m Untersuchung von zufalligen Prozessen, d.h. von
Erscheinungen, die mit der Zeit ablaufen und bei denen der
Zufall eine Rolle spielt

m Beispiele:

zwei Gase werden in Beriihrung gebracht, die Molekiile der
beiden Gase vermischen sich. Es findet Diffusion statt.
Radioaktiver Zerfall

Brownsche Bewegung

Anzahl der Anrufe, die in einer Telefonzentrale wahrend eines
bestimmten Zeitintervalls erfolgen

Rauschen bei elektrischen Signalen
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Historische Anmerkungen

Die Grundsteine einer allgemeinen Theorie stochastischer Prozesse
wurden in den 30er Jahren des 20 Jh. von A.N. Kolmogorov und
A.J. Chintchin gelegt.

Abbildung : A.N.Kolmogorov Abbildung : A.A.Markov

Quelle:www.msu.ru Quelle:www.meyn.ece.ufl.edu
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Allgemeine Theorie der stochastischen Prozesse

Sei T zunichst eine beliebige Menge.
Zufallsprozess
ist die Familie {X;,t € T} von Zufallsvariablen X; : Q — E, die

iber ein und dem selben Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) definiert
sind.

Trajektorie bzw. Pfad

bei fixierten wp € Q nennt man X, (t) = X(t,wp), t € T Trajekto-
rie.
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Allgemeine Theorie der stochastischen Prozesse

Definitionen

Sample
space

I \ K0
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Abbildung : Realisierung der stochastischen Prozesse

Quelle: Venkatarama Krishnan " Probability and Random
Processes” p. 407
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Allgemeine Theorie der stochastischen Prozesse

Modifikationen

Seien {X;,t € T} und {Y;, t € T} zwei stochastische Prozesse,
definiert auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P). X und
Y heiBen Modifikationen voneinander, falls Vi € T,

Plw : X¢(w) # Yi(w)] =0

Ununterscheidbare Prozesse
X und Y heiBen ununterscheidbar, falls es ein N € F gibt mit
P[N] =0 und

{X¢ # Y:} C Nfir jedeste T
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Allgemeine Theorie der stochastischen Prozesse

endlich-dimensionale Verteilungen

Sei {X¢, t € T} ein stochastischer Prozess und {ti,...,t,} C
T gegeben, dann besitzen die entsprechenden Zufallsvariablen
X(t1),...,X(tn) n-dim. als Verteilungsfunktion.

Fx(Xl, o Xm b, t,,) = P(X(tl) < X,... ,X(t,,) < Xn) = Ptl,,..,t

-
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Allgemeine Theorie der stochastischen Prozesse

Eigenschaften der endlich-dimensionalen Verteilungen

mE0< Fx(Xl,...,Xn;tl...,tn) <1

m Die Funktionen Fx(x1,...,Xn; t1 ..., t,) sind rechtsseitig
stetig

m falls mind. ein x; = —oo, dann Fx(x1,..., Xy t1...,ty) = 0

m Die Funktionen Fx(xi,...,Xn;t1...,t,) sind monoton

m Fiir beliebige Permutationen {kq,..., k,} von {1,..., n} gilt:

Fx(Xkl, ceoy Xkps tk1 RN tk") = Fx(Xl, ey Xm b, t,,) (1)
m Fiir beliebige 1 < k < nund xq,...,x, € P gilt:

Fx(x2,... Xnito... th) = Fx(+00,%x2, ..., Xnit1 ..., tn) (2)
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Allgemeine Theorie der stochastischen Prozesse

Satz von Kolmogorov

Sei F = Fx(x1,...,Xn; t1...,tn) gegeben, F erfiillt (1) und (2).
Dann existiert ein stochastischer Prozess {X(t),t € T} auf
(Q, F,P) dessen endlich dimensionale Verteilungen Fx mit F
iibereinstimmen.

Der Satz von Kolmogorov ist hinreichend fiir die Existenz des
Zufallsprozesses mit endlich dimensionalen Verteilungen.
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Eigenschaften der Modifikationen

Wir definieren einen Wahrscheinlichkeitsraum (€, F,P) wie folgt:
Q=R;,F =DB(Ry) und P ist ein stetiges
WabhrscheinlichkeitsmaB. Wir setzen T = R, und konstruieren
X=X, teRy)und Y =(Ye, t € RY).

Xie(w) =0 und Yi(w) = 14 (w)
= Yi(w) ist die Modifikation von X.

ABER: Y¢(w) ist kein ununterscheidbarer Prozess von X
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Eigenschaften der Modifikationen

Sei Q = [0,1], F = B([0, 1]) und P ist das LebesguemaB und
T=Ry, X=(Xt,t € T)und Y = (X¢, t € T) definieren wir wie
folgt:

Xi(w)=0firallew e Qundallete T,
L t-[tl=w
Yilw) = { 0, t—[t] #w
Y ist die Modifikation von X, alle Trajektorien von X sind stetig
und alle Trajekrorien von Y sind unstetig.



Motivation Historische Anmerkungen Theorie der stochastischen Prozesse Markov-Prozesse

Allgemeine Theorie der stochastischen Pozesse
Stetigkeitsarten

Der stochastische Prozess X = {X;,t € T} mit T als
topologischer Raum heiBt
stochastisch stetig

auf T, falls X(s) % X(t), fiir beliebige t € T, d.h.

P(|X(s) — X(t)| > ¢) v 0,Ve > 0.

LP-stetig

auf T, p > 1, falls X(s) % X(t),t € T, dh
EX(s) = X(£)]P —0




Motivation Historische Anmerkungen Theorie der stochastischen Prozesse Markov-Prozesse

Allgemeine Theorie der stochastischen Prozesse
Stetigkeitsarten

Der stochastische Prozess X = {X;,t € T} mit T als
topologischer Raum heiBt

f.s. stetig
alf T, fals X(s) > X(t), t € T, dh
S

P(X(s) - X(t)=1teT

stetig

falls alle Trajektorien von X stetige Funktionen sind.
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Prozesse, die stochastisch stetig jedoch nicht f.s. stetig

Sei X = (X, t > 0) ein Poissonprozess mit dem Parameter \

Xo =0 f.s. und die Zuwichse von X sind unabhingig und X; — X,
fir t > s sind Poi(A(t —s)), d.h.

P[X; — X = k] = e M=) DN g5 o — 01,2,

X ist stochastisch stetig, obwohl jede Trajektorie von X eine
nichtfallende Treppenfunktion mit Spriingen der Hohe 1 ist.
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Markov-Prozesse

Markovkette

Ein stochastischer Prozess {Xp, Xi,...} in diskreter Zeit und mit
dem abzahlbaren Zustandsraum E heiBt Markovkette, wenn fiir jedes
beliebige n = 1,2,... und jede beliebige Folge iy, i1, ..., ip+1 mit
ix € E folgende Beziehung gilt:

P(Xn—f—l = in+1|Xn = p,... ,Xl = il,Xo = io) =
= P(Xn+1 = in—i—l’Xn = ’n)

Ubergangswahrscheinlichkeiten
Die bedingten Wahrscheinlichkeiten

pij(n) =P(Xpy1 =j|Xn=1);n=0,1,...,;i,j € E

sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten der Markovkette.
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Markov-Prozesse

homogene Markovkette

Eine Markovkette heiBt homogen, wenn ihre
Ubergangswahrscheinlichkeiten nicht vom Zeitpunkt n abhangen:

pii(n) = pjj

Ubergangswahrscheinlichkeiten werden in der Ubergangsmatrix P
zusammengefasst: P = (pj;), i,j € E
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Markov-Prozesse

mehrstufige Uberganswahrscheinlichkeiten
P = P(Xngm = jIXn = 1)im=1,2,...

pfjm) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich die Markovkette,
ausgehend vom Zustand i/ in einen beliebigen Zeitpunkt t = n, nach
m Zeiteinheiten im Zustand j befinden.
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Markov-Prozesse

Formel von Chapman-Kolmogorov
Fiir die n-stufige Ubergangswahrscheinlichkeit gilt:

P =Nl pl?
keE

Markov-Prozesse
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Markov-Prozess

Hangt die Zukunft nur von Gegenwart und nicht von der
Vergangenheit ab, so nennt man diese Eigenschaft, eine
Markov-Eigenschaft, dadurch sind Markov-Prozesse definiert. Die
Gleichung von Chapman-Kolmogorov ist die Konsequenz der
Markov-Eigenschaft.

Im folgenden werden wir eine Folge von Zufallsvariablen
konstruieren, die keine Markov-Eigenschaft besitzt, aber die
Gleichung von Chapman-Kolmogorov erfiillen. Dabei ist (3) als
Multiplikation der entsprechenden Wahrscheinlichkeiten zu
verstehen.
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Nicht Markovfolge, aber die Gleichung von
Chapman-Kolmogorov ist erfiillt

Sei {Yp}n>1 iid. und Y,"U(({1,2,3,4})
Fiir j=1, 2 und 3 definiere: AJ(-”) ={Y,=j oder Y, =4}

Definiere Folge {X,} durch X3(,_1)4; = 1
Jj€{1,2,3}

A(m wobei m > 1 und
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Nicht Markovfolge, aber die Gleichung von
Chapman-Kolmogorov ist erfiillt

P(Xa(m-1)17) = 2. weil P(A") = 1 fiir Vky, ko, k3 € {0,1} und
n > m gilt die Gleichung:

1
P[Xn = ki] = P[Xy = ko|Xim = k3] = 5

und fiir / < m < n gilt:

1
P[X, = ko|X) = k1] = 5= P[X, = kz|Xm = O] P[ X, = 0|X; = k1] +

1

1
2 2

1
+PIXn = o X = 1) PXm = 11X = k] =

1 1
2 2

Das heiBt die Chapman-Kolmogorov Gleichung ist fiir die Folge
{Xn, n > 1} erfiillt.
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Nicht Markovfolge, aber die Gleichung von
Chapman-Kolmogorov ist erfiillt

ABER:

P[Xg}m = 1|X3m_2 = 1,X3m_1 = 1] =1firm= 1,2, e (4)

sicheres Ereignis

Also aus (4) folgt, dass die Folge {X,, n > 1} keine
Markov-Eigenschaft besitzt und damit keine Markovfolge ist.
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