Gegenbeispiele in der WT -
Wahrscheinlichkeiten und Eigenschaften von
Zufallsereignissen

Milena Bos

Uni Ulm

22. November 2012

Milena B&s (Uni Ulm) Gegenbeispiele in der WT 22. November 2012 1/17



Grundlagen

WahrscheinlichkeitsmaR P auf dem Messraum (2, F):

o P(A) >0 fiirjedes Ac F; P(Q) =1

o o-Additivitat:
A; € Fund A; N Aj =0 (i 751) = IP)(UI-Oil A,') = Z?il IP’(A,')

Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P)
Q: Ereignismenge; F: o-Algebra von Teilmengen von Q; P: W-MaR
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1. Ein nicht o-additiver Inhalt

Q= {reQ:0<r<1}
F1: Menge aller Intervalle iiber Q

F2: Klasse aller endl. Vereinigungen von disjunkten Mengen aus F

P P(A) =b—a, falls A = [a, b]

n

]P’(B) = Z ]P)(A,'), falls B € 75, d.h. B= U A, A e R

i=1 =1
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1. Ein nicht o-additiver Inhalt

Betrachte zwei disjunkte Mengen aus F>:

n m
B=JA uwd B =[]JA
i=1 j=1

wobei A,-,Aj- € F1 und A; ﬂA} =0 Vij.

Nun gilt:

m-+n A ked{l,..
BUB = U Cy, wobei C, = { o < { ’ 7n}7
k=1

A, ke{n+1,...m}
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1. Ein nicht o-additiver Inhalt

P ist additiv:
P(BUB') = ]P’(ij Ck) = ;P(Ck) = >_P(A) + P(A;) =P(B) + P(B')
i
Aber P ist nicht o-additiv:
e Fir {r} € F, gilt: P({r}) =0.
e Q= '61{”} (Q abzdhlbare Menge)

Somit gilt:

P(Q)=1#0=> P({r})
=1
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2. Gegenbeispiel: ]P)I‘C = ]P)Q‘C 7é> Pl = ]PQ

Motivation

Q: Menge aller Elementarereignisse

Klasse von Ereignissen, sodass A,BcC = ANBe(

C:
F =0(C): Die von C erzeugte o-Algebra

Betrachte P; und Py, zwei W-MaBe auf dem Messraum (2, F).
Es gilt (Breiman 1968):

P =P, aquN:>IP’1 =P, auf F
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2. Pile = Polc % P1 =P,

Q= A{ab,cd}
F= PQ)
C= {aUb,aUc,dUb,dUc}

Definition fiir die W-MaRe P; und P»:

]P’l(a) = Pl(d) = ]P)z(b) = ]P)2(C) =

Wl O

]P’l(b) = ]P’l(C) = Pz(a) = PQ(d) =

Damit gilt P; = P, auf C, z.B. P1(a U b) = Pa(aU b).

Aber: Gleichheit nicht fiir alle Elemente von F erfillt.
Pl(a) 75 Pz(a), Pl(b) 75 P2(b) etc.

Grund: C nicht abgeschlossen gegeniiber dem Schnitt

Milena B&s (Uni Ulm) Gegenbeispiele in der WT 22. November 2012 7/ 17



Motivation: Das Lemma von Borel-Cantelli

o (Q,F,P): W-Raum

o {An}nen: Folge von Ereignissen aus F
[o.Se o)

o limsupA, = U A«
n—o0 n=1 k=n
Dann gilt:
0, falls Y P(A,) < o,
P(limsup A,) = nl
n—00 1, falls > P(A,) = oo und {A,}nen unabhingig.

n=1
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3. Zum Lemma von Borel-Cantelli

Gegeben:
o Q=10,1]
o F = 8[071]

e P: Lebesgue-Mal
o Ay=(0,%], neN

Es gilt:
e A, ] fiirn— oo

e limsupA, = () A, =0, sodass P(limsup A;) =P(0) =0

n—o00 n=1 n— o0

Aber:

o0

> P(A) =) % =0
n=1 n=1
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4. Umfassende und unabhingige Ereignismengen

o (Q,F,P) W-Raum
@ {Aj}icr nicht leere Menge von Ereignissen ( I # () abzihlbar)

Unabhangigkeit von {A;};c1
Fiir jedes k > 2 und jede Teilmenge Aj,, ..., A;, mit i, ..., ik € I gilt:

Kann die Menge {A;};c1 sowohl umfassend als auch unabhéngig sein?
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4. Umfassende und unabhingige Ereignismengen

i) Indexmenge I ist endlich

Sei {A;}ic1 eine Menge unabhingiger Ereignisse.
= {Af}ic1 unabhingig und

P(JA) =1-P(()45) =1 - [ P(45)

i€l i€l i€l

e P(AS) >0 Viel = 1-][P(Af) <1
ie1
= {Ai}ic1 nicht umfassend.

o Ji eI mit P(AS) =0 = P(A) =1

Endliche, unabhangige Ereignismenge nur in diesem trivialen Fall
umfassend.
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4. Umfassende und unabhingige Ereignismengen

ii) Indexmenge I =N

Konstruktion von zwei verschiedenen Mengen von unabhangigen
Ereignissen.

a) Unabhingige und umfassende Menge

o X ~ U(0,1)

o A;: Ereignis, dass das i-te Bit einer Bindrdarstellung von X null ist.

@ Aj, A, ... unabhingig
o P(A)=1 i

= S PA)=cc P35 P(UA)=1
i=1 i=1

= {A;}i>1 unabhingig und umfassend
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4. Umfassende und unabhingige Ereignismengen

b)Unendliche, nicht umfassende Menge von unabhidngigen
Ereignissen

Betrachte {B;}i>1 mit
Li(i+1)

Bi= (] A
j=Li(i-1)+1
o Bi=A1, By=AyNA;, B3=A;NAsNAs usw.
o P(B;) = (3)’
= _i.ol]P’(B,-) <o B P(_Gl Bi) <1

= {B;}i>1 unabhingig und nicht umfassend.
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4. Umfassende und unabhingige Ereignismengen
Zu (1):

Esgit: P(UB)=1— (BB =1 []B(B)
i=1 i=1 i=1
2.z ]O_O[ P(Bf) >0
i=1
1 B(B7) = exp (log[ [T B(B5)) = oxp (3 logl1 ~ (')

Es bleibt nun noch zu zeigen, dass >_:°; log[1 — (3)'] nicht divergiert.

Die Konvergenz folgt aus dem Quotientenkriterium und mit L'Hospital:

log[1 — (3)"1]| v/ 1-(3)" 1| 1
lim sup M Him sup 52) = - <1
n—o00 |Og[1 - (j)n] n—oo |1 — (j)n+1 2 2
oo oo
= [[P(Bf)>0 =P(UBi)<1
i=1 i=1
Milena B&s (Uni Ulm) Gegenbeispiele in der WT 22. November 2012

14 / 17



5. Zusammenhang Austauschbarkeit und Unabhangigkeit

Fn=A{A1,..,Ap} CF, n>2

k-Austauschbarkeit von F,

P(Aj, N...N A ) ist gleich fiir jede bel. Wahl von k Ereignissen,

ke{l,.,n—1}und1<ip<ip<..<ik<n

Vollstandige Austauschbarkeit
Fn austauschbar fiir alle k € {1,...,n — 1}, d.h.

EIpl:p27 s Pn—1 € (Oa 1) : ]P(Aj) = p1
P(A; ﬂAj) = po
P(A,’ ﬂAj ﬂA/) = p3

vj
Vi <j
Vi< j</etc.

Milena B&s (Uni Ulm) Gegenbeispiele in der WT

22. November 2012 15 / 17



5. Zusammenhang Austauschbarkeit und Unabhangigkeit

Fn stochastisch unabhiangig, aber P(A;), ..., P(A,) nicht alle gleich

= F, nicht austauschbar

Milena B&s (Uni Ulm) Gegenbeispiele in der WT 22. November 2012 16 / 17



Beispiel zur Austauscheigenschaft
Gegeben: 192 Karten, wobei

@ 110 Karten mit einem Tripel markiert sind:
123,124,125, 134,135, 145, 234, 235, 245, 345 je 11 Mal

o 30 Karten mit einem 4-Tupel: 1234, 1235, 1245, 1345, 2345 je 6 Mal
@ 6 Karten mit einem 5-Tupel: 12345
@ 46 Karten sind leer

Betrachte folgende fiinf Ereignisse:
A; = {zufillig gewahlte Karte enthilt die Zahl i} i€{1,2,3,4,5}

Schlussfolgerungen fiir diese Ereignisse
(a) Abhiangig auf Stufen 2 und 3; unabhingig auf Stufen 4 und 5
(b) vollstandig austauschbar

= Unabhangigkeit und Austauschbarkeit stehen nicht in Bezug zueinander.
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