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Unabhangigkeit vs. paarweise Unabhangigkeit

Aquivalente Definitionen von Unabhéngigkeit
X; Zufallsvariablen, B; € B(R), x; e R, i=1,...,n

@ P(Xje€By,....Xp€Bn) =P(X1 € By)---P(X, € By)
@ Fx .. x.(X1,. .., Xn) = Fx,(x1) - - - Fx,(Xn)
® P(Xi =Xi,.... Xn = Xn) = P(Xq = X1)--- P(Xn = Xn)

@ fx, .. x,(X1,...,Xn) = fx,(x1) - - fx,(xn) f.8.

o P(X; € B, Xo € B) = P(X; € By) - P(Xz € By)
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Unabhangigkeit vs. paarweise Unabhangigkeit

@ (X,Y,Z) nehme die Werte (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) und (1,1,1)
jeweils mit Wahrscheinlichkeit % an.

o PX=1Y=1)=1=FF=PX=1)-P(Y=1)

e PX=1Y=1,Z=1=1x1=0.1.1—
=P(X=1)-P(Y=1)-P(Z=1)

= paarweise unabhangig, aber nicht unabhéngig
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Unabhangigkeit vs. paarweise Unabhangigkeit

en>3
e A={(ai,...,an) €{0,1}": 31, a; gerade }
@ X =(Xi,...,Xp) nimmt Werte in A an mit
P(X=x)=2"("-1)  vxcA
@ X; nimmt Werte in {0,1} an mit
P(X; = x;) = } vx; € {0,1}
= Xi,...,Xn abhédngig
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Unabhangigkeit vs. paarweise Unabhangigkeit

o XU =(Xq,....X_1, Xj+1,..., Xn) mit X € Animmt Werte in
{0,1}"1 an mit

P(X0) = xU)) =2-(=1)  yx0) ¢ {0, 1}
@ X; nimmt Werte in {0, 1} an mit
P(Xi=x)=1}% vx; € {0,1}
= X1,...,Xj—1,Xj41, ..., Xp unabhangig
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Unabhangigkeit von X, Y vs. Unabhangigk. von X2, Y2

@ Xj, Xo > 0 unabhangig, absolut stetig

@ Y von X; und Xy unabhangig mit P(Y = —1) = P(Y =1) =}
@ Betrachte Z; =Y - Xjund Z .= Y - Xs.

@ Z; und Z, sind abhéngig.

@ Z2 = X? und Z2 = XZ sind unabhangig, da X; und Xz
unabhangig sind.
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Unabhangigkeit und erzeugende Funktionen

Defintion erzeugende Funktion

@ X > 0 ganzzahlige Zufallsvariable
= gx(2) = E(zX),zeC,|z| < 1:
erzeugende Funktion von X

@ X, Y unabhangige Zufallsvariablen
= gx(2) - 9v(2) = gx+v(2)
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Unabhangigkeit und erzeugende Funktionen

@ X und Y unabhangige Zufallsvariablen mit
P(X =1) = £ und
PX=0)=P(Y=0)=P(Y=1)=P(Y=2)=4
@ Z:=(X+Y) mod3
@ P(Z=0)=P(Z=1)=P(Z2=2)=

@ P(Y=0)-PZ=1)=1.
=P(Y=0)-P(X=1)

= nicht unabhangig

%:
P(Y
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Unabhangigkeit und erzeugende Funktionen

Y/ 01 2

@ Y + Z in Abhéngigkeit von X und Y: f)(

0 2 4

1 132

@ P(Y+Z=0)=P(Y+Z=4)=
P(Y+Z=1)=P(Y+Z=3)=
PY+Z=2)=4+2=1]

= Gleichung fir erzeugende Funktionen gilt
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Unabhangigkeit und Korrelation

Defintion Korrelationskoeffizient

@ X, Y Zufallsvariablen mit 0 < VarX,VarY < oo
= o(X, Y) Korrelationskoeffizient mit
_ Cov(X,Y) _ E(X-Y)—E(X)-E(Y)
Q(X’ Y) T WarXvVary vVarX+/VarY
@ Xund Y unkorreliert
< Cov(X,Y)=0
@ Xund Y unabhéangig
= E(X-Y)=E(X)-E(Y)
= X und Y unkorreliert
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Unabhangigkeit und Korrelation

@ X,Y e€{-1,0,1} Zufallsvariablen

@ (X, Y)nehme die Werte (1,0),(—1,0),(0,1) und (0, —1) jeweils
mit Wahrscheinlichkeit J an.

° E(X)=E(Y)=E(X-Y)=0
@ PX=1Y=1)=0#£4=1-1=PX=1)-P(Y=1)

= unkorreliert, aber nicht unabhangig
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Unabhangigkeit und Korrelation

@ Xj und X5 haben die gemeinsame Dichtefunktion f mit
1
fxy 6 (X1, X2) = {

w1, wennxZ +x3 <1,
0, sonst.
° E(Xi1) =E(X2) = E(X1-X2) =0
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Unabhangigkeit und Korrelation

LA 2
o fX,,(x,-)—{ZW 1—x7, wennxf <1,

0, sonst.
i=1,2
@ X2+ x5>1,x2<1,x3 <1
= fx, x, (X1, X2) = 0 # fx, (X1) - Fx,(X2)
@ fy, x,(X1,X2) = fx,(X1) - Fx,(Xx2) f.5. gilt nicht

= unkorreliert, aber nicht unabhangig
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e Unabhangigkeit vs. bedingte Unabhangigkeit
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Unabhangigkeit vs. bedingte Unabhangigkeit

Defintion bedingte Unabhangigkeit
(Q,F,P),ABeF,PB)>0PC)>0

o bedingte Wahrscheinlichkeit: P(A|B) = 57
@ bedingte Unabhangigkeit: P(An B|C) = P(A|C)P(B|C)
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Unabhangigkeit vs. bedingte Unabhangigkeit

@ fairer Warfel
e A={2,4,6},B={1,2}
e C=AAB=1{1,4,6}

= unabhangig, aber nicht bedingt unabhangig
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Unabhangigkeit vs. bedingte Unabhangigkeit

@ n >3, X, ~ Ber(}) unabhangig, diskret, Sp = Xi + ...+ X,
= S, abhangig

@ So=kmit P(S; =k) >0
= abhangig, aber bedingt unabhéngig
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