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Bekannte Konvergenzarten

Wahrscheinlichkeitsraum

Im Folgenden betrachten wir immer den Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F, P), die Zufallsvariable X und eine Folge von
Zufallsvariablen {X,} und n— oo
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Bekannte Konvergenzarten

Definition fast sicher

Definition
e {X,} konvergiert fast sicher (f.s) gegen X; n — oo falls
° Plw: Ii_)m Xn(w) = X(w)] = 1.
n—o0

@ Schreibweise: X, LENSY
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Bekannte Konvergenzarten

Definition konvergent in Wahrscheinlichkeit

Definition

e Eine Folge {X,} konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen X
wenn:

° nI|_>ngo Plw : | Xn(w) — X(w)| > €] = 0.

@ Schreibweise: X, P x
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Bekannte Konvergenzarten

Definition konvergent in Verteilung

Definition

e Eine Folge {X,} ist konvergent in Verteilung, falls gilt
o lim Fh(x) = F(x) fiir jeden Stetigkeitspunkt von F.
n—o0

o Schreibweise: F, % F und X, < X.
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Bekannte Konvergenzarten

Definition konvergent in £”

Definition
o {Xy}, X€ L und r>1 E[X]|] < oo, E[|Xs]"] < o0 dann
konvergiert X, im L, falls
° nl|_>ngo E[| X, — X|"] = 0.

@ Schreibweise: X, £
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Bekannte Konvergenzarten

Fast sicher
konvergent

Konvergentin — Konvergentin
Wahrscheinlichkeit Verteilung

Konvergentin L
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Beispiele zu bekannten Konvergenzarten

Beispiel |

Beispiel Nr.1:
o F(x) Verteilungsfunktion x ¢ R, stetig

o zwei Verteilungsfunktionen:
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Beispiele zu bekannten Konvergenzarten

Beispiel |

Beispiel Nr.1:
o F(x) Verteilungsfunktion x ¢ R, stetig

o zwei Verteilungsfunktionen:
@ Fn(x) = F(x+n), Gp(x)=F(x+(-1)"n)
® Fu(x) > 1, n—= 00V x e R
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Beispiele zu bekannten Konvergenzarten

Beispiel |

Beispiel Nr.1:
o F(x) Verteilungsfunktion x ¢ R, stetig

zwei Verteilungsfunktionen:
Fo(x) = F(x+n), Gu(x)=F(x+(—=1)"n)
Fa(x) =1, n— 0oV x e R!

lim Fp(x) =1 = keine Verteilungsfunktion
n—o0
Gon(x) — 1, aber Gopyi(x) — 0, n— oo
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Beispiele zu bekannten Konvergenzarten

Beispiel |

Beispiel Nr.1:
o F(x) Verteilungsfunktion x ¢ R, stetig
o zwei Verteilungsfunktionen:
o Fn(x) = F(x+n), Gp(x)=F(x+(-1)"n)
® Fu(x) > 1, n—= 00V x e R
° nI|_>ngo Fn(x) = 1 = keine Verteilungsfunktion
o Gyp(x) — 1, aber Gopyi(x) = 0, n— o0
@ Also konvergiert G, nicht!
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Beispiele zu bekannten Konvergenzarten

Beispiel Il

Beispiel Nr.2:
@ Sei X eine Bernoullivariable:P(X =1) = P(X =0) =

@ X, ist eine Folge von Zufallsvariablen X, = X

1
2
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Beispiele zu bekannten Konvergenzarten

Beispiel Il

Beispiel Nr.2:
@ Sei X eine Bernoullivariable:P(X =1) = P(X =0) =

@ X, ist eine Folge von Zufallsvariablen X, = X

1
2

o Dann gilt: X, LN X, n— oo
o Definiere: Y =1—-X. = X, & v
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Beispiele zu bekannten Konvergenzarten

Beispiel Il

Beispiel Nr.2:
@ Sei X eine Bernoullivariable:P(X =1) = P(X =0) =

@ X, ist eine Folge von Zufallsvariablen X, = X

1
2

o Dann gilt: X, LN X, n— oo

o Definiere: Y =1—X. = X, & Y

e X, konvergieren nur in Verteilung gegen Y da: |X, — Y| =1
o = P[X,—Y|>¢]»0

Volker Michael Eberle Gegenbeispiele in der Wahrscheinlichkeitstheorie



Beispiele zu bekannten Konvergenzarten

Beispiel Il

Beispiel Nr.3:

e eine Folge {X,, n>1} unabhiangiger Zufallsvariablen
o PX,=1]=1 P[X,=0=1-1 n>1.
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Beispiele zu bekannten Konvergenzarten

Beispiel Il

Beispiel Nr.3:

e eine Folge {X,, n>1} unabhiangiger Zufallsvariablen
o PX,=1]=1 P[X,=0=1-1 n>1.

o X, 550, aber X, =5 0 nicht erfiillt ist.
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Beispiele zu bekannten Konvergenzarten

Frage zu konvergent in L'

Sei X, Lo X=X, E5 X O<s<r
Giltdsann: .
X, L X = x, £ x 7
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Beispiele zu bekannten Konvergenzarten

Beispiel IV

Beispiel Nr.4:
o P[Xo=n=n"(0*)2=1_P[X,=0], n>1
o E[X3]=nls=1)/2 50
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Beispiele zu bekannten Konvergenzarten

Beispiel IV

Beispiel Nr.4:
o P[Xo=n=n"(0*)2=1_P[X,=0], n>1
o E[X5]=nls—N/2 5 0
o E[X]] = n(r=5)/2 5

o D.h. konvergent in £° impliziert nicht £"!
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Beispiele zu bekannten Konvergenzarten

Beispiel V

Beispiel Nr.5:
@ X, sei eine Zufallsvariable
o PXy=e"=1% PX,=0]=1-1
° 73[|X,,]<5]:73[X,,:0]:1—%—>1ﬁirn—>oo
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Beispiele zu bekannten Konvergenzarten

Beispiel V

Beispiel Nr.5:
@ X, sei eine Zufallsvariable
o PX,=e"l=1 PX,=0=1-1
° 73[|X,,]<5]:73[X,,:0]:1—%—>1ﬁirn—>oo
o aber E[X/] = el — oo

@ konvergent in Wahrscheinlichkeit aber nicht in L".
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Beispiele zu bekannten Konvergenzarten

Beispiel |

Impliziert konvergent im L£" Sinne fast sichere Konvergenz? J
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Beispiele zu bekannten Konvergenzarten

Beispiel VI

Beispiel Nr.6:
@ X, eine Folge unabhangiger Zufallsvariablen

° PX,=0]=1- -z PXo==%1] = -3z

2
o Dann gilt X, = 0, aber X, =% 0 gilt nicht!
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Beispiele zu bekannten Konvergenzarten

Definition Il

Seinen F,F, Verteilungsfunktionen,so dass ihre Dichtefunktionen
f,f, exitieren.

e falls f, — f, (n— o0) fast liberall, xeR dann folgt

= Fp— F
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Beispiele zu bekannten Konvergenzarten

Frage

Gilt auch die Gegenrichtung? J
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Beispiele zu bekannten Konvergenzarten

Sei
0, falls x <0
Fa=Q x(1-02m) | falls 0<x<1
1, falls x>1
und

0, falls x<0
F=< x, falls 0<x<1
1, falls x>1

Dann gilt zwar F,(x)—F aber f,(x) - f(x)
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Beispiele zu bekannten Konvergenzarten

Bilder zu Beispiel 7

F) Fso¥)
1 15
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1
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0 0
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foo ()
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vollstandige Konvergenz
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vollstandige Konvergenz

vollstandige Konvergenz

Definition

o lim Yoo Pl Xm| >e]=0Ve>0
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vollstandige Konvergenz

D.h. aus vollstandiger Konvergenz folgt f.s. Konvergenz.
Aber was gilt fiir die Gegenrichtung? J
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vollstandige Konvergenz

(2, F,P), @=1[0,1], F = Bjg1) und P ist das Lebesgue-MaB
1, falls 0
1

Xn(w) :{ 0, falls

Konvergiert nicht vollstandig.

<w<i
<w<1.
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vollstandige Konvergenz

Vielen Dank fur ihre Aufmerksamkeit.
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