
Zentraler Grenzwertsatz
Diverse Grenzwertsätze

Seminar Gegenbeispiele in der
Wahrscheinlichkeitstheorie

-
Zentraler Grenzwertsatz und diverse Grenzwertsätze

Klaus Kuchler

07. Januar 2013

Klaus Kuchler Seminar Gegenbeispiele in der Wahrscheinlichkeitstheorie



Zentraler Grenzwertsatz
Diverse Grenzwertsätze

Inhaltsverzeichnis

1 Zentraler Grenzwertsatz

2 Diverse Grenzwertsätze

Klaus Kuchler Seminar Gegenbeispiele in der Wahrscheinlichkeitstheorie



Zentraler Grenzwertsatz
Diverse Grenzwertsätze

Notationen, Bedingungen und Sätze

Notationen

Sei {Xn, n ≥ 1} eine Folge unabhängiger ZVen auf (Ω,F ,P).
Dann bezeichne

Sn = X1 + · · ·+ Xn die Summe der ersten n ZVen,

σ2k = Var Xk die Varianz der ZV Xk und

s2n = Var Sn = σ21 + · · ·+ σ2n die Varianz der Summe Sn.

Zentraler Grenzwertsatz

Die obige Folge {Xn} erfüllt den Zentralen Grenzwertsatz, wenn

lim
n→∞

P[(Sn − ESn)/sn ≤ x ] = Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−u

2/2 du, ∀x ∈ R,

d.h. die Verteilungsfkt. von (Sn − ESn)/sn für n→∞ konvergiert
punktweise bzw. sogar gleichmäßig in x gegen N (0, 1).
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Notationen, Bedingungen und Sätze

Bedingungen

Fk Verteilungsfkt. von Xk und o.B.d.A. sei EXk = 0 ∀k ≥ 1

lim
n→∞

1

s2n

n∑
k=1

∫
|u|≥εsn

u2 dFk(u) = 0 ∀ε > 0 (Lindeberg-Bed.)

lim
n→∞

max
1≤k≤n

σ2k
s2n

= 0 (Fellersche Bed.)

lim
n→∞

max
1≤k≤n

P[|Xk/sn| ≥ ε] = 0 ∀ε > 0 (u.a.n. Bed.)
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Notationen, Bedingungen und Sätze

Lindeberg Theorem

(Lindeberg-Bed.) ⇒ Zentraler Grenzwertsatz (ZGWS)
(hinreichende Bedingung)

Lindeberg-Feller Theorem

Wenn (Fellersche Bed.) oder (u.a.n. Bed.) erfüllt ist, dann gilt

(Lindeberg-Bed.) ⇐⇒ (ZGWS)

Klaus Kuchler Seminar Gegenbeispiele in der Wahrscheinlichkeitstheorie



Zentraler Grenzwertsatz
Diverse Grenzwertsätze

Beispiel 1: ZGWS ist nicht erfüllt

{Xk , k ≥ 1} unabh. ZVen mit Verteilung

P[X1 = ±1] = 1
2 und

für k ≥ 2, c ∈ (0, 1) gilt P[Xk = 0] = (1− 1
k2 )c ,

P[Xk = ±1] = 1
2(1− c), P[Xk = ±k] = 1

2k2 c

Lindeberg-Bedingung:

lim
n→∞

1

s2n

n∑
k=1

∫
|u|≥εsn

u2 dFk(u) = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

E[X 2
k 1{|Xk | ≥ ε

√
n}] 6= 0

⇒ Lindeberg-Bedingung ist nicht erfüllt
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Beispiel 1: ZGWS ist nicht erfüllt

Ist nun der ZGWS erfüllt oder nicht?
u.a.n. Bedingung:

P[|Xk/sn| ≥ ε] = P[|Xk | ≥ ε
√

n] =

{
0, k < dε

√
n e

1
k2 c, k ≥ dε

√
n e

⇒ max
1≤k≤n

P[|Xk/sn| ≥ ε] ≤ max
dε
√
n e≤k≤n

1

k2
c ≤ 1

ε2n
c → 0 für n→∞

⇒ u.a.n. Bedingung ist erfüllt (auch Fellersche Bed.)

Annahme: ZGWS gilt
Linde.−Fell. Theo.⇒ Lindeberg-Bed. gilt 

⇒ ZGWS ist nicht erfüllt
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Beispiel 2: Definitionsbereich für Normal-Konvergenz

{Xk , k ≥ 1} u.i.v. ZVen, die den ZGWS erfüllen und
Fn(x) = P[(Sn − ESn)/sn ≤ x ].
Die gleichmäßige Konvergenz von Fn(x)→ Φ(x) auf R schließt
gleichmäßige Konv. von

lim
n→∞

1− Fn(x)

1− Φ(x)
= 1 (?)

auf irgendeinem endlichen Intervall von R, z.B. [0, a], a = const.,
ein. Solche Intervalle sind Definitionsbereiche der
Normal-Konvergenz.
Jedoch gilt (?) nicht auf allen endlichen Intervallen
[0, an], an →∞!
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Zentraler Grenzwertsatz
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Beispiel 2: Definitionsbereich für Normal-Konvergenz

Betrachte {Xk , k ≥ 1} u.i.v. ZVen, X1 ∼ Ber(p), p ∈ (0, 1)

⇒ {Xk , k ≥ 1} erfüllen den ZGWS und ESn = np, s2n = np(1− p)

⇒ 1− Fn(x) = P[ (Sn−np)√
np(1−p)

> x ] = P[Sn > x
√

np(1− p) + np]

⇒ (1− Fn(x))/(1− Φ(x)) = 0 für x >
√

n(1−p)
p

⇒ (?) gilt nicht für alle Intervalle der Form [0,O(
√

n)],

insbesondere nicht für [0, c(p)
√

n] mit c(p) >
√

(1−p)
p

⇒ (?) gilt jedoch für alle Intervalle der Form [0, o(
√

n)], z.B. für
[0,
√

n/ log(1 + n)] ⇒ Definitionsbereich für Normal-Konv.
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Beispiel 2: Definitionsbereich für Normal-Konvergenz
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Intervalle, die kein Definitionsbereich für Normal−Konvergenz sind:
 [0 , 2*sqrt((1−p)/p)*sqrt(n)] für p=0.5 und n=1, 20, 40, 60, 80, 100 
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Beispiel 2: Definitionsbereich für Normal-Konvergenz
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Intervalle, die ein Definitionsbereich für Normal−Konvergenz sind:
 [0 , sqrt(n)/log(1+n)] für p=0.5 und n=100, ... , 5000 
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Beispiel 3: Fn → Φ
?⇒ fn → ϕ

Frage: Folgt aus (i) Fn → Φ auch die Konv. von (ii) fn → ϕ?
(fn Dichte von (Sn − ESn)/sn und ϕ Dichte von N (0, 1))

Antwort: Während i.A. aus (ii)⇒(i) (Satz von Scheffé),
gilt aus (i)⇒(ii) i.A. nicht!

Dazu betrachten wir folgendes Gegenbeispiel:

Sei X eine ZV mit Dichte f (x) =

{
0, |x | ≥ e−1

1
2|x | log2 |x | , |x | < e−1, x 6= 0

und {Xn, n ≥ 1} u.i.v. Kopien von X.

⇒ {Xn} erfüllt (i)
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Beispiel 3: Fn → Φ
?⇒ fn → ϕ

Wir betrachten nun die Dichte g2(x) der Summe S2 = X1 + X2:

g2(x) =

∫ e−1

−e−1

f (u)f (x − u) du

Gesucht: Untere Schranke für g2(x) auf 0 < x < e−2 = argmin f (x)

⇒ g2(x) ≥
∫ x
−x f (u)f (x − u) du ≥

∫ x

−x
f (x)f (x − u) du

= 1
2x log2 x

∫ x
−x

1
2(x−u) log2(x−u) du =

1

2x log2 x

(
−1

2 log 2x

)
≥ 1

2x log2 x

(
−1

2 log x

)
=

1

4x | log3 x |
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Beispiel 3: Fn → Φ
?⇒ fn → ϕ

Ähnlich folgt für die Dichte gn(x) der Summe Sn = X1 + · · ·+ Xn:

gn(x) ≥ cn

x | logn+1 x |
für cn = const > 0, 0 < x < e−n

Daraus folgt für alle n ∈ N, dass

lim
x→0+

fn(x) = lim
x→0+

sn gn(xsn)
1

=∞ 6= 1√
2π

= lim
x→0+

ϕ(x)

⇒ fn(x) konvergiert nicht gegen ϕ(x) im Sinne der gleichmäßigen
Konvergenz außerhalb einer Nullmenge

1x geht schneller gegen 0, als | logn+1 x | gegen ∞
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Drei-Reihen-Satz von Kolmogorov

Drei-Reihen-Satz von Kolmogorov

Sei {Xn, n ≥ 1} eine Folge unabhängiger ZVen und

X
(c)
n := Xn1{|Xn| ≤ c} für ein c > 0. Eine notwendige Bedingung

für die P-f.s. Konvergenz der zufälligen Reihe
∑∞

n=1 Xn ist, dass
die drei Reihen∑∞

n=1 E[X
(c)
n ]∑∞

n=1 Var X
(c)
n∑∞

n=1 P[|Xn| ≥ c]

für jedes c > 0 konvergieren.
Eine hinreichende Bedingung ist die Konvergenz der drei Reihen
für ein c > 0.
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Beispiel 1: Zufällige harmonische Reihe

{Xn, n ≥ 1} unabh. ZVen und Xn = ± 1
n jeweils mit Wkt. 1

2

⇒ Wähle c = 1 im Drei-Reihen-Satz von Kolmogorov und es folgt
die Konvergenz der drei Reihen

⇒ f.s. Konvergenz der zufälligen harmonischen Reihe
∑∞

n=1±
1
n ,

wohingegen ja die deterministische harmonische Reihe divergiert!

:::::::::::::
QUIZFRAGE:
Gilt die f.s. Konvergenz auch für∑∞

n=1±
1√
n

mit Xn = ± 1√
n

für p = 1
2∑∞

n=1±
1
n mit

{
Xn = − 1

n für p ∈ (0, 12)

Xn = 1
n für 1− p
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Beispiel 2: Rolle der Unabhängigkeit im Drei-Reihen-Satz

Aus dem Drei-Reihen-Satz erhalten wir direkt folgenden Satz:

Zwei-Reihen-Satz

Sei {Xn, n ≥ 1} eine Folge unabhängiger ZVen und die Reihen∑∞
n=1 E[Xn],

∑∞
n=1 Var Xn sind konvergent, dann konvergiert die

zufällige Reihe
∑∞

n=1 Xn P-f.s..

Wie verhält es sich jedoch bei Abhängigkeit der ZVen?

Dazu betrachten wir folgendes Gegenbeispiel:

Sei ξ eine nicht degenerierte ZV mit Eξ = 0, Var ξ = b2.
Definiere Xn := ξ/n, n ≥ 1, d.h. die ZVen Xn sind abhängig.
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Beispiel 2: Rolle der Unabhängigkeit im Drei-Reihen-Satz

Es folgt
∑∞

n=1 E[Xn] = 0,
∑∞

n=1 Var Xn = b2
∑∞

n=1 1/n2 <∞.

Was ist nun mit
∑∞

n=1 Xn?

⇒
∞∑
n=1

Xn(ω) = ξ(ω)
∞∑
n=1

1

n
∀ω ∈ Ω

⇒ konvergent auf A := {ω : ξ(ω) = 0} mit Wkt. P[A] = p ∈ [0, 1)

⇒ divergent auf Ac := {ω : ξ(ω) 6= 0} mit Wkt. P[Ac ] = 1− p

Allgemein gilt bei Abhängigkeit der Xn:

P[ω ∈ Ω :
∑∞

n=1 Xn(ω) konv.] = p ∈ [0, 1)
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Beispiel 3: Erwartungswert ←→ unendl. Summation

Es gilt: Wenn {Xn, n ≥ 1} ZVen sind mit Xn ≥ 0 ∀n, dann ist
folgendes möglich:

E

[ ∞∑
n=1

Xn

]
=
∞∑
n=1

EXn

Frage: Doch was ist, wenn Xn ≥ 0 nicht gilt?

Antwort: Die obige Gleichung ist falsch, selbst bei Konv. von∑∞
n=1 Xn!

Klaus Kuchler Seminar Gegenbeispiele in der Wahrscheinlichkeitstheorie



Zentraler Grenzwertsatz
Diverse Grenzwertsätze

Beispiel 3: Erwartungswert ←→ unendl. Summation

Dazu betrachten wir folgendes Gegenbeispiel:

{ξn, n ≥ 1} u.i.v. ZVen mit P[ξ1 = ±1] = 1
2 und eine Stoppzeit

τ = inf {n ≥ 1 :
∑n

k=1 ξk = 1} mit inf {∅} =∞.
Definiere nun Xn := ξn1{τ ≥ n}.

⇒
∑∞

n=1 Xn =
∑∞

n=1 ξn1{τ ≥ n} =
∑τ

n=1 ξn = 1

⇒ E [
∑∞

n=1 Xn] = 1

ξn,1{τ≥n}⇒
unabh.

EXn = EξnE1{τ ≥ n} = 0 ∀n ≥ 1

⇒ 1 = E [
∑∞

n=1 Xn] 6=
∑∞

n=1 EXn = 0
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