Angewandte Stochastik II Prof. Dr. Evgeny Spodarev
WS 2013/14 Dr. Jiirgen Kampf

Klausurvorbereitung
27. Februar, 10:00

Hilfsmittel: Ein nicht programmierbarer Taschenrechner;
ein einseitig handschriftlich beschriebenes DIN A4-Blatt.

Aufgabe 1: Empirische Verteilungsfunktion
(34+3+3=9 Punkte)

a) Welche der folgenden Grafiken konnen eine empirische Verteilungsfunktionen darstellen? Begriinden
Sie Thre Aussage.
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b) Sei (X1, ..., X10) eine uiv. Zufallsstichprobe mit X; ~

t X, 0,a) und empirischer Verteilungsfunktion
Fio(z). Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit P(F19(§) = 3).

(
1

¢) Bestimmen Sie den Erwartungswert EF,, (x) und die Varianz Var F, (x).
(Die Momente der Binomialverteilung kénnen als bekannt vorausgesetzt werden).



Aufgabe 2: Statistik mit R

(24-2+2=6 Punkte)

Nehmen Sie an, Sie haben in R einen Vektor b, der eine Stichprobe (by,...,b,) reprasentiert. Schreiben
Sie R-Code, der folgende Aufgaben 16st:

a) Berechnen Sie das geometrische und das harmonische Mittel von b.

b) Wenn by,...,b, Realisierungen von w.i.v. T'(A, 8)-verteilten Zufallsvariablen sind, kann A durch A=
8/by, geschitzt werden. Allerdings ist dieser Schétzer verzerrt. Berechnen Sie den Jackknife-Schétzer
flir die Verzerrung von A basierend auf der Stichprobe b.

¢) Erzeugen Sie einen Q-Q-Plot, um zu entscheiden, ob die Stichprobenelemente einer I'(5, 8)-Verteilung
entstammen.
Hinweis: T'(\,p)-verteilte Zufallsvariablen kénnen Sie mittels rgamma(Anzahl, rate=\, shape=p)
erzeugen. Entsprechend funktionieren dgamma, pgamma und qgamma.

Aufgabe 3: Eigenschaften von Kerndichteschatzern

(44-3=7 Punkte)

Seien Xi,...,X, u.i.v. absolut stetige Zufallsvariablen. Die Dichte f der Verteilung von Xi soll mit
einem Rechteckskern

K(z) = 311 3 (2)

und Bandweite h = 1/3 geschétzt werden. Wir betrachten den Wert f (1) des Kerndichteschétzers an der
Stelle 1.

a) Berechnen Sie die Verzerrung von f(1) als Gleitkommazahl, wenn X; ~ Eap(1).

b) Zeigen Sie, dass f(1) stark konsistent ist, wenn X; ~ U(0, 3).

Aufgabe 4: Momentenschatzer
(14+3=4 Punkte)
Seien X1, ..., X, u.i.v. Zufallsvariablen.

a) Bestimmen Sie den Momentenschétzer fir p, wenn X7 ~ I'(\g, p) mit bekannten \g ist.

b) Bestimmen Sie den Momentenschétzer fiir o, wenn X die Dichte f(z) = (a+1)1jg,1)(z)z® mit o > 0
hat.

Aufgabe 5: Maximum-Likelihood- und Momentenschéitzer fiir die Gleichverteilung

(6 Punkte)

Seien Xi,...,X,, ~ U(a,b) unabhingige Zufallsvariablen. Bestimmen Sie den Momentenschitzer (3
Punkte) und den Maximum-Likelihood-Schétzer (3 Punkte) fiir (a,b).

Aufgabe 6: Maximum-Likelihood-Schéatzer fiir die Normalverteilung

(4 Punkte)

Seien X1,...,X, ~ N(u,0?) unabhingige Zufallsvariablen. Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-
Schitzer fiir (u, 02). Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass der Mazimum-Likelihood-Schitzer tatsdchlich
existiert.



Aufgabe 7: Konfidenzintervalle
(14-34+3=7 Punkte)
Sei (X1,...,X,) eine Zufallsstichprobe mit X; ~ Exp(f), 8§ > 0. Sei « € (0,1) und sei y =1 — «.

a) Zeigen Sie: 0 X; ~ Exp(1).

b) Bestimmen Sie ein minimales Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert EX,; zum Niveau v, das auf
>, X, basiert.

c) Bestimmen Sie ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir EX; zum Niveau . Verwenden Sie hierfiir,
dass X,, asymptotisch normalverteilt ist.

Kontrollwerte
Hier sind einige Werte, damit Sie die Korrektheit ihrer Rechnungen iiberpriifen konnen.

Aufgabe 1

a) (i) und (v) kénnen empirische Verteilungsfunktionen sein.
b) 63/256 — 0, 246.

¢) EF,(z) = £ und Var F, () = 12(1 — 2)

Aufgabe 3
a) 0,0069 (unabhéngig von n)

Aufgabe 4

a)ﬁ:AOXn B
)G =1/(1— X,)—2

Aufgabe 5
Momentenschétzer:

n

_ . - - 1 &
a=X,—1/3X2 und b= X, +/3X2, wobei X,%:sz X2
n
i=1

Maximum-Likelihood-Schéatzer:

4 =min{Xy,...,X,} und b= max{Xy,..., X,}

Aufgabe 6
i =X, und &Q—Ei(X' X,)?
- n - 1 n
"=
Aufgabe 7
b)

|:F()‘7n)a/2 (A, n)l—a/2:|
i Xi T XX U
wobei I'(\, p)4 das ¢-Quantil der I'(\, p)-Verteilung bezeichnet.

c)

|:Za/2+1 Zlfa/2+1}
vnX, B vnX, 7V

wobei z, das g-Quantil der N(0, 1)-Verteilung bezeichnet.



