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Stochastik fiir WiWi - Klausurvorbereitung

Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit und Satz von Bayes

(Q, F,P) Wahrscheinlichkeitsraum, Ei, ..., E, € F Ereignisse mit E; N E; = ) fir alle ¢ # j und
Q=FiU---UE,. Dann gilt fiir jedes beliebige Ereignis £ € F
1.)
n
P(E) =) P(E|E;) - P(E))
j=1

2.) Falls P(E) > 0 ist, so gilt aulerdem
E|E;) -P(E;) _ P(E|E;) - P(E;)
) > P(E|E)) - B(E))
]:

B(E:|E) = 20

, 1=1,...,n

Beispiel

Eine statistische Auswertung der SWU hat ergeben, dass im Mittel 10 % aller Fahrgéste im offentlichen
Nahverkehr schwarz fahren. 70 % der Schwarzfahrer haben keine Fahrkarte, die restlichen 30 % haben
entweder gefilschte oder illegale Fahrscheine. Von den ehrlichen Fahrgésten haben im Schnitt 5 % ihre
Fahrkarte vergessen.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit kann ein kontrollierter Fahrgast keine Fahrkarte vorzeigen?
(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein kontrollierter Fahrgast, der keine Fahrkarte vorzeigen kann

ein Schwarzfahrer?

Losung

E = {ehrlicher Fahrgast}, S = {Schwarzfahrer}, K = {Fahrgast kann keinen Fahrschein vorzeigen}
(a) P(K) = P(K|E)P(E) + P(K|S)P(S) = 0.05-0.9+0.7-0.1 = 0.115

S)P(S .
(b) P(S|K) = "5 = G55 ~ 0.61

Tschebyscheff Ungleichung

Sei X : Q — R eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) mit EX? < co. Dann

gilt fir jedes € > 0
< Var(X)

— 2

P(|X — EX| > ¢)
&€

Varianz, Kovarianz und Korrelationskoeffizient

X,Y : Q — R Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P) mit EX2 EY? < oc.
Wichtige Formeln:



1.) Var(X) =EX? — (EX)?
2.) Cov(X,Y)=EXY - EXEY

_ o)
3) p(X’Y) - Var(X)-Var(Y)

X1,X2,Y1,Ys : Q — R Zufallsvariablen auf (Q, F,P) mit EX? EX2 EY?, EY? < oo und o, 3 € R.
Rechenregeln fiir Varianz und Kovarianz:

1.) Cov(aX,BY) = aBCov(X,Y), insbesondere Var(aX) = Cov(aX,aX) = a?Cov(X, X) = a?Var(X)
2.) Cov(X7 + X, Y7 + Ys) = Cov(Xy, Y1) + Cov(Xy,Y2) + Cov(Xs, Y1) + Cov(Xs, Y2)

3.) Var(X +Y) = Var(X) +2Cov(X,Y) + Var(Y)

Falls X und Y unkorreliert sind, d.h. Cov(X,Y) = 0, so gilt auflerdem

4.) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)

Wichtig:
X und Yunabhingig = X und Yunkorreliert

aber im Allgemeinen nicht umgekehrt!

Blatt 5, Aufgabe 2

Es sollen 100.000 € in Aktien investiert werden. Dabei stehen 2 Aktien zur Auswahl: Aktie 1 kostet
80 €, der erwartete Kurs in einem Jahr betragt 90 €, bei einer Standardabweichung von 2 €. Aktie 2
kostet 120 €, der erwartete Kurs in einem Jahr betrdgt 150 €, bei einer Standardabweichung von 10 €.
Das Geld soll mit minimalem Risiko investiert werden. Als Risikomafl verwenden wir die Varianz, d.h.
wir wollen die 100.000 € so investieren, dass der Wert unseres Portfolios in einem Jahr minimale Varianz
hat. Wie ist das Geld zu investieren, wenn

(a) die Kurse in einem Jahr unabhéngig sind?
(b) die Kurse in einem Jahr einen Korrelationskoeffizienten von —0,4 besitzen?

Zusétzlich wird stets davon ausgegangen, dass Leerverkédufe nicht erlaubt sind und dass die 100.000 €
restlos investiert werden.

Losung

Es bezeichne X den Kurs von Aktie 1 nach einem Jahr und Y den Kurs von Aktie 2 nach einem Jahr.
Gesucht sind a, 8 > 0, so, dass
a -804+ (5120 = 100000
{Var(aX + AY) — min

Eine Losung bekommt man, indem man die erste Bedingung nach « auflést und danach in die zweite
Bedingung einsetzt. Danach verwendet man die obigen Eigenschaften der Kovarianz um die zu mini-
mierende Funktion konkret zu bestimmen. Das Minimum findet man dann wie tiblich.

Blatt 6, Aufgabe 1
Die Zufallsvariable X sei gleichverteilt auf der Menge {—2, —1,0,1,2}. Sei Y = X?2.

(a) Bestimme Cov(X,Y).

(b) Sind X und Y unabhéngig? (Die Antwort ist zu begriinden!)

Losung



(a) Es gilt:
Cov(X,Y) = Cov(X, X?) = EX® - EXEX?

Da die Verteilung von X symmetrisch ist, gilt EX = EX3 = 0, also
Cov(X,Y)=0

Also sind X und Y unkorreliert.

{EX: %(—2—1+0+1+2) =0 und EX3 = %(—8—14—04—1—1—8) :0}

(b) X und Y sind aber nicht unabhéngig, denn z.B.

1
]P’(X:l,Y:l):IP’(X:l,XQ:U:]P’(X:l):g
und
9 1 2 2
PX=1)PY =1)=PX=1)PX*=1)=PX=1)P(X €{-1,1}) = AT
also
PX=1Y=1)#4#PX=1)PY =1)
Schitzen von Parametern
© C R"™ Parameterraum, { Fy; 6 € ©} parametrische Familie von Verteilungen, X7, ..., X,, Zufallsstich-

probe zur Verteilung Fy, 0 = (61,...,0,) € ©.
Momentenschitzer

Ziel ist es, g(0) zu schétzen, wobei g : © — R™ eine Funktion des Parametervektors 6 ist. Ist
9(0) = f(ma(0), ..., mu(0))

eine Funktion f : Rl — R™ gewisser Momente von Fy, so withlt man den Schitzer g/(g) fir g(0) als

wobei 1y, = 2 37 | XF.
Beispiel

Sei X1,..., X, eine Zufallsstichprobe zur LN, ,2-Verteilung. Bestimme mit Hilfe der Momentenmethode
einen Schitzer fiir den Parametervektor (u,o?).

Losung
n n -2
M1 = % Zl xj, Mg = % Zl mjz, EX; = el EX? = e(2n+o*)o®  Betrachte folgendes Gleichungssystem
j= j=
m1 =EX;
1y = EX?
d.h.
2 0'2 02
my=elTT &+ -5 = log(r1) < p = log(1) — -5



Daraus ergibt sich der Momentenschétzer

5 52 = (log(ris) — log(mg)  log(1z)
(7,07 = (08U = o) 2log(in)

Maximum-Likelihood-Schatzer

Die Likelihood-Funktion L : R™ x © — R von Fj ist definiert durch

n
[T P(X1==x) ; Fpdiskret
L(zy,...,2,;0) = F51
IT flxk) ;  Fy absolutstetig mit Dichte f

Der Maximum-Likelihood-Schétzer 0 fiir 0 ist derjenige Parametervektor, der die Likelihood-Funktion
fiir jeden Datenvektor (z1,...,x,) maximiert. Oft ist es einfacher die Log-Likelihood-Funktion
logL(z1, ..., x,;0) definiert durch

logL (@1, .., 3 0) = log(L(w1,. .., 2,3 0))

zu betrachten.
Beispiel

Sei X1, ..., Xy, eine Zufallsstichprobe zur LN/, ,2-Verteilung. Bestimme mit Hilfe der Maximum-Likelihood-
Methode einen Schitzer fiir den Parametervektor (u,c?), wobei die Dichte f der LN 02~ Verteilung

gegeben ist durch
1 _ (og(@)—p)?
e 202 >0

f) = —

Losung

O\ (log(z;)—u)?
) 1\ 1 X aT
L(xy,...,xn;p,0%) = . e =
oV 2T T Tp

logL(z1, ..., xn; p, 0%) = —nlog( Voro?) Zlog xj)

= (log(x;) — p)?

= 202
—logLL ZIOg(%)_M zoﬁu:—ilog(az )
0 o2 — J
7j=1 7j=1
n 1 n
_ _ 2 _ 2
9 =5 logl = —202 z:: log(x;) =0&0°= njz::l(log(xj) — )
Der ML-Schitzer fiir (11, 0?) ist also gegeben durch
o 1 n 1 n )
(A, 67 Zlog )~ Z (log(X;) — = > log(X;))?)
7=1 7j=1

Giiteeigenschaften von Schitzern

Sei T5,(X1, ..., Xy) ein Schétzer fir g(0).
1.) Erwartungstreue: ET),(X1,...,X,) = g(0).

2.) Asymptotische Erwartungstreue: nIEIéO ET,(X1,...,X,) = g(0).



3.) Starke Konsistenz: Jim T0(X1,...,Xn) = g(0).
4.) Schwache Konsistenz: nh_)ngo P(|Tn(X1,...,Xn) —g(0)| > ¢) =0, fur jedes € > 0.

Wichtig: 1.) = 2.) und 3.) = 4.) Im Allgemeinen aber nicht andersherum!



