Kapitel 4

Biometrische Rechnungsgrundlagen

In diesem Abschnitt geht es um die Erstellung von Sterbetafeln, d.h. von Tabellen, in denen
dokumentiert ist, mit welcher Wahrscheinlichkeit Personen in welchem Alter sterben.
Préaziser gesagt, sollen Schétzer fiir die Wahrscheinlichkeit ¢,, x € N, dass eine Person,
die ihren z-ten Geburtstag erlebt, vor ihrem (x + 1)-ten Geburtstag stirbt, hergeleitet
werden. Die Wahrscheinlichkeiten ¢, heiflen theoretische Sterbewahrscheinlichkeiten.

4.1 Ermittlung der rohen Sterbewahrscheinlichkeiten

Die rohen Sterbewahrscheinlichkeiten sind erste (vorlaufige) Schétzer fiir die theoretische
Sterbewahrscheinlichkeiten, die (noch) nicht ausnutzen, dass ¢, eine gewisse Stetigkeit in
x besitzt.

Wir nehmen an, dass wir einen Bestand an Personen iiber einen Zeitraum B von n
Jahren beobachten.

Wir bezeichnen mit G, (i.d.R. y < 0) die Menge derjenigen Personen in Bestand, die
zwischen y — 1 und y Jahren nach Beobachtungsbeginn geboren werden. Diese sind also
zu Beobachtungsbeginn —y Jahre alt.

Fiir eine Personengruppe G, einen Beobachtungszeitraum B und ein Alter x bezeichne
T.(B,G) die Menge der Personen aus G, die innerhalb von B im Alter x sterben, und
L.(B,G) die Menge der Personen aus G, die ihren z-ten Geburtstag erleben.

Nun ist der Schétzer fiir ¢, nach der Geburtsjahrmethode definiert durch

o #LBULCiy) T #10(B,Ci)
O H#L(B U Giy) S #L.(B,Giy)

Man ermittelt also die Geburtsjahrgéange, fiir die der z-te und der xz+1-te Geburtstag (und
somit alle Todesfélle im Alter x) in den Beobachtungszeitraum fallen. Dann schétzt man
die Sterbewahrscheinlichkeit durch die relative Haufigkeit aller Personen, die in Alter
x sterben, unter allen beobachteten Personen dieser Geburtsjahrgéinge, die ihren x-ten
Geburtstag erleben.

Die Sterbewahrscheinlichkeit ist ungeféahr

S o #Tw(B, Gy y) |
HL,(B,G_y) + Y0 #L.(B,Giy) + i #L,(B,G,y)
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Die Zahl der Personen aus L,(B,G_,) und L,(B,G,_,) werden mit % multipliziert, da
diese Personen im Schnitt nur ein halbes Jahr innerhalb von B das Alter x haben.

Ein Problem ist, dass sich #L,(B,G_,) nicht aus den Daten ermitteln ldsst. Deshalb
nennt man L7 (B) die Menge der z-Jihrigen, die sich zu Beobachtungsbeginn im Bestand
befinden, und LZ(B) die Menge der z-Jdhrigen am Beobachtungsende und approximiert

LA(B) — L,(B,G_,) =~ L¥(B) — L.(B, G,_,).
Nun ist der Schétzer fiir ¢, nach der Sterbejahrmethode definiert durch

qAG — Z?:() #Tm<Ba Gz—x) '
T XL #Le(B, i) + 5#L(B) — 3#LE(B)

Sowohl Geburts- als auch Sterbejahrmethode sind nur fiir geschloffene Personenbestédnde
geeignet, d.h. wihrend des Beobachtungszeitraums gibt es keine Zugénge und keine Abgénge
aufler durch Tod.

Vorteile Sterbejahr- gegeniiber Geburtsjahrmethode:

e keine Informationen werden “weggeworfen”

e fiir n = 1 anwendbar

Vorteil Geburtsjahr- gegeniiber Sterbejahrmethode:

e Andern sich die Sterbewahrscheinlichkeiten im Laufe der Zeit, bieten die Werte der

Geburtsjahrmethode mit n = 2 die klarste Interpretationsmoglichkeit.

Nun wollen wir auch Zu- und Abgénge mit beriicksichtigen.
Wir zerlegen den Beobachtungszeitraum B = U} ; B; in einzelne Jahre B;, i = 1,... n.
Es bezeichne

e L4(B;) die Menge der z-Jdhrigen am Anfang von B;,
e LE(B;) die Menge der z-Jdhrigen am Ende von B; und
e T.(B) die Menge der Personen, die innerhalb von B im Alter x sterben.

Nun ist die Sterbeziffer definiert durch

#T,(B)
S S(HLAB) + #LE(B))

ky =

Die Sterberziffer ist allerdings als Schétzer fiir die theoretische Sterbewahrscheinlichkeit
ungeeignet, weil im Nenner diejenigen Personen unberiicksichtigt bleiben, die nach ihrem
z-ten Geburtstag, aber noch vor dem darauffolgenden Jahreswechsel sterben. Dies sind
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ungefihr $#7,(B) Personen. Deshalb definiert man den Schétzer nach der Sterbeziffer-
methode fiir ¢, durch

T S#T(B) + XL, s (LB + #LE(B)))
(5ke +1) X0y 3(#LA(B;) + #LE(B;))
ke
C Lk +1
2k,
okt 2

Zu- und Abginge werden nun approximativ beriicksichtigt.

Nun wollen wir Zu- und Abgénge exakt beriicksichtigen.

Hierzu bezeichnen wir fiir jede Person j, die irgendwann (innerhalb von B) zum beob-
achteten Bestand gehort, mit d, ; die Verweildauer, d.h. die Lénge des Zeitraums innerhalb
von B, in dem j zum Bestand gehort und Alter x hat. Stirbt j wihrend der Beobachtung
im Alter z, so setzt man d, ; := 1.

Weiter bezeichne L,(B) die Menge der Personen, die zu mindestens einem Zeitpunkt
in B zum Bestand gehoren und Alter x haben, d.h. die Personen j mit d, ; > 0.

Wir definieren nun den Schétzer nach der Verweildauermethode fiir g, durch

. #T1.(B)

’ ZjeLx(B) dr,j
Die Verweildauer d, ; approximiert dabei die Wahrscheinlichkeit, dass der Tod von j in
den Daten erfasst wird, falls j im Alter x stirbt.

Anmerkung: Es ist gerechtfertigt, fiir Personen, die durch Tod aus dem Bestand
ausscheiden, eine hohere als die tatséichliche Verweildauer anzusetzen. Aber der Wert 1
ist zu hoch. Vielmehr miisste geschétzt werden, wie hoch die Verweildauer wire, wenn die
Person nicht gestorben wére.



