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Sei (2, X, P) stets ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Hier und in allem Folgenden bezeichnen wir mit L”, p > 1, den Raum der Aquivalenzklassen
{iber £P bzgl. der Aquivalenzrelation der fast sicheren Gleichheit.

Obwohl diese Riaume keine Zufallsvariablen enthalten, sondern Aquivalenzklassen, schreiben
wir trotzdem fiir eine Zufallsvariable X : Q — R, welche E|X|P < oo erfiillt, dass X € LP
gilt, obwohl wir darauf verweisen wollen, dass es formalerweise: ”Sei X € [X] ein Vertreter
der Aquivalenzklasse [X] € L? von Funktionen, welche P-f.s. mit X iibereinstimmen” heiflen
miisste.

1.(12 Punkte) Ziel dieser Aufgabe ist es zu untersuchen, ob die in der Vorlesung eingefiihrten
Grenzwerte eindeutig sind. Sei hierzu (X,,),en eine Folge von Zufallsvariablen und X, Y Zu-
fallsvariablen. Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen

i) Gilt lim X, £ ¥ und lim X, fs. Y, so gilt X ts
n—o00 n—00

i) Gilt lim X, = X und lim X, 2=V, so gilt X 2 V.

n—o0 n—oo

i) Gilt lim X, 2 X und lim X, 2V, fir ein p > 1, so gilt X =Y.

n—o0 n—oo

iv) Gilt lim X, < X und lim X, 2V, sogilt X 2 V.
n—oo n—0o0

2. (242 Punkte) Ziel dieser Aufgabe ist es zu zeigen, dass die Stetigkeit im Stetigkeitssatz
6.4.3 eine notige Annahme ist. Betrachten Sie hierzu die Folge von Zufallsvariablen (X, ),en,
mit P(X, =1) =1 P(X, =21)=1-1 fiir alle n € N und die Funktion f : R — R, mit

f(x) :=1{x € (0,00)} fiir jedes = € R. Zeigen Sie, dass

i) lim X, Lo (also insbesondere in Verteilung), aber dennoch

i) Tim_ £(X,) # £(0)

gilt.

3.(4 Punkte) Sei (X, )nen eine Folge von Zufallsvariablen und seien X,Y :  — R weitere
Zufallsvariablen. Ferner nehmen wir an, dass |X,| <Y fs., fiir alle n € Nund Y € LP fiir
ein p > 1 gilt. Zeigen Sie, dass

lim X, = X = lim X, 2 X (1)
n—oo

n—o0

gilt.



4.(10 Punkte) Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen.

i) Sei X ~ Ber(3), X, := X firallen € Nund Y :=1— X, so gilt lim X, Ly.
n—oo

ii) Esgilt lim X, L. Y, oder lim X, =Y, im LP-Sinne, fir allep > 1, oder lim X, L Y,
n—o0 n—o0

n—o0
wobei sdmtliche Zufallsvariablen wie in i) definiert seien.

iii) Sei ¥ ~ U(0,1) und sei X, := n1{Y € (0, 2)} fiir alle n € N, so gilt lim X,, =

n—o0

0.

iv) (X, )nen konvergiert im LP-Sinne fiir jedes p > 1, wobei sémtliche Zufallsvariablen wie
in iii) definiert seien.

5.(2+4 Punkte) Losen Sie alle nachfolgenden Aufgaben.

i) Geben Sie ein Beispiel einer Folge von Zufallsvariablen, welche zwar stochastisch aber
nicht fast sicher konvergiert.

ii) Zeigen Sie, dass keine Metrik existiert, welche fast sichere Konvergenz induziert. Das
heifit ist SR der Raum aller Zufallsvariablen, so existiert keine Metrik d auf R, sodass
eine Folge von Zufallsvariablen genau dann fast sicher konvergiert wenn Sie beziiglich
d konvergiert.

Hinweis Benutzen Sie zum Beweis der Aussage ohne Beweis nachfolgenden Satz: Ist (T, d)
ein metrischer Raum, so konvergiert eine Folge (t,)nen C T gegen ein t € T genau dann
wenn jede Teilfolge (ty, )ren von (tn)nen eine gegen ¢ konvergente Teilfolge besitzt.
Bemerkung Das gleiche Resultat lasst sich zeigen, wenn man anstatt einem metrischen
Raum einen lediglich topologischen Raum betrachtet.

6.(2+4+2 Punkte) Sei (X )neny C LP und X € LP fiir ein p > 1. Zeigen oder widerlegen
Sie die folgenden Aussagen.

i) Gilt lim X, "= X sogilt lim EX, = EX.
n—o0 n—oo

ii) Gilt lim X,, = X im LP-Sinne, so gilt lim E|X,,|? = E|X|? fir alle ¢ € [1,p].
n—oo

n—00

iii) Gilt lim X, = X im LP-Sinne, so gilt lim EX,, = EX.

n—0o0 n—oo



