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Sei (2, %, P) stets ein Wahrscheinlichkeitsraum.

1. (3 Punkte) Sei n € N und sei Xj : Q — R fiir jedes k € {1, ...,n} eine Zufallsvariable.
Zeigen Sie, dass auch Y : Q — R, mit

Y (w) := min(X;(w), ..., Xp(w)), we Q (1)

eine Zufallsvariable ist.

Bemerkung In allem Folgenden diirfen Sie ohne Beweis annehmen, dass fiir jedes Borel-
messbare ¢ : R" — R, die durch w — ¢(X;(w),..., Xp(w)), w € Q, definierte Abbildung
auch eine Zufallsvariable ist. Das heif3t insbesondere beliebige Linearkombination, Potenzen,
Produkte,... von Zufallsvariablen sind Zufallsvariablen. (Diese Aussage darf natiirlich nicht
benutzt werden um Aufgabe 1 zu beweisen.)

2. (8 Punkte) Sei F' : R — [0,1] eine beliebige Verteilungsfunktion und sei X : Q@ — R
eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F. Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden
Aussagen.

i) P(X € (a,b)) = F(b) — lim F(a— 1) fiir alle a,b € R, mit a < b.

n—oQ
ii) P(X € [a,b]) = F(b) — li_)m F(a— 1) fiir alle a,b € R, mit a < b.
1

Bemerkung. Zeigen Sie zunéchst, dass der Grenzwert lim F'(a — -

) existiert.
n—oo

3. (3+3+3+3+3 Punkte) Nutzen Sie Satz 3.2.2 um zu zeigen, dass ein Wahrscheinlichkeit-
sraum (2, X, P) und eine Zufallsvariable X : 2 — R existiert, sodass die Verteilungsfunktion
F:R —[0,1] von X durch

,t € (—o0,—1)

t e [-1,0)
+1t ,te0,2]
,t€(2,00)

(2)

gegeben ist. Losen Sie ferner alle nachfolgenden Teilaufgaben.

i) Berechnen Sie P(X = a) fiir jedes ¢ € R und P(—1 < X < 2).

ii) Zeigen Sie, dass auch Y (w) := min(X (w), 1), fiir alle w € 2, eine Zufallsvariable ist und
bestimmen Sie dessen Verteilungsfunktion.

iii) Berechnen Sie P(X +Y = 3).

iv) Skizzieren Sie die Verteilungsfunktionen von X und Y.



4. (3 Punkte) Sei (2, %, P) := ([0, 1],B([0, 1]), A), wobei B(]0, 1]) die Borelsche o-Algebra
auf [0,1] und X das Lebesgue Maf auf [0, 1] bezeichne. Konstruieren Sie eine Zufallsvariable
X : Q — R, sodass die Verteilungsfunktion F': R — [0, 1] von X durch

0 ,te(—00,0)
F(t)y=¢ 3 ,t€[0,1) (3)
1 ,te[l,00)

gegeben ist.
Bemerkung: Eine Zufallsvariable, dessen Verteilungsfunktion durch gegeben ist, heifit
Bernoulli-verteilte Zufallsvariable.

5. (11 Punkte) Seien X,Y, Z : Q — R Zufallsvariablen und seien Fx, Fy, Fz : R — [0, 1]
die zugehorigen Verteilungsfunktion. Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen.

i) Gilt P{w e Q: X(w) =Y (w)}) =1, so gilt Fx(t) = Fy(t) fiir alle t € R.
i) Gilt P{w e Q: X(w) =Y (w)}) =0, so existiert immer ein ¢ € R, mit Fx(t) # Fy (t).

iii) Gilt Fx(t) = Fy(t) = Fz(t) fir alle t € R, so gilt auch Fxz(t) = Fyz(t) fir alle t € R.
(Hierbei bezeichne Fxz, bzw. Fyz, die Verteilungsfunktion von X7, bzw. Y Z.)



