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1 Alligemeine Theorie der zufalligen Funktionen

1.1 Zufallige Funktionen

Sei (92, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (S, B) ein messbarer Raum, Q, S # 0.

Definition 1.1.1
Ein zufilliges Element X : Q — S ist eine A|B-messbare Abbildung (Bezeichnung: X € A|B),
d.h.,

X' B)={weQ:X(w)eBc A BeB.

Falls X ein zufilliges Element ist, dann ist X (w) eine Realisierung von X fiir beliebige w € .

Wir sagen, dass die o-Algebra B von Teilmengen von S durch das Mengensystem M erzeugt
wird (M enthélt ebenso Teilmengen von S als seine Elemente), wenn

B= N F

FOM
F-o-Algebra auf S

(Bezeichnung: B = o(M)).
Falls S ein topologischer oder metrischer Raum ist, dann wahlt man oft M als Klasse aller
offenen Mengen von S und nennt o (M) Borelsche o-Algebra (Bezeichnung: B = B(S)).

Beispiel 1.1.1 1. Falls § = R, B = B(R), dann heif}t ein zufilliges Element X eine Zufalls-
variable.

2. Falls S = R™, B = B(R™), m > 1, dann heifit X Zufallsvektor. Zufallsvariablen und
Zufallsvektoren betrachtet man oft in den Vorlesungen , Elementare Wahrscheinlichkeits-
rechnung und Statistik“ und ,,Stochastik I*

3. Sei S die Klasse aller abgeschlossenen Mengen von R™. Sei
M={{AeS:ANB# 0}, B - beliebiges Kompaktum aus R™}.

Dann ist X : Q — S eine zufdllige abgeschlossene Menge.

Als Beispiel betrachten wir n unabhéngige gleichverteilte Punkte Y7,...,Y, € [0,1]" und
Ry, ..., R, > 0 fast sicher unabhingige Zufallsvariablen, die auf dem selben Wahrscheinlich-
keitsraum (€2,.A,P) wie Yi,...,Y,, definiert sind. Betrachten wir X = U, Bg,(Y;), wobei
B,(x) = {y € R™ : ||y — z|| < r}. Dies ist offensichtlich eine zuféllige abgeschlossene Men-
ge. Eine beispielhafte Realisierung liefert Abbildung 1.1.

Aufgabe 1.1.1
Seien (2, A) und (S, B) messbare Raume, B = o(M), wobei M eine Klasse von Teilmengen
von S ist. Zeigen Sie, dass X : Q — S genau dann A|B-messbar ist, wenn X ~1(C) € A, C € M.
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Abbildung 1.1: Beispiel einer zufilligen Menge X = US_; Bg.(Y;)

Definition 1.1.2

Sei T' eine beliebige Indexmenge und (Sy, Bt)ier eine Familie von messbaren Raumen. Eine
Familie X = {X(¢),t € T} von Zufallselementen X(¢) : Q@ — S; definiert auf (2, 4,P) und
A|B;-messbar fiir alle ¢t € T heifit zufillige Funktion (assoziiert mit (S, B)ier)-

Esgiltalso X : QxT — (S, t € T),d.h. X(w,t) € S;firallew € Q, ¢t € Tund X (-, t) € A|B,
t € T. Sehr oft wird w in der Bezeichnung unterlassen und man schreibt X (¢) an Stelle von
X (w,t). In den meisten Féllen hdngt auch (S, B) nicht von ¢ € T ab: (S, B;) = (S, B) fiir alle
tefT.

Spezialfille zufilliger Funktionen:

1. T C Z: X heifit dann zufdllige Folge oder stochastischer Prozess in diskreter Zeit.
Beispiel: T = Z, N.

2. T C R : X heiflit stochastischer Prozess in stetiger Zeit.
Beispiel: T =Ry, [a,b], —00 < a < b < oo, R.

3. T CR% d>2: X heiBit zufilliges Feld.
Beispiel: T = 2%, R%, RY, [a,b]".

4. T C B(RY) : X heifit Mengen-indizierter Prozess.
Falls X (-) fast sicher nichtnegativ und o-additiv auf der o-Algebra T ist, dann wird X
zufdlliges Maf$ genannt.

Die Tradition, die Indexmenge durch T' zu bezeichnen, kommt von der Interpretation von
t € T in den Féllen 1 und 2 als Zeitparameter.

Fiir jedes w € Q heifit { X (w,t), t € T} eine Trajektorie bzw. ein Pfad der zufélligen Funktion
X.

Wir mochten zeigen, dass die zufillige Funktion X = {X(¢), t € T} ein zufélliges Element
im entsprechenden Funktionsraum ist, welcher mit einer o-Algebra ausgestattet ist, die jetzt
spezifiziert wird.

Sei St = [l;er St das kartesische Produkt von S, t € T', d.h., x € Sy falls z(t) € S, t € T
Die elementare Zylindermenge in St wird definiert als

CT<B,t) = {x eSr: l‘(t) S B},
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wobei t € T ein ausgewédhlter Punkt aus 7" und B € B; eine Teilmenge in S; ist. Cr(B,t)
enthéalt also alle Trajektorien x, die durch das ,, Tor“ B gehen, siche Abbildung 1.2.

A

T

Abbildung 1.2: Trajektorien, die ein , Tor* B; passieren.

Definition 1.1.3

Die zylindrische o-Algebra By wird eingefiihrt als eine o-Algebra erzeugt in Sy durch die Familie
von allen Elementarzylindern. Man bezeichnet sie durch By = ®Qic7B:. Falls B, = B fiir alle
t € T, dann schreibt man BT an Stelle von Br.

Lemma 1.1.1
Die Familie {X = X(t), t € T'} ist eine zufillige Funktion auf (€,.4,P) mit Phasenrdumen
(St, Bt)ter genau dann, wenn fiir jedes w € 2 die Abbildung w — X (w, -) A|Br-messbar ist.

Aufgabe 1.1.2
Beweisen Sie Lemma 1.1.1.

Definition 1.1.4
Sei X ein zufilliges Element, X : Q — S, d.h. X sei A|B-messbar. Die Verteilung von X ist
das Wahrscheinlichkeitsmafl Px auf (S, ), so dass Px(B) = P(X~1(B)), B € B.

Lemma 1.1.2
Ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmaf y auf (S, B) kann als die Verteilung eines Zufallselemen-
tes X betrachtet werden.

Beweis Setze Q =S, A=8B,P =pund X(w) = w, w € Q. |

Wann existiert eine zuféllige Funktion mit vorgegebenen Eigenschaften? Eine zufillige Funk-
tion, die aus unabhingigen Zufallselementen besteht, existiert immer. Diese Behauptung ist
bekannt als

Theorem 1.1.1 (Lomnicki, Ulam):

Sei (S, Bty pit)rer eine Folge von Wahrscheinlichkeitsraumen. Es existiert eine zufillige Folge
X = {X(t), t € T} auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) (assoziiert mit (S, Bt)ter),
so dass

1. X(t), t € T unabhéngige Zufallselemente sind.

2. PX(t) = u auf (St,Bt), tel.
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Viele wichtige Zufallsprozesse sind auf Basis von unabhéngigen zufélligen Elementen konstru-
iert; vgl. Beispiele im Abschnitt 1.2.

Definition 1.1.5

Sei X = {X(t),t € T} eine zufillige Funktion auf (€2, .4, P) mit Phasenraum (S, B)er. Die
endlich-dimensionalen Verteilungen von X werden definiert als das Verteilungsgesetz Py, . 4,
von (X(t1),...,X ()T auf (Siy.. 4, Bt 1,), fiir beliebige n € N, t1,...,t, € T, wobei
Stiotn = Sty X .. X S, und By p, = By @ ... ® By, die o-Algebra in S, 4, ist, die
von allen Mengen By, X ... x By, By, € By, i = 1,...,n, erzeugt wird, d.h., P, ¢+ (C) =
P(X(t1),...,X(tn))T € C), C € By, .4, Insbesondere fiir C = By X ... x By, By € By,:

Pt1,~~~7tn(Bl X X BTL) = P(X(tl) € By,... 7X(tn) € Bn)

Aufgabe 1.1.3
Zeigen Sie, dass Xy, 1, = (X(t1),... , X (tp)T ein A|Bt, ... +,-messbares Zufallselement ist.

Definition 1.1.6

Sei §; = R fur alle ¢ € T. Die zufillige Funktion X = {X(¢),t € T'} heifit symmetrisch, falls
alle ihre endlich-dimensionalen Verteilungen symmetrische Wahrscheinlichkeitsmafle sind, d.h.,
Pitn(A) = Py 1 (—A) fir A € By, .4, und alle n € N, ¢1,...,t, € T. Dabei bedeutet
Piotn(—A) =P((=X(t1),...,—X(t,))T € A).

Aufgabe 1.1.4

Zeigen Sie, dass die endlich-dimensionalen Verteilungen einer zufélligen Funktion X folgende
Eigenschaften besitzen: fiir beliebiges n € N, n > 2, {t1,...,t,} CT, By € S, k=1,...,n
und eine beliebige Permutation (i1, ...,,) von (1,...,n) gilt:

1. Symmetrie: Py, 4, (B1 X ... X By) = Ptirotin (Bi, X ... X By,)

2. Konsistenz: Py, 1, (B1 X ... X Bp_1 X 8,) =Py, (B1 X ... X By_1)

-----

Folgender Satz zeigt, dass diese Eigenschaften hinreichend sind, um die Existenz einer zufél-
ligen Funktion X mit vorgegebenen endlich-dimensionalen Verteilungen zu beweisen.

Theorem 1.1.2 (Kolmogorov):

Sei {Py, .t,, n €N, {t1,...,t,} C T} eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (R™ x
S XR™ B(R™®...@B(R™)), welche die Bedingungen 1 und 2 von Aufgabe 1.1.4 erfiillen. Dann
existiert eine zuféllige Funktion X = {X(¢),¢ € T'} definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A, P) mit endlich-dimensionalen Verteilungen Py, . ;..

Beweis Siehe [13], Abschnitt II1.9. 0

Dieser Satz gilt auch auf allgemeineren (jedoch nicht beliebigen!) Raumen als R™, auf sog.
Borel-Rdumen, die in einem gewissen Sinne isomorph zu ([0, 1],510,1]) oder einem Teilraum
davon sind.

Definition 1.1.7

Sei X = {X(t), t € T} eine zufillige Funktion mit Werten in (S, B), d.h., X(t) € S fast sicher
flir beliebige t € T'. Sei der Indexraum 7' ein mefibarer Raum mit o - Algebra C der Teilmengen
von T. X heifit messbar, falls die Abbildung X : (w,t) — X (w,t) € S, (w,t) € Ax T, AR C|B-

messbar ist.
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Somit liefert die Definition 1.1.7 nicht nur die Messbarkeit von X bzgl. w € Q: X(-,t) € A|B
fiur alle ¢ € T, sondern X (-,-) € A ® C|B als Funktion von (w,t). Die Messbarkeit von X
ist dann von Bedeutung, wenn X (w,t) zu zufilligen Zeitpunkten 7 : Q — T betrachtet wird:
X(w,T(w)). Dies ist insbesondere in der Martingaltheorie der Fall, wenn 7 eine sog. Stoppzeit
fiir X ist. Denn die Verteilung von X (w, 7(w)) kann stark von der Verteilung von X (w,t),t € T,
abweichen.

1.2 Elementare Beispiele

Fir die explizite Konstruktion kann der Satz von Kolmogorov nur in wenigen Féllen direkt
benutzt werden, da bei vielen zufélligen Funktionen ihre endlich-dimensionalen Verteilungen
nicht explizit angegeben werden kénnen. In diesen Fallen konstruiert man eine neue zuféllige
Funktion X = {X(¢),t € T} als X(t) = g(¢,Y1,Ys,...), t € T, wobei g eine messbare Funktion
ist und {Y,,} eine Folge von Zufallselementen (auch zufilligen Funktionen) ist, deren Existenz
bereits sichergestellt wurde. Hier geben wir einige Beispiele dafiir.

Sei X = {X(t),t € T} eine reellwertige zufillige Funktion mit einem Wahrscheinlichkeits-
raum (92, A, P).

1. Weifles Rauschen:

Definition 1.2.1
Die zuféllige Funktion X = {X(¢),t € T'} heifit weiffes Rauschen, falls alle X (t), t € T,
unabhéngige und identisch verteilte (u.i.v.) Zufallsvariablen sind.

Weifles Rauschen existiert nach dem Satz 1.1.1. Es wird verwendet um das Rauschen in
(elektromagnetischen oder akustischen) Signalen darzustellen. Falls X (¢) ~ Ber(p), p €
(0,1), t € T, so spricht man von Salt-and-pepper Rauschen, also vom bindren Rauschen,
das bei bertragung von bindren Daten in Computer-Netzwerken auftritt. Falls X (¢) ~
N(0,0%), 02> 0,t € T, so wird X Gaufy’sches weifles Rauschen genannt. Es tritt z.B. in
akustischen Signalen auf.

2. Gauf’sche zufillige Funktion:

Definition 1.2.2
Die zuféllige Funktion X = {X(¢), t € T} heifit Gaufi’sch, falls alle ihre endlich-dimen-
sionalen Verteilungen Gaufy’sch sind, d.h. fiir allen € N, ¢1,...,t, C T gilt

Xt17“-7tn - ((X(t1)7 s 7X(tn))—r NN(:U'tl,m,tnv Z )7

t1,..tn

wobei der Mittelwert durch g, 4 = (EX(t1),...,EX(¢,))" und die Kovarianzmatrix
durch 37, = ((cov(X(t;), X (¢;))i ;=1 gegeben ist.

Aufgabe 1.2.1

Zeigen Sie, dass die Verteilung einer Gauf’schen zufélligen Funktion X eindeutig durch ih-
re Mittelwertfunktion u(t)=EX(t),t € T, bzw. Kovarianzfunktion C(s,t)=E[X (s)X(t)],
s,t € T, bestimmt wird.

Als Beispiel eines Gauf’schen Prozesses kann der sog. Wiener-Prozess (oder Brown’sche
Bewegung) X = {X(t),t > 0} dienen, der den Erwartungswert Null (u(t) = 0,¢ > 0)
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und die Kovarianzfunktion C(s,t) = min {s,t}, s,¢ > 0 hat. Normalerweise fordert man
zuséatzlich, dass die Pfade von X stetige Funktionen sind.

Die Regularitétseigenschaften der Pfade von zufélligen Funktionen werden wir detaillier-
ter im Abschnitt 1.3 erforschen. Jetzt kénnen wir sagen, dass ein solcher Prozess mit
Wahrscheinlichkeit 1 (mit fast sicher stetigen Trajektorien) existiert.

Aufgabe 1.2.2
Zeigen Sie, dass Gaufy’sches Weifles Rauschen eine Gaufi’sche Zufallsfunktion ist.

3. Lognormal- und x?-Funktionen:
Die zufillige Funktion X = {X(t), t € T} heift lognormal, falls X(t) = e¥®  wobei
Y = {Y(t),t € T} eine GauB’sche zufillige Funktion ist. X heifit x?-Funktion, falls X (t) =
|Y (#)]|?, wobei Y = {Y(t),t € T} eine Gauf¥’sche zufillige Funktion mit Werten in R"
ist, fiir die Y (¢) ~ N (0,1), t € T; hier ist I die (n X n)-Einheitsmatrix. Es gilt dann
Xt)~x2,teT.

4. Kosinus- Welle:
X = {X(t),t € R} wird definiert durch X () = v/2cos(27Y + tZ), wobei Y ~ U([0,1])
und Z eine Zufallsvariable ist, die von Y unabhéngig ist.

Aufgabe 1.2.3

Seien X1, Xo,... w.i.v. Kosinus-Wellen. Bestimmen Sie den schwachen Grenzwert der
endlich dimensionalen Verteilungen der zufélligen Funktion {ﬁ Soho1 Xk(t), te ]R} fiir
n — 00.

5. Poisson-Prozess:

Sei {Yy,},cn eine Folge von w.i.v. Zufallsvariablen Y;, ~ Exp(A),A > 0. Der stochasti-
sche Prozess X = {X(t),t > 0} definiert als X (¢f) = max{n € N:Y 7, ¥ <t} heifit
Poisson-Prozess mit Intensitat A > 0. X (¢) zéhlt die Anzahl gewisser Ereignisse bis zum
Zeitpunkt ¢ > 0, wobei das typische Intervall zwischen zwei solchen Ereignissen eine
Exp(A)-Verteilung besitzt. Diese Ereignisse konnen z.B. eine Schadensmeldung eines Ver-
sicherers, das Registrieren eines Elementarteilchens im Geigerzédhler, usw. sein. Dann ist
X (t) die Schaden- bzw. Teilchenanzahl im Zeitintervall [0, ¢].

1.3 Regularitatseigenschaften von Trajektorien

Der Satz von Kolmogorov gibt die Existenz der Verteilung einer zufélligen Funktion mit vorgege-
benen endlich-dimensionalen Verteilungen an. Jedoch er sagt nichts iiber die Pfadeigenschaften
von X aus. Dies ist auch verstédndlich, denn alle zufélligen Objekte sind in der Wahrscheinlich-
keitstheorie im fast sicheren Sinne (f.s.) definiert, also bis auf eine Menge A C Q2 mit P(4) = 0.

Beispiel 1.3.1
Sei (2, A,P) = ([0,1
X ={X(), t €[0,1]

1,B([0,1]),v1), wobei v; das Lebesgue-Mafl auf [0, 1] ist. Definieren wir
} durch X(¢) =0,t€[0,1] und Y ={Y(¢), t € [0,1]} durch

1, t=1U,
Y() = { 0, sonst,

wobei U(w) = w, w € [0, 1], eine U([0, 1])-verteilte Zufallsvariable definiert auf (£2,.4, P) ist. Da
P(Y(t)=0)=1,teT,ist, weil P(U =t) =0, t € T, ist es klar, dass X £ Y. Dennoch besitzen
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X und Y unterschiedliche Pfadeigenschaften, da X stetige und Y sprunghafte Trajektorien hat,
und P(X(t) =0, Vt € T) =1, wobei P(Y(t) =0, Vt € T) = 0.

Es kann sein, dass die ,,Ausnahmemenge* A (siehe oben) fiir X (¢) fiir jedes t € T sehr
unterschiedlich ist. Deshalb fordert man, dass alle X (¢), t € T, simultan auf einer Teilmenge
Qo C Q mit P(Qg) = 1 definiert sind. Die so definierte zufillige Funktion X : Qg x T — R
heiBt Modifikation von X : @ x T — R. X und X unterscheiden sich auf einer Menge /o von
Wahrscheinlichkeit Null. Deshalb meinen wir spéter, wenn wir sagen, dass ,zufillige Funktion
X eine Pfad-Eigenschaft C' besitzt“ dass eine Modifikation von X mit dieser Eigenschaft C
existiert. Fassen wir das Gesagte in einer Definition zusammen.

Definition 1.3.1
Die zufilligen Funktionen X = {X(¢), t € T} und Y = {Y'(¢), t € T} definiert auf demselben
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) heiflen (stochastisch) dquivalent, falls

Bi={weQ: X(w,t) #Y(w,t)} € A, t €T,

und P(B;) =0, teT.
Man sagt auch, dass X und Y Versionen oder Modifikationen ein und derselben zufélligen
Funktion sind.

Definition 1.3.2

Die zufélligen Funktionen X = {X(¢), t € T} und Y = {Y(¢), t € T'} definiert auf demsel-
ben Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) assoziiert mit (S, B;)ier haben dquivalente Trajektorien
(oder heilen auch stochastisch ununterscheidbar) falls

A={weQ: X(w,t) #Y(w,t) flireint €T} A

und P(A4) = 0.

Dieser Begriff bedeutet, das X und Y Pfade haben, die mit Wahrscheinlichkeit 1 iiberein-
stimmen.

Definition 1.3.3
Der Raum (2, A, P) heifit vollstindig, falls aus A € A: P(A) = 0 folgt fiir alle B C A: B € A,
und somit P(B) = 0.

Definition 1.3.4

Die zuféllige Funktion X = {X(¢),t € T} heifit separabel, falls es eine abzahlbare dichte
Teilmenge Ty C T gibt und A9 C Q: P(Ap) =0,s0 dass {w € Q: X(t) e FVte INTo}\{w €
N:X(t)e FYte INT} C Ap fiir eine beliebige abgeschlossene Menge F' € B und (relativ)
offene I C T.

Die Separabilitdt von X wird gebraucht, um die Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen zu
definieren und zu berechnen, die auf Kenntnis von X (¢) in einer iiberabzéhlbaren Anzahl von
Punkten ¢ € T basieren, wie z. B. {sup,cr X (t) € F'}, {inf;c7 X (t) € F'}, usw. Die Berechnung
ihrer Wahrscheinlichkeiten wird auf P{sup,cr, X(t) € F} bzw. P{inf;c, X(t) € F'} reduziert,
die wegen der Abzéhlbarkeit von T gut handhabbar sind.

Lemma 1.3.1
Sei X ={X(t), t € T} eine zufillige Funktion auf (2, A4, P).
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1. Falls (2, A, P) vollstédndig ist, dann sind alle zufélligen Funktionen, die stochastisch un-
unterscheidbar von X sind, dquivalent zu X.

2. Falls die zuféllige Funktion X zusétzlich separabel ist, dann sind alle dquivalenten zufélligen
Funktionen stochastisch ununterscheidbar.

Beweis 1. Seien X und X stochastisch ununterscheidbar, d.h., 3 Qo € Q : P(Q) = 1 und
A={weQ : X(t)#X(t)fireint e T} C Q\Q. Fiirt € Tsei By = {w e Q : X(t) # X(t)}.
Offensichtlich gilt B, ¢ A VvVt € T, P(A) = 0. Wegen der Vollstéandigkeit von (2, A, P) ist
dann auch P(B;) =0 VYt €T, d.h. X und X sind dquivalent.

2. Betrachtet wird die abzéhlbare Teilmenge Ty C 7' aus der Definition der Separabilitiat von
X. Sei YV eine Version von X, und Vt € T By = {w € Q : X(t) # Y (t)}. Seien A = UierB;
und B = Ugep, By. Dann ist B € A. Zeigen wir, dass P(A) = 1. Wegen der Separabilitdt von
X gilt fur

A=\JB, B=|JBn ACB, B\AcA A=B\(B\A)cA
teT teTy

gilt P(B\A) =0, P(B) < Y. P(B;) =0,da P(B;) =0 VteT.
teTo

= P(B) = 1. Andererseits gilt P(B) = P(A) + P(B\A)

= P(A) =1, dh. X und Y haben #quivalente Trajektorien. O

Definition 1.3.5
Die zufélligen Funktionen X = {X(¢), t € T} und Y = {Y (), t € T} (nicht unbedingt auf
demselben Wahrscheinlichkeitsraum definiert) heiflen dgquivalent in Verteilung, falls Px = Py

auf (S, By), t € T. Bezeichnung: X Ly,

Nach dem Satz 1.1.2 ist es ausreichend fiir die Aquivalenz in Verteilung von X und Y, wenn
sie dieselben endlich-dimensionalen Verteilungen besitzen. Es ist klar, dass die stochastische
Aquivalenz die Aquivalenz in Verteilung impliziert, jedoch nicht umgekehrt.

Seien nun 7" und S Banach-Rdume mit den Normen |- |7 bzw. | - |s. Die zuféllige Funktion
X ={X(t), t € T} sei nun auf (12, .4, P) definiert mit Werten in (S, B).

Definition 1.3.6
Die zufallige Funktion X = {X(t), t € T'} heifit

a) stochastisch stetig auf T, falls X (s) Lt> X (t), fiir beliebige t € T', d.h.
5

P(IX(s) — X(t)|s > ¢) — 0, fiir alle e > 0.

b) LP-stetig auf T, p > 1, falls X(s) L—pt> X(1), t € T, d-h. E|X(s) = X(1)]" — 0. Fiir
S—> S—>
p = 2 benutzt man die spezielle Bezeichnung ,,Stetigkeit im quadratischen Mittel“.

¢) fs. stetig auf T, falls X(s) L5 X(8), t € T, dh., P(X(s) —> X()) =1, teT.

s—t s—t

d) stetig, falls alle Trajektorien von X stetige Funktionen sind.
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In Anwendungen interessiert man sich fiir die Félle ¢) und d), obwohl die schwéachste Form
der Stetigkeit die stochastische Stetigkeit ist.

LP-Stetigkeit ‘ = ‘Stochastische Stetigkeit‘ — ’f.s. Stetigkeit ‘ — ‘Stetigkeit aller Pfade

Warum sind Félle ¢) und d) wichtig? Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 1.3.2

Sei T = [0,1] und (£, A, P) sei ein kanonischer Wahrscheinlichkeitsraum mit Q = R, d.h.
Q = Tl R Sei X = {X(t), t €[0,1]} ein stochastischer Prozess auf (€2, A, P). Nicht alle
Ereignisse sind aber Elemente von A, wie z.B. A = {w € Q: X(w,t) =0 fir alle t € [0,1]} =
Neefo,1) 1X (w,t) = 0}, weil dies ein Schnitt von messbaren Ereignissen aus A in iiberzihlbarer
Anzahl ist. Falls allerdings X stetig ist, dann sind auch alle seine Pfade stetige Funktionen und
man kann A = Myep {X (w,t) = 0} darstellen lassen, wobei D eine dichte abzéhlbare Teilmenge
von [0,1] ist, z.B., D = QnN[0,1]. Dann gilt aber A € A.

Es ist allerdings in vielen Anwendungen (wie z.B. in der Finanzmathematik) nicht realistisch,
stochastische Prozesse mit stetigen Pfaden als Modelle fiir reale Phdnomene zu betrachten.
Deshalb wird eine grofiere Klasse von moglichen Trajektorien von X erlaubt: die sog. cadlag-
Klasse (cadlag = continue a droite, limitée a gauche (fr.)).

Definition 1.3.7
Ein stochastischer Prozess X = {X(t), t € R} heifit cadlag, wenn alle seine Trajektorien rechts-
seitig stetige Funktionen sind, die linksseitige Grenzwerte besitzen.

Jetzt wollen wir die Eigenschaften der oben eingefiihrten Stetigkeitsbegriffen ndher betrach-
ten. Es stellt sich z.B. fest, dass die stochastische Stetigkeit eine Eigenschaft der zweidimensio-
nalen Verteilung P ; von X ist, wie folgendes Lemma zeigt.

Lemma 1.3.2
Sei X = {X(t), t € T} eine zufillige Funktion assoziiert mit (S, ), wobei S und 7" Banach-
Réume sind. Folgende Aussagen sind dquivalent:

a) X(s) — Y
s—to
d

b) Ps¢ 0 Py

wobei tg € T und Y ein S-wertiges A |B-Zufallselement ist. Fiir die stochastische Stetigkeit
von X sollen ¢y € T beliebig und Y = X (t9) gewahlt werden.

Beweis a) = b)
X(s) % Y bedeutet (X(s), X(¢))" LN (Y,Y)". Daraus folgt P, LN Py, weil L
s—to

s,t—to
Konvergenz strenger als g—Konvergenz ist.
b) = a)
Fiir beliebiges ¢ > 0 betrachten wir eine stetige Funktion g. : R — [0,1] mit ¢g-(0) = 0,
ge(x) =1, x ¢ B.(0). Es gilt fur alle s,t € T', dass

Ege(|X(s) — X(#)]s) = P(1X(s) = X(#)ls > &) + E(g:(1X (s) = X (D)ls) I (|X(s) = X(D)|s <)),
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daher P(|X(s) — X(t)ls > ¢€) < Ege(|X(s) = X(t)ls) = Js [s9e(lz — yls)Pseld(z,y)) —-

Js Js ge(lz — yls)Pvyy(d(z,y)) = 0, weil Pryy) auf {(z,y) € S§2.z= y} konzentriert ist und
9:(0) = 0. Daher ist {X(s)}, ;, eine fundamentale Folge (in Wahrscheinlichkeit), weshalb

X(s) —— V. 0

s—to

Es kann sein, dass X stochastisch stetig ist, obwohl alle Pfade von X Spriinge haben, d.h. X
kann keine f.s. stetige Modifikation besitzen. Die anschauliche Erklarung dessen ist, dass solche
X mit Wahrscheinlichkeit Null einen Sprung fiir konkretes ¢ € T haben kénnen. Deshalb treten
Spriinge der Pfade von X immer an anderen Stellen t € T auf.

Aufgabe 1.3.1
Zeigen Sie, dass der Poisson-Prozess stochastisch stetig ist, obwohl er keine f.s. stetige Modifi-
kation besitzt.

Aufgabe 1.3.2
Sei T kompakt. Zeigen Sie, dass falls X stochastisch stetig auf T" ist, dann ist es auch gleichméfig

stochastisch stetig, d.h., fiir alle e,7 > 0 36 > 0, so dass fur alle s,t € T mit |s — t|7 < 0 gilt:
P(IX(s) = X(t)s > &) <.

Nun sei S = R, EX%(t) < 0o, t € T, EX(t) = 0, t € T. Sei C(s,t) = E[X(5)X(t)] die
Kovarianzfunktion von X.

Lemma 1.3.3
Fiir alle ty € T und eine Zufallsvariable Y mit EY? < oo sind folgende Behauptungen dquivalent:

Beweis a) = b)
Die Behauptung folgt aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz:

Cs,t) —EY?| = [E(X(s)X(#)) - EYV?| = [E[(X(s) =V + Y)(X(t) =Y + V)] - EY?|
E[(X(s) = YV)(X() = Y)[ + E|[(X(s) = Y)Y[ + E|(X(t) = Y)Y
(E(X(s) —Y)* - E(X(1) = Y)*)!/?

(

1X()=Y12-IX(O)-YII2,

S

IAIA

+(EYZE(X(s) = Y))V2 + (EY?E(X(t) - V))/2 —— 0
—— —

s,t—to
XY, IX()- Y12,

nach Voraussetzung a).
b) = a)

E(X(s) — X(t))* = E(X(s))” - 2E[X(s)X ()] + E(X(1))?
= O(s,8)+ C(t,t) — 2C(s,1) " 2EY? — 2EY? = 0.

Daher ist {X(s), s — to} eine fundamentale Folge im L2-Sinne, und es folgt X (s) Ly o

s—to
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Eine zufillige Funktion X, die stetig im mittleren quadratischen Sinne ist, kann immer noch
unstetige Trajektorien besitzen. In den meisten Fallen, die praktische Relevanz besitzen, hat
X jedoch eine f.s. stetige Modifikation. Dies werden wir spéter in Form eines Satzes praziser
machen.

Folgerung 1.3.1

Die zentrierte zuféllige Funktion X, die den Voraussetzungen des Lemmas 1.3.3 geniigt, ist stetig
auf T im mittleren quadratischen Sinne genau dann, wenn ihre Kovarianzfunktion C : 7% — R
stetig auf der Diagonalen diag 7% = {(s,t) € T? : s = t} ist, d.h., lim, ¢z, C(s,t) = C(to, ty) =
VarX(tg) fir alle to € T.

Beweis Wihle Y = X(¢¢) in Lemma 1.3.3. O

Bemerkung 1.3.1
Falls X nicht zentriert ist, dann fordert man die Stetigkeit von u(t) = EX(t), t € T zusammen
mit der Stetigkeit von C auf diag 72, um die L?-Stetigkeit von X auf T' zu gewihrleisten.

Aufgabe 1.3.3
Geben Sie ein Beispiel eines stochastischen Prozesses mit f.s. unstetigen Trajektorien, der L2-
stetig ist.

Nun betrachten wir die Eigenschaft der (f.s.) Stetigkeit etwas ndher. Wie vorher erwahnt,
kénnen wir lediglich von einer stetigen Modifikation oder Version eines Prozesses sprechen. Die
Moéglichkeit, eine solche Version zu besitzen, hingt ebenso von den Eigenschaften der zweidi-
mensionalen Verteilungen des Prozesses ab, wie folgender Satz (urspriinglich bewiesen von A.
Kolmogorov) zeigt.

Theorem 1.3.1
Sei X ={X(¢), t € [a,b]}, —00 < a < b < 400, ein reellwertiger stochastischer Prozess. X hat
eine stetige Version, falls es Konstanten a, ¢, § > 0 gibt, so dass

EIX(t 4 h) — X(8)|* < c|[n|*™, t € (a,b), (1.3.1)
fir ausreichend kleine |A].
Beweis Siehe z.B. [7], Theorem 2.23. O

Nun wenden wir uns den Prozessen mit cadlag-Trajektorien zu. Sei (€2, .4, P) ein vollstdndiger
Wahrscheinlichkeitsraum.

Theorem 1.3.2
Sei X = {X(t), t > 0} ein reellwertiger stochastischer Prozess und D eine abzihlbare dichte
Teilmenge von [0, c0). Falls

a) X stochastisch rechtsseitig stetig ist, d.h., X (¢t + h) h—P—0—> X(t), t €]0,400),
—+

b) die Trajektorien von X fiir jedes ¢ € D endliche rechts- und linksseitige Grenzwerte haben,
d.h., [limp, 10 X(t+ h)| < oo, t € D fs,

dann hat X eine Version mit f.s. cadlag-Pfaden.

Ohne Beweis.
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Lemma 1.3.4

Seien X = {X(¢), t >0} und {Y =Y (¢), t > 0} zwei Versionen einer zufélligen Funktion,
beide definiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P), mit der Eigenschaft, dass X und Y’
f.s. rechtsseitig stetige Trajektorien haben. Dann sind X und Y ununterscheidbar.

Beweis Seien Qx,Qy ,,Ausnahmemengen®, fiir die die Trajektorien von X bzw. von Y nicht
rechtsseitig stetig sind. Es gilt P(Qx) = P(2y') = 0. Betrachte 4; = {w € Q : X(w,t) # Y (w,t)},
t €[0,400) und A = Useq, As, wobei Q4 =QnN [0,+0). Da X und Y stochastisch dquivalent
sind, gilt P(A) = 0 und deshalb P(A) < P(A) +P(Q2x) 4+ P(2y) =0, wobei A = AUQx UQy.
Somit gilt X (w,t) = Y (w,t) fir t € Q; und w € Q\ A. Wir beweisen dies nun fiir alle ¢t > 0.
Fiir beliebiges ¢t > 0 existiert eine Folge {t,} C Q4, so dass t,, | t. Da X (w,t,) = Y (w,t,) fir
allen € Nund w € Q\ A, gilt X(w,t) = limy, 00 X (w, ) = limy, 00 Y (w,,) = Y (w,t) fiir
t>0und w € Q\ A. Deshalb sind X und Y ununterscheidbar. O

Folgerung 1.3.2
Falls cadlag-Prozesse X = {X(¢), t >0} und Y = {Y(¢), t > 0} Versionen einer zufilligen
Funktion sind, dann sind sie ununterscheidbar.

1.4 Differenzierbarkeit von Trajektorien

Sei T ein linearer normierter Raum.

Definition 1.4.1
Eine reellwertige zufillige Funktion X = {X(¢), t € T} ist differenzierbar auf T in Richtung
h € T stochastisch, im LP-Sinne, p > 1, oder f.s., falls es

lim X(t+hl)— X(t)

=X, (t), teT
1—0 l h()’ <

existiert im entsprechenden Sinne, also stochastisch, im LP-Raum oder f.s..

Die Lemmata 1.3.3 - 1.3.4 zeigen, dass die stochastische Differenzierbarkeit eine Eigenschaft
ist, die durch dreidimensionale Verteilungen von X bestimmt ist (weil die gemeinsame Vertei-

lung von X(t+hll)_X(t) und ZEAD=XWO g ohwach konvergieren soll), wobei die Differenzierbarkeit

im mittleren quadratischen Sinne durch die Glattheit der Kovarianzfunktion C(s,t) bestimmt
wird.

Aufgabe 1.4.1
Zeigen Sie, dass

1. der Wiener-Prozess nicht stochastisch differenzierbar auf [0, 00) ist.

2. der Poisson-Prozess stochastisch differenzierbar auf [0, c0) ist, jedoch nicht im LP-Mittel,
p= 1l

Lemma 1.4.1

Eine zentrierte zufillige Funktion X = {X(t), t € T} (d.h., EX(t) =0, t € T) mit EX?(¢) <
0o, t € T ist L?-differenzierbar in ¢ € T in Richtung h € T, falls ihre Kovarianzfunktion C
zweimal differenzierbar in (t,t) in Richtung h ist, d.h., falls 3 C,, (t,t) = PC(s1) . X, (t) ist

Osp Oty 5=
" 2 2
L%stetig in t € T, falls C), (s, t) = %(;t’? stetig in s = t ist. Dariiber hinaus ist C}(s,t) die

Kovarianzfunktion von X, = {X, (t), t € T}.
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Beweis Nach Lemma 1.3.4 reicht es zu zeigen, dass

I=1lim E .
im < ; i

X(t+1h)—X({t) X(s+1'h)— X(s))
1,I'—0

existiert fiir s = ¢t. In der Tat erhalten wir

1 / /
1= o (Clt+1h,s+1h) = C(t+1h,5) = Clt,s +1'h) + C(t, )
1[(C(t+1h,s4+1h)—C(t+1h,s) C(t,s+1'h)—C(ts) p
= 7 l, - l, ; > Chh (8, t) .
L' =0
Alle anderen Aussagen des Lemmas folgen aus dieser Relation. O

Bemerkung 1.4.1

Die Eigenschaften der LP-Differenzierbarkeit, p > 1 und der f.s. Differenzierbarkeit von zu-
filligen Funktionen sind disjunkt im folgenden Sinne: es gibt stochastische Prozesse, die L2-
differenzierbare Pfade haben, obwohl sie f.s. unstetig sind, und umgekehrt sind Prozesse mit
f.s. differenzierbaren Pfaden nicht immer L'-differenzierbar, weil z.B. die erste Ableitung ihrer
Kovarianzfunktion nicht stetig ist.

1.5 Momente und Kovarianz

Sei X = {X(t), t € T} eine zuféllige Funktion, die reellwertig ist, und sei 7' ein beliebiger
Indexraum.

Definition 1.5.1

Das gemischte Moment pJt-+37)(ty, ... t,) von X der Ordnung (j1,...,jn) € N*, t1,...,t, € T
ist gegeben durch plvin)(ty ... t,) = E[X71(t;) ...  XIn(t,)], vorausgesetzt, dass die-
ser Erwartungswert existiert und endlich ist. Dann ist es ausreichend vorauszusetzen, dass
EIX(t)]! < oo fiirallet € T und j = j1 + ... + jn.

Wichtige Spezialfdlle:
L op(t) = pM(t) =EX(t), t € T — Mittelwertfunktion von X.

2. Y (s,t) = E[X(s)X(t)] = C(s,t) — (nicht-zentrierte) Kovarianzfunktion von X. Sie
ist zu unterscheiden von der zentrierten Kovarianzfunktion: K (s,t) = cov((X(s), X(t)) =
pY (s,1) — p(s)u(t), s, t € T.

Aufgabe 1.5.1
Zeigen Sie, dass die zentrierte Kovarianzfunktion einer reellwertigen zufélligen Funktion X

1. symmetrisch ist, d.h., K(s,t) = K(t,s), s,t € T.

2. positiv semidefinit ist, d.h., fur alle n € N, t1,...,t, €T, z1,..., 2z, € R gilt

n

Z K(ti,tj)zizj Z 0.

,j=1

3. K(t, t) =var X(t) erfillt, t € T
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Die Eigenschaften 1) und 2) gelten auch fiir die nicht-zentrierte Kovarianzfunktion C(s,t).

Die Mittelwertfunktion pu(t) zeigt einen (nicht zufélligen) Trend dar. Falls sie bekannt ist,
kann die zufillige Funktion X zentriert werden, indem man eine zufillige Funktion Y =
{Y(t), t € T} mit Y(t) = X(t) — p(t), t € T betrachtet.

Die Kovarianzfunktion K(s,t) bzw. C(s,t) enthélt Informationen iiber die Abhéngigkeitss-

truktur von X. Manchmal wird statt K bzw. C die Korrelationsfunktion R(s,t) = %
878 bl

verwendet, fiir alle s,t € T: K(s,s) = var X(s) > 0, K(t,t) = var X(t) > 0. Durch die Unglei-
chung von Cauchy-Schwarz gilt |R(s,t)| < 1, s,t € T. Die Menge aller gemischten Momente
legt die Verteilung einer zufilligen Funktion im Allgemeinen nicht (eindeutig) fest.

Aufgabe 1.5.2
Geben Sie Beispiele von verschiedenen zufilligen Funktionen X = {X(¢), t € T} und YV =
{Y(t), t € T}, fiir die gilt EX(t) = EY (¢), t € T und E(X(s)X(t)) = E(Y(s)Y (¢)), s,t € T
Aufgabe 1.5.3
Sei p : T — R eine beliebige Funktion und K : T'xT — R eine positiv semidefinite symmetrische
Funktion. Zeigen Sie, dass eine zuféllige Funktion X = {X(t), t € T'} existiert mit EX(¢) =
ult), cov(X (), X (1) = K(s,1), s,t € T.

Sei nun X = {X(t), t € T} eine reellwertige zufillige Funktion mit E|X (t)|* < oo, t € T,
fiir ein £ € N.

Definition 1.5.2
Der mittlere Zuwachs der Ordnung k von X ist gegeben durch v4(s,t) = E(X(s) — X(¢))¥,
s,teT.

Besondere Aufmerksamkeit gilt der Funktion (s, t) = 372(s,t) = $E(X(s)— X (t))?, s,t € T,
die Variogramm von X genannt wird. Das Variogramm wird in Geostatistik oft an Stelle der
Kovarianzfunktion benutzt. Oft wird dafiir die Bedingung EX?(t) < oo, t € T nicht gestellt,
sondern es wird vorausgesetzt, dass y(s,t) < oo fiir alle s,t € T.

Aufgabe 1.5.4
Zeigen Sie, dass es zufillige Funktion ohne endlichen 2. Momenten mit (s, t) < oo, s,t € T
gibt.

Aufgabe 1.5.5
Zeigen Sie, dass fiir eine zufillige Funktion X = {X(¢), t € T} mit Mittelwertfunktion p und
Kovarianzfunktion K gilt:

K(s,s)+ K(t,t)
2

A (s,1) = ~ K(s,0) + 5(uls) — (1), s,teT

Falls die zufallige Funktion X komplexwertig ist, d.h., X : Q@ x T — C, mit E \X(t)]2 < 00,
t € T, dann wird die Kovarianzfunktion von X als K(s,t) = E(X(s) — EX(s))(X(¢) — EX(¢)),
s,t € T, eingefiihrt, wobei Z das Komplex-konjugierte von z € C ist. Es gilt dann K(s,t) =
K(t,s), s,t € T, und K ist positiv semidefinit, d.h., fiirallen € N, t1,...,t, € T, z1,...,2, € C
gilt ZZj:]_ K(t;, tj)zizfj > 0.

1.6 Stationaritat und Unabhangigkeit

Sei T' eine Teilmenge vom linearen Vektorraum mit Operationen +, — iiber den Raum R.
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Definition 1.6.1
Die zufallige Funktion X = {X(¢), ¢t € T'} heiit stationdr (im engen Sinne), falls fiir alle n € N,
h,ti,...,t, € T mit t; + h,...,t, + h €T gilt:

Px(t1),, X (00)) = P(X(t14R),c0, X (bn 1))

d.h., alle endlich-dimensionalen Verteilungen von X sind invariant gegeniiber Verschiebungen
inT.

Definition 1.6.2

Eine (komplexwertige) zuféllige Funktion X = {X (¢), ¢ € T} heifit stationdr 2. Ordnung (oder
im weiten Sinne), falls E|X(#)]? < oo, t € T, und u(t) = EX(t) = pu, t € T, K(s,t) =
cov(X(s),X(t)) = K(s+ h,t+ h) fir alle h,s,t €T :s+h,t+heT.

Falls X stationdr 2. Ordnung ist, ist es giinstig eine Funktion K(t) := K(0,t), t € T,
einzufiithren, wobei 0 € T ist.

Stationaritdt im engen Sinne und 2. Ordnung folgen nicht aus einander. Es ist jedoch klar,
dass, wenn eine komplexwertige zuféllige Funktion stationdr im engen Sinne ist und endliche
2. Momente besitzt, dann ist sie auch stationdr 2. Ordnung.

Definition 1.6.3

Eine reellwertige zuféllige Funktion X = {X(t), t € T} ist intrinsisch stationdr 2. Ordnung,
falls vx(s,t), s,t € T existieren fir £ < 2, und es gilt fiur alle s,t,h € T, s+ h,t + h € T, dass
'71(37t) =0, 72(s,1) =72(s + h,t + h)

Die intrinsische Stationaritiat 2. Ordnung ist fiir reellwertige zufillige Funktionen etwas all-
gemeiner als Stationaritit 2. Ordnung, da die Existenz von E|X (¢)|?, ¢t € T, nicht gefordert
wird.

Es gibt aber auch das Analogon der Stationaritdt der Zuwéchse von X im engen Sinne.

Definition 1.6.4
Sei X = {X(t), t € T} ein reellwertiger stochastischer Prozess, T' C R. Man sagt, dass X

1. stationdre Zuwdchse besitzt, falls fiir alle n € N, h, tg, t1,t2,...,t, € T, mit
to<t1 <ta<...<tp, ti+heT, i=0,...,n
die Verteilung von
(X(ti+h)—X(to+h),...,X({tn+h) = X(tn_1 +h)"
nicht von h abhéngt.

2. unabhdngige Zuwdchse besitzt, falls fiir allen € N, tg,t1,...,t, € Tmittg <t < ... <ty
die Zufallsvariablen X (to), X (t1) — X (to),..., X (tn) — X (tn—1) paarweise unabhéngig.

Seien (S1, By) und (S2, B2) messbare Rdume. Generell sagt man, dass zwei zuféllige Elemente
X: Q=8 undY :Q — S auf dem selben Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) unabhdngig
sind, wenn P(X € A,Y € Az) = P(X S Al)P(Y € Ag) fir alle A; € By, As € Bs.

Diese Definition lasst sich iibertragen auf die Unabhéngigkeit von zufélligen Funktionen X
und Y mit dem Phasenraum (Sr, Br), da sie als zuféllige Elemente angesehen werden konnen,
mit §; = Sy = Sy, B1 = By = By (vgl. Lemma 1.1.1). Dasselbe gilt fiir die Unabhéngigkeit
eines zufélligen Elementes (bzw. einer zufélligen Funktion) X und einer Teil-o-Algebra G € A:
dies ist der Fall, wenn P({X € A}NG) = P(X € A)P(G), firalle A € By, G € G (bzw. A € Br,
G e g).
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1.7 Prozesse mit unabhadngigen Zuwachsen

In diesem Abschnitt wollen wir auf die Eigenschaften und Existenz der Prozesse mit unabhén-
gigen Zuwachsen eingehen.

Sei {@st, s,t > 0} eine Familie von charakteristischen Funktionen der Wahrscheinlichkeits-
mafle Qs¢, s,t > 0 auf B(R), d.h., fiir 2 € R, s,t > 0 gilt ps+(2) = [ Qs +(dz).

Theorem 1.7.1

Es existiert ein stochastischer Prozess X = {X(¢), ¢ > 0} mit unabhéngigen Zuwéchsen mit
der Eigenschaft, dass fiir alle s,¢ > 0 die charakteristische Funktion von X (t) — X (s) gleich ¢,
ist, genau dann, wenn

Pst = PsuPu,t (171)
fiir alle 0 < s < u < t < 00. Dabei kann die Verteilung von X (0) beliebig gewihlt werden.

Beweis Die Notwendigkeit der Bedingung 1.7.1 ist klar, weil fiir alle s, u,t € (0,00) : s <u <t

gilt: X(t) — X(s) = X(t) — X(u) + X (u) — X(s) und X (¢) — X (u) und X (u) — X (s) sind paar-
Yi Ya

weise unabhangig. Dann gilt ¢s: = Vv, +v, = PV 0Y: = Ps.uPurt-

Nun beweisen wir die Suffizienz.

Falls die Existenz eines Prozesses X mit unabhéngigen Zuwéchsen und Eigenschaft px)—x(s) =

s+ auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) bereits bewiesen wére, konnte man die charak-

teristischen Funktionen aller seiner endlich-dimensionalen Verteilungen wie folgt durch {¢;}

angeben.

SeineN, 0=ty <t;<...<t, <ooundY = (X(to), X(t1) — X(t0),..., X(tn) — X (tn_1)) .

Aus der Unabhéngigkeit der Zuwéchse folgt

CPY(Z()? Blyeees Zn) = Eei<Z’Y> - @X(to)(zo)(ptmh (21) s Pl 1,tn (Zn)v zZ € RnJrl?
—_———— ——

z

wobei die Verteilung von X (¢y) ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmafl Qo auf B(R) ist. Fiir
Xigotn = (X(t0), X (t1), ..., X(tn)) " gilt allerdings Xy, 4, = AY, wobei

100 ... 0
110 ... 0
A=1]11 11 0
111 1

,,,,,

endlich-dimensionale Verteilung von Xy, ., die charakteristische Funktion ¢x, ., (2) =
000 (10)to,t1 (1) - - - Pty (In), wobei L = (I, 11,...,1n)" = ATz, also

Dann gilt ¢x, ., (2) = pay(z) = Eeil»AY) = Eei(AT2Y) — 0y (AT2). Deshalb hat die

lo = z+...+ 2,
lh = z14+...4+ 2z,
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.....

Nun beweisen wir die Existenz eines solchen Prozesses X.
Dabei konstruieren wir die Familie der charakteristischen Funktionen

Dabei gilt ©x (1) = vQ, und ¢x,, .. (21,---,20) = @x;, 4, (0,215, 2,) fiir alle 2; € R.

{Sotov Pto,t1,eetns Pti,..tns 0= to<t1 <...<t, < oo, nE N}
aus ¢, und {ps;, 0 < s <t} wie oben, also
Pto = PQos Pti,tn (O) Bly-vvs Zn) = Ptg,t1,....tn (O, 21y - ,Zn), zi € R,

Dto,.otn (2) = Pto(20 + - oo+ 20) Pt (21 + oo+ 20) o D1,y 1, (20)-

Nun sollten wir priifen, dass die Wahrscheinlichkeitsmafle, denen diese charakteristische Funk-
tionen entsprechen, die Bedingungen des Theorems 1.1.2 erfiillen. Dies werden wir in dquivalen-
ter Form tun, denn nach Aufgabe 1.8.1 sind die Bedingungen der Symmetrie und der Konsistenz
im Theorem 1.1.2 dquivalent zu:

a) Pligyrtin (Zigs -+ s Zin) = Pto,...tn (205 - - -, 2n) flir eine beliebige Permutation (0,1,...,n) —
(10,01, -« -5 0n),
D) ©to, ot ittt seostn (205 -+ > Zm—1s Zma-1s - - s Zn) = Pto,tn (205 - -5 0,..., 2y), fiir alle

205---y2n ER;me{l,...,n}.

Bedingung a) ist offensichtlich. Es gilt b), weil wegen (1.7.1)

Pro1.tm (0 Zma1 + o 4 20) Pt it (Bt + -+ 20) = Pro s Gmg1s -5 20)
fir alle m € {1,...,n}. Damit ist die Existenz von X bewiesen. 0

Beispiel 1.7.1 1. Falls T = Ny = NU {0}, dann hat X = {X(¢), ¢ € Nyo} unabhingige

Zuwéchse genau dann, wenn X (n) 4 o Yi, wobei {Y;} unabhéngige Zufallsvariablen

sind und Y,, 4 X(n)—X(n—1),n € N. Ein solcher Prozess X heift zufdillige Irrfahrt. Ex
kann auch fir Y; mit Werten in R™ definiert werden.

2. Der Poisson-Prozess mit Intensitdt A\ hat unabhéingige Zuwéchse.

3. Der Wiener-Prozess besitzt unabhéngige Zuwéchse.

Aufgabe 1.7.1
Beweisen Sie es!

Aufgabe 1.7.2

Sei X = {X(¢), t >0} ein Prozess mit unabhéngigen Zuwéchsen und ¢ : [0,00) — R eine
beliebige (deterministische) Funktion. Zeigen Sie, dass der Prozess Y = {Y(¢), t > 0} mit
Y (t) = X(t) + g(t), t > 0, ebenso unabhéngige Zuwéchse besitzt.

1.8 Erganzende Aufgaben

Aufgabe 1.8.1

Beweisen Sie folgende Behauptung: Die Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen Py, . ;. auf
(R",B(R")), n > 1, t = (t1,...,t,)| € T™ erfiillt die Bedingungen des Theorems von Kol-
mogorov genau dann, wenn fiir alle n > 2 und fiir alle s = (sq,...,5,) € R” die folgenden

Bedingungen erfillt sind:
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,,,,,

b) PPy, tnfl((sla"'asnfl)—r) =

Bemerkung: ¢(-) bezeichnet die charakteristische Funktion des jeweiligen Maes. S,, bezeichnet
die Gruppe aller Permutationen 7 : {1,...,n} — {1,...,n}.

Aufgabe 1.8.2
Zeigen Sie die Existenz einer zufélligen Funktion, deren endlich-dimensionale Verteilungen mul-
tivariat normalverteilt sind, und geben Sie die messbaren Raume (Ey, . +,,E ...+, ) explizit an.

Aufgabe 1.8.3
Geben Sie ein Beispiel fiir eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen Py, ;. , welche nicht die
Bedingungen des Theorems von Kolmogorov erfiillt.

Aufgabe 1.8.4

Seien X = {X(t), t € T} und Y = {Y(¢), t € T'} zwei stochastische Prozesse, die auf dem selben
vollstandigen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) definiert sind und Werte in einem messbaren
Raum (S, B) annehmen.

a) Beweisen Sie: X und Y sind stochastisch dquivalent =— Px = Py-.

b) Geben Sie ein Beispiel zweier Prozesse X und Y an, fir die gilt: Px = Py, aber X und
Y sind nicht stochastisch dquivalent.

c) Beweisen Sie: X und Y sind stochastisch ununterscheidbar = X und Y sind stochastisch
dquivalent.

d) Beweisen Sie im Falle der Abzhlbarkeit von T: X und Y sind stochastisch dquivalent
= X und Y sind stochastisch ununterscheidbar.

e) Geben Sie im Falle der berzhlbarkeit von T' ein Beispiel zweier Prozesse X und Y an, fur
die gilt: X und Y sind stochastisch dquivalent, aber nicht stochastisch ununterscheidbar.

Aufgabe 1.8.5
Sei W = {W(t),t € R} ein Wiener-Prozess. Welche der folgenden Prozesse sind ebenfalls
Wiener-Prozesse?

a) W = {Wl(t) = —W(t), t e ]R},
b) Wy = {Wa(t) = VEW (1), t € R},
¢) Wy = {Ws(t) = W(2t) —- W (L), t € R}.

Aufgabe 1.8.6

Es sei der stochastische Prozess X = {X(¢), t € [0,1]} gegeben, welcher aus identischen und
unabhéngig verteilten Zufallsvariablen mit einer Dichte f(z), = € R, besteht. Zeigen Sie, dass
ein solcher Prozess nicht stochastisch stetig in ¢ € [0, 1] sein kann.

Aufgabe 1.8.7
Sei X = {X(t),t € [a,b]} ein reellwertiger stochastischer Prozess mit —oo < a < b < +o0.
Zeigen Sie:
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a) Falls man in Bedingung (1.3.1) die Variable 6 = 0 fixiert, dann reicht diese Bedingung
im Allgemeinen nicht zur Existenz einer stetigen Modifikation aus. Tipp: Betrachten Sie
den Poisson-Prozess.

b) Der Wiener-Prozess W = {W(t),t € [0,00)} besitzt eine stetige Modifikation. Tipp:
Betrachten Sie den Fall o = 4.

Aufgabe 1.8.8
Geben Sie ein Beispiel fiir einen stochastischen Prozess X = {X(t), t € T} an, dessen Pfade
gleichzeitig L?-differenzierbar, aber nicht fast sicher differenzierbar sind.

Aufgabe 1.8.9
Geben Sie ein Beispiel fiir einen stochastischen Prozess X = {X(t), t € T} an, dessen Pfade
gleichzeitig fast sicher differenzierbar, aber nicht L!-differenzierbar sind.

Aufgabe 1.8.10
Beweisen Sie: Ein (reellwertiger) stochastischer Prozess X = {X(t), t € [0, 00)} mit unabhéngi-

gen Zuwichsen hat bereits dann stationédre Zuwéchse, wenn die Verteilung der Zufallsvariablen
X (t+ h) — X (h) unabhéngig von h ist.



2 Zahlprozesse

Hier werden einige Beispiele von stochastischen Prozessen betrachtet, die das Zéahlen von Er-
eignissen modellieren und daher stckweise konstante Pfade besitzen.

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei {Sy},cy eine nichtfallende Folge von f.s.
nicht-negativen Zufallsvariablen, d.h. 0 < 571 <S5, <... <S5, < ...

Definition 2.0.1
Der stochastische Prozess N = {N(t), t > 0} wird Zahlprozess genannt, falls

N(B) = Y 1S <),
n=1

wobei 1(A) die Indikatorfunktion eines Ereignisses A € A ist.

N(t) zahlt die Ereignisse, die zu Zeitpunkten S, bis zur Zeit ¢ eintreten. S,, konnen z.B.
Zeitpunkte des Eintretens

1. des n-ten Elementarteilchens im Geigerzahler sein, oder

2. eines Schadens in der Sachschadenversicherung, oder

3. eines Datenpakets beim Server in einem Computernetzwerk, usw.

Einen Spezialfall der Zahlprozesse bilden die sog. Erneuerungsprozesse.

2.1 Erneuerungsprozesse

Definition 2.1.1

Sei {1}, }nen eine Folge von u.i.v. nicht-negativen Zufallsvariablen mit P(7} > 0) > 0. Ein Zahl-
prozess N = {N(t), t > 0} mit N(0) =0 fs., Sp, = > 31 Tk, n € N, wird Erneuerungsprozess
genannt. Dabei heifit .S,, der n-te Erneuerungszeitpunkt, n € N.

Den Namen ,Erneuerungsprozess® leitet man von folgender Interpretation ab. Die ,Zwi-
schenankunftszeiten“ T, werden als Lebensdauer eines technischen Ersatzteils bzw. Mecha-
nismus in einem System interpretiert, somit sind 5, die Zeitpunkte des n-ten Versagens des
Systems. Das defekte Teil wird sofort durch ein neues baugleiches Teil ersetzt (wie z.B. beim
Auswechseln einer kaputten Glhbirne). Somit ist N(¢) die Anzahl der Reparaturen (die sog.
yErneuerungen“) des Systems bis zur Zeit t.

Bemerkung 2.1.1 1. Man setzt N(t) = oo, falls S,, < fiir alle n € N.

2. Oft wird vorausgesetzt, dass nur 75,73, ... identisch verteilt sind mit ET,, < oo. Die
Verteilung von T ist dann beliebig whlbar. Ein solcher Prozess N = {N(t), ¢ > 0} wird
verzgerter Erneuerungsprozess (mit Verzgerung T') genannt.

3. Manchmal wird die Forderung 7T,, > 0 weggelassen.

20
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AN()

Abbildung 2.1: Konstruktion und Trajektorien eines Erneuerungsprozesses

4. Es ist klar, dass {Sy}nen, mit So = 0 f.s., S = > 51 Tk, n € N eine zufallige Irrfahrt
ist.

5. Wenn man voraussetzt, dass das n-te Auswechseln des defekten Teils im System eine Zeit
T! dauert, so wird durch T, =T, + T!, n € N ein anderer Erneuerungsprozess gegeben,
der von seiner stochastischen Beschaffenheit sich nicht von dem in der Definition 2.1.1
gegebenen Prozess unterscheidet.

Im weiteren Verlauf der Vorlesung wird vorausgesetzt, dass u = ET,, € (0,00), n € N.

Theorem 2.1.1 (Individueller Ergodensatz):
Sei N = {N(t), t > 0} ein Erneuerungsprozess. Dann gilt:

lim M:

1

— fs.
t—oo t M

t

Beweis Fiir alle t > 0 und n € N gilt {N(t) =
SN(t)+1 und

= {8, <t < Spy1}, deshalb Sy <t <

Snw ot _ Svwar N +1

N({t) — N(@) ~ N(t)+1 N(t)
Wenn wir zeigen konnten, dass é;flv((tt; tfs w und N (t) —> oo, dann gilt N(t) f—> u und

deshalb gilt die Aussage des Theorems.

Nach dem Starken Gesetz der Groen Zahlen von Kolmogorov (vgl. Skript ,,Wahrscheinlichkeits-

rechnung® (WR), Satz 7.4) gilt = Sn f—> w, also Sy, f—> oo und daher P(N(t) < o0) = 1,

weil P(N(t) = o0) = P( S, <tVn)—1—P(E|n VmENOSn+m>t)—1—1—0.Dannist

=1, falls SnL)oo

n—r00

N(t), t > 0, eine echte Zufallsvariable.

Zeigen wir, dass N(t) f—s> oo. Alle Trajektorien von N (¢) sind monoton nichtfallend in ¢ > 0,
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also 3limy_yo0 N(w, t) fir alle w € Q. Auerdem gilt

P(lim N(t) < o0) = lim P(lim N(t) <n) < lim lim P(N(t) < n)

t—o0 n—o0 t—o00 n—00 t—o00

n—00 t—o00 n—o0 t—o00

n
= lim lim P(S, > t) = lim lim P(}_ Ty > t)
k=1

n
t
lim lim P(T, > —) =0.
n—00 t—00 n
k=1 N— ——r’
—0

t—o0

IA

Der bergang (x) gilt, weil {lim;,oo N(t) < n} = {Jtop € Q4 : V&t > tp N(t) < n} =
Utpens Nicqy 1V () < n} = liminficq, {IN(f) < n}, und dann benutzt man die Stetigkeit
t>to t—00
des Wahrscheinlichkeitsmafles, wobei Q. = QN Ry = {g € Q : ¢ > 0}. Da fiir jedes w € § gilt
limy, 00 %" = limy 00 fVN—ét)) (der Wertebereich einer Realisierung von N(-) ist ja eine Teilfolge
A Sney -
von N), gilt limy_, oo #(tt)) A L. O
Bemerkung 2.1.2
Der Ergodensatz lsst sich verallgemeinern auf den Fall von nicht identisch verteilten T},. Dabei
wird gefordert, dass p, = ET,, {T — tin},,cy gleichméBig integrierbar sind und % Yok Mk —
p > 0. Dann kann bewiesen werden, dass w %) i (vel. [2], S. 276).
o
Theorem 2.1.2 (Zentraler Grenzwertsatz):
Falls i1 € (0,00), 02 = var T} € (0,00), dann gilt

Nt) -+

pe e O'\/i t—o0

Nl

wobei Y ~ N(0,1).

Beweis Nach dem zentralen Grenzwertsatz fiir Summen von u.i.v. Zufallsvariablen (vgl. Satz

7.5, WR) gilt

S
On 4y (2.1.1)
no2 n—oo
Sei [x] der ganze Teil von = € R. Es gilt fiir a = o> dass
o

p(%gg =P<N(t)§$\/a+;):P<Sm(t)>t)’

wobei m(t) = [:L'\/a + ﬂ +1,t >0, und limy_,o m(t) = oo. Deshalb folgt, dass
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fiir beliebiges ¢t > 0 und z € R, wobei ¢ die Verteilungsfunktion der A/(0, 1)-Verteilung ist. Fiir

festes © € R fhren wir Z; = —% —x, t >0, ein. Es gilt dann
o m

o) — Sty — wm(t)
1) P( ov/m(t)

+ Zy > —x) —o(z)].

Wenn wir zeigen konnten, dass Z; == 0, dann wrde nach (2.1.1) und dem Satz von Slutsky
o)

S (e) —pm(t) d

(Satz 6.4.1, WR) folgen, dass py +2Z -

Zy —9 4 0. Deshalb kénnte man schreiben Ii(z) — |p(—2) — ¢(x)| = |p(x) — ()| = 0,
t—o0 t—o0

Y ~ N(0,1), denn aus Z; —— 0 fs. folgt

wobei ¢(x) = 1—¢(x) die Tail-Funktion der (0, 1)-Verteilung ist, und man hier die Symmetrie-
Eigenschaft von NV (0,1) : ¢(—z) = ¢(z), € R benutzt hat.
Zeigen wir nun, dass Z; —— 0, also tumt) 5 Es gilt m(t) = zvat + L + (t),
t—00 oy/m(t) t—oo H
wobei £(t) € [0,1). Dann gilt

t—pm(t)  t—pxvat —t— pe(t) Vat — p pe(t)

o/m(t) o/m(t) :_J:U\/x\/ﬁ+i+5<t) o m(D)
_ T _p—e(t)
U\/faJriaJrgff) ov/m(t)
_ vy _pe(t) B
JEr g o e
——
100

Bemerkung 2.1.3
Der zentrale Grenzwertsatz lasst sich in Lindeberg-Form auch fiir nicht identisch verteilte T,
beweisen, vgl. [2], S. 276 - 277.

Definition 2.1.2
Die Funktion H(t) = EN(t), t > 0 heiit Erneuerungsfunktion des Prozesses N (oder der Folge

{Sn}nen)-

Sei Frr(z) = P(T1 < x), x € R die Verteilungsfunktion von 77. Fiir beliebige Verteilungsfunk-
tionen F,G : R — [0, 1] sei die Faltung F = G definiert als F'« G(z) = [ F(x — y)dG(y). Die
k-fache Faltung F** der Verteilungfunktion F' mit sich selbst, k € Ny, wird induktiv definiert:

FOz) = Lz e0,00), z€R,
F*l(z) = F(z), z €R,
FrED () = PR« F(2), 2 e R
Lemma 2.1.1

Die Erneuerungsfunktion H eines Erneuerungsprozesses N ist monoton nichtfallend und rechts-
seitig stetig auf R;. Auerdem gilt

H(t) = i P(S, <t) = f: M), ¢ 0. (2.1.2)
n=1 n=1
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Beweis Die Monotonie und rechtsseitige Stetigkeit von H folgt aus der fast sicheren Monotonie
und rechtsseitigen Stetigkeit der Trajektorien von N. Nun beweisen wir (2.1.2):

H(t)=EN(t)=E i 1(S, <t) © i E1(S, <t) = i P(S, <t)= i F7'(t),
n=1 n=1 n=1

n=1

weil P(S, <t)=P(Th+...+ T, <t) = F;"(t), t > 0. Die Gleichung (x) gilt fiir alle partiellen
Summen auf beiden Seiten, also auch im Grenzwert. O

Bis auf Ausnahmeflle ist es unmglich, die Erneuerungsfunktion H durch die Formel (2.1.2)
analytisch zu berechnen. Deshalb benutzt man oft in Berechnungen die Laplace-Transformierte
von H.

Fiir eine monotone (z.B. monoton nichtfallende) rechtsseitig stetige Funktion G : [0,00) — R
ist ihre Laplace- Transformierte definiert als lg(s) = Jo° e *"dG(z), s > 0. Hier ist das Integral
als Lebesgue-Stieltjes-Integral zu verstehen, also als ein Lebesgue-Integral bzgl. des Maes ug
auf Bg_ definiert durch pug((z,y]) = G(y) —G(z), 0 < x < y < o0, falls G monoton nichtfallend
ist.

Zur Erinnerung, fiir eine Zufallsvariable X > 0 ist ihre Laplace-Transformierte [x definiert
durch Ix(s) = [ e **dFx(z), s > 0.

Lemma 2.1.2
Fir s > 0 gilt:
. [
lr(s) = o)
1-— lTl (S)

Beweis Es gilt:

Tu(s) = A e%m@ﬂgmécﬂ%(ZﬁW@OzEJAeS%FW@
n=1 n=1

= Z ZT1+...+Tn (3) = Z (ZAT1 (8))n = M,
n=1 n=1

1=l (s)
wobei fiir s > 0 gilt Iz, (s) < 1 und somit konvergiert die geometrische Reihe 2, (le(s)>n. 0

Bemerkung 2.1.4
Falls N = {N(t), t > 0} ein verzgerter Erneuerungsprozess (mit Verzgerung 77) ist, dann gelten
die Aussagen der Lemmas 2.1.1 - 2.1.2 in folgender Form:

1.
H(t) =Y (Fr, = Ff)(t), t >0,
n=0

wobei Frr, bzw. Fp, die Verteilungsfunktionen von 77 bzw. 1;,, n > 2 sind.

2 . lATl (3)
) )

wobei fTI und lAT2 die Laplace-Transformierten der Verteilung von 17 bzw. T;,, n > 2 sind.

s >0, (2.1.3)
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Fiir weitere Betrachtungen brauchen wir einen Satz (von Wald) iiber den Erwartungswert
einer Summe (in zufélliger Anzahl) von unabhéngigen Zufallsvariablen.

Definition 2.1.3

Sei v eine N-wertige Zufallsvariable und sei { X}, o eine Folge von Zufallsvariablen, definiert
auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum. v heifit unabhdngig von der Zukunft, falls fiir allen € N
das Ereignis {v < n} nicht von der o-Algebra o({X%, k > n}) abhéngt.

Theorem 2.1.3 (Waldsche Identitét):
Sei {Xn},,cn eine Folge von Zufallsvariablen mit sup E[X,,| < oo, EX,, = a, n € N und sei v
eine N-wertige Zufallsvariable, die von der Zukunft unabhéngig ist, mit Ev < co. Dann gilt

E(Z X,) =a-Ev.
n=1

Beweis Berechne S,, = >} Xi, n € N. Da Ev = Y77, P(v > n), so folgt die Aussage aus
dem Lemma 2.1.3. 0

Lemma 2.1.3 (Kolmogorov-Prokhorov):
Sei v eine N-wertige Zufallsvariable, die nicht von der Zukunft abhéngt, und es gelte

oo
Z P(v > n)E|X,| < co. (2.1.4)
n=1
Dann gilt ES, = > 72, P(v > n)EX,,. Falls X,, > 0 f.s., dann braucht man die Bedingung
(2.1.4) nicht.
Beweis Es gilt S, = >, X, = Y02 Xp1(v > n). Fhren wir die Bezeichnung S, =

Yor—1 Xxl(v > k), n € N, ein. Beweisen wir das Lemma zunéachst fur X,, > 0 f.s., n € N. Es gilt
Sun T Sy, n — oo fiir jedes w € €2, und so gilt nach dem Satz iiber die monotone Konvergenz:
ES, = lim, o ES,p, = lim Y7 E(X;1(v > k)). Da allerdings {v > k} = {v < k — 1} nicht
von o(Xy) C o({X,, n > k}) abhéngt, gilt E(X31(v > k)) = EXxP(v > k), k € N, und daher
ES, =371 P(v > n)EX,,.

Sei nun X,, beliebig. Setze Y,, = |X,|, Z,, = > n_1Yn, Zupn = >y Yil(v > k), n € N. Da
Y, >0,neN,gilt EZ, =3, E(X, | Plv > k) < oo aus (2.1.4). Da allerdings |S, | <
Zyn < Zy,n €N, dann gilt nach dem Satz von Lebesgue iiber die dominierte Konvergenz, dass
ES, =lim, o0 ES,n = > 521 EX,,P(v > n), wobei diese Reihe absolut konvergiert. O

Folgerung 2.1.1 1. Fiir eine beliebige Borel-messbare Funktion g : Ry — Ry und den
Erneuerungsprozess N = {N(t), t > 0} mit Zwischenankuftszeiten {T,,}, T,, u.iv., u =
ET, € (0,00) gilt

N(t)+1
E ( > g(Tn)) = (1+ H(t))Eg(Ty), t > 0.
k=1

2. H(t) < oo, t>0.

Beweis 1. Fiir jedes ¢t > 0 héngt v = 1 + H(t) offensichtlich nicht von der Zukunft von
{T, }nen ab, und der Rest folgt aus dem Theorem 2.1.3 mit X,, = g(7,,), n € N.
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2. Fiur s > 0 betrachte TT(LS) = min{7,, s}, n € N. Wéhle s > 0 so, dass fiir beliebig gewéhltes
(aber festes) e > 0 : pl®) = ETl(S) > p—e > 0. Sei N®) der Erneuerungsprozess, der auf der
Folge {T,ss)}neN von Zwischenankunftszeiten aufgebaut wird: N (t) = 3% l(TT(LS) <t),
t > 0. BEs gilt N(t) < N©®)(t), t >0, f.s., dabei nach der Folgerung 2.1.1:

G _ (s) (s)
(1 —5)(EN(8)(t) +1) < M(S)(EN(S)(t) +1) = ESA‘;(S)(t)Jrl = E(S]\f(s)(t) +T]\f(s)(t)+1) <t+s,
—_— Y
<t <s
t >0, wobei 85 = T{” + ...+ T"), n € N. Daher H(t) = EN(t) < EN®(t) < tts,
t > 0. Da € > 0 beliebig ist, gilt limsup,_, @ < i, und unsere Aussage H(t) < oo,
t>0.
0
Folgerung 2.1.2 (Elementarer Erneuerungssatz):
Fiir einen Erneuerungsprozess N wie in Folgerung 2.1.1, 1) gilt:
fim 2O _ 1
t—oo w
Beweis In der Folgerung 2.1.1, Teil 2) ist bereits bewiesen worden, dass lim sup,_, ., @ < i
Zeigen wir, dass liminf; . @ > %, dann ist unsere Aussage bewiesen. Nach Theorem 2.1.1
gilt @ —— L fs., daher nach Fatou’s Lemma
t—oco M
1 N(t EN(¢ H(t
- = EliminfL < liminfﬁ = liminfﬁ.
" t—o00 t—00 t t—00
O

Bemerkung 2.1.5 1. Man kann auch zeigen, dass es sich im Falle des endlichen 2. Mo-
mentes von Tj, (u2 = ET? < 00) eine genauere Asymptotik fiir H(t), t — oo herleiten
1t:

2. Der elementare Erneuerungssatz gilt auch fiir verzgerte Erneuerungsprozesse, wobei y =
ET,. Definieren wir das Erneuerungsma H auf B(Ry) durch H(B) = Y02, [5 dFf™(x),
B € B(R;). Es gilt H((—o0,t]) = H(t), H((s,t]) = H(t) — H(s), s,t > 0, wenn man
durch H sowohl die Erneuerungsfunktion als auch das Erneuerungsma bezeichnet.

Theorem 2.1.4 (Hauptsatz der Erneuerungstheorie):

Sei N = {N(t), t > 0} ein (verzgerter) Erneuerungsprozess assoziiert mit der Folge {71}, }nen,
wobei T),, n € N unabhéngig sind, {T},, n > 2} identisch verteilt, und die Verteilung von 7% nicht
arithmetisch ist, also nicht auf einem regelmigen Gitter mit Wahrscheinlichkeit 1 konzentriert
ist. Die Verteilung von T} sei beliebig. Sei ET> = p € (0, 00). Dann gilt

t 1 00
t—x)dH(x) — — x)dx,
ot =@ o [ )

wobei g : Ry — R Riemann-integrierbar auf [0, n] ist, fur allen € N, und >0 y max,<z<nt1|9(2)| <
0.
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Ohne Beweis.

Insbesondere gilt H((t — u, t]) = .1, fiir ein beliebiges u € R4, also verhilt sich H asympto-
—00
tisch (fir t — oo) wie das Lebesgue-Ma8.

X()

A 4

0 Sn t Sn+1

Abbildung 2.2:

Definition 2.1.4
Die Zufallsvariable x(t) = Sy()4+1 — t heifit Ezzess von N zum Zeitpunkt ¢ > 0.

Es gilt offensichtlich x(0) = 7. Geben wir nun ein Beispiel eines Erneuerungsprozesses mit
stationdren Zuwéchsen.
Sei N = {N(t), t > 0} ein verzgerter Erneuerungsprozess assoziiert mit Folge von Zwischenan-
kuftszeiten {7}, }nen. Sei Frry, bzw. Fp, die Verteilungsfunktion der Verzgerung T bzw. von T,
n > 2. Wir nehmen an, dass yu = ET, € (0,00), Fr,(0) =0, also 75 > 0 f.s. und

.
Fr(@) = /0 Fr, (y)dy, = > 0. (2.1.5)

In diesem Fall sagt man, dass Fr, die integrierte Tailverteilungsfunktion von Ty ist.

Theorem 2.1.5
Unter den obigen Voraussetzungen ist N ein Prozess mit stationdren Zuwéchsen.

X(t5H)

L 1 \ én | / I

tott ttt

Abbildung 2.3:

Beweis Sein e N, 0 <ty <t <...<t, <oo. Wegen Unabhingigkeit von T},, n € N héngt
die gemeinsame Verteilung von (N (t; +t) — N(to +1t),...,N(t, +t) — N(t,—1 +1)) nicht von
t ab, falls die Verteilung von x(t) unabhéngig von t ist, also x(t) 4 x(0) = Ty, t > 0, siehe
Abbildung ....
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Zeigen wir, dass Fr, = Fix), t > 0.

Fyp(@) = P(x(t) <a) =Y P(S, <t, t < Spy1 <t+x)
n=0
= P(So=0<t t<S1=T1<t+x)

+ ) E(EQ(Sp <t t < Sp+ T < t+a) | Sn))
n=1
© et
— Fp(t+) - Fr(t) + Z/O P(t—y < Tyer < t+ 1 — y)dFs. (y)
n=1

= Pr4a) - By 4 [ POy < TS thr - (Y s, )
n=1

—_———
H(y)
Falls wir zeigen konnten, dass H(y) = %, y > 0, dann htten wir
1 [0
Fap@) = Prt+o) = Fr(®)+~ [ (Fr(+ ) -1+1 - Pr()d(-)
1/t - _
= Palta) - Fa@) + o, [(Pn(2) - Fr: + )iz
1 t+x _
= FT1(t+x)_FT1(t)+FT1(t)_ﬁ FTz(y)dy

= FTl(t+$)_FT1(t+$)+FT1($>:FT1($)3 z >0,

nach der Form (2.1.5) der Verteilung von T7.
Nun soll gezeigt werden, dass H (t) = ﬁ, t > 0. Dazu verwenden wir die Formel (2.1.4): es gilt

A 1 [o° 1 [ 1 [o®
in(s) = — / e~"(1 — P (1))dt = / eStdt —— / e~ By, (£)dt
wJo w Jo w Jo

1
s

1 8} 1 00 o —
= (v [T Fnde ) = Lot En @y - [ e o)
0 ps o e~— 0

—Fr,(0)=0 A
7 (©) lr, (s)
= L in). 520
— 115 T S)), S
Mit Hilfe der Formel (2.1.4) bekommt man
A [ 11 > A
lg(s) = & e 7/ e Stdt =14 (s), s > 0.
1—lp, (8) us mJo "

Da die Laplace-Transformierte einer Funktion eindeutig diese Funktion bestimmt, gilt H(t) =
¢

L. t>0. O
wr =

Bemerkung 2.1.6
Im Beweis des Theorems 2.1.5 haben wir gezeigt, dass fiir den verzgerten Erneuerungsprozess
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mit Verzgerung, welche die Verteilung (2.1.5) besitzt, H(t) ~ ﬁ nicht nur asymptotisch fiir
t — oo (wie im elementaren Erneuerungssatz), sondern es gilt H(t) = i, fir alle ¢ > 0. Das
bedeutet, es finden im Mittelwert % Erneuerungen pro Einheitszeitintervall statt. Aus diesem
Grund wird ein solcher Prozess N homogener Erneuerungsprozess genannt.

Es lasst sich auch folgendes Theorem beweisen:

Theorem 2.1.6
Falls N = {N(t), t > 0} ein verzgerter Erneuerungsprozess mit beliebiger Verzgerung 77 und
nicht-arithmetischer Verteilung von T, n > 2 ist, u = ET, € (0, 00), dann gilt

. 1 /-
lim Fyo(@) =, | iy, = =0

t—o00

Das heit, die Grenzwertverteilung von Exzess x(t), ¢ — oo wird bei der Definition eines homo-
genen Erneuerungsprozesses als Verteilung von 77 angenommen.

2.2 Poisson-artige Prozesse

2.2.1 Poisson-Prozesse
In diesem Abschnitt werden wir die Definition eines homogenen Poisson-Prozesses (gegeben im
Abschnitt 1.2, Beispiel 5) verallgemeinern.
Definition 2.2.1
Der Zahlprozess N = {N(t), t > 0} heiit Poisson-Prozess mit Intensitdtsmafl A, falls
1. N(0) =0 fs.

2. A ein lokalendliches Maf§ auf Ry ist, d.h., A : B(Ry) — Ry besitzt die Eigenschaft
A(B) < oo fiir jede beschriankte Menge B € B(R.).

3. N unabhéngige Zuwéchse besitzt.
4. N(t) — N(s) ~ Pois(A((s,t])) fir alle 0 < s <t < 0.

Manchmal wird der Poisson-Prozess N = {N(t), ¢t > 0} durch das entsprechende zuféllige
Poissonsche Zahlmal N = {N(B), B € B(R)} definiert, d.h., N = ([0,¢]), ¢ > 0, wobei ein
Zahlmaf ein lokalendliches Mafl mit Werten aus Ny ist.

Definition 2.2.2
Ein zufilliges Z&hlmafl N = {N(B), B € B(Ry)} heiit Poissonsch mit lokalendlichem Intensi-
tatsmaf A, falls

1. Fiir beliebiges n € N und fiir beliebige paarweise disjunkte beschrdnkte Mengen B1, Bs, ..., B, €
B(R}) die Zufallsvariablen N(Bj), N(Bz2),..., N(B,) unabhingig sind.

2. N(B) ~ Pois(A(B)), B € B(Ry), B-beschrankt.

Es ist klar, dass die Eigenschaften 3 und 4 der Definition 2.2.1 aus den Eigenschaften 1 und
2 der Definition 2.2.2 folgen. Die Eigenschaft 1 der Definition 2.2.1 ist jedoch eine eigenstn-
dige Annahme. N(B), B € B(R;) wird als die Anzahl der Punkte von N in der Menge B
interpretiert.
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Bemerkung 2.2.1

Genauso wie in Definition 2.2.2 kann ein Poissonsches Zahlmafl auf beliebigem topologischem
Raum FE, ausgestattet mit der Borel-o-Algebra B(E), definiert werden. Sehr hufig wird in
Anwendungen E = R?, d > 1 gewéhlt.

Lemma 2.2.1
Fiir jedes lokalendliche Mafi A auf R existiert ein Poisson-Prozess mit A als Intensitdtsma.

Beweis Falls so ein Poisson-Prozess existiert htte, wére die charakteristische Funktion @) n(s) (+)
des Zuwachses N(t) — N(s), 0 < s < t < oo nach Eigenschaft 4 der Definition 2.2.1 gleich
©st(2) = PPois(A((s,)) (2) = M) =1) > ¢ R. Zeigen wir, dass die Familie von charakteristi-
schen Funktionen {¢,+, 0 < s <t < oo} die Eigenschaft 1.7.1 besitzt: firallen : 0 < s < u < t,
Osu(2)ur(z) = eAl(sul) (€ =1) GA((u,t]) (e 1) — (A((sul)+A((ut])) (€% =1) — A((st])(e*~1) — ©s.t(2),
z € R, weil das Maf3 A additiv ist. Die Existenz des Poisson-Prozesses N folgt daher aus dem
Theorem 1.7.1. O

Bemerkung 2.2.2
Die Existenz eines Poissonschen Zéhlmaflies kann mit Hilfe des Theorems von Kolmogorov
bewiesen werden, allerdings in einer allgemeineren Form wie im Theorem 1.1.2.

Aus den Eigenschaften der Poisson-Verteilung folgt u.A. EN(B) = var N(B) = A(B), B €
B(R4). Daher wird A(B) als die mittlere Anzahl der Punkte von N in der Menge B, B € B(Ry)
interpretiert.

Ein wichtiger Spezialfall liegt vor, wenn A(dz) = Adzx fir A € (0,00), d.h., A proportional zum
Lebesgue-Maf v; auf Ry ist. Dann heifit A = EN(1) die Intensitdt von N.
Wir werden demnchst zeigen, dass in diesem Fall N ein homogener Poisson-Prozess mit Intensi-
tat Aist. Zur Erinnerung: Im Abschnitt 1.2 wurde der homogene Poisson-Prozess als ein Erneue-
rungsprozess mit Zwischenankunftszeiten T ~ Exp(A) definiert: N(¢) = sup{n € N §,, < ¢},
S, =Ti+...+T,neN,t>0.
Aufgabe 2.2.1

d

Zeigen Sie, dass der homogene Poisson-Prozess ein homogener Erneuerungsprozess mit 77 =
T5 ~ Exp(\) ist. Hinweis: man soll zeigen, dass fiir eine beliebige Exponentialverteilte Zufalls-
variable X die integrierte Tailverteilungsfunktion von X gleich Fx ist.

Theorem 2.2.1
Sei N = {N(t), t > 0} ein Zéhlprozess. Folgende Aussagen sind dquivalent.

1. N ist ein homogener Poisson-Prozess mit Intensitat A > 0.

2. a) N(t) ~Pois(At),t >0
b) fur beliebiges n € N, ¢ > 0, gilt dass der Zufallsvektor (Si,...,S,) unter der Bedin-
gung {N(t) = n} dieselbe Verteilung besitzt, wie die Ordnungsstatistiken von u.i.v.
Zufallsvariablen U; € U([0,t]),i=1,...,n.
) N besitzt unabhéngige Zuwéchse,
) EN(1) = A, und
c) es gilt die Eigenschaft 2b).
)

N hat stationédre und unabhéngige Zuwichse, und
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b) es gilt P(N(t) = 0) = 1 — At + o(t), P(N(t) = 1) = M + o(t), t | 0.

5. a) N hat stationdre und unabhéngige Zuwéchse,

b) es gilt die Eigenschaft 2a).

Bemerkung 2.2.3 1. Es ist klar, dass die Definition 2.2.1 mit A(dx) = Adz, A\ € (0,00)
nach Theorem 2.2.1 eine dquivalente Definition des homogenen Poisson-Prozesses ist.

2. Der homogene Poisson-Prozess NV wurde am Anfang des 20. Jahrhundertes von den Phy-
sikern A. Einstein und M. Smoluchovsky eingefithrt, um den Z&hlprozess von Elementar-
teilchen im Geigerzéhler modellieren zu kénnen.

3. Aus 4b) folgt P(N(t) > 1) = o(t), ¢t | 0.

4. Die Intensitdt von N hat folgende Interpretation: A = EN(1) = ﬁ, also die mittlere

Anzahl der Erneuerungen von N in einem Zeitintervall der Lnge 1.

5. Die Erneuerungsfunktion vom homogenen Poisson-Prozess ist H(t) = At, t > 0. Dabei
gilt offensichtlich H(t) = A([0,t]), t > 0.

Beweis Schema des Beweises: 1) = 2) = 3) = 4) = 5) = 1)

1) =2):

Aus 1) folgt S,, = Y71 T ~ Erl(n,\), weil Ty, ~ Pois(\), n € N, daher P(N(t) = 0) = P(T1 >
t)=e M ¢t >0, und fir n € N

P(N(t) =n) = PHN()Zn}\{N(t) 2n+1}) =P(N(t) > n) - P(N(t) > n+1)

t A\ n—1 tAn+1 n
= P(S,<t)—P(Spt1<t)= / T ey —/ T ey
0

0o (n—1)! n!
= /t 4 (()\x)”e_)\x) dx = (Ao)" e M t>0
o dx n! n! o=

Daher ist 2a) bewiesen.
Beweisen wir nun 2b). Nach dem Transformationssatz fiir Zufallsvektoren (vgl. Satz 3.6.1, WR)
aus

S1 =T
S5 = NT+1T

Spy1 = Thi+...+ T

folgt, dass die Dichte f(g, . g,) von (S1,...,Sns1)" durch die Dichte von (T%,...,Tp1)",
T; ~ Exp()), u.i.v., augedrckt werden kann:

n+1 n+1

Fs1rsmin)(tts ey tns1) = H fr,(ty — te—1) = H Ne AMtr—to—1) — \nt+lo=Ania
k=1 k=1

fiir beliebige 0 <t < ... <tp41, to = 0.
Fiir alle anderen 1, ..., tn11 gilt fs,, . s,.0) (1, tnt1) = 0.
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Deshalb

fsis) t1, -t N(E) =n) = fs,..s01, - talSk <t kE<n, Spp1 >1t)
I Fsn,Snin) (t1s -+ s tng1 )dtn g

Jo bl T Fsnn sttt ) At dty . dty
ftoo A+l e—Atntr dtn-i—l

= X

JESE S A e M dt,ydt, L dty

xI(0 <t <te <...<ty <)

n!

= tnt(OStl Stzf...ﬁtngt).
Das ist genau die Dichte von n w.i.v U(]0, t])-Zufallsvariablen.
Aufgabe 2.2.2
Zeigen Sie es.
2) = 3)
Aus 2a) folgt offensichtlich 3b). Jetzt soll lediglich die Unabhéngigkeit der Zuwéchse von N
bewiesen werden. Fiir beliebiges n € N, z1,...,2, € N, tp = 0 < t1 < ... < t, gilt fur
r=x14+...+ x,, dass
P(ME={N (k) — N(te-1) = z}) = PG {N(tx) — N(tp—1) = z}[N(tx) = ) X

zllf}zn! HZ:l (ik_ttfil)Zk DaCh 2C)
—_——

et AT nach 2a)

)

_ ﬁ (At — tr—1))™* e~ Mtr—tr—1)
Pl $k!

_ n
weil die Wahrscheinlichkeit von () die Polynomialverteilung mit Parametern n, M}

tn Jp=1
angehrt. Denn das Ereignis (x) ist es, beim unabhéngigen gleichverteilten Werfen von x Punkte

auf [0,t], jeweils x Punkte im Korb der Lnge t;, — tx_1, k =1,...,n zu haben:

[
S i

Abbildung 2.4:

Damit ist 3a) bewiesen, weil P(N}_{N(tx) — N(tx—1) = 2x}) = [[1=1 PN (tx) — N(tp—1) =
Tk})-



2 Zahlprozesse 33

3)=4)
Zeigen wir, dass N stationdre Zuwéchse besitzt. Fiir beliebiges n € Ng, x1,...,2, € N, tg =
0 <t <...<tpund h > 0 betrachten wir I(h) = P(N_1{N(tx +h) — N(tx—1+h) = z1}) und
zeigen, dass I(h) nicht von h € R abhéngt. Nach der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit gilt

I(h) = iPﬂk AN +h) — N(tg—1 +h) =z} | N(tp, +h) =m) - P(N(t, + h) =m)
m=0
- te+h—ta1 =\ 5o Atn+h
B mz_oasll xnlﬂ(k tn+h—1h > e +h)( (m! :
= iPmk AN () = N(tre1) = 2 | N(t, + h) = m) x P(N(t, + k) = m) = I1(0).
m=0

Zeigen wir nun die Eigenschaft 4b) fiir h € (0,1):
P(N(h)=0) = iP(N(h) =0,N(1) =k) :kiO:P(N(h) =0,N(1) = N(h) =k)
= =0
= kiO:P(N(l) — N(h)=k,N(1) =k)
=0
= iP(N(l) =k)P(N(1)—N(h)=k|N(1)=k)

= ZP k)(1— h)k.

Es ist zu zeigen, dass P(N(h) = 0) = 1 — Ah + o(h), d.h., limp_oot (1 — P(N(h) = 0)) = A. In
der Tat es gilt

oo [e%e) _ _ k
% (1 —=PN(h)=0)) = % (1 = > P(N(1) =k)(1 - h)k> — S P(N(1) = k)- 1(1hh)
k=0 k=1
- B 1—(1—h)*
h——>0> kz::lP(N(l) = kj)}lLli%T
k
= i P(N(1) = k)k = EN(1) = \,
k=0

weil diese Reihe gleichméBig in h konvergiert, da sie durch Y 32 P(N(1) = k)k = A < o
dominiert wird wegen der Ungleichung (1 — h)* > 1 —kh, h € (0,1), k € N.

hnlich kann man zeigen, dass limy_,o % = limp, o 352, P(N(1) = k)k(1 — h)k1 = X
4) = 5)

Zu zeigen ist es, dass fiir beliebiges n € Nund ¢ > 0

pu(t) =P(N(t) =n) = e—At(A?T (2.2.1)

gilt. Wir beweisen dies induktiv beziiglich n. Zunichst zeigen wir, dass po(t) = e, h = 0. Dazu
betrachten wir po(t+h) = P(N(t+h) =0) = P(N(t) =0, N(t+h) — N(t) = 0) = po(t)po(h) =
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po(t)(1 — Ak + o(h)), h — 0. hnlich kann man zeigen, dass po(t) = po(t — h)(1 — Ah + O(h))
h — 0. Somit gilt p(t) = limy,_yo 222 — _ )\ (), £ > 0. Da po(0) = P(N(0) = 0) =
folgt aus

pO(O) = 0,

dass es eine eindeutige Losung po(t) = e M, t > 0 existiert. Nun sei fiir n die Darstellung
(2.2.1) bewiesen. Beweisen wir sie fiir n + 1.

{pﬁ)(t) = —Apo(t)

pnpi(t+h) = P(N(t+h)=n+1)
= P(N(t)=n,N({t+h)—N@t)=1)+P(N(t)=n+1,N(t+h)— N()=0)
= pn(t) = p1(h) + ppia(t) — po(h)
= pu) M+ 0(h)) + prsr () (L — Mo+ o(h)), T — 0, > 0.

Daher
Pop1(t) = —Appia(t) + Apa(t), t >0
2.2.2

{ pua(0) = 0 (2232)
Da p,(t) = et n,) , bekommt man an(t) e (831;1 als Losung von (2.2.2). (In der Tat
Pnt+1(t) = +Cl(t) M= O (t)e )+1 i AC(t)e M. + Apn(t)
C/(t) = 258 C(t) = XL (0) — o)
5)=1)

Sei N ein Zahlprozess N(t) = max{n : S, < t}, t > 0, der Bedingungen 5a) und 5b) erfiillt.
Zeigen wir, dass S, = Y p_; Tk, wobei T}, i.i.d. mit T ~ Exp()), k € N. Da T}, = S;, — Sk_1,
k€N, Sy =0, betrachten wir flir bjg =0< a1 < b1 <...<a, < b,

P (Mi=1{ar < Sk < bi})

= P(MZi{N(ax) = N(bg—1) = 0, N(bg) — N(ax) = 1}
NN (an) = N(bp-1) = 0, N(bn) — N(an) > 1})
n—1
= J](P(WN(ak — br—1) = 0) P(N (b, — ar) = 1)) x
k=1 o~ Mag—bp_1) )\(bk—ak)e_Mbk_ak)
P(N(ap —bp—1) = 0)P(N (b, —a,) > 1)
e~ Man—bp_1) (1—e—Abn—an))
n—1
— e*)\(an*bn—l)(l o efA(bnfan)) H A(bk - ak)ef)\(bkfbk,l)
k=1

1/ -2 Ab b1 bn A
= ANV (eT M — e H (br, — ax) / / ANe Mrdy, ..oy
ai QAn

Die gemeinsame Dichte von (S, ..., S,) " ist also gegeben durch \"e ™ 1(y; <y < ... < yp).
O

2.2.2 Zusammengesetzter Poisson-Prozess

Definition 2.2.3
Sei N = {N(t), t > 0} ein homogener Poisson-Prozess mit Intensitdt A\ > 0, konstruiert mit
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Hilfe der Folge {71}, }nen von Zwischenankunftszeiten. Sei {U,, } ,en eine Folge von u.i.v. Zufalls-
variablen, unabhéngigen von {T),},en. Sei Fyy die Verteilungsfunktion von Uj. Fiir beliebiges
t > 0 setze X(t) = Zg:(tl) Uk. Der stochastische Prozess X = {X(t), t > 0} heifit zusam-
mengesetzter Poisson-Prozess mit Parametern A, Fy. Die Verteilung von X(¢) heifit dabei
zusammengesetzte Poisson-Verteilung mit Parametern At, Fy;.

Zusammengesetzter Poisson-Prozess X (t), ¢ > 0 kann als Summe der ,Marken* U, eines
homogenen markierten Poisson-Prozesses (N, U) bis zur Zeit t interpretiert werden.
So wird X (t) als Gesamtarbeitsbelastung eines Servers bis zur Zeit ¢ in der Warteschlangen-
theorie interpretiert, falls die Aufforderungen zum Service zu Zeitpunkten S, = > p_; T, n € N
eingehen und mit sich den Arbeitsaufwand U,,, n € N mitbringen.
In der Versicherungsmathematik ist X (¢), ¢ > 0 der Gesamtschaden eines Portfolios bis zum
Zeitpunkt ¢t > 0 mit Schadenanzahl N(¢) und Schadenhhen U, n € N.

Theorem 2.2.2
Sei X = {X(t), t > 0} ein zusammengesetzter Poisson-Prozess mit Parametern A\, Fy;. Es
gelten folgende Eigenschaften:

1. X hat unabhéngige stationdre Zuwéchse.

2. Falls 1y (s) = Ee*U, s € R, die momenterzeugende Funktion von Uj ist, so dass iy (s) <
00, s € R, dann gilt

i (s) = MMUED s e ROt >0, EX(t) = MEUy, var X(t) = MEUZ, t > 0.

Beweis 1. Zu zeigen ist, dass fiir beliebige n € N, 0 <tg <t1 <...<t, und h

N(t1+h) N(tn+h) n N(tr)
P( Z Uhgxl,..., Z Uzngxn)—HP( Z Uzkﬁxk)
k=1

ilzN(to—l-h,)—‘rl in:N(tn,1+h)+1 ik:N(tk,1)+l

flir beliebige x1,...,x, € R. In der Tat, gilt

N(t1+h) N(tn+h)
P Z Uilgl‘l,..., Z UMSCL‘n

i1=N(to+h)+1 in=N(tn—1+h)+1
= T1 B (@) | POy {N (b + ) = N(tm1 + h) = kn})
ki, kn=0 \j=1
_ s (1155 (H PN (1) = N{tm 1) :w)
ki,....kn=0 \j=1 m=1
= S FEm (2PN (tm) — N(tm—1) = ki)
m=1 k;,, =0
n N(tm)
- IIP > <
m=1 Em=N(tm—1)+1

Aufgabe 2.2.3
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2.2.3 Cox-Prozess

Ein Cox-Prozess ist ein (im Allgemeinen inhomogener) Poisson-Prozess mit Intensitdtsmafl A,
das an sich ein zufilliges Maf3 darstellt. Diese intuitive Vorstellung kann in folgender Definition
formalisiert werden.

Definition 2.2.4

Sei A = {A(B), B € B(Ry)} ein zufilliges f.s. lokal-endliches Maf. Das zufallige Z&hlmaf

N = {N(B), B € B(Ry)} wird Coz-Zihlmaf$ (oder doppelt-stochastisches Poisson-Maj$) mit

zufdlligem Intensitdatsmafl A genannt, falls fiir beliebige n € N, k1,...,k, € Ngund 0 < a1 <
i (@ b,

bi < ap < by < ... < ay < by gilt PO {N((as,b]) = ki}) = E ([T7; e M@t Ao bl

k3

Der Prozess {N(t), t > 0} mit N(t) = N((0,t]) heiBt Coz-Prozess (oder doppelt-stochastischer

Poisson-Prozess) mit zufilligem Intensitdtsmafl A.

Beispiel 2.2.1 1. Falls das zuféallige Maf3 A f.s. absolut stetig bzgl. des Lebesgue-Mafles ist,
d.h., A(B) = [z A(t)dt, B - beschrénkt, B € B(R,.), wobei {\(t),t > 0} ein stochastischer
Prozess mit f.s. Borel-messbaren borel-integrierbaren Trajektorien ist, A(¢) > 0 f.s. fiir alle
t > 0, der Intensititsprozess von N genannt wird.

2. Insbesondere kann A(t) = Y sein, wobei Y eine nicht-negative Zufallsvariable ist. Dann
gilt A(B) = Yv1(B), also hat N eine zuféllige Intensitat Y. Solche Cox-Prozesse werden
gemischite Poisson-Prozesse genannt.

Einen Cox-Prozess N = {N(t), t > 0} mit Intensititsprozess {A(t), ¢ > 0} kann man
wie folgt explizit konstruieren. Sei N = {N(t), ¢ > 0} ein homogener Poisson-Prozess mit
Intensitdt 1, der unabhéngig von {\(t), t > 0} ist. Dann ist N 4 N1, wobei der Prozess
Ny = {Ni(t), t > 0} gegeben ist durch Ny(t) = N(f§ A(y)dy), t > 0. Die Aussage N < N soll
natiirlich bewiesen werden. Wir werden sie jedoch ohne Beweis annehmen. Sie bildet auch die
Grundlage fiir die Simulation des Cox-Prozesses N.

2.3 Ergdnzende Aufgaben

Aufgabe 2.3.1
Sei {N(t)}+>0 ein Erneuerungsprozess mit Zwischenankunftszeiten 7, welche exponentialver-
teilt sind, d.h. T; ~ Exp(A).

a) Beweisen Sie: N(t) ist Poisson-verteilt fir jedes ¢ > 0.
b) Bestimmen Sie den Parameter dieser Poisson-Verteilung.
c¢) Bestimmen Sie die Erneuerungsfunktion H(t) = E N(t).

Aufgabe 2.3.2

Beweisen Sie: Ein (reellwertiger) stochastischer Prozess X = {X(¢), t € [0, 00)} mit unabhéngi-
gen Zuwéachsen hat bereits dann stationére Zuwéchse, wenn die Verteilung der Zufallsvariablen
X(t+ h) — X(h) unabhéngig von h ist.

Aufgabe 2.3.3
Sei N = {N(t),t € [0,00)} ein Poisson-Prozess mit Intensitdt A. Berechnen Sie die Wahr-
scheinlichkeiten dafiir, dass im Intervall [0, s] genau i Ereignisse auftreten unter der Bedingung,
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dass im Intervall [0,¢] genau n Ereignisse eintreten, d.h. P(N(s) =i | N(t) = n) fir s < ¢,
i=0,1,...,n.

Aufgabe 2.3.4

Seien N = {NW(#), ¢ € [0,00)} und N® = {NP)(t), ¢t € [0,00)} unabhingige Poisson-
Prozesse mit den Intensitdten A1 bzw. Ao. Die Unabhéngigkeit soll in diesem Fall bedeuten,
dass die Folgen Tl(l), 2(1), ...und T1(2), T2(2), ... unabhéngig sind. Zeigen Sie, dass N = {N(t) :=
N (@) + NA(t), t € [0,00)} ein Poisson-Prozess mit Intensitit A; + Ao ist.

Aufgabe 2.3.5 (Wartezeitenparadoxon):

Fiir einen Erneuerungsprozess N = {N(t), t € [0,00)} heiBit T'(t) = Sy(;)41 — t die Exzesszeit,
C(t) =t — Sy die aktuelle Lebenszeit und D(t) = T(t) die Lebensdauer zum Zeitpunkt ¢ > 0.
Sei nun N = {N(t), t € [0,00)} ein Poisson-Prozess mit Intensitit A.

a) Berechnen Sie die Verteilung der Exzesszeit T'(t).

b) Zeigen Sie, dass die Verteilung der aktuellen Lebenszeit durch P(C(t) = t) = e~ und
die Dichte fo(n)>o(s) = e 1{s < t} gegeben ist.

c) Zeigen Sie, dass P(D(t) < x) = (1 — (1 + Amin{t,z})e ™ **)1{z > 0}.

d) Um ET(¢) zu bestimmen, kénnte man folgendermaen argumentieren: Im Mittel liegt ¢
in der Mltte des umgebenden Zwischenankuftsintervalls (Sy), Sny+1), d-h. ET(t) =
%E(SN(t)H = Snw) = %ETN(t)H = % In Anbetracht des Ergebnisses aus Teil (a) kann

dieses Argument nicht stimmen. Wo liegt der Fehler in der Argumentation?

Aufgabe 2.3.6

Gegeben sei ein zusammengesetzter Poisson-Prozess X = {X(t) := Zi]i(f) Ui, t > 0}. Sei
My (s) = EsV®, s e (0,1), die erzeugende Funktion des Poisson-Prozesses N(t), L{U}(s) =

E exp{—sU} die Laplace-Transformierte von U;, ¢ € N, und £{X (¢)}(s) die Laplace-Transformierte
von X (t). Beweisen Sie, dass

L{X(t)}(s) = My (L{U}(s)), s=0

gilt.
Aufgabe 2.3.7
Gegeben sei ein zusammengesetzter Poisson-Prozess X = {X(¢),t € [0,00)} mit U; u.i.v.,

Uy ~ Exp(y), wobei die Intensitiat von N(t) durch A gegeben sei. Zeigen Sie, dass fiir die
Laplace-Transformierte £{X (¢)}(s) von X(t) gilt:

Ats
L{X(t)}(s) = ex {— }

(X)) =exp {2
Aufgabe 2.3.8
Schreiben Sie eine Funktion in R (alternativ: Java), der als Parameter ein Zeitpunkt ¢, eine
Intensitdt A und ein Wert ~ iibergeben werden und die als Ergebnis den zufilligen Wert ei-
nes zusammengesetzten Poisson-Prozesses mit Charakteristiken (A, Exp(y)) zum Zeitpunkt ¢
ausgibt.

Aufgabe 2.3.9
Der stochastische Prozess N = {N(t), t € [0,00)} sei ein Cox-Prozess mit Intensitétsfunktion
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A(t) = Z, wobei Z eine diskrete Zufallsvariable ist, welche die Werte A\; und Ay jeweils mit
Wahrscheinlichkeit 1/2 annimmt. Bestimmen Sie die momenterzeugende Funktion sowie den
Erwartungswert und die Varianz von N (t).

Aufgabe 2.3.10

Gegeben seien zwei unabhingige homogene Poisson-Prozesse NV = {NM(¢), ¢t € [0,00)}
und N® = {N®@)(#), + > 0} mit den Intensititen \; und \y. Weiter sei X > 0 eine beliebige
nichtnegative Zufallsvariable, die von N und N unabhéngig ist. Zeigen Sie, dass der Prozess
N ={N(t), t > 0} mit

N (1), t < X,
Nt =1 v @)(s_
NOX)+ NO@t—X), t>X

ein Cox-Prozess ist, dessen Intensitéatsprozess A = {\(t), t > 0} gegeben ist durch

A t< X
)\(t): 1 = )
Ao, t>X.



3 Wiener-Prozess

3.1 Elementare Eigenschaften

Im Beispiel 2) des Abschnittes 1.2 haben wir die Brownsche Bewegung (oder Wiener-Prozess)

W = {W(t), t > 0} definiert als einen GauBschen Prozess mit EW (¢) = 0 und cov(W (s), W (t)) =
min{s,t}, s,t > 0. Der Wiener-Prozess ist nach dem Mathematiker Norbert Wiener (1894 -

1964) benannt worden. Warum existiert dann die Brownsche Bewegung? Aus dem Satz von

Kolmogorov (Satz 1.1.2) existiert fiir jede Funktion p : R4 — R und jede positiv semi-definite

Funktion C' : Ry x Ry — R ein reellwertiger Gaufischer Prozess X = {X(¢), t > 0} mit

Mittelwert EX (¢) = pu(t), t > 0, und Kovarianzfunktion cov(X(s), X (t)) = C(s,t), s,t > 0. Es

bleibt lediglich zu zeigen, dass C(s,t) = min{s,t}, s,t > 0 positiv semidefinit ist. Geben wir

jetzt eine neue (dquivalente) Definition an.

Definition 3.1.1

Ein stochastischer Prozess W = {W(t), t > 0} heiit Wiener-Prozess (oder Brownsche Bewe-
gung), falls

1. W(0) =0 fs.
2. W hat unabhéngige Zuwéchse
3. W(t)—W(s) ~N(0,t—3s),0<s<t

Die Existenz von W nach Definition 3.1.1 folgt aus dem Satz 1.7.1, weil nmlich ¢, (z) =

) (t—s)22 (t—uw)z?2  (u—s)z2 (t—s)22
Ec?WH-W(s) — =% zeR,unde ™ 2z e =z =e¢ 2z fir0<s<u<t also

Vsu(2)put(2) = @st(2), z € R. Aus dem Satz 1.3.1 folgt auBlerdem die Existenz einer Version
mit stetigen Trajektorien.

Aufgabe 3.1.1
Zeigen Sie, dass der Satz 1.3.1 gilt flir a =3, 0 =

Aufgabe 3.1.2
Zeigen Sie es.

D=

Deswegen wird oft angenommen, dass der Wiener-Prozess stetige Pfade besitzt (man nimmt
einfach die entsprechende Version von ihm).

Theorem 3.1.1
Beide Definitionen des Wiener-Prozesses sind dquivalent.

Beweis 1. Aus der Definition im Abschnitt 1.2 folgt die Definition 3.1.1.
W(0) =0 f.s. folgt aus var(W(0)) = min{0,0} = 0. Beweisen wir nun, dass die Zuwéchse
von W unabhéngig sind. Falls Y ~ N (u, K) ein n-dimensionaler Gaufischer Zufallsvektor
ist und A eine (nxn)-Matrix, dann gilt AY ~ N (Ap, AKAT), dies folgt aus der expliziten
Form der charakteristischen Funktion von Y. Seinunn € N, 0 = t5 < t1 < ... < tp,

39



40

3 Wiener-Prozess

Y = (W(tg), W(t1),...,W(t,))". Es gilt fiir Z = (W(ty), W(t1) — W(to),..., W(ts) —
W(ta_1))T", dass Z = AY, wobei

1 00 0

-1 0 . 0

A= 0 -1 1 O 0
0 00 -1 1

Daher ist Z auch Gauflsch mit einer Kovarianzmatrix, die diagonal ist. In der Tat gilt
COV(W(tH_l) - W(ti), W(tj+1) - W(t])) = min{ti+1, t]’+1} - min{ti_,_l, tj} — min{ti, tj+1}+
min{t¢;,t;} = 0 fiir ¢ # j. Daher sind die Koordinaten von Z unkorreliert, was fiir die
multivariate Gaufische Verteilung Unabhéingigkeit bedeutet. Deshalb sind die Zuwachse
von W unabhéngig. Weiterhin, gilt fiir beliebiges 0 < s < t, dass W (t) — W (s) ~ N (0,t—
s). Die Normalverteiltheit folgt aus der Tatsache, dass Z = AY GaufBsch ist, offensichtlich
gilt EW(t) — EW(s) = 0 und var(W(t) — W(s)) = var(W(t)) — 2cov(W(s), W (t)) +
var(W(s)) =t — 2min{s,t} + s =1t — s.

. Aus der Definition 3.1.1 folgt die Definition im Abschnitt 1.2.

Da W(t) — W(s) ~ N(0,t —s) fir 0 < s < t, gilt
cov(W (s), W(t)) = E[W (s)(W(t)—W (s)+W (s))] = EW (s)E(W (t)—W (s))+var W (s) = s,

daher gilt cov(W (s), W(t)) = min{s,t}. Aus W(t) — W(s) ~ N(0,¢t — s) und W(0) =0
folgt auch, dass EW(t) = 0, t > 0. Die Tatsache, dass W ein Gaufischer Prozess ist, folgt
aus der Relation Y = A=1Z, Punkt 1) des Beweises.

0

Definition 3.1.2
Der Prozess {W(t), t > 0}, W(t) = (Wi(t),...,Wq(t))", t > 0, heift d-dimensionale Brown-
sche Bewegung, falls W; = {W;(t), t > 0} unabhéngige Wiener-Prozesse sind, i = 1,...,d.

Die obigen Definitionen und Ubungsaufgabe 3.1.1 garantieren uns die Existenz eines Wiener-

Prozesses mit stetigen Pfaden. Wie kann man aber eine explizite Konstruktion dieser Pfade
angeben? Damit befassen wir uns im nchsten Abschnitt.

3.2 Explizite Konstruktion des Wiener-Prozesses

Konstruieren wir den Wiener-Prozess zunéchst auf dem Intervall [0, 1]. Die Hauptidee der Kon-
struktion ist es, einen stochastischen Prozess X = {X(¢), ¢t € [0,1]} einzufithren, der auf

einem Teilwahrscheinlichkeitsraum von (£2,.A4,P) definiert ist mit X L W, wobei X (t) =

o 1en(t)Yy, t € ]0,1], {Y,}nen eine Folge von w.i.v. N(0,1)-Zufallsvariablen und ¢, (t) =

fg H,(s)ds, t € [0,1], n € N, ist. Hier soll {H, }en die orthonormierte Haar-Basis im L([0, 1]

sein, die jetzt kurz eingefithrt wird.

3.2.1 Haar- und Schauder-Funktionen

Definition 3.2.1
Die Funktionen H, : [0,1] — R, n € N, heien Haar-Funktionen, falls H,(t) = 1, t € [0,1],
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Ha(t) = 1 1(t) — 11 y(t), Hi(t) = 22(1y,,(t) — 1,,(t), t € [0,1], 2" < k < 2"*L wobei
In,k: = [an,lm Qn k + 2—n—1]7 Jn,k = (an,k + 2_n_17an,k + 2—n]7 Qn k= 2_n(k —-2" — 1)7 n € N.

A
A s
:
\-.l E ¥ ] }
0 apk 5 tapit2 " 4 t
e I

Abbildung 3.1: Haar-Funktionen

Lemma 3.2.1
Das Funktionssystem {H,,},en ist eine orthonormierte Basis in L?([0, 1]) mit dem Skalarpro-

dukt (f,g) = o fF(t)g(t)dt, f,g € L*([0,1]).

Beweis Die Orthonormiertheit des Systems (Hy, H,) = Ogpn, k,n € N folgt unmittelbar aus
der Definition 3.2.1. Zeigen wir die Vollstandigkeit von { Hy, },en. Es geniigt zu zeigen, dass fiir
beliebige Funktion g € L?([0, 1]) mit (g, H,) = 0, n € N, g = 0 fast iiberall auf [0, 1] gilt. In der
Tat kann die Indikator-Funktion eines Intervalls 1; stets als Linearkombination
von H,, n € N aufgeschrieben werden.

an,kvan,k+27n71}

L memy)
[075] o 2 )
L, = Uh—H))
(511} 2 ’
1
]. 1 — (1[0’%] + ﬁﬂé)
[O,Z} 92 )
1
111 = (1[07%] _ WHQ)
(275} 2 )
1 272
1[ank7an a1 = ( G ks On, k2 )’ Ny < 2n+1‘

2

k+1)

(
Daher gilt [,” g(t)dt =0, n € No, k = 1,...,2" — 1, und deshalb G(t) = [ g(s)ds = 0 fiir

on

t = 2%, n € No, k=1,...,2" — 1. Da G stetig auf [0, 1] ist, folgt hieraus G(¢t) = 0, t € [0, 1],

und somit g(s) = 0 fiir fast jedes s € [0, 1]. O

Aus Lemma 3.2.1 folgt, dass zwei beliebige Funktionen f,g € L?([0,1]) die Darstellungen
f=32(f Hy)H, und g = >°° (g, H,)H,, haben (diese Reihen konvergieren im L?([0,1]))
und (f, g) = Y02 (f, Hn) (g9, Hn) (Parseval-Identitdt).
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Definition 3.2.2
Die Funktionen S, (t) = [§ Hn(s)ds = (Ljo,qs Hn), t € [0,1], n € N heiBen Schauder-Funktionen.

AS4() AS2(t) AS3(t)
1-_ - - L]
E 2—11;‘2-1__ —
i /\' —>
0 1 0 4 K 1
Ik Akt
Abbildung 3.2: Schauder-Funktionen
Lemma 3.2.2
Es gilt:

1. S,(t) >0,t€0,1], n € N,

2. Y hl) Sonyn(t) <3275, t€[0,1], n €N,

3. Sei {an }nen eine Folge von reellen Zahlen mit a,, = O(nf), € < 3, n — co. Dann kon-
vergiert die Reihe 0% ; a,,Sy,(t) absolut und gleichmafig in ¢ € [0, 1] und ist folglich eine
stetige Funktion auf [0, 1].

Beweis 1. folgt unmittelbar aus Definition 3.2.2.

2. folgt aus der Tatsache, dass die Funktionen Sonj fiir & = 1,...,2" disjunkte Trager
haben und Son 4 (t) < Sanyi(E=) =27271 t € [0,1].

3. Es geniigt zu zeigen, dass Ry, = suPycjo 1] 2k>2n |ak|Sk(t) — 0. Fir jedes k € N und
ein ¢ > 0 gilt |ax| < ck®. Deshalb gilt fiir alle t € [0,1], n € N

S JarlSk(t) <c- 20D ST G (t) < e 2FDE 97 < g3,
2an<fg<ontl 2n<k<2ontl

Dae < %, gilt Ry, <c-2°%, 5., o—n(3—¢) .

m—00

Lemma 3.2.3
Sei {Y,}nen eine Folge von (nicht unbedingt unabhéngigen) Zufallsvariablen definiert auf

(Q,AP), Y, ~N(0,1), n € N. Dann gilt |Y,,| = O((logn)%), n — o0.
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Beweis Zu zeigen ist dass fiir ¢ > v/2 und fast allen w € Q ein ng = ng(w, c) € N existiert, so
dass |Y,| < c(log n) fur n > ng. Falls Y ~ N(0,1), z > 0, dann gilt

2
PY >z) = / yT dy = 1/00 (—1>d(6_y2>
\ 2T \ 2T Y
1(11;22 /OO 221d><11:c22
= —(—-e 7 — e ———e 2.
V2r \x @ 2= Vore
(Man kann auch zeigen, dass ®(z) ~ —=1e

1 2 12 1 _ 2
Z P(|Y,| > c(logn)z) < ¢! —= Z(logn)_ie_Tlog" = Z logn)"2n" 2 < oo.
n>2 V21 n>2 \F n>2
Nach dem Lemma von Borel-Cantelli (vgl. WR-Skript, Lemma 2.2.1) gilt P(N,, Ug>, Ag) = 0,
falls >, P(Ag) < oo mit Ay = {|Y%| > e (log k)%}, k € N. Daher tritt A in unendlicher Anzahl
nur mit Wahrscheinlichkeit 0, mit |Y;,| < ¢(log n)% fiir n > nyg. O

3.2.2 Wiener-Prozess mit f.s. stetigen Pfaden

Lemma 3.2.4
Sei {Y,, }nen eine Folge von unabhéngigen N (0, 1)-verteilten Zufallsvariablen. Seien {ay,}nen
und {by, }nen Folgen von Zahlen mit Zizl lagmyy| < 277, Zzzl lbom | < 272, m € N.
Dann existieren f.s. die Grenzwerte U = 300 a,Y,, und V = >20° 1 b,Y,,, U ~ N(0,35° | a?),
Vo~ N0, b2), wobei cov(U,V) = 302 apby. U und V sind genau dann unabhéngig,
wenn cov(U, V) =

Beweis Aus Lemma 3.2.2 und 3.2.3 ergibt sich f.s. die Existenz der Grenzwerte U und V
(ersetze dafiir a,, durch Y;, und S,, durch z.B. b,, in Lemma 3 2.2). Aus der Faltungsstabilitéit der
Normalverteilung folgt fiir U™ = S  4,)Y,,, V™ = ™ b Y, dass U™ ~ N(0, 7, a2),
Vm o~ N0, b2). Da UM & g vm 2y folgt somit U ~ (o,zn:1 a2), V-
N(0,3°2° , b2). Weiterhin, gilt
cov(U,V) = lim cov(U™ V(M)

m—o0
m

= lim_ 'Zl a;b; cov(Y;, Y;)
1,]=

m 00
= lim Zaibi = Zaibi,
m— oo
=1 =1

nach dem Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz, denn nach Lemma 3.2.3 gilt
1
Y, < ¢ (logn)z, fiir n > Ny, und die majorisierende Reihe konvergiert nach Lemma 3.2.2:
——

<cnf, €<%

2m+1 f s 2m+1
Z anbiY, Y < Z anbpc?nke < 22(m+1) o
n,k=2m n,k=2m
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Fiir ausreichend grofies m gilt >
konvergiert f.s.
Zeigen wir nun

anbpYnYy < 3272, 2-(1-26)j < oo, und diese Reihe

0
n,k=m

cov(U,V) =0 <= U und V unabhingig

Aus der Unabhéngigkeit folgt immer die Unkorelliertheit von Zufallsvariablen. Zeigen wir hier
das Gegenteil. Aus (U(m), V(m)) # (U, V) folgt P vimy === PUV) also

m m
Pwem vy (s,t) = lim Eexp{i(t SarYe+sY baYa)}

k=1 n=1
m m
= lim Eexp{i kz_:l(tak +sby)Yi} = lim_ kli[l Eexp{i(tas + sbi)Ys}

i t bi)? >3 (t bi)?
_ lim Hexp{_(ak+5k) }:eXp{—Z(ak+Sk) }
m_>ook‘:1 2 k=1 2

t2 e ) 00 82 oo
= exp{-5 Y aftenlts 3 abi bexp{—2 3" bE} = pult)ev(s)
k=1 k=1 k=1

—_———
cov(U,V)=0

s,t € R. Daher sind U und V unabhéngig, falls cov(U, V) = 0. 0

Theorem 3.2.1

Sei {Y,,, n € N} eine Folge von u.i.v. Zufallsvariablen, die N(0, 1)-verteilt sind, definiert auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Dann gibt es einen Teil-Wahrscheinlichkeitsraum
(Q0,Ag, P) von (2, A,P) und einen stochastischen Prozess X = {X(t), t € [0,1]} darauf,
so dass X(t) = >0°, Y, Su(t), t € [0,1], und X < W. Hierbei ist {Sn}nen die Familie der
Schauder-Funktionen.

Beweis Nach Lemma 3.2.2, 2) erfiillen die Koeffizienten S, (t) fir jedes ¢ € [0, 1] die Bedin-
gungen des Lemmas 3.2.4. Darberhinaus existiert nach Lemma 3.2.3 eine Teilmenge Qg C 2,
Qo € A mit P(Q) = 1, so dass fiir jedes w € Qg die Relation |Y;,(w)| = O(y/logn), n — oo,
gilt. Sei Ay = AN Q. Schrnken wir den Wahrscheinlichkeitsraum auf (Qg, Ao, P) ein. Dann ist
die Bedingung a,, = Yy, (w) = O(nf), € < 1, erfiillt, weil y/logn < n° fiir ausreichend groe n,
und nach Lemma 3.2.2, 3) konvergiert die Reihe Y 0% ; Y, (w)S,(t) absolut und gleichméfig in
t € [0,1] gegen die Funktion X (w,t), w € Q, die eine stetige Funktion in ¢ fiir jedes w € € ist.
X(+,t) ist eine Zufallsvariable, weil nach Lemma 3.2.4 die Konvergenz dieser Reihe fast sicher
gilt. Weiterhin, gilt X (¢) ~ N(0,3222, S2(t)), t € [0,1].

Zeigen wir, dass der so definierte stochastische Prozess auf (€, 4o, P) ein Wiener-Prozess ist.
Dazu priifen wir die Bedingungen der Definition 3.1.1. Betrachten wir beliebige Zeitpunkte
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0 <t) <tg,tg <ty <1 und berechnen wir

cov(X(to) — X(t1), X (tg) — X(t3)) = cov(i Yo (Sn(t2) — Sn(t1)), i Y, (Sn(tg) — Sn(ts)))
n=1 n=1

o0

= > (Sulta) = Su(t1))(Sn(ts) — Su(ts))

n=1
)

= Z(< Hm 1[0,t2} > =< Hn’ 1[0,t1] >) X

n=1

(< an 1[0,t4] > =< an 1[0,t3] >>

o0
= > < Hu Lo — Lon) >< Has Lpog) — Logs) >

n=1
= <lpw] —Lou Lo — Lot >
= <l > — < Lol Lok >
— <) Lots) > + < lpu) Lot >
= min{tg,t4} — min{ty,t4} — min{ta, t3} + min{ty, s},

weil < g, Loy >= Jo™ % du = min{s, t}, s,¢ € [0,1]. Falls 0 < #; < to < t3 < t4 < 1,
dann gilt cov(X (t2) — X (t1), X (t4) — X (t3)) = ta — t1 — ta +t1 = 0, also sind die Zuwéchse von
X (nach Lemma 3.2.4) unkorelliert. Weiterhin gilt X (0) ~ A(0,32°, S2(0)) = N(0,0), daher
X(0) L% 0. Daraus folgt fiir t1 = 0, to =t, t3 =0, t4 = ¢, dass var(X (¢t)) =t, t € [0,1], und fiir
ti=t3=s,ta =ty =t,dass var(X(t) — X(s)) =t—s—s+s=1t—s,0<s <t <1 Somit
gilt X (t) — X(s) ~N(0,t — s), und nach Definition 3.1.1 gilt X L. 0

Bemerkung 3.2.1 1. Theorem 3.2.1 bildet eine Grundlage fiir die approximative Simula-
tion der Pfade einer Brownschen Bewegung durch die Teilsummen X (™) () = S°7_, V3.Sk (1),
t € [0, 1], fir ausreichend grofles n € N.

2. Die Konstruktion in Theorem 3.2.1 kann verwendet werden, um den Wiener-Prozess
mit stetigen Pfaden auf einem Intervall [0, o], fiir beliebiges tg > 0 zu erzeugen. Falls
W = {W(t), t € [0,1]} ein Wiener-Prozess auf [0, 1] ist, dann ist Y = {Y (¢), t € [0,t0]}
mit Y (t) = \/tT)W(%), t € [0,to], ein Wiener-Prozess auf [0, to].

Aufgabe 3.2.1
Beweisen Sie es.

3. Der Wiener-Prozess W mit stetigen Pfaden auf R, kann wie folgt explizit konstruiert
werden. Seien W = {W®)(¢t), t € [0,1]} unabhingige Kopien des Wiener-Prozesses
wie in Theorem 3.2.1. Definiere W (t) = 300, 1(t € [n — 1,n])[SrZ 1 W (1) — W (¢ —
(n—1))], t >0, also,

W(t) = (
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W(l)(l) -

wO+wP(1)

\ J

Abbildung 3.3:

Aufgabe 3.2.2
Zeigen Sie, dass der so eingefiihrte stochastische Prozess W = {W(t), t > 0} ein Wiener-Prozess
auf Ry ist.

3.3 Verteilungs- und Pfadeeigenschaften vom Wiener-Prozess

3.3.1 Verteilung des Maximums

Theorem 3.3.1
Sei W = {W(t), t € [0,1]} ein Wiener-Prozess iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, P).

Dann gilt:
2 [ 42
P (max W(t) > x) < \/—/ ez dy, (3.3.1)
te(0,1] T Jr

Die in 3.3.1 gegebene Abbildung max;cjo W(t) : Q@ — [0,00) ist eine wohldefinierte Zu-

fiur alle x > 0.

fallsvariable, denn es gilt: max;¢(o,] W (t,w) = limy, 00 max;—1 W(%,w) fir alle w € Q, weil

die Trajektorien von {W(t), t € [0, 1]} stetig sind. Aus 3.3.1 folgt, dass maxc[g,1) W (t) einen

exponentiell beschréinkten Tail hat: somit hat maxcf ) W (t) endliche k-te Momente.
Hilfsmittel fiir Beweis von Theorem 3.3.1

Sei {W(t), t € [0,1]} ein Wiener-Prozess und Z1, Zs, ... eine Folge von unabhéngigen Zufalls-

variablen mit P(Z; = 1) = P(Z; = —1) = 1 fiir alle ¢ > 1. Fiir jedes n € N definieren wir

W™ (t), t € [0,1]} durch W"(t) = Slnt) + (nt — |nt L"”H, wobei S; =21+ ...+ %Z;,1 > 1,
vn NG
So = 0.

Lemma 3.3.1
Fiir jedes k£ > 1 und beliebige t1,...,t; € [0, 1] gilt:

(WO ), W (03)) S (W(e).... ()T
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Beweis Spezialfall k£ = 2 (fur & > 2 verluft der Beweis analog). Sei t; < ta. Fiir alle s1,s9 € R

gilt:
- 3 5 p »
S1W(n)(t1) +82W(n)(t2) = (s1+s92) E;%J _|_82( |nt2 ] \/ﬁ[ntlj—l—l)
(ot = [t ) =+ —2)
s
+Z |ty | +1(nt2 — Lntgj)\/i%'
lim Eei(slw(n)(t1)+52w(n)(t2)) lim Eei%swtﬂ E@i%(sl_ntzJ_SLntﬂJrl)
e n—o0
.S LntlJ
_ j51ts2 S|nty] __ S1 + S9 B s1 + S0
= Ee f t1 == 90 Lnilj \/ﬁ == SDZI \/ﬁ
- lim < <31 +32>>W1J ( <82>>Lnt2J—Lnt1J—1
= BN \PA N 0z, N

2

lim " T

n—oo

()=

(s%t1+23132 min{tl,t2}+sgt2)
- 2

e

PW (1), W (t2)) (51, 82),

wobei (), w(t,)) die charakteristische Funktion von (W (t1), W (t2)) ist. O
Lem~ma 3.3.2 3
Sei W = max;eo, 1] W™ (t). Dann gilt:
< 1
W = 7 E%?.’ins’“’ fiir alle n = 1,2, ...
und
JLH;OPW(”<1‘ \/7/ _2dy, fur alle z > 0.
Ohne Beweis
Beweis von Theorem 3.3.1
Aus Lemma 3.3.1 folgt fir z >0, £k > 1 und ¢4,...,t, € [0,1]
lim P < max WM (t) > x) =P ( max W(t) > a:)
n—00 te{ti,...,tx } te{t1,...,tx }
=P (max W () > x) > P < max W(t) > CL‘) .
te(0,1] te{t1,....,tx
T
Mit (¢, ,tk)—r = (%, e %) und max;e(o, W (t,w) = limp_ oo max;—; W (%,w) gilt
lim P (max WM () > x) > P (max Wi(t) > ac) :
n—00 te(0,1] te(0,1]
Aus Lemma 3.3.2 folgt die Behauptung. O
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Korollar 3.3.1
Sei {W(t), t € [0,1]} ein Wiener-Prozess. Dann gilt:

P(lim W(t):0> ~ 1.
t—oo ¢

Beweis
WO | (MO W) W) W
t n - t t t n
P e L(CRG
< 2w - 24,

wobei Z(n) = sup;ejo 1) [W(n+1t) — W(n)|, t € [n,n+1). Es gilt

oo

> (W(i) = W(i—1))

=1

2 ) =2

n

Lo o lEw (1) = 0.

Wir zeigen, dass EZ(1) < oo.

< - =
P(Z(1) >xz) <P (tlen[g,}f} W(t) > a:) +P <trél[6&f1(}( W(t)) > x) 2P (tgl[g,}l(} W(t) > x) ,

weil {=W(t), t € [0,1]} auch ein Wiener-Prozess ist. Es gilt

2 oo 2 Z s.
P(Z(1) > x) §2\/7/ e~Tdy und somit Z(n) L0 frn— .
T Jx n
Daraus folgt WT(t) BN 0 fiir ¢t — oo. O

3.3.2 Invarianzeigenschaften

Bestimmte Transformationen des Wiener-Prozesses thren wieder zu einem Wiener-Prozess.

Theorem 3.3.2
Sei {W(t), t > 0} ein Wiener-Prozess. Dann sind die stochastischen Prozesse {Y?)(t), ¢t > 0},
1=1,...,4, mit

YOty = —Wi(t), (Symmetrie)
YO(t) = W(t+tg) —Wi(ty) fiir eintg >0, (Verschiebung des Nullpunktes)
YO() = VW (L) fiir ein ¢ > 0, (Skalierung)
1
Yy@We) = { tW(t())’ i i 8’ (Spiegelung bei t = 0)

ebenfalls Wiener-Prozesse.

Beweis 1. Y() i =1,... 4, haben unabhingige Zuwichse mit Y (t5) =Y @ (t1) ~ N(0, ty—
t1).
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3. Y@ i =1,...,3, haben stetige Trajektorien. {Y®)(¢), t > 0} hat stetige Trajektorien fiir
t>0
4. Es ist zu zeigen, dass lim;_,q tW(%) =0.
limy g tW(%) = lim; 0 WT(t) L. 0 wegen Korollar 3.3.1.
O
Korollar 3.3.2
Sei {W(t), t > 0} ein Wiener-Prozess. Dann gilt:
P (sup W(t) = oo) =P <inf W(t) = oo) =1
t>0 t20
Beweis Fiir z,c > 0 gilt:
PlsupW(t) >z | =P (su I/V(t>>:C =P |su T/V(t)>i
t210) tzg & \ﬁ tzlo) \ﬁ
=P ({Sup W(t) =0} U{supW(t) = oo}) = P(supW(t) =0) + P(supW(t) = 00) = 1.
>0 >0 >0 >0
Weiterhin gilt
P (sup W(t) = 0) = P <sup W(t) < 0) <P (W(t) < 0,sup W (t) < 0)
>0 >0 t>1
- <W<1> < 0,5up(W(t) - W(1)) < —W(l))
t>1
0
= / PlsupW(t) —W(1) < -W(t) | W(1) = 3:) P(W(1) € dx)
—0o0 t>1
0
= / Pl{sup(W(t) —W(1)) < —z|W(Q1) = x) P(W(1) € dx)
—00 t>0
0
_ / P (supW(t) =0 P(W(1) € dx)
—00 t>0
1
= P <sup W(t) = 0) =,
>0 2
also P (suptzo W(t) = O) = 0 und somit P (SUPtzo W(t) = oo) =1
Analog kann man zeigen, dass P (inf;>o W (t) = —oc0) = 1. O

Bemerkung 3.3.1

P (suptzo X(t) = oo, infr>0 X (t) = —oo) = 1 bedeutet, dass die Trajektorien von W unendlich
oft zwischen positiven und negativen Werten auf [0, co) oszillieren.

Korollar 3.3.3

Sei {W (t), t > 0} ein Wiener-Prozess. Dann gilt

P(w e Q: W(w) ist nirgendwo differenzierbar in [0,00)) = 1.
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Beweis

{w € Q: W(w) ist nirgendwo differenzierbar in [0, c0)}
=Ny_o{w € Q: W(w) ist nirgendwo diffenrenzierbar in [n,n + 1)}.

Es geniigt zu zeigen, dass P(w € Q : W(w) differenzierbar fur ein to = to(w) € [0,1]) = 0.
Definiere die Menge

4
Apm = {w € Q: es gibt ein ¢ty = tg(w) € [0, 1] mit | X (tow + h,w) — W (to(w,w))| < mh, Yh € [O, } } )

Dann gilt

{w € Q: W(w) differenzierbar fiir ein tg = to(w)} = Upm>1 Up>1 Apm.

Zu zeigen bleibt P(Up,>1 Up>1 Apm) = 0.
Sei ko(w) = mink:LQ,.“{% > to(w)}. Dann gilt fir w € Ay, und j =0,1,2

(A1) () < (L)

n n

(550w

8m

n

Sei Ag(k) = W(EEL) — W (£). Dann gilt

n . &m
P(Anm) S P (Uk:O U?:o |An(k +])‘ S )

8m 8m
= ZP< =0 [An(k + )] < n> :P<|An(0)| < n)
16m
< n+1< > —0, n— oo,
( ) V2mn
und weil Ay, C Ayyrm gilt, folgt P (Apm) = 0. 0
Korollar 3.3.4
Mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt:
sup sup Z W (t;) — W(ti—1)| = o0

n>10<to<...<tn <157
d.h. {W(t), t € [0,1]} hat f.s. Trajektorien mit unbeschrankter Variation.

Beweis Weil jede stetige Funktion g : [0, 1] — R mit beschrénkter Variation fast iiberall diffe-
renzierbar ist, ergibt sich die Behauptung aus Korollar 3.3.3.

Alternativer Beweis

27L

Es geniigt zu zeigen, dass lim, o0 > j—

W () - w (Y52)] = .
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Sei Z, = 22 (W (4) - W (“;}”))2 — . Daraus folgt EZ, = 0 und EZ2 = {2277+ und

mit der Tschebyschev-Ungleichung

E22 t 2 > f.s
— —n+1 -5
P(|Zn| <e) < 82“ = (E) 27"t dh ;P(]Zn\ >e) = 0.

Aus dem Lemma von Borel-Cantelli ergibt sich, dass lim,,_,., Z,, = 0 fast sicher und somit

on

it (i — 1)\
<t —) -
oz = (v (F)-v ()
kt (k= 1)t | it (i — 1)t
w () - ()l () - ()l
Daraus folgt die Behauptung, weil W stetige Trajektorien hat und deshalb

() (5 o

A

IN

liminf max
n—00 1<k<2n

lim max
n—00 1<k<2n

3.4 Erganzende Aufgaben

Aufgabe 3.4.1

Geben Sie eine intuitive (exakte!) Methode an um Trajektorien eines Wiener-Prozesses W =
{W(t), t € [0,1]} zu realisieren. Nutzen Sie dabei die Unabhéngigkeit und die Verteilung der
Zuwéchse von W. Schreiben Sie zudem ein Programm in R zur Simulation von Pfaden von W.
Zeichnen Sie drei Pfade ¢ — W (t,w) fiir t € [0, 1] in ein gemeinsames Schaubild.

Aufgabe 3.4.2
Es sei der Wiener-Prozess W = {W (¢), t € [0,1]} gegeben und L := argmax;cjo )W (). Zeigen
Sie, dass gilt:

2
P(L < x)= —arcsin\/z, z€l0,1].
m

Hinweis: Verwenden Sie die Beziehung max,.cjo4 W (r) g |W (t)].

Aufgabe 3.4.3
Zur Simulation eines Wiener-Prozesses W = {W (t), t € [0, 1]} kénnen wir auch die Approxi-
mation

Wn(t) = zn: Sk(t)zk
k=1

verwenden, wobei die Si(t), t € [0,1], k > 1 die Schauder-Funktionen sind, sowie 2z ~ N(0,1)
u.i.v. Zufallsvariablen, und die Reihe fast sicher fiir alle ¢ € [0, 1] konvergiert (n — c0).

a) Zeigen Sie, dass fiir alle ¢ € [0, 1] die Approximation W,,(t) auch im L2-Sinne gegen W (t)
konvergiert.

b) Schreiben Sie ein Programm in R (alternativ: C) zur Simulation des Wiener-Prozesses

W={W(t),te01]}
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c) Simulieren Sie drei Pfade ¢t — W (t,w) fiir ¢ € [0,1] und zeichnen Sie diese in ein ge-
meinsames Schaubild. Betrachten Sie hierbei die Sttzstellen ¢ = %, k=0,...,n mit
n=2%—1.

Aufgabe 3.4.4
Fiir den Wiener-Prozess W = {WW(t), t > 0} definieren wir den Prozess des Maximums, welcher
gegeben ist durch M = {M(t) := maxcoq W(s), t > 0}. Zeigen Sie, dass dann gilt:

a) Die Dichte fy) des Maximums M (t) ist gegeben durch

Hinweis: Verwenden Sie die Eigenschaft P(M(t) > z) = 2P(W(¢) > x).

b) Erwartungswert und Varianz von M (t) sind gegeben durch

2t
EM(t) =1/ —, varM(t) =t(1—2/m).
T
Nun definieren wir 7(x) := argmin r{W(s) = z} als den ersten Zeitpunkt, zu dem der

Wiener-Prozess den Wert z annimmt.
c¢) Bestimmen Sie die Dichte von 7(z) und zeigen Sie: ET(x) = oc.

Aufgabe 3.4.5
Sei W = {W(t), t > 0} ein Wiener-Prozess. Zeigen Sie, dass die folgenden Prozesse ebenfalls
Wiener-Prozesse sind:

0, t=0,

tw(1/t), t>0, Wa(t) = VeW(t/c), ¢>0.

%] (t) = {

Aufgabe 3.4.6

Es sei der Wiener-Prozess W = {W(t),t > 0} gegeben. Die Grofie Q(a,b) bezeichne die
Wabhrscheinlichkeit, dass der Prozess die Halbgerade y = at + b, t > 0, a,b > 0 berschreitet.
Beweisen Sie:

a‘) Q(CL, b) = Q(b’ CL) und Q(Cl, b1 + b2) = Q(CL, bl)Q(a7 b?)u
b) Q(a,bd) ist gegeben durch Q(a,b) = exp{—2ab}.



4 Levy Prozesse

4.1 Levy-Prozesse

Definition 4.1.1
Ein stochastischer Prozess {X(t), t > 0} heifit Levy-Prozess, wenn

1. X(0) =0,

2. {X(t)} hat stationdre und unabhéngige Zuwéchse,

3. {X(t)} stochastisch stetig ist, d.h. fiir beliebiges € > 0, ¢y > 0:
lim P(]X(t) — X(to)] > ¢) = 0.

t—to

Beachte

e Man kann sich leicht berlegen, dass zusammengesetzte Poisson-Prozesse die 3 Bedingun-
gen erfiillen, denn fiir bel. € > 0 gilt

P(IX(t) — X(to)| <) > P(|X(t) — X(to)| > 0) <1—e Nttol 0,

t—to

e Ferner gilt fiir den Wiener-Prozess fiir bel. € > 0

P(IX (1) = X(t0)| > <) ) S )

t t—to

4.1.1 Unbegrenzte Teilbarkeit
Definition 4.1.2

Sei X : 0 — R eine beliebige Zufallsvariable. Dann nennt man X wunbegrenzt teilbar, wenn fiir
bel. n € N Zufallsvariablen Y1, Ys, ..., Y, existieren mit X 4 Yl(n) +...+ Yn(n).
Theorem 4.1.1

Sei {X (t), t > 0} ein Levy-Prozess. Dann ist die Zufallsvariable X (¢) fiir jedes ¢ > 0 unbegrenzt
teilbar.

Beweis Fiir bel. ¢t > 0 und n € N gilt offenbar, dass

=)+ (x(2) 0 (2) e (x(2) x(252).

Da {X(t)} unabhéngige stationire Zuwéchse hat, sind Summanden offenbar unabhéngige iden-
tisch verteilte Zufallsvariablen. O

93
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Lemma 4.1.1
Die Zufallsvariable X : 2 — R ist genau dann unbegrenzt teilbar, wenn sich die charakteristi-
sche Funktion px von X fiir jedes n > 1 darstellen ldsst in der Form

ox(s) = (on(s))™ fir alle s € R,

wobei ¢, charakteristische Funktionen von Zufallsvariablen sind.

Beweis , = “

Yl("),...,Y,fn) wiv., X 4 Yl(n) +...+ Y,g"). Daraus folgt, dass px(s) = [, <pY.(n)(s) =
(on(s))".

“ ¢ “
ex(s) = (pn(s))™ = existiert Yl(n), e ,Yn(n) u.i.v. mit charakteristischer Funktion ¢, und
Ovi,..va (8) = (on(s))™ = ¢x(s). Mit dem Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen

folgt, dass X 4 Yl(n) +...+ Yn(n). O
Lemma 4.1.2
Sei X1,Xo,...: Q2 — R eine Folge von Zufallsvariablen. Falls es eine Funktion ¢ : R — C

gibt, so dass ¢(s) stetig in s = 0 ist und lim,_, ¢x, (s) = ¢(s) fir alle s € R, dann ist ¢ die
charakteristische Funktion einer Zufallsvariable X und es gilt X, 4 X,
Definition 4.1.3

Sei v ein Maf iiber den Messraum (R, B(R)). Dann nennt man v ein Levy-Maf}, wenn v({0}) =0
und

/Rmin {yQ, 1} v(dy) < oo.

»
>

Abbildung 4.1:

Beachte
e Offenbar ist jedes Levy-Maf} o-endlich und
v((—e,8)) <e, firallee >0, (4.1.1)
wobei (—e,e)¢ =R | (—¢,¢).

e Insbesondere ist jedes endliche Maf v ein Levy-MaB, falls v({0}) = 0.
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e Eine zu (4.1.1) dquivalente Bedingung ist

Y’ Y 2 Y
dy) < 0o, d <min{y2 1} <27 _ 41.2
/ﬂgl—l-y?y( y) < 00 enn 1+y2_mln{y }_ Ty ( )

Theorem 4.1.2
Seien a € R, b > 0 beliebig und sei v ein beliebiges Levy-Mafl. Dann ist durch die Funktion
¢ : R — C mit

bs?

©(s) = exp {z’as -5t (eisy —1—isyl(y € (—1, 1))) u(dy)} fir alle s € R, (4.1.3)
R

die charakteristische Funktion einer unbegrenzt teilbaren Zufallsvariable gegeben.
Bemerkung 4.1.1 e Die Formel (4.1.3) wird auch Lévy-Chintschin-Formel genannt.
e Die Umkehrung vom Theorem 4.1.2 gilt auch, es hat also jede unbegrezt teilbare Zufalls-

variable eine solche Darstellung. Deshalb nennt man das charakteristische Tripel (a, b, v)
auch Levy-Charakteristik einer unbegrenzt teilbaren Zufallsvariable.

Beweis des Theorems 4.1.2 1. Schritt
Zeige, dass ¢ eine charakteristische Funktion ist.

[ ]
00 /- Nk 00 /. Nk 0ok
: , (isy) : (isy) 2[5 8 2
ewy—l—zsy’zz ] —1—isy|=|> ol <y ZE <y'e
k=0 k=2 k=2
it

Damit folgt mit (4.1.1) und (4.1.2), dass das Integral in (4.1.3) existiert und somit wohl-
definiert ist.

e Sei nun {c¢,} eine beliebige Zahlenfolge mit ¢, > ¢p41 > ... > 0 und lim, o ¢, = 0.
Dann ist die Funktion ¢, : R — C mit

. bs? ,
on(s) :=expqis|a— / yv(dy) | — — 7 exp / (e“y - 1) v(dy)
[—cnyen]en(—1,1) 2 [—cnen®

die charakteristische Funktion der Summe von an) und Zén), 2 unabhéngigen Zufallsva-
riablen, denn

— der erste Faktor ist die charakteristische Funktion der Normalverteilung mit Erwar-
tungswert a — f[fcn enlen(=1,1) yv(dy) und Varianz b.

— der zweite Faktor ist die charakteristische Funktion der zusammengesetzten Poisson-
Verteilung mir den Charakteristiken

A=v([—cn, )9 und Py() =v(-N[—cp,cn]/v([—cn, cnl))

ist.
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e Auerdem gilt lim,, o ¢n(s) = (s) fir alle s € R, wobei offenbar ¢ stetig in 0 ist, den
fir die Funktion ¢ : R — C im Exponent von (4.1.3), also

P(s) = /]R (eisy —1—isyl(y e (-1, 1))) v(dy) firalleseR

gilt [¢(s)] = cs? S y2v(dy) + /1) le"*¥ — 1| v(dy). Hieraus und aus (4.1.2) folgt mit
Satz von Lebesgue, dass lims_, o ¢(s) = 0.

e Aus Lemma 4.1.2 ergibt sich, dass die in (4.1.3) gegebene Funktion ¢ die charakteristische
Funktion einer Zufallsvariable ist.

2. Schritt
Die unbegrenzte Teilbarkeit dieser Zufallsvariable folgt aus dem Lemma 4.1.1 und daraus, dass
fiir beliebige n € N auch 2 ein Levy-Maf} ist und dass

a b g2

o(s) = exp {ins _ n7 i A (ez‘sy —1—isyl(y € (-1, 1))) <Z> (dy)} fiir alle s € R.

Bemerkung 4.1.2
Die Abbildung n: R — C mit

52 .
n(s) = ias — % + (e“y —1—isyl(y € (-1, 1))) v(dy)

aus (4.1.3) heifit Lévy-Exponent dieser unbegrezt teilbaren Verteilung.

4.1.2 Leévy-Chintschin-Darstellung

{X(t), t > 0} — Levy-Prozess. Wir wollen die charakteristische Funktion von X (¢), ¢t > 0, durch
die Levy-Chintschin-Formel darstellen.

Lemma 4.1.3

Sei {X(t), t >0} ein stochastisch stetiger Prozess, d.h. fiir alle ¢ > 0 und ¢ty > 0 gelte
lim; 4, P(|X(t) — X (t0)| > €) = 0. Dann ist fiir jedes s € R durch t —— px(;)(s) eine ste-
tige Abbildung von [0, c0) nach C.

Beweis o y — e stetig in 0, d.h. fiir alle € > 0 existiert d; > 0, so dass

sup
y€(—01,01)

; 3
18y -
e 1‘ < 5"
o {X(t), t >0} ist stochastisch stetig, d.h. fiir alle ¢y > 0 existiert d2 > 0, so dass

sup P(X(t) — X(tg)| > 1) <

£>0, |t—to|<d2

=1 m
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Daraus folgt, dass fiir alle s € R, ¢ > 0 und |t — to| < d2 gilt

’@X(t)(S) - @X(to)(s)’ = ‘E <€isX(t) _ e“X(tO)N <E
E |pis(X(6)=X(t0)) _ 1‘ _ /
R

sy _1|P _ d
/(—51,51) ¢ ‘ X (6)-X(to) (dY)
—_———

-
(=01,01)°
=2

e 1|+ 2P (|X(t) - X(to)| > 61) <.

eis X(to) (X (=X () _ 1)\

IN

ey — 1’ Px(t)—x(t) (dY)

IN

ey — 1’ Px(t)—x (o) (dy)

< sup
y€(—01,01)

Theorem 4.1.3
Sei {X (t), t > 0} ein Lévy-Prozess. Fiir alle ¢t > 0 gilt

Ox)(s) = etn(s)a s €R,

wobei 7 : R — C eine stetige Funktion ist. Insbesondere gilt

¢ ¢
ox)(s) = efns) — (e"(s)) = (SDX(1)(3)) , firallescR, t>0.

Beweis

@X(Ht/)(s) — EeisX(tHt) _ E (6isX(t)eiS(X(t—i-t’)—X(t))) - SOX(t)(S)SDX(t')(S)

Sei g : [0,00) — C definiert durch g(t) = @x)(s), s € R, gs(t +1') = gs(t)gs(t'), t, ' > 0.
X(0) =0.

Gt +1) = gu(Dgs(t), ¥ >0,

9s(0) =1,

gs : [0,00) — C stetig.

Daraus folgt: existiert 7 : R — C, so dass g(t) = e"® fiir alle s € R, t > 0. ox)(s) = es)
und es folgt, dass n stetig ist. O

Lemma 4.1.4
Sei g1, pg, - . . eine Folge von endlichen Maflen (auf B(R)) mit

L. sup,>1 in(R) < ¢, ¢ = const < oo (gleichméBig beschrinkt)

2. fiir alle ¢ > 0 existiert B. € B(R) kompakt, so dass sup,,>; fin(B¢) < €. Daraus folgt, dass
es eine Teilfolge fin,, fin,, - .. und ein endliches Maf iiber B(R) existiert, so dass fiir alle
f: R — C, beschréankt, stetig, gilt

lim /R F W), (dy) = /R i f(y) g (dy) = /R fy)u(dy)

k—00

Beweis Siche [14], S. 122 - 123. O
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Theorem 4.1.4
Sei {X(t), t > 0} ein Levy-Prozess. Dann gibt es a € R, b > 0 und ein Levy-Ma$ v, so dass

bs2

oxmy(s) = s +/ (eisy —1—iyl(y € (-1, 1))) v(dy), fir alle s € R.
R

Beweis Fiir alle Nullfolgen ¢, o, ... gilt

n(s) = () AUy PR 2L

=0 n—oo tn, n—00

(4.1.4)

n

1 : R — C stetig = Die Konvergenz in (4.1.4) ist gleichméBig in s € [—tp, to] fiir ein sp > 0
(Taylor-Entwicklung von ef»"(9)). Sei t,, = 1 und P, die Verteilung von X (). Daraus folgt,
dass

) Ox1y(s) =1
lim n/(e”y — 1)P,(ds) = lim nw) 77

(
n=co n—00 1
n

R
: 50 e 50
nl;ngo/ﬂgn/so (e - 1) P.(dy)ds :/ n(s)ds

—s0

= lim n/]R <1 - sm(soy)) Pn(dy) = L n(s)ds

n—00 S0y 250 —sg

n : R — C ist stetig mit 7(0) = 0 und daraus folgt, dass es fiir alle ¢ > 0 dp > 0 existiert, so
dass —ﬁ 2% n(s)ds‘ <e. Weil 1 — % > 1, [soy| > 2, gilt: fiir alle & > 0 existiert so > 0,
ng > 0, so dass

lim sup E/ P.(dy) < limsupn/ <1 — sm(soy)) Pn(dy) <e.
2 {yMz%} R

n—00 n— 00 SoY

Fiir alle € > 0 existiert sg > 0, ng > 0, so dass

n/ P.(dy) < 4e, fir alle n > nyg.
{y:ly\>l}

Zs0

Durch Verkleinerung von sg erhilt man

n/ Pn(dy) < 4e, fiir allen > 1.
{wiv=2}

2 .
i 2§c(1—smy>, fir alle y # 0 wund ein ¢ > 0.
1+y Y

Daraus folgt, dass

2
) , )
supn | ——=P,(dy) < flurein ¢ < oco.
sup /RHyz u(dy) <

Sei nun p,, : B(R) — [0, 00) definiert durch

2
uMm:nélimewaMbBemm.
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Es folgt, dass {fin},cy gleichméBig beschrankt ist, sup, > pin(R) < ¢’. Auerdem gilt <1,

1+ 1+y2
SUD;,>1 fn ({y syl > %}) < 4e und {jtn },,cpy ist relativ kompakt. Nach dem Lemma 4.1.3 gilt:

existiert {jin, } ey, SO dass

Jlim. /R ) tin, (dy) = /R f(y)u(dy)

fiir ein Mafl p und f stetig und beschrénkt. Sei fiir s € R die Funktion fs : R — C definiert
durch

2
Y 1 —isy , y#0,
fs(y) = { ( $2 ) 7
-5 , sonst.
Daraus folgt, dass fs beschriankt und stetig ist und
ns) = Jim [ (¢ —1) Pudy)
= lim (/ fs(y)un(dy)—l-isn/ SinyPn(dy)>
n—oo R R
= i ([ 2o () + s [ singPo, (d))
= /fs wu(dy) + hm zsnk/sinyPnk(dy)
R
b .
n(s) = ia's— i + (e’sy —1—issin y) v(dy),
2 R

fir alle s € R mit @’ = limy_,o0 isny, [ sinyPp, (dy), b = 1 ({0}), v : B(R) — [0, c0),

1442
dy) =1 o M), y#0,
0 , y=0.

/R!:ul(y € (—1,1)) — siny| v(dy) < oo

1 2
lyl(y € (—1,1)) — siny| +2y <, fiiralley#0 und ein ¢’ > 0.
Yy

Daraus folgt, dass

2 .
n(s) = ias — b% + (e“y —1—isyl(y € (-1, 1))) v(dy), fir alle s € R.
R

a=ad +/ (yl(y € (—1,1)) —siny) v(dy).
R

4.1.3 Beispiele

1. Wiener-Prozess (es geniigt X (1
X (1) ~ N(0,1), px1)(s) = e~

zu betrachten)

)
52
2 und daraus folgt

(a,b,v) =(0,1,0).
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Sei X = {X(t), t >0} ein Wiener-Prozess mit Drift p, d.h. X(¢) = ut + cW(t), W =
{W(t), t > 0} — Brownsche Bewegung. Es folgt

(a,b,v) = (1, 0%,0).

. . . . 2
ex(1y(s) = Ee X = EelrtoW)is — etisgy, ) (05) = 72, s €R.

. Zusammengesetzter Poisson-Prozess mit Parametern (A, P;,)

X(t) = SN U, N(t) ~ Pois(At), U; wiv. ~ Py.
oxwls) = exp{)\ /R (e 1) PU(d:U)}
= exp {Ais/Razl(x € [-1,1])Py(dz) + /\/R (e —1—iszl(w € [-1,1])) PU(dx)}
= exp {/\is /_lleU(dw) + /\/R (e =1 —isal(x € [-1,1])) PU(dx)} , seER
Daraus folgt

1
(a,b,v) = (A / J:PU(d:E),O,)\PU) . Py - endlich auf R.
—1

. Prozesse von Gauf3-Poisson-Typ

X ={X(t), t >0}, X(t) = X1(t) + Xa(t), t > 0.

X1 ={Xi(t), t >0} und X2 = {X2(t), t > 0} unabhéngig.

X — Wiener-Prozess mit Drift x und Varianz o2,

X9 — Zusammengesetzter-Poisson-Prozess mit Parametern A, Py.

ox)(8) = vx,0)(8)Px.0)(8)

1 0242
= exp{is (,u + /\/ xPU(dac)> -
-1

~|—/R>\ (eis;v —1—iszxl(x € [-1, 1])) PU(d:L")} . seER.

Daraus folgt
1
(a,b,v) = <u + )\/ ZE‘PU(dx),UQ,)\PU) .
-1

. Stabile Levy-Prozesse

X = {X(t), t >0} — Lévy-Prozess mit X(t) ~ « stabile Verteilung, o € (0,2]. Falls
X = W (Wiener-Prozess), dann X (1) ~ N(0,1). Seien Y,Y1,...,Y, wiv. N(u,o?)-
Variablen. Nach Faltungstabilitdt der Normalverteilung gilt

Y1+ ...+ Y, ~ N(np,no?) 4 VY +np—/np
= VnY +p(n—+/n)
1 2 1

= n§Y+u(n5—n§>, a=2.
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Definition 4.1.4
Die Verteilung einer Zufallsvariable Y heifit a-stabil, falls fiir alle n € N nur Kopien Y7,...,Y,

gibt (von Y)
Vit 4+ Y, Lnay +d,,
wobei d,, deterministisch ist (also eine Konstante bzgl. W, d.h. nicht zufillig). Dabai heif}t

a € (0,2] Stabilitatsindex.
1
d, = ,U,(’I’L*’I’La), O‘?é]-a
punlogn |, a=1.
Ohne Beweis
Beispiel 4.1.1 e o = 2: Normalverteilung

e a = 1: Cauchy-Verteilung mit Parametern (u,o?). Die Dichte:
o

fy(z) = w((w—u)2+02>7 z eR.

Dabei gilt EY? = 0o, EY existiert nicht.

e a = : Lévy-Verteilung mit Parametern (i, o). Die Dichte:

1
fy () ={ G T A G ) SR
0 , sonst.

Diese Beispiele sind die wenigen Beispiele von a-stabilen Verteilungen, die eine explizite
Form der Dichte besitzen. Fiir andere a € (0,2), o # %, 1, wird die a-stabile Verteilung durch
ihre charakteristische Funktionen eingefithrt. Generell gilt: Falls Y a-stabil, o € (0,2], dann
ElY|P <o00,0<p<a.

Definition 4.1.5
Die Verteilung einer Zufallsvariable heifit symmetrisch, falls Y L =Y, falls Y eine symmetrische

a-stabile Verteilung besitzt, « € (0, 2],
py (s) = exp{—c|s|*}.
In der Tat, aus der Stabilitit von Y folgt
(oy (s))" = eldnspy (nés) , sSER
Daraus folgt, dass dp, = 0, denn ©_y(s) = py(s). Es gilt: e/ = 75 s ¢ R und d,, = 0.
Der Rest ist eine Ubungsaufgabe.

Lemma 4.1.5
Levy-Chintschin-Darstellung der charakteristischen Funktion ist eine stabile Verteilung. Eine

Levy-Charakteristik (a,b,v), a € R beliebig.
B o, a=2,
10, a<2
0 , =2,

v(dr) = tal(z > 0)dx + mcﬁl(a: < 0)dzr, a<2,
c1,c22>20:¢1+c2>0 )
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Ohne Beweis
Man kann zeigen, dass

22

P(IY|> ) 50! € 270 =2
<, a<2

xre

Definition 4.1.6
Der Levy-Prozess X = {X(t), t > 0} heift stabil, wenn X (1) eine a-stabile Verteilung besitzt,
a € (0,2] (o = 2: Brownsche Bewegung (mit Drift)).

4.1.4 Subordinatoren

Definition 4.1.7
Ein Lévy-Prozess X = {X(t), t > 0} heifit Subordinator, falls fir alle 0 < t; < to, X(t1) <
X(ta) f.s. gilt
X0)=0 fs. = X() >0, t>0.
Diese Klasse von Lévy-Prozessen ist deshalb wichtig, weil man leicht [ f g(t)dX (t) einfithren
kann als Lebesgue-Stiltjes-Integrale.

Theorem 4.1.5
Der Lévy-Prozess X = X (t), ¢t > 0 ist genau dann ein Subordinator, wenn die Lévy-Chintschin-
Darstellung in der Form sich darstellen lésst

Ox(1)(s) = exp {z’as —I—/ (e’” — 1) u(d:n)} , scER,
R

wobei v das Levy-Maf ist, mit

v ((—00,0)) =0, /OOO min {1,3/2} v(dy) < oo.

Beweis Hinldnglichkeit
Es ist zu zeigen, dass X (t2) > X (1) f.s., falls to > t; > 0.
Zunéchst zeigen wir, dass X (1) > 0 f.s.. Falls v = 0, dann X (1) = a f.s., daher

X(t) = at f.s. und daraus folgt, dass X (¢) T und X ist ein Subordinator. Falls v(]0,00)) > 0,
dann existiert N > 0,sodassn > N,0<v ([%, oo)) < oo. Es folgt

©x()(s) = exp {ias + lim_ s (eisx — 1) I/(d{[})} = ¢l Jim on(s), seR,

wobei ¢, (s) = [1° (e — 1) v(dz) die charakteristische Funktion einer zusammengesetzter

1 oo
Poisson-Verteilung mit Parametern (V ({%, oo)) , IM) fir alle n € N ist. Sei Z,, die Zu-

fallsvariable mit charakteristischer Funktion ¢,,. Es gilt: Z,, = ZfV:"I U;, N,, ~ Pois (1/ ([%, oo))),
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v(nf50)) _ - A
U; (ERS) und daraus folgt Z,, > 0 f.s. und X (1) = \ci/+11m Zpn > 0fs. Da X ein Leévy-

Prozess ist, gilt

o= (2 (2(2) () ooe (1(2) - (52)

f.s.
wobei wegen Stationaritdt und Unabhéngigkeit der Zuwéchse X (%) - X (%) > 0firl<
k <n fur alle n. X(g2) — X (q1) > 0 f.s. fiir alle g1, 92 € Q, g2 > ¢1 > 0. Nun seien t1,t2 € Q, so
. : (n) (n) . o (n) (n) (n) (n)
dass 0 <1 <ty. Seien ¢q; ',q5 ' ¢ Folgen von Zahlen aus Q mit ¢; " <gqs '. q; * 1 t1, ¢35~ T to,
n — oo. Fire >0

P(X(t) — X(h) < —2) = P(X(t2)— X (") + X

=P )—X(t1) <e)=0 firallee>0
= P (X(t2) — X(t1) <0) ZEEIEOP(X(tZ)_X<t1) <e)=0

= X(tg) > X(tl) fs.

Notwendigkeit
Sei X ein Levy-Prozess, der ein Subordinator ist. Es ist zu zeigen, dass ¢x, (t)(-) die obige Form
hat.
Nach der Lévy-Chintschin-Darstellung fir X () gilt

b282 oo .
¢x(1)(s) = exp {ias - +/ (em" —1—isxl(z € [-1, 1])) V(dfc)} , seR.
0

f.s.
Das Maf v ist auf [0, 0c0) konzentriert, weil X (1) > 0 und aus dem Beweis des Theorems 4.1.4
v ((—00,0)) = 0 gewdhlt werden kann.

b2 52

ex(1)(s) <exp {z’as - 2} exp {/000 <€isx —1—iszl(z € [-1, 1])) V(dx)}

=0v (s) =PYa(s)

Daraus folgt, dass X (1) = Y] + Ys, Y7 und Y5 unabhiingig, Y7 ~ N (a,b?) und deswegen b = 0.
Fiir alle € € (0,1)

©x,(s) =exp {is (a - /51 xu(dm)) + /06 (eisx —-1- isx) v(dz) + /OOO (eis‘” — 1) V(daz)}

Es ist zu zeigen, dass fiir ¢ — 0 gilt, dass [° ("% — 1) v(dz) — [¢° (€** — 1) v(dz) < oo mit
J3 min {z, 1} v(dz) < oco. ox(1)(s) = exp {is (a — /! asl/(d:z)) } 0z, (s)z,(s), wobei Z; und Zy
unabhéngig, ¢z, (s) = exp {(e"** — 1 —isx) v(dz)}, ¢z,(s) = exp { [Z° (" — 1) v(dz)}, s € R.
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X(1) 4 a—f; axv(dz)+2Z1+Zs. Es existiert go(ZQI) (0) = %Zf < 00, go(le) (0) = 0 = ¢EZ; und daraus
ergibt sich, dass EZ; = 0 und P(Z; < 0) > 0. Andererseits, hat Z5 eine zusammengesetzte

Poisson-Verteilung mit Parametern (1/ ([g,)), %), € (0,1).

= P(Z,<0)>0
S P(Z14+2,<0)>P(Z,<0,25<0)=P(Z, <0)P(Z,<0)>0

1
:>a—/ zv(dr) >0 fir alle e € (0,1)
3
:>/ min {x,1} dz < oo
0

=fre— Z1i>0

©x(1)(s) = exp {is (a - /01 xu(dx)) + /OOO (ei‘”” - 1) l/(dac)} , SER

Beispiel 4.1.2 (a-stabiler Subordinator):
X ={X(t), t > 0} ein Levy-Prozess, Subordinator, mit a = 0 — Lévy-Ma$8.

1
y(dl’) _ ﬁmdl’, xr > O,
0 —wdz =0, z<0.

Daraus folgt, dass X ein a-stabiler Levy-Prozess ist.
Zeigen wir, dass [x(.y(s) = Ee sX(®) = =15 fiir alle s,¢ > 0.

ex((s) = (¢X(1)(3)>t = exp {t/o <€m — 1) r(la_a)scllmdx} , s€eR.

Es ist zu zeigen, dass

o

d &7 * —ux dx
= — 1-— > 0.
U F(la)_/o (1—e )lerOt’ u>0

Das geniigt, weil px ;) (-) analytisch auf {Z € C : 3Z > 0} fortgesetzt werden kann, d.h. px ) (iu) =
fX(t), u > 0. In der Tat gilt

/OO (1 7u:r) dx /oo /I —uy g flfad
—e = u |l e x x
0 p1+d 0 0 Yy
o0 oo
= / / ue” W% xdy
0 Y
[ee] oo
= / / 1 %zue”Wdy
0 y
o0
= g/ e Wy %y
@ Jo
e a(2)
a Jo u—e U

u® [ 1 1
= —/ e % (Im)-1q,

a Jo

o

= %F(l —a)

und daraus folgt fX(t)(s) =e % t,5>0.
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4.2 Erganzende Aufgaben

Aufgabe 4.2.1
Gegeben sei eine reellwertige Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion F' und charakteristi-
scher Funktion ¢. Zeigen Sie, dass dann die folgenden Aussagen gelten:

a) Falls X unbegrenzt teilbar ist, dann gilt ¢(t) # 0 fir alle ¢t € R. Hinweis: Zeigen Sie, dass
limy, 00 [0n(8)2 = 1 fiir alle s € R, falls p(s) = (pn(s))". Beachten Sie auferdem, dass
lon(s)> wiederum eine charakteristische Funktion ist und limy,_,oo zn =1 fir x>0 gilt.

b) Geben Sie ein Beispiel (mit Begriindung) fiir eine Verteilung an, die nicht unbegrenzt
teilbar ist.

Aufgabe 4.2.2
Sei X = {X(t),t > 0} ein Lévy-Prozess. Zeigen Sie, dass dann die Zufallsvariable X (¢) fiir
jedes t > 0 unbegrenzt teilbar ist.

Aufgabe 4.2.3
Zeigen Sie, dass die Summe von zwei unabhéngigen Lévy-Prozessen wieder ein Lévy-Prozess
ist, und geben Sie die zugehrige Lévy-Charakteristik an.

Aufgabe 4.2.4
Betrachten Sie die folgende Funktion ¢ : R — C mit

o(t) =e?® | wobei 1(t) =2 Z 27k (cos(2Ft) — 1).

k=—o00

Zeigen Sie, dass p(t) die charakteristische Funktion einer unbegrenzt teilbaren Verteilung ist.
Hinweis: Betrachten Sie die Lévy-Chintschin-Darstellung mit Maf§ v({£2F}) =27F k € 7Z.

Aufgabe 4.2.5

Der Lévy-Prozess {X(t),t > 0} sei ein Gamma-Prozess mit Parametern b,p > 0, das heifit,
fiir jedes t > 0 gelte X (t) ~ ['(b, pt). Zeige, dass {X(t),t > 0} ein Subordinator ist mit dem
Laplace-Exponenten &(u) = [7°(1 — e~ (dy) fiir v(dy) = py~—te %dy, y > 0. (Der Laplace-
Exponent von {X(t),t > 0} ist die Funktion & : [0, 00) — [0, 00), fiir die Ee™"X(®) = ¢=#(®) fijy
beliebige t,u > 0 gilt)

Aufgabe 4.2.6

Sei {X(t),t > 0} ein Lévy-Prozess mit charakteristischem Lévy-Exponenten n und {7(s),s > 0}
ein unabhingiger Subordinator mit charakteristischem Lévy-Exponenten ~. Der stochastische
Prozess Y sei definiert durch Y = {X(7(s)),s > 0}.

(a) Zeige, dass
E (eiW(T(S))) = m@)s g R

wobei &z den Imaginérteil von z bezeichnet.

Hinweis: Weil 7 ein Prozess mit nicht-negativen Werten ist, gilt Ee?7(s) = ¢7(®)s fiir alle
0 € {z € C:3z >0} durch analytische Fortsetzung in Theorem 4.1.3.

(b) Zeige, dass Y ein Levy-Prozess mit charakteristischem Leévy-Exponenten ~v(—in(+)) ist.
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Aufgabe 4.2.7
Sei {X(t), t > 0} ein zusammengesetztet Poisson-Prozess mit Lé‘evy-Maf3

W2 a2

v(dx) = e 22dx, x€R,

O/ T

wobei A\, o > 0. Zeigen Sie, dass {cW (N (t)), t > 0} die gleichen endlich-dimensionalen Vertei-
lungen wie X hat, wobei {N(s), s > 0} ein Poisson-Prozess mit Intensitdt 2\ und W ein von
N unabhéngiger Standard-Wiener-Prozess ist.

Hinweise zu Aufgabe 4.2.6 a) und Aufgabe 4.2.7
e Zur Berechnung des Erwartungswertes fiir die charakteristische Funktion kann die Iden-

titdt E(X) = E(E(X|Y)) = R E(X|Y = y)Fy(dy) fur zwei Zufallsvariablen X und Y
benutzt werden. Dabei sollte auf 7(s) bedingt werden.

2 as?
o [ cos(sy)e” zady = 2ma - e~ % fiir a >0 und s € R.

Aufgabe 4.2.8
Sei W ein Standard-Wiener-Prozess und 7 ein unabhéngiger §-stabiler Subordinator, wobei
a € (0,2). Zeige, dass {W(7(s)),s > 0} ein a-stabiler Lévy-Prozess ist.

Aufgabe 4.2.9
Zeige, dass der Subordinator 7" mit Randdichte

t

2y

ein 3-stabiler Subordinator ist. (Hinweis: Differenziere die Laplace-Transformierte von 7'(¢) und
Ise die Differentialgleichung)

_3 2
sT2e ©1{s > 0}

fT(t)(S) =
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5.1 Grundbegriffe

Sei (92, F, P) ein vollstandiger Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 5.1.1
Sei {F;, t > 0} eine Familie von o-Algebra F; C F. Sie heit

1. eine Filtration, falls Fs C F, 0 < s < t.

2. eine vollstandige Filtration, falls sie eine Filtration ist, so dass Fy (und somit alle Fg,
s > 0) smtliche Mengen des Wahrscheinlichkeitsmafles Null enthélt.
Spter werden wir immer voraussetzen, dass wir mit einer vollstdndigen Filtration zu tun
haben.

3. eine rechtsseitig stetige Filtration, falls fiir alle t > 0 F; = N>t Fs.

4. eine natirliche Filtration fir einen stochastischen Prozess {X(t), ¢ > 0}, falls sie durch
die Vergangenheit des Prozesses bis zum Zeitpunkt ¢ > 0 erzeugt wird, d.h. fiir alle ¢ > 0
F; ist die kleinste o-Algebra (C F), die Mengen {w € Q : (X (t1),...,X(t,))" € B}
enthélt, fir allen € N, 0 <ty,...,t, <t, B € B(R").

Eine Zufallsvariable 7 :  — Ry heifit Stoppzeit (bzgl. der Filtration {F, t > 0}), falls
fir allet > 0 {w € Q: 7(w) < t} € Fi, d.h. aus den Beobachtungen des Prozesses X (bis
natiirlicher Filtration {F;, ¢t > 0}) kann man beurteilen, ob der Moment 7 eingetreten ist.

Lemma 5.1.1
Sei {Fi, t > 0} eine rechtsseitig stetige Filtration. 7 ist eine Stoppzeit bzgl. {F;, ¢ > 0} genau
dann, wenn {7 <t} € F; , fiir alle t > 0.

S

{weQ:r(w)<t}eF:

[43

Beweis ,, «
Sei {1 <t} € Fy, t > 0. Zu zeigen: {T <t} € F;.
{7 <t} = Neepppqe){T < s} fiiralle e > 0 = {17 <t} € Ny Fs = Fy

’ j “
Zu zeigen: {1 <t} e F, t > 0= {r <t} e F, t>0.
{r<t}= UsG(O,t){T <t-s}te UsG(O,t)Ft—s C Fi O

Definition 5.1.2

Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, {F;, ¢ > 0} eine Filtration (F; C F, t > 0) und
X = {X(t), t > 0} ein stochastischer Prozess auf (Q, F,P). X ist adaptiert bzgl. der Filtration
{Fi,t > 0}, falls X (t) Fi-messbar ist, fir alle t > 0, d.h., fir alle B C B(R) {X(¢t) € B} € F;.

67
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Definition 5.1.3

Der Zeitpunkt 7p(w) = inf{t > 0 : X(¢) € B}, w € Q, heiBt Ersterreichungszeit der Menge
B € B(R) durch den stochastischen Prozess X = {X(¢t), t > 0} (engl. first passage time, first
entrance/hitting time).

Theorem 5.1.1

Sei {F, t > 0} eine rechtsseitig stetige Filtration und X = {X(¢), t > 0} ein adaptierter (bzgl.
{Fi, t > 0}) cadlag-Prozess. Fiir offenes B C R ist 75 eine Stoppzeit. Falls B abgeschlossen
ist, dann ist 7p(w) = inf{t > 0 : X(¢) € B oder X(t—) € B} eine Stoppzeit, wobei X (t—) =
limgre X ().

Beweis 1. Sei B € B(R) offen.
Wegen Lemma 5.1.1 geniigt zu zeigen, dass {75 < t} € F;, t > 0. Wegen rechtsseitiger
Stetigkeit der Trajektorien von X gilt:

{TB < t} == USGQO(O,t){X(S) S B} S UsGQﬁ(O,t)fS Q ft, weil .FS g ft, s < t.

2. Sei B € B(R) abgeschlossen.
Fir alle € > 0. Sei B. = {x € R : d(z, B) < €} — Parallelmenge von B, wobei d(z, B) =
inf,cp |z — y|. Be ist offen, fiir alle t > 0.
{78 <t} = {X() € B} UNyp>15c0n0) U {X(s) € Bi} € Fi, weil X adaptiert bzgl.
{F. t >0} ist. "
U

Lemma 5.1.2
Seien 71,72 Stoppzeiten bzgl. der Filtration {F;, ¢ > 0}. Dann sind min{m, 72}, 71 + 7 und
aty, a > 1, Stoppzeiten (bzgl. {F;, t > 0}).

Beweis Fiir alle t > 0 gilt:
{min{r,n} <t} ={n <t}U{n <t} e F,
—_———  —\—
cF: cF:

{max{m,n} <t} ={m <t} N{n <t} € F,

{OéTlﬁt}Z{Tlﬁé}E}l C]:t,weilégt,
{Tl—i-TQSt}:{Tl>t}U{7‘2>t}UT1Zt,TQ>OU{0<TQ<t,T1—T2>t},

—_— —— — ——

cF: cF Fi
Zu zeigen: {0 < 7o < t, 71 — T2 >t} € Fy.
{0 <71 <t,T1+T2> t} = UseQﬁ(O,t){s <1 <t,m>t-— S} e F O

Theorem 5.1.2

Sei 7 eine f.s. endliche Stoppzeit bzgl. der Filtration {F,¢ > 0} auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, F,P), d.h. P(7 = c0) = 1. Dann existiert eine Folge von diskreten Stoppzeiten
{Tn}tnen, 1 > 120 >73>...,s0dass 7, | 7, n = oo fs.

Beweis Fir alle n € N sei

L 0, falls7(w)=0

me %, falls%<7'(w)§%, fiir ein k£ € Ny

Firallet >0 und firallen e N3k e Ng: &£ <t < Bl gilt {7, <t} ={r, < £} = {r <

2%} € Fr CF = T, ist eine Stoppzeit. Es ist also klar, dass 7,, | 7, n — oo f.s. O
2n
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Folgerung 5.1.1

Sei 7 eine f.s. endliche Stoppzeit bzgl. der Filtration {F;, ¢ > 0} und X = {X
ein cadlag-Prozess tiber (2, F,P), F: C F fiir alle ¢ > 0. Dann ist X (w, 7(w)),
Zufallsvariable auf (Q, F, P).

) > 0}

(t
w eine

Beweis Zu zeigen: X (1) : Q — R messbar, d.h. fiir alle B € B(R) {X(r) € B} € F. Sei1, | T,
n — oo wie im Satz 5.1.2. Da X cadlag ist, gilt X (7,) — X(7) f.s. X (7) ist dann F-messbar

als Grenzwert von X (7,), die ihrerseits F-messbar sind. Fiir alle B € B(R) gilt

{X(m) € B} = Uizoimm = 5 }O{X(k)EB}) €F

eF eF

5.2 (Sub-, Super-)Martingale

Definition 5.2.1

Sei X = {X(t), t > 0} ein stochastischer Prozess adaptiert bzgl. einer Filtration {F;, t > 0},
Fi C F, t > 0, auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P), E|X(t)] < oo, t > 0. X heifit
Martingal (bzw. Sub- oder Supermartingal), falls E(X(¢) | Fs) e X(s) fur alle s,t > 0 mit
t>s: = E(X(t)) = E(X(s)) = const fiir alle s, t.

Beispiele

Sehr oft werden Martingale auf Basis eines stochastischen Prozesses Y = {Y (t), ¢ > 0} wie
folgt konstruiert: X (t) = Y (t) — EY (¢).

1. Poisson-Prozess
Sei Y = {Y(¢), t > 0} der homogene Poisson-Prozess mit Intensitdat A > 0. EY (¢) =
varY (t) = At, weil Y (t) ~ Pois(At), t > 0.

a) X(t) = Y(t) — M, t > 0 = X(t) ist ein Martingal bzgl. natiirlicher Filtration

{For s 20}
E(X(8) | Fo)s<e = E(YV(t) = At = (Y(s) = As + (Y(s) — As)) | Fs)
= Y(s) = As+EY(t)=Y(s) = At —s) | Fs)
= Y(s)=As+EY(t)—Y(s)+Y(s)— As
= Y(s) = As+EY(t—35))=A(t—s)
A(i—s)

— Y(s) - A2 x(s)
b) X'(t) = X2(t) — A(t), t > 0 = X'(t) ist ein Martingal bzgl. {Fs, s > 0}.
EX'(t) | Fo) = E(X*(t) = M| Fy) = E(X(t) - X(s) + X(5))* = At | Fy)

= X'(s)+ E((X(t) — X(5)))? +2X(s)E(X(t) — X(5)) =A(t — s)
=var(Y (t)—Y (s))=A(t—s) =0

X'(s), s<t.

bl
n

E((X () = X())* + 2((X(t) = X(5))X () + X*(s) = As = A(t — ) | F)
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2. Zusammengesetzter Poisson-Prozess
Y(t) = Zi]i(f) U;, t > 0, N — homogener Poisson-Prozess mit Intensitat A > 0, U; —
unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen, E|U;| < oo, {U;} unabhéngig von N.
X(t)=Y(t)—EY(t)=Y(t) — MEU, t > 0.

Aufgabe 5.2.1
Zeigen Sie, dass X = {X(t), t > 0} ein Martingal bzgl. der natiirlichen Filtration ist.

3. Wiener-Prozess
Sei W = {W(t), t > 0} ein Wiener-Prozess, {Fs, s > 0} sei die natiirliche Filtration.

a) Y ={Y(¢t), t >0}
Y (t) = W2(t) — EW?2(t) = W2(t) — t, t > 0, ist ein Martingal bzgl. {Fs, s > 0}.

EY ()| Fs) = E(W(t)=W(s)+W(s))® —s—(t—s)| F)
= siehe Beispiel 1b, benutze die Unabhangigkeit und Stationaritat der Zuwéchse

= W?2(s)—s L2 Y(s), s<t.

b) Y'(t) = e"W(=v"3 ¢ >0 und ein fixiertes u € R.
E|Y'(t)] = e " 2Ee®W () = ¢’ 564" = | < co. Zeigen wir, dass Y/ = {Y'(t), ¢ > 0}

ein Martingal bzgl. {Fs, s > 0} ist.

EY/(t) | ) = E(eMVO-WEHWE)-ws— 5| £

_ e—u2%euW(s) e—ugg E(eu(W(t)_W(s)) | ]:s)
~———

=Y’ (8) —s
:E(euw<t*5>):eu2 %

2 (t?) u? (t—s)

= Y'(s)e ez =Y'(s), s<t.
4. Abgeschlossenes Martingal
Sei X eine Zufallsvariable (auf (2, F,P)) mit E|.X| < co. Sei {Fs, s > 0} eine Filtration
auf (Q, F,P).
Y(t)=EX|F),t>0.Y ={Y(t), t >0} ist ein Martingal.
E|Y (t)| = E|E(X | F)| < E(E(X | ) = E|X]| < o0, t > 0.
E(Y(t) | F) =E(X | F) | F) =E(X | F) 2 Y(s), s <t => F. C R

5. Lévy-Prozesse
Sei X = {X(t), t > 0} ein Levy-Prozess mit Lévy-Exponenten 7 und natiirlicher Filtra-
tion {Fs, s > 0}.
a) Falls E|X (1) < oo, definiere Y (t) = X (t) — tEX(1), t > 0. Es kann wie in obigen

———
—EX(t)

Féllen gezeigt werden, dass Y = {Y(¢), t > 0} ein Martingal bzgl. der Filtration
{Fs, s >0} ist.

b) Benutze die Kombination aus Beispiel 3b — normiere die charakteristische Funktion

von X (t) ohne Erwartung durch deren Wert. Y (t) = e“zf)@) = e;uf<)t) = eruXO)—tn(w)
Px(t) mu

t>0,ueR.
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Zu zeigen: Y = {Y (t), t > 0} ist ein komplexwertiges Martingal.
ElY (1) = |e"W)| < oo, weil n: Ry — C. EY(t) =1, t > 0.

EY(t) | Fs) = E(eiU(X(t)—X(S))(t—S)n(U)eiuX(S)—sn(u) | Fo)
eiuX(S)—sn(U)e—(t—S)n(U)E(eiU(X(t)—X(S)))

= Y(s)e s elt=s)nu) fs. Y (s)

6. Submartingale/Supermartingale
Jeder integrierbare stochastische Prozess X = {X(¢), ¢ > 0}, der bzgl. einer Filtration
{Fs, s > 0} adaptiert ist und f.s. monoton nichtfallende (bzw. nichtsteigende) Trajekto-

rien besitzt, ist ein Sub- (bzw. ein Super-)Martingal.

f.s. f.s. s.
Tatschlich, es gilt X(f) > X(s), t > s = E(X(t) | F) = E(X(s) | ) = X(s).

Insbesondere ist jeder Subordinator ein Submartingal.

Lemma 5.2.1

Sei X = {X(¢), t > 0} ein stochastischer Prozess, der bzgl. einer Filtration {F;, ¢t > 0}
adaptiert ist und sei f : R — R konvex, so dass E|f(X(t))] < oo, t > 0. Dann ist YV
{f(X(t), t > 0)} ein Submartingal, falls

a) X ein Submartingal ist, oder
b) X ein Submartingal und f monoton nichtfallend ist.

Beweis Benutze die Ungleichung von Jensen fiir die bedingten Erwartungen. E(f(X(t)) |
Fs) > fF(E(X(t)Fs)) > f(X(s)), weil f monoton nichtfallend (Fall b)) oder es gilt die Gleichung
~—_————

>X(s)

(Fall a)). 0

5.3 Gleichgradige Integrierbarkeit

Frage: Man weiss, dass im Allg. aus X, f—s> X nicht X, I x folgt. Hier sind X, X1, Xo,...
n—oo n—oo
Zufallsvariablen, definiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (92, F, P). Wann gilt ,, X, % X«
n—oo

= ,Xn % X*? Die Antwort darauf liefert der Begriff der gleichgradigen Integrierbarkeit
n—oo
von {X,, n € N}.

Definition 5.3.1
Die Folge {X,,, n € N} von Zufallsvariablen heifit gleichgradig integrierbar, falls E|X,,| < oo,
n € N, und sup,, E(|X,,|1(|X,| > ¢)) P 0.

E—r+00

Lemma 5.3.1
Die Folge {X,,, n € N} von Zufallsvariablen ist gleichgradig integrierbar genau dann, wenn

1. sup,, E|X,| < 0o (gleichméfBige Beschrnktheit),

2. wenn es fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so dass E(|X,,|1(A)) < ¢ fur alle n € N und alle
A€ F mit P(A) < 6.
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Beweis Sei {X,,} eine Folge von Zufallsvariablen.

Es ist zu zeigen, dass

1) sup, E|X,| <
SUp B([XnlL(1Xnl > 2)) S22 0= 01 002036 5 01 E(XW[1(A)) < e VA € F: P(4) < 4

”¢“
A, = {|Xn| > z}. Aus der Markov-Ungleichung: P(4,) < 1E|X,| fiir alle n = sup, P(4,) <

1 sup, E|X,| < £ —20=>3IN>0:Ve >N P(A,) <0 2 sup,, E(| X,,|1(4,)) < & = weil
e > 0 beliebig klein gewdhlt werden kann = sup,, E(| X, |1(| X,| > z)) —= 0
Tr—00

”:>“
1.
sup E[Xn| < sup(B(|Xn[1(|Xn| > 2)) + E(IXnl1(1Xn| < 2)))
< sup(E(|Xn|1(|Xn| > z)) + 2 P(|X,| < 2))
n N————
<1
< e+ <@
2.
E(Xn[1(4)) = E(|Xn|1([Xn| < 2)1(A4)) + E(| X, [1(|Xn] > ) 1(A4))
—~——— ~——
<z <1 <1
< zP(A) + E(|Xn|1(|Xn| > ),
N——
<s <s

2

fiir alle ¢ > 0 32 > 0, so dass E(|X,,|1(|Xn| > x)) < § wegen gleichgradiger Integrierbar-
keit. Wéhle 6 > 0, 20 < 5.

O

Lemma 5.3.2 )
Sei { X, }nen eine Folge von Zufallsvariablen mit E|X,,| < oo, n € N, X, ni—l}) X. X, ni—oo> X

1
genau dann, wenn { X, },en gleichgradig integrierbar ist. Insbesondere folgt aus X, ni—oo> X
die Konvergenz EX,, — EX.
n oo

Beweis Sei { X, },en gleichgradig integrierbar. Es ist zu zeigen, dass E|X,, — X| — 0.
n—oo

X, s X=X, P » X = P(|X, — X|>¢e) —— 0 fiir alle e.
n—00 n—00 n—00

EIX,—X|] < E(Xy —X[|1(|X, - X|<¢))+E(IXy — X[1(| X, — X[ >¢))

< ey E (X, — X|1(|X, - X| > )
——0, wegen Lemma 5.3.1, 2) fr A,={|X,—X|>¢}

—0, weil E|X|<oo, nach dem Satz von Lebesgue
n— oo
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Warum E|X| < oo? Es gilt X, —> X, aus Lemma 5.3.1, 1): sup, E|X,| < co. Nach dem

Lemma von Fatou gilt E|X| < oo, denn fir alle g > 0 IN: fur allen > N |X,, — X| < gy =
Xn <mi, m = |X|+ 0, X > 12, 2 = |X| — €p, fiir alle n > N. E|X| = E[limy—00 Xpn| <

lim,, o E| X},| < 0co. Somit haben wir bewiesen, dass X, —> X.
Jetzt sei E|X,, — X| — > 0. Es sind die Eigenschaften 1) und 2) des Lemmas 5.3.1 zu zeigen.

1
1. sup, E|X,| <sup, E|X,, — X| + E|X| < o0, wegen X, L x.

|

2. Firalle A C F, P(A) < §: E(|X,|1(4)) < E(|X,,—X| 1(A)+E(|X|1(A)) < E|X,, — X|+§ =
<1 <7

e bei entsprechender Wahl von 4, weil E|X| < co und weil fiir alle e > 0 3N, so dass fur
allen > N E[X,, — X| < 5.

O

5.4 Gestoppte Martingale

Bezeichnung: x4 = (z)4 = max(z,0), z € R.

Theorem 5.4.1 (Ungleichung von Doob):
Sei X = {X(t), t > 0} ein cadlag-Prozess, adaptiert bzgl. der Filtration {F, ¢t > 0}. Sei X ein
Submartingal. Dann gilt fiir beliebige ¢t > 0 und beliebige x > 0:

P<Sup X(x)>x> §m
0<s<t X

Beweis O.B.d.A. setze X (t) > 0, t > 0 f.s. voraus.
P(supg<s<; X (8) > ) = P(supp<s<;((X(8))+ > x)), fiirallet > 0,z > 0. A = {sup,, _, X(s) >
x}, 0 <t <ty <...<ty, <t beliebige Zeitpunkte. A = U}_, Ay,

A1 = {X(tl) >3;}
A2 = {X(tg) < :L’,X(tg) > IL‘}

A = {X(h) <2, X(t) <20 X (o) < 7, X(t) > 2},

k=2 AiNA;j=0,i#j.
Es ist zu seigen, dass P(A) < M

E(X () > E(X(6)1(A)) = Sy E(X () 1(AL) > @ jy P(Ay) = eP(A), k= 1,....n — 1,
weil X ein Martingal ist und daraus folgt, dass E(X (¢,,)1(A4x)) > E(X (tx)1(A4x)) > E(21(Ag)) =
:EP(Ak), k=1,....,n—1,1, > t.

Sei B C [0,t] eine endliche Teilmenge, 0 € B, t € B = es wird hnlich bewiesen, dass
P(maxsep X (s) > x) < %(t)

Q ist dicht in R = [0,¢£) NQ U {t} = U2, Bk, By, C [0,t) N QU {t} endlich, By C By, k < n.
Wegen Monotonie des Wahrscheinlichkeitsmafles gilt:

, EX(t)

lim P X(s)>z)=P(Un X =P X <

Jim (mé <S>—$> (U {max <S>>~’“}) (Seit%n (5>>$>— p
EX(1)

Wegen der rechtsseitigen Stetigkeit der Pfade von X gilt P(supy<,<; X(s) > x) <

T
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Folgerung 5.4.1
Fiir Wiener-Prozess W = {W(t), t > 0} betrachten wir den Wiener-Prozess mit negativer
Drift: Y (t) = W(t) — pt, p > 0, t > 0. Aus dem Beispiel Nr.3 des Abschnitts 5.3 ist X (t) =
exp{u(Y (t)+tu)— “TQt}, t > 0, ein Martingal bzgl. der natiirlichen Filtration fiir W. Fir u = 2
gilt

X(t) =exp{2uY (t)}, t>0.

2uY (t)

P {Sup0<s<t Y(s) > } P {SUpogsgt e2Y(9) > 62’“} < Eeezw =e 2 x>0
= limy 00 P{supg<s<; Y (s) > x}. Aus Beispiel Nr.3 gilt Ee2Y () = P(sup;so Y (t) > z) < e 2.

Theorem 5.4.2

Sei X = {X(t), t > 0} ein Martingal bzgl. der Filtration {F;, ¢t > 0} mit cadlag-Pfaden. Falls
T :Q — [0,00) eine endliche Stoppzeit bzgl. der Filtration {F;, t > 0} ist, dann ist auch der
stochastische Prozess { X7 (t) > 0} ein Martingal, das auch ein gestopptes Martingal genannt
wird. Dabei ist a A b = min{a, b}.

Lemma 5.4.1

Sei X = {X(t), t > 0} ein Martingal mit cadlag-Trajektorien bzgl. der Filtration {F;, ¢ > 0}.
Sei T eine endliche Stoppzeit und sei {1}, },en die Folge von diskreten Stoppzeiten aus dem
Theorem 5.1.2, fiir die T}, | T, n — oo, gilt. Dann ist {X (7T}, A t)}nen gleichgradig integrierbar
flir jedes t > 0.

Beweis

- :{ 0 , falsT=0

BEL, falls & < T < EEL fiir ein k € Ny

PICER 2n

1. Es ist zu zeigen: E|X (T, A t)\ < oo fir alle n.
EIX(T,At)] < Zk: e, EIX(£)]+E|X(t)] < oo, weil X ein Martingal ist, also integrier-
bar.

2. Es ist zu zeigen: sup,, E(| X (T, A t)|1(|X (T, At)| > x)) —— 0.
—_——

Tr—r00
An

s1;11p E(|X(Tn N t>‘1<An)>

= s | Y E(x (o)1 ({m =5 f o) )+ EGXOIL@ > 01 (4)

ki <t

< sw| Y E <|X(t)y 1 ({Tn _ 2";} n An)> FE(IX® 1T > £} N A))

n kin
— swpE (X (/1 (4,) < swpE(X(OL(Y > )
— E(X®I1(Y >2).

wobei 1(A,,) < 1(sup | X (T}, At)| > x). Es ist zu zeigen: P(Y > z) —— 0 mit Hilfe von
n n—oo
—_—————
Y
der Ungleichung von Doob.

PY > z) < P(supgcs< [ X(s)] > ) < E'ﬁ(t”

—— 0. Da E|X(t)] < oo fiir alle

T—r+00
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t>0und P(Y > x) — . 0, ergibt sich E(IX#®)1(Y > 2)) — > 0= sup, E|X (T, A
t)1(A)| —=0 {X (T Nt)}nen ist gleichgradig integrierbar.

Beweis vom Theorem 5.4.2
Es ist zu zeigen, dass {X(T'At), t > 0} ein Martingal ist.
1. E|X(T At)| < oo fiir alle ¢ > 0. Wie in der Folgerung 5.1.1 approximiert man 7, | T,
n = oo = X(T, At) L2 X(T At), da aber E[X(T, Af)| < oo fir alle n folgt
EIX(T At)] < oo wegen Lemma 5.4.1, weil aus der gleichgradigen Integrierbarkeit die
L*-Konvergenz folgt.

2. Martingal Eigenschaft
Es ist zu zeigen:

Il
)

N

E(X(TAt) | Fs) X(TAs), s<t

~
n

E(X(T At)1(A)) E(X(T A s)1(A)), Ae F,

Zunéachst zeigen wir, dass E(|X (T, A t)|1(A)) = E(|X (T, A s)|1(A)), A € Fs, n € N.
Seien ti,...,t; € (s,t) diskrete Werte, die T}, mit positiver Wahrscheinlichkeit in (s, )
annimmt.
EX(ToAt) [ Fs) = EEX(TuAL) | Fy) | F)
= EEX (T A0 UT, < t) | Fo,) | Fs)
———

X(tr)
+E(E(X (T, A t) (T, > tr) | Fr) | Fs)

—_——

X(t)

E(X () UT5 < ti) | T
E(X(tx NTy) | Fs) =
E(X(t1 AT)) | Fs)
X(T N s)

s) +EQUT > t)BX () [ Fo) | Fs)
= E(X(thor ATo) | Fo) =
= E(X(Tu A s) | Fo)

iyl
n

Da X cadlag ist und T, | T, n — oo, gilt X(T), A t) ni—soo> X(T,, A t). Dazu sind

{X (T}, At)}nen gleichgradig integrierbar wegen L!'-Konvergenz. Daraus folgt
E(X(T, Nt)1(A)) = E(X(T,As)1(A)) firalle A€ F;
\J 3
E(X(TAt)1(A)) = E(X(T As)Ll(A))

= {X(T At), t > 0} ist ein Martingal.

Definition 5.4.1
Sei T': Q — R, eine Stoppzeit bzgl. der Filtration {F;, t > 0}, F; C F, t > 0. Die ,,gestoppte*
o-Algebra Fr wird definiert durch A € Fpr = AN{T <t} € F, fir allet > 0.
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f.s.
Lemma 5.4.2 1. Seien S, T — Stoppzeiten bzgl. der Filtration {F;, ¢ > 0}, S < T. Dann
gilt Fs C Fr.

2. Sei X = {X(t), t > 0} ein Martingal mit cadlag-Trajektorien bzgl. der Filtration {F;, ¢t >
0} und sei T' eine Stoppzeit bzgl. {F;, ¢t > 0}. Dann ist X (7T") Fpr-messbar.

Beweis 1. AcF, = AN{S<t}eF,t>0. AnN{T<t}=An{S<iin{T<tleF
—_——— —

eFi eFi
fir allet >0 = A € Fr.

2. X(T)=gof, [: Q= OxRy, f(w) =(w,T(w)), 9: 2xRL =R, g(w,s) =X(s,w).
Es ist zu zeigen: f-F | F x Bg, -messbar, g-F x Bg, | Fp-messbar = go f-F | Fr-messbar.
f-F | F x Br,-messbar ist offensichtlich, weil T" eine Zufallsvariable ist. Betrachten wir
die Einschrnkung von X = {X(s), s > 0} auf s € [0,¢], t > 0.

Es ist zu zeigen: {X(T') € B} N{T <t} € F fir allet > 0, B € B(R).
X - cadlag = X (s,w) = X(0,w)1(s = 0) + limpyo0 S pey X (to, w) (52t < s < f5t) =
X(s,w) ist Bjgy x Fi-messbar = X (T') ist F | Fr-messbar.

Theorem 5.4.3 (Optionales Sampling-Theorem):
Sei X = {X(t), t > 0} ein Martingal mit cadlag-Trajektorien bzgl. einer Filtration {F;, ¢t > 0}

und Sei T eine endliche Stoppzeit bzgl. {F:, t > 0} = E(X(¢) | Fr) L2 X(T Nt), t>0.
Beweis Zeigen wir zunéchst, dass E(X(¢) | Fr,) L X(T, Nt),t >0, n € N, wobei die
diskrete Approximation von T ist, T, | T, n — oo. Sei t1 <t < ... < t;, = t die Werte, die
T, Nt mit positiven Wahrscheinlichkeiten annimmt. Es ist zu zeigen, dass fiir alle A € Fr, gilt:
E(X(t)1(A)) = E(X (T, At)1(A)).

T
L

(X(t) — X(Tu At)L(A) = S X(t) — X(E)1{Tw At =t} 0 A)

@
Il
—

(X (1) = X(to)UAL{T, At < 1))
E((X (1) = X (T AD)LA) = SE((X(t) = X(t1))L(Th At < £)1(4))

E(E(X(tz) — X(tlfl))l(Tn Nt < tl)l(A) | fti—l)

M- M- LM LM

N
I
V)

E(L(Tn At <t)L(A))E((X (L) — X(ti1)) | Frioy) =0

E(X(t) | Fr,) =2 E(X(Tp A t) | Fr,) "2 X(T, At), denn X(T,) ist Fr, -messbar. T < T, =

S.
Fr C Fr,. Da {X (T, Nt)}nen fiir t € [0,00) gleichgradig integrierbar ist, gilt
E(X(t) | Fr) =E(X(¢) | Fr,) = nh_)rgo E(X(T, At)| Fr,) = nh_{](r)loX(Tn At)=X(T At),

weil X cadlag ist. O
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Folgerung 5.4.2
Sei X = {X(t), t > 0} ein cadlag-Martingal und seien S,T endliche Stoppzeiten, so dass

P(S < T) = 1. Dann gilt E(X(IAT) | Fs) = E(X(SAL)), t > 0. Insbesondere gilt E(X (TAL))) =
E(X(0)).

Beweis X — Martingal. Aus dem Theorem 5.4.2 ist {X (T A t), t > 0} auch ein Martingal.
Wende den Satz 5.4.3 an dieses treue Martingal an:

E(X(TAL) | F)Z X(@ASAY)Z X(SAY),

f.s.
weil S < T. Setze S =0, dann E(E(X(T'At) | Fo)) = EX(0 A t) = EX(0). 0

5.5 Lévy-Prozesse und Martingale

Theorem 5.5.1
Sei X ={X(¢), t > 0} ein Levy-Prozess mit Charakteristiken (a,b,v).

1. Es existiert eine cadlag-Modifikation von X = {X(t), t > 0} von X mit denselben
Charakteristiken (a, b, v).

2. Die natiirliche Filtration eines cadlag-Leévy-Prozesses ist rechtsseitig stetig.

Ohne Beweis

Theorem 5.5.2 (Regenerationssatz fiir Levy-Prozesse):

Sei X = {X(t), t > 0} ein cadlag-Lévy-Prozess mit natiirlicher Filtration {F;X, ¢ > 0} und sei
T eine endliche Stoppzeit bzgl. {F;X, t > 0}. Der Prozess Y = {Y(t), t > 0}, gegeben durch
Y(t) = X(T+t)— X(T), t >0, ist ebenfalls ein Levy-Prozess, adaptiert bzgl. der Filtration
{]—"%(H, t > 0}, der unabhingig von .7-":,)1( ist und dieselben Charakteristiken, wie X besitzt. T

wird Regenerationszeitpunkt genannt, da Y 4 x , Y unabhéngig von ]-"7)1( .

A J

Abbildung 5.1:
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Beweis 1. Annahmne: Es 3¢ > 0, so dass P(T" < ¢) = 1. Seien uy,...,u, € R. Nach
dem Beispiel Nr.5 im Abschnitt 5.2 ist Y; = {Yj(t) = exp{iu; X (t) — tn(u;)}, t > 0},
j=1,...,n, ein komplexwertiges Martingal, wobei 7(-) die Lévy-Exponente von X (¢) ist.
Seien 0 < tp < t; < ... < t, beliebige Zeitpunkte. Fiir alle A € FX gilt

Ay exp{d_ iy (Y (t5) = Y (t-1))}) 2" PIAE(exp{Y_ iy (X (t;) = X(t;-1))})
j=1

j=1

exp{z iu; (Y (t;) — Y(tj—1))})

= E(L(A) exp{d_iu;(X (T +1;) = X(T) = X(T + t;-1) — X(T)))})

DOYi(T+ ) exp{n(u) (T +1t;)}
E{14) H ijéT‘i‘tjil) eXp{W(Ujg(TﬂLtj]l)})

= E|E (1(A) H mexp{(tj —tj—1)n(u;)} | ]:7)“(+tj_1))

n—1l vy (T + tj) e(tn*tn—l)n(un)

— 1) [ 2 (=t €T e Gy
()H%(Tthj_l)e Yo(T + tn1) (il ) Fst,)

Me(tj—tj—l)n(w) o e(t"_t"l)n(u”))

= ... :E(l(A)He(tj_tjfl H (tj—tj—1)n(u;)

Folgerung 5.5.1
Th=T+t,, S1=T+t, 1 <Tyfs.,T1,5 <t,weilt >c+1t,, T > c.

Aufgabe 5.5.1

Zeigen Sie, dass aus E(1(A) exp{>_7_; iu;(Y(t;) — Y(tj-1))}) = P(A)E(exp{>7_; iu;(X(t;) —
X(tj—1))}) die Aussage des Satzes folgt

5.6 Martingale und Wiener-Prozesse

Unser Ziel: Falls W = {W (t), t > 0} ein Wiener-Prozess ist, dann gilt

—+o00 2
P(max W (s =4/ — / e % dy, fur alle z > 0.
s€[0,t]
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Theorem 5.6.1 (Reflexionsprinzip):
Sei T eine beliebige Stoppzeit bzgl. der natiirlichen Filtration {FV, ¢ > 0}. Sei X = {X(t),t >
0} der reflektierte Wiener-Prozess zum Zeitpunkt 7', d.h. X (¢t) = W(T'At) — (W (t) - W (T At)),

¢ > 0. Dann gilt X < W.

X(®)

W@

A 4

Abbildung 5.2:

Beweis Sei X;(t) = W(T At), Xao(t) = W(T+t)—W(T), t > 0. Aus dem Theorem 5.5.2 folgt,
dass X5 unabhingig von (77, X;) ist (W — Leévy-Prozess und T' — Regenerationszeitpunkt). Es

gilt W(t) £ X1(t) + Xo((t—=T)4), X(t) £ X1(t) — Xo((t = T)4), t > 0. Aus dem Satz ?? folgt

(T17X17X2) i (T7X17_X2)
\: \
d
w = X

O

Sei W = {W(t), t > 0} ein Wiener-Prozess auf (2, F,P), sei { , t > 0} die natiirliche
Filtration bzgl. W. Fiir z € R sei T{‘Z} =inf{t >0: W(t) =2} T { y = T ist eine f.s. endliche
Stoppzeit bzgl. {F}V, t > 0}, z > 0. Offensichtlich, es gilt {F)V < t} € F/V. Da W stetige
Pfade (f.s.) besitzt, ist {F}V, t > 0} rechtsseitig stetig.

Folgerung 5.6.1
Sei My = maxgepo W(s), t > 0. Dann gilt fiir alle 2 > 0, y > 0, dass P(M; > 2, W(t) <
z—y)=PW(t) >y+2).

Beweis M, sei eine Zufallsvariable, weil W stetige Pfade hat. T':= T)V. Nach dem Theorem
5.6.1 gilt: fiir Y(£) = W(T At) — (W(t) = W(T A1), t >0, Y LW baw. {TV, W} < {TY Y},
weil W(t) = z, T}V = TY'. Deshalb

P(T<t,W(t)<z—y)=PTY <t,Y(t) < z—y)
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(TY <t)n{Y(#t) < z—y} = {TY <t}n{22 - W(t) < z—y}. Falls T = TY < ¢, dann
Y(t)=W(T)—-W(t)+W(T) =2z — W(t) und daraus folgt

P(T <t,W(t) < z—y) =P(T < t,22—W(t) < z—y) = P(T <t, W(t) > z+y) = P(W(t) > z+y)
Per Definition im 7' = T}V gilt:

PT<t,W({t)<z—y)=PM >2z,W(t)<z—y)=PW({t)>y+2)
=TV <t maxXe(o,q W(s) > 2 0

Theorem 5.6.2 (Verteilung des Maximums von W):

Fir ¢ > 0und z > 0 gilt
2 [0 42
P(Mt>:1:):1/—/ e 2dy
7t Je

Beweis In Folgerung 5.6.1 setze y = 0 = P(M; > 2, W(t) < z) = P(W(t) > z). Es gilt
P(W(t) z) =P(W(t) > z) fur alle ¢ und alle z, weil W (t) ~ N(0,t), also atomfrei
M > 2, W(t) < z)+P(W(t) > 2z) =P(W(t) > z)+P(W(t) > z)

P(
(Mt>zW()<z)+P(Mt>zW()>z)—P(Mt>z)—2P(W()>2)
P(M, > 2) = P(W (1) > ) = 2L [ e dy = |/ [ Sy :

Sei X(t) = W(t) —tu, t > 0, p > 0, der Wiener-Prozess mit negativer Drift. Betrachte
P(supy>o X () > x) = e 2%, 2 > 0.

Motivation Berechnung der Ruin-Wahrscheinlichkeiten in der Risikotheorie.

Annahmen Startkapital x > 0. Sei p das Prémienvolumen per Zeiteinheit.= ut — Pramien-
annahmen zum Zeitpunkt ¢ > 0. Sei W(t) der Prozess der Verluste (Preisentwicklung). =
Y(t) = x + tu — W(t) — Restkapital zum Zeitpunkt ¢. Die Wahrscheinlichkeit des Ruins ist
P(infi>0 Y'(t) < 0) = P(z — sup;>¢ X (t) < 0) = P(sup;>o X (t) > )
Theorem 5.6.3
Es gilt

P(sup X (t) > z) =e 2", >0, u>0.

>0

Beweis Sei T = TX =inf{t > 0: X(t) = z}. Es ist bekannt, dass Y (t) = exp{uX (t) — t(“Q—2 —
pu)}, t >0, u >0, ein Martingal ist. Sei 77 = T'At — eine endliche Stoppzeit bzgl. {F/X, t > 0}.
Aus Folgerung 5.4.1: EY(T') = EY(0) = Ee® =1

= E(Y(THUT <))+ E(Y/(T"I(T > 1)) = EY(T)I(T < t)) + E(Y/(T")1(t > t))
Es ist zu zeigen, dass E(Y (T")1(T > t)) —=0
Aus der Folgerung ?? ist bekannt, dass

Wit 5. X(t Wit 5.
Lf—s>0é limL: limﬁ—yz—uéX(t)f%—oo
t t—00 t—oo t—oo t t—+o00
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an@zﬂ:m@@X@—ag—ﬂmﬁmzw-iiﬂxmmg—uu>o:usz

Anderseits, Y(T")1(T < t) < exp{uz} = nach dem Satz von Lebesgue gilt:

EY(THUT >t) —— 0

t——+o0

u2
= tlgrnoo EY(DUT <t)) =1, Y(T) = exp{uz — T(? — pu)}
2

: u —uz
= tilgloo E(exp{—T(? —pu)}(T <t) =e

Y2 lim P(T < t) = P(T < o0) = e~ 22
t——+o0

=  P(supX(t) > 2) = P(TX < 00) = e 2*
>0

Theorem 5.6.4
SeipeR,6>0,T(t) =inf{s >0: W(s)+ us =dt}, t > 0. Dann ist 7' = {T'(t), t > 0} ein
Levy-Prozess mit vy (2) = Ee™ ) = exp{—t5(\/22 + 2 — p)}, t >0, 2 > 0.

Spezialfall: Fiir p = 0, § = % ist T = {T(t), t > 0} ein j-stabiler Subordinator, der

auch manchmal Levy-Subordinator genannt wird. Hier gilt 7 x ;) (2) = e~'VZ_ (Fiir a-stabile
Subordinatoren gilt: 1y (2) = e~ a € (0,1))

Zur Erinnerung: Das Levy-Maf eines a-stabilen Subordinators ist

leY dx

Y T

I(x >0), ae(0,1).

Beweis des Satzes 5.6.4 im Spezialfall (allgemein geht analog)

Sei T'(t) = inf{s > 0 : W(s) = %}, t > 0. Es ist zu zeigen, dass T' = {T'(t), t > 0} ein
Levy-Prozess ist.

T(0) L= 0. Aus dem Theorem 5.5.2 folgt, dass T' unabhéngige und stationdre Zuwéchse hat. T
ist stochastisch stetig, denn

%E)I%)P(T(t)>5):tll>r£10P(SIé1[%?§]W(s) —%g% 1—\/ / e 2sdy )=1-1=0.

Somit haben wir bewiesen, dass T ein Lévy-Prozess ist.

Es ist noch zu zeigen, dass T'(t) a-stabil fir o = % ist, d.h. Ee *T(®") = ¢~'VZ fiir alle z und
t > 0. hnlich zum Beweis des Theorems 5.6.3 betrachten wir das Martingal X = {X(s), s > 0},
X (s) = exp{zW (s) — s%}, 5> 0.

Sei Y, = T(t) An, fir alle n € N, t > 0, eine Folge von Stoppzeiten bzgl. {F:, t > 0}. Aus
Folgerung 5.4.1 ist {X (Y,,+), n € N} fiir alle ¢, z > 0, ebenfalls ein Martingal.

EX(Yy:) = EX(Yo,) = EX(0) =0 =1
E(X (Va2 L(T() < m) + E(X (V) )U(T(H) = 1) 2
— E(exp{= W (T (1)) ~T(1)5 }1(T(#) < n)) + E(exp{zW (n) — nZ1(T(t) > n))

t

-2
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Es ist zu zeigen, dass E(exp{zW(n) — n%}l(T(t) > n)) — > 0. Daraus wird folgen, dass
1 =limy oo E(exp{z% - T(t)%} 1(T(t) <n)) = Eexp{z% — T(t)%}, weil T'(t) eine endliche
—_———

f.s. 1

Stoppzeit ist, d.h. P(T'(t) < oo) =1 fiir alle ¢ > 0.
Die obige Konvergenz gilt nach Lebesgueschem Satz {iber die majorisierte Konvergenz

2 z
= Eexp{-T(¢) % J—e V3 = Ee T = ¢mVu g >0,

=Uu

n—oo

Es ist noch zu zeigen, dass E(exp{zW (n) — n%} 1(T'(t) > n)) —— 0.
—_——

f.s. 0

n—r00

Zustzlich gilt: T(t) > n = W(n) < %
exp{zW(n) — n%}l(T(t) >n) < exp{t\%} fir alle n € Ny.

= Die Konvergenz ergibt sich aus dem Satz von Lebesgue. O

Bemerkung 5.6.1

Falls T'(t) = min{s > 0 : W(s) + us = 6t}, u € R 0 > 0,t > 0, dann kann die Laplace-
Transformierte in T(t) (vgl. Theorem 5.6.4) Ee™*T() = exp{—td(\/2z + u2 — )} explizit in-
ventiert werden: die Dichte von T'(¢) lasst sich schreiben als

ot
V2T

Das ist die Dichte der sogennanten inversen Gaufs- Verteilung.

Theorem 5.6.5

Sei X = {X(t), t > 0} ein Levy-Prozess und sei T' = {T'(t), t > 0} ein Subordinator, die beide
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) definiert sind. Seien X und 7" unabhéingig. Dann
ist Y = {Y(t), t > 0} definiert durch Y (¢t) = X (T'(t)), t > 0, ebenfalls ein Lévy-Prozess.

Ohne Beweis

Frip(@) = —=c™ a3 exp{— 5 (5 + p)}i(r > 0).

5.7 Erganzende Aufgaben

Aufgabe 5.7.1
Seien X,Y : Q — R beliebige Zufallsvariablen iiber (2, F, P) mit

E|X| <oo, E|[Y]|<oo, EXY]|<oo,
und sei G C F eine beliebige Teil-o-Algebra von F. Dann gilt
(a) E(X|{0,0}) = EX, E(X|F) =
(b) E(aX +bY|G) = aE(X|G) + bE(Y'|G) fiir beliebige a,b € R,
(¢) E(X|G) < E(Y|Q), falls X < Y,
(d) E(XY|G) = YE(X|G), falls Y eine (G, B(R))-messbare Zufallsvariable ist,
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()

E(E
(f) E(X|G) = EX, falls die o-Algebra G und o(X) = X !(B(R)) unabhingig sind, d. h., falls
P(ANA) = P(A)P(A’) fir beliebige A € G und A’ € o(X).

(X|G2)|G1) = E(X]Gh1), falls G; und Ga Teil-o-Algebren von F sind mit G; C G,

(g) E(f(X)|G) > f(E(X]|G)), falls f : R — R eine konvexe Funktion ist, so dass E|f(X)| < c.
Aufgabe 5.7.2

Betrachte die zwei Zufallsvariablen X und Y iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum ([—1, 1], B([—1, 1]),

mit E|X| < oo, wobei v das Lebesguemaf auf [—1, 1] bezeichnet. Bestimme fiir die folgenden
Zufallsvariablen jeweils o(Y) und eine Version der bedingten Erwartung E(X|Y).

(a) Y(w) = w® (Hinweis: Zeige zunichst, dass o(Y) = B([-1,1]))
(b) Y(w) = (—1)* firw € [552, 522) k=1, 4 und V(1) =

(Hinweis: Es gilt E(X|B) = ()((1?)3) fir B € O'(Y) mit P(B) > 0)

(c) Berechne die Verteilung von E(XY) in (a) und (b), falls X ~ U[—1,1].

Aufgabe 5.7.3
Seien X und Y Zufallsvariablen tiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P). Die bedingte
Varianz var(Y'|X) ist definiert durch

var(Y|X) = E((Y — E(Y]X))?X).

Zeige, dass
varY = E(var(Y|X)) + var(E(Y|X)).

Aufgabe 5.7.4
Fiir eine Stoppzeit 7 definieren wir die gestoppte o-Algebra F, wie folgt:

Fr={B e F:Bn{r <t} e F fir beliebige t > 0}.
Seien nun S und T Stoppzeiten bzgl. der Filtration {F;,t > 0}. Zeige:
(a) AN{S<T}eFrVAcFs
(b) Fmings,ry = Fs N Fr

Aufgabe 5.7.5 (a) Sei {X(t),t > 0} ein Martingal. Zeige, dass EX (t) = EX(0) fiir allet > 0
gilt.

(b) Sei{X(t),t > 0} ein Sub- bzw. Supermartingal. Zeige, dass EX () > EX(0) bzw. EX (¢) <
X (0) fur alle ¢t > 0 gilt.

Aufgabe 5.7.6
Der stochastische Prozess X = {X(¢),t > 0} sei adaptiert und cadlag. Zeige, dass

EX(t)?
P X > e S —
(Oi?;t W) >2) < 5 Ex (1)

fiir beliebige > 0 und ¢ > 0 gilt, falls X ein Submartingal mit EX () = 0 und EX(¢)? < oo
ist.

2)



84 5 Martingale

Aufgabe 5.7.7 (a) Sei g:[0,00) — [0,00) eine monoton wachsende Funktion mit

g(x)

— 00, T — Q.

Zeige, dass die Folge X1, Xs,... von Zufallsvariablen gleichgradig integrierbar ist, falls
sup,en Eg(|Xn|) < oo.

(b) Sei X = {X(n),n € N} ein Martingal. Zeige, dass die Folge von Zufallsvariablen X (7" A
1), X(T'A2),... fiir jede endliche Stoppzeit T" gleichgradig integrierbar ist, falls E|.X (T")| <
oo und E(|X (n)|1{7sny) — 0 fiir n — oo.

Aufgabe 5.7.8
Sei S = {S, = a+ Yi-; Xi,n € N} eine symmetrische zuféllige Irrfahrt mit « > 0 und
P(X; =1)=P(X; = —1) = 1/2 firr i € N. Die zufillige Irrfahrt wird zu demjenigen Zeitpunkt
T gestoppt, bei dem sie zum ersten Mal einen der beiden Werte 0 und K > a unter- bzw.
berschreitet, d. h.

T= rkn>18{5k <0 oder Sy > K}.

Zeige, dass M, = 31", S; — 153 ein Martingal ist und E( I8 = 1(K? — a?)a+ a gilt.
Hinweis: Fiir die Berechnung von E(M,|FM), n > m, kann E(X\_, X;)? =0, 1 < k <,
My, =370 Sr + 3 i1 Sr — %Sz und S, = S, — S, + 5, verwendet werden.

Ein diskretes Martingal beziiglich einer Filtration {F,},cn ist eine Folge von Zufallsvaria-
blen { X, }nen Uber einem Wahrscheinlichkeitsraum {2, F,P), so dass X,, beziiglich {F,, },en
messbar ist und E(X,,41|X,,) = X,, fir alle n € N. Eine diskrete Stoppzeit beziiglich {F,, }nen
ist eine Zufallsvariable T': Q@ — N U {oo}, so dass {T' < n} € F, fir alle n € NU {co}, wobei
Foo = U{Uﬁoﬂ }—n}

Aufgabe 5.7.9
Seien { X, }nen ein diskretes Martingal und 7" eine diskrete Stoppzeit beziiglich {F;, }nen. Zeige,
dass auch {Xyin7,n} Jnen ein Martingal beziiglich {F, }nen ist.

Aufgabe 5.7.10

Sei {5y, }nen eine symmetrische zufillige Irrfahrt mit S, = > ;- X; fur eine Folge von unab-
hingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen X3, Xo,..., so dass P(X; = 1) = P(X; =
—1) = 3. Sei T'=inf{n : |S,| > v/n} und F,, = o{X1,..., X, }, n € N.

(a) Zeige, dass T eine Stoppzeit beztiglich {F}, }nen ist.

(b) Zeige, dass {Gy}neny mit Gy, = Sr2rlin{T,n} — min{7,n} ein Martingal beziiglich {F,, }nen
ist. (Hinweis: Verwende Aufgabe 5.7.9)

(c) Zeige, dass |Gy| < 4T fir alle n € N gilt.
(Hinweis: Es gilt |G,| < |Sr2mn{T7n}] + | min{T, n}| < Srznin{T,n} +17)

Aufgabe 5.7.11
Sei X1, X2, ... eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit E| X | <
oo. Sei F, = o{X1,...,X,}, n € N, und sei T eine Stoppzeit beziiglich {F}, } ey mit ET < 0.

(a) Sei T' unabhingig von Xi, Xs,.... Leite eine Formel fiir die charakteristische Funktion
von St = 23’:1 X; her und weise damit die Waldsche Identitdt nach, d. h. ESp = ETEX].
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(b) Sei zusétzlich EX; = 0 und T = inf{n : S,, < 0}. Verwende Theorem 2.1.3 aus der
Vorlesung, um zu zeigen, dass ET = co. (Hinweis: Widerspruchsbeweis)



6 Stationare Folgen von Zufallsvariablen

6.1 Reihen von unabhangigen Zufallsvariablen
Es ist bekannt, dass die Reihe

X< = a>1,
<00 = a>0,

o (="
n=1 npo

weil die Drift der banachbarten Glieder die Ordnung nlﬁ hat.

Wann (fiir welche a@ > 0) konvergiert die Reihe > 02, 2—2, wobei 0, u.i.v. Zufallsvariablen
sind mit E§,, = 0, z.B. P(§, = £1) = 3?

Allgemeinere Frage: Unter welchen Bedingungen konvergiert (f.s.) die Reihe > °° ; X,,, wobei
X,, unabhéngig sind?

Man weiss, dass fur eine Folge von Zufallsvariablen {Y,,} aus Y, nf_}_s(x)) Y gilt, dass Y, M%)
Y. Das Gegenteil gilt im Allg. nicht.

Theorem 6.1.1
Seien X,,, n € N, unabhiingige Zufallsvariablen. Falls S, = 7, X; % S, dann S, fT> S.
n (o) n oo

Ohne Beweis

Folgerung 6.1.1
Falls die Folgen X,,, n € N, unabhéngig sind, var X,, < oo, n € N, EX,, =0, > >°; var X,, < 00,
dann konvergiert Y >°; X, f.s.

Beweis S, =3 X;, S=>72, X;, m <n,

n

E(Sw = Sm)? =[S0 — Smll7z = > varX; ——— 0,

) ,1M—00
i=m+1

weil 320, var X; < 00 = {S, }nen ist eine Cauchy-Folge in L?(2, F, P)

Theor%m 6.1.1 g f.s. g

n
n—oo

o0
=35=lim S, =Y X;= 5, —— 8

Folgerung 6.1.2
Falls >°0°, a2 < oo, wobei {ay, }nen eine deterministische Folge ist, und {d,} eine Folge von
w.i.v. Zufallsvariablen ist mit Ed, = 0, vard, = 0 < oo, n € N, dann konvergiert die Reihe

Yool andy fs.

Aufgabe 6.1.1
Leiten Sie die Folgerung 6.1.2 aus der Folgerung 6.1.1 ab.

86
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1
nao

Bei uns: 6, wi.v., E§, = 0, varé, = o> > 0 (z.B. 6, ~ Bernouli(%)), an = n € N.
1

% <o, falls 3000, = < 00, d.h. fiir o> 3.

Folgerung 6.1.3

Sei { X, }nen eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen mit > o> EX,,, > 02 var X, < 0o
f-s.

= >0 Xy < oo
Beweis Sei Y,, = X, — EX,,, daher ist X;,, = EX,,+Y,, n € N, und EY,, = 0, > 72 a, <
~——

=an
f.5.
oo nach Voraussetzung. > 2, Y, <s oo nach Folgerung 6.1.1, weil var X;, = varY,, n € N,

fs.
YomqvarX, <oo= >, Xy =>,0a,+>,Yn < . 0

6.2 Stationaritat im engeren Sinne und Ergodentheorie

6.2.1 Grundbegriffe

Sei { X, }nen ein stationdre im engeren Sinne Folge von Zufallsvariablen, d.h. fiir alle n,k € N
die Verteilung von (X,,, ..., X,4x) unabhingig von n € N ist. Insbesondere heifit es, dass alle
X, identisch verteilt sind. In der Sprache des Theorems von Kolmogorov:

P(Xn, Xnt1,...) € B) =P((X1,X2,...) € B),

fir alle n € N, fiir alle B € B(R®), R° =R xR x...x....

Beispiel 6.2.1 (von stationdren Folgen von Zufallsvariablen): 1. Sei {X,},en eine
Folge von u.i.v. Zufallsvariablen, dann ist { X, },cn stationér.

2. Sei Y, = ap Xy, + ... + apXpyk, k — fixierte Zahl aus N, {X,, } ey aus 1), ag,...,ap € R
(fixiert), n € N.Y,, sind nicht mehr unabhéngig, aber identisch verteilt. Die Folge {Y}, }.en
ist stationar.

3. Sei Yy, = 3772 a;jXn; fiir beliebiges n € N. Die Folge {a;}jen ist eine Zahlenfolge aus R
mit der Eigenschaft, dass 3272, |a;j| < oo und EX;, = 0, 3272 var X, < o0, 3272, a? < 00
(vgl. Folgerung 6.1.2).

Es ist offensichtlich, dass {Y}, }nen eine stationére Folge ist. (Diese Konstruktion ist wichtig
fir die autoregressiven Zeitreihen (AR-Prozesse), z.B. in der konometrie).

4. Sei Y,, = g(Xn, Xpt1,...), n € N, g : R® — R messbar, {X,,},en aus 1). Dann ist
{Y, }nen stationar.

Bemerkung 6.2.1 1. Eine beliebige stationdre Folge von Zufallsvariablen X = {X,, },en
kann man erweitern zu einer stationéren Folge X = { X, }nez. Tatschlich kann die endlich
dimensionale Verteilung von X nach dem Satz von Kolmogorov durch die von X definiert
werden:

(X X)) £ (X1, ..., Xps1), n€Z, keN.

Deshalb (nach dem Satz von Kolmogorov) existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum und eine
Folge {Y}, }necz mit der obigen Verteilung. Wir setzen X = {Y}, } ez und daraus folgt, dass

{Yn}nEN i {Xn}nEN-
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2. Wir definieren eine Koordinatenverschiebung. Sei x € R, z = (z, k € N), z = (xy, k €
Z). Definiere die Abbildung 6 : R*_ — R>*_, (6z); = xx+1 (Verschiebung der Koordi-
naten um 1), k € N, k € Z. Falls 6 auf R®_ betrachtet wird, so ist sie bijektiv und die
Umkehrabbildung wére (0~'z)y = z3_1, k € Z.

Sei nun X = {X,,, n € Z} eine stationire Folge von Zufallsvariablen. Sei X = 0X. Es ist

offensichtlich, dass X wieder stationdr ist und X 2 X. Daraus folgt, dass
P(6X € B)=P(X € B), B e B(R>,).

0 wird eine majferhaltende Abbildung genannt. Es gibt aber auch andere Abbildungen,
die maerhaltend wirken.

Definition 6.2.1
Sei (2, F,P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbildung 7" : © — 2 heifit maer-
haltend, falls

1. T messbar ist, d.h. T7'A € F fiir alle A € F,
2. P(T7'A) =P(4), AcF.

Lemma 6.2.1

Sei T' eine maflerhaltende Abbildung und X — eine Zufallsvariable. Wir definieren eine Folge von
Zufallsvariablen X,,. Sei Abbildung UY (w) = Y (T'(w)), w € , fiir eine beliebige Zufallsvariable
Z auf (Q, F,P). Definiere X,,(w) = U"Xp(w) = Xo(T"(w)), w € Q, n € N. Dann ist die Folge
von Zufallsvariablen X = { Xy, X1, Xo, ...} stationér.

Beweis Sei B € B(R®), A={weQ: X(w) e B}, A1 ={weN:0X(w) € B}

X (@) = (Xo(w), Xo(T(w)), Xo(T2(w)), ...)
6X(w) = (Xo(T(w)), Xo(T?(w)), .

Deshalb w € A1 & T(w) € A. Weil P(T71A) = P(A), gilt P(4;) = P(A). Fiir 4, = {w € Q:
0" X (w) € B} gilt dasselbe, P(4,) = P(A4), n € N (Induktion). Und daraus folgt, dass die Folge
X stationar ist. U

Die Folge X in Lemma 6.2.1 wird die Folge, die von T erzeugt wird, genannt.

Definition 6.2.2
Eine Abbildung T : Q — Q heiflt maerhaltend in beide Richtungen, falls

1. T bijektiv ist und T(Q2) = €,
2. T und T~! messbar sind,
3. P(T7'A) = P(A), A € F, und, folglich, P(TA) = P(A).

Somit kénnen wir genau wie in Lemma 6.2.1 stationdre Folgen von Zufallsvariablen mit
Zeitparameter n € Z konstruieren:

X(w) ={Xo(T"(w)) }nen, w €,

wobei T eine maBerhaltende Abbildung (in beide Richtungen) ist, Xo(7T%(w)) = Xo(w), (T° =
1d).
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Lemma 6.2.2
Fiir eine beliebige stationdre Folge von Zufallsvariablen X = (Xj, X7, ...) existiert eine mafier-
haltende Abbildung 7" und eine Zufallsvariable Yy, so dass Y (w) = {Yo(T"(w)) }nen dieselbe

Verteilung wie X besitzt: X 2 Y. Dieselbe Aussage gilt fiir Folgen mit dem Zeitparameter
n € Z.

Beweis Betrachten wir den kanonischen Wahrscheinlichkeitsraum (R*°, B(R*°),Px), Y (w) =
w, w € R, T = 0. Damit ist Y konstruiert, weil Px(A) =Py (A) =Px(Y € A), A€ B(R>®). O

Beispiel 6.2.2 (Maerhaltende Abbildungen): 1. Sei Q = {wy,...,wi}, k> 2, F =29,
P(w;) = %, i =1,...,k, ein Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum. Tw; = w; 1 fiir alle
i=1,...,k—1, Tw, = wy.

2. Sei Q =[0,1), F = B([0,1)), P = v; — Lebesgue-Maf$ auf [0,1). Tw = (w + s) mod 1,
s > 0. T ist maerhaltend in beide Richtungen.

Folgen von Zufallsvariablen, die in diesen Beispielen durch die Abbildung 1" erzeugt werden
konnen, sind meistens deterministisch bzw. zyklisch. Im Beispiel 1) kénnen wir eine Zufallsva-
riable X :  — R betrachten, so dass X (w;) = z; alle von einander verschieden sind. Deswegen
X (w) = Xo(T"(w)) wird eindeutig den Wert von X,,41(w) = Xo(T" ! (w)) definieren, fiir alle
n € N.

Bemerkung 6.2.2

Maerhaltende Abbildungen spielen eine groe Rolle auch in der Physik. Dort wird T als die
Vernderung des Zustandes von einem physikalischem System interpretiert und das Mafl kann
z.B. das Volumen sein. (Bsp.: T — Vernderung der Temperatur, Mafl P — Volumen vom Gas.)
Deswegen ist die zu entwickelte Ergodentheorie auf manche physikalische Vorgnge iibertragen.

Theorem 6.2.1 (Poincare):
Falls T' eine maflerhaltende Abbildung auf (2, F,P) ist, A € F, dann fiir fast alle w € A die
Relation {T"(w) € A} gilt fir unendlich viele n € N.

Das heit, dass die Trajektorie {T"(w), n € N} kehrt unendlich oft zu A zurck, falls w € Q,
P(A4) > 0.

Beweis Es ist zu zeigen, dass A € F, T : Q — Q maerhaltend. Zeige, dass fir fast alle w € €,
T w) € A fiir unendlich viele n € N. Sei N = {w € A : T"(w) ¢ AVn > 1}. Es ist klar, dass
N e F,weil {weQ:T'w) ¢ A} € Ffirallen > 1. NNT(—n)N = 0 fiir alle n > 1.
Tatschlich, falls w € N NT(—n)N, dann w € A, T(n)(w) ¢ A fir alle n > 1, w; = T™(w),
wy € N. Daraus folgt, dass w1 € A und T"(w) € A. Das ist Widerspruch.

T(—n)N = {w € Q: T"(w) € N}. Fiir beliehige m € N gilt

TC—mNNT = (n+m))N =T —m)(NNT —n)N) =T —m)(®) = 0.
Daraus folgt, dass die Mengen T( — n)N, n € N, paarweise disjunkt sind, zu F gehren und
P(T(—n)N) = P(A) = a > 0 haben.
1>PU T =n)N) =Y P(T —n)N) =Y a=a=0=P(N)=0.
n=0

Daraus folgt, dass fiir fast allew € A (w € A{}N) ein ny = n(w) existiert, so dass T(m)(w) € A.
Sei nun T* an Stelle von T, k € N. Es gilt P(N;) = 0 und fiir alle w € A{}N} existiert
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ng = np(w), so dass (T%)(ng)(w) € A. Da kny, > k folgt fiir fast alle w € A, dass Tn)(w) € A
fiir unendlich viele n. O

Folgerung 6.2.1
Sei X > 0 eine Zufallsvariable, A = {w € Q : X(w) > 0}. Dann fiir fast alle w € Q gilt
* , X(T(n)(w)) = +oo, wobei T' eine maBerhaltende Abbildung ist.

Aufgabe 6.2.1
Beweisen Sie es.

Bemerkung 6.2.3

Der Beweis des Theoremes 6.2.1 gilt fiir Mengen A € F : P(A) > 0. Falls jedoch P(A4) = 0,
kann es sein, dass A{}N = () und somit ist die Aussage des Theoremes trivial.

Als Beispiel betrachten wir 2 = [0,1), 7 = B([0,1)), P = ;1 — Lebesgue-Maf}, T'(w) = w + s
mod 1, s € Q. Als Menge A betrachten wir A = wy, wy € Q. Dann gilt T"(wp) # wy fiir alle n,
denn sonst existiert k,m € N, so dass wy + ks —m = wp und daraus folgt s = 7+ € Q. Somit
bekommen wir einen Widerspruch.

6.2.2 Mischungseigenschaften und Ergodizitat

Hier studieren wir die Abhéngigkeitsstruktur in einer stationdren Folge von Zufallsvariablen,
die durch eine maflerhaltende Abbildung T erzeugt wird.
Sei X = {X,,},cn eine stationdre Folge (im engen Sinne) von Zufallsvariablen. Dann existiert

eine maflerhaltende Abbildung T : Q — €, so dass X, (w) 4 Xo(Tn)(w)) und X, 4 Xo, und
somit gibt X, die Randverteilung der Folge X an. Dafiir ist die Abbildung T fir die Abhngig-
keiten innerhalb von X zustndig (sie gibt Eigenschaften von mehrdimensionalen Verteilungen
an). Deshalb werden wir jetzt die Abhngigkeitseigenschaften untersuchen, die von T' erzeugt
werden.

Definition 6.2.3 1. Ereignis A € F heifit invariant bzgl. (einer maflerhaltenden Abbildung)
T:Q—Q, falls T71A=A.

2. Ereignis A € F heiBt fast invariant bzgl. T, falls P(T"!AAA) = 0. A bedeutet die
symmetrische Differenz.

Aufgabe 6.2.2
Zeigen Sie, dass die Menge aller (fast) invarianten Ereignisse bzgl. T' eine o-Algebra J(J*) ist.

Lemma 6.2.3
Sei A € J*. Dann existiert B € J*, so dass P(AAB) =0

Beweis Sei B = limsup,,_,,, T"A = N3, UL T~*A. Esist zu zeigen, dass B € J, P(AAB) =
0. Es ist klar, dass T7~'(B) = limsup,,_,,, T~ ™tV A = B und daraus folgt, dass B € J.

Es ist leicht zu sehen, dass AAB C U2 (T"*AAT~ (1 A). Da P(T"FAAT~(*+D A) = 0 fiir
alle k > 1 wegen A € J*, folgt, dass P(AAB) = 0. 0

Definition 6.2.4 1. Die maflerhaltende Abbildung T : Q@ — € heifit ergodisch, falls fiir
jedes A € J
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2. Die stationdre Folge von Zufallsvariablen X = {X,,}, .y heiit ergodisch, falls die mafer-
haltende Abbildung 7' : Q — Q, die X erzeugt, ergodisch ist.

Lemma 6.2.4
Die maflerhaltende Abbildung T ist ergodisch genau dann, wenn die Wahrscheinlichkeit belie-
biger fast invarianten Mengen

P(A) = { (1) fiir alle A € J*.

Beweis , < “

Klar, weil beliebige invariante Menge auch fast invariant ist, d.h. J C J*

” i o

T — ergodisch. Sei A € J*. Es folgt, dass es B € J existiert, so dass P(AAB) = 0 nach Lemma

6.2.3. T — ergodisch und daraus folgt

Definition 6.2.5
Eine Zufallsvariable Y : Q — R hei (fast) invariant bzgl. T : Q@ — Q (maflerhaltende Abbildung),
falls Y(w) = Y(T'(w)) fiir (fast) alle w € Q.

Theorem 6.2.2
Sei T': 2 — R eine maflerhaltende Abbildung. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. T — ergodisch
2. Falls Y invariant bzgl. T ist, dann Y = const f.s.
3. Falls Y fast invarinat bzgl. T ist, dann Y = const f.s.

Beweis 1) = 2) = 3) = 1)

1) =2)
T — ergodisch, Y — fast invariant. Es ist zu zeigen, dass Y (w) = const fiir fast alle w € Q.
Y(T(w)) =Y (w) fast sicher. Sei 4, = {w € Q: Y (w) <w}, w € R. Daraus folgt, dass A, € J*
fiir alle v € R und nach dem Lemma 6.2.4

P(A,) = { (1) fiir alle v.

Sei ¢ = sup{v : P(4,) = 0}. Zeige, dass P(Y =¢) = 1.
Ay T Qv =00, Ay L 0, v = —00 = || < 0.

P(Y<c):P< ;;Ol{ygc—ib SiP(AC_%):O.
n=1

Genauso P(Y >¢) =0und P(Y =¢) = 1.
2) = 3)
Offensichtlich.
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3) = 1) Es ist zu zeigen, dass T ergodisch ist, d.h. fiir alle A € J P(A) = { (1) )

Sei Y =14 — invariant bzgl. T, folgt daraus, dass 14 = const = { 0

0
1 undP(A)—{l. O

Bemerkung 6.2.4 1. Die Aussage des Theorems 6.2.2 bleibt gltig, wenn man 3) fiir f.s.
beschriankte Zufallsvariablen Y fordert.

2. Falls Y invariant bzgl. T' ist, dann ist Y;, = min{Y,n}, n € N, auch invariant bzgl. T
Beispiel 6.2.3 1. Sei Q = {wi,...,wq}, F =22 P({w;}) = L, i =1,....d. Sei T(w;) =

wi+1 mod d, d.h. wy AEAN w1. T ist offensichtlich ergodisch und jede invariante Zufallsva-
riable ist konstant.

2. Sei Q@ =10,1), F = Bp1), P =11, T(w) = (w+s) mod 1. Zeige, dass T' ergodisch <=
s ¢ Q.

Beweis ,, <
Sei s ¢ Q, Y — eine beliebige invariante Zufallsvariable. Sei EY? < oo. Zerlegen wir die
Zufallsvariable Y in eine Fourier-Reihe. Die Fourier-Reihe von Y ist Y (w) = Y20°  a,e?™®.
Wir wollen zeigen, dass a,, = 0, n > 0, und daraus folgt dann, dass Y (w) = ag f.s.. Dann ist T
ergodisch nach dem Theorem 6.2.2.

“

a, =< Y(w), eQm’nw >ro= E(Y(w)e‘2””w) _ E(y(T(w))e—anw)e—ans _ e—27rinsam

s¢Q = a,=0.
” :>“

Falls s = ™ € Q, dann ist 7' nicht ergodisch, d.h. existiert A € J, so dass 0 < P(4) < 1.

Sei A= U~} {w e:Z<u< %} und P(A4) = 1. A ist invariant, weil T(A) = (A + 2—”"”)

mod 1 = A. O

Definition 6.2.6 1. Die maflerhaltende Abbildung T : Q — Q heifit mischend, falls fiir alle
A1, Ay € F gilt: P(ANT™Ag) — P(A1)P(As2), d.h. bei wiederholten Anwendungen

von T auf A, werden A; und As asymptotisch unabhéngig.

2. Sei X = {Xy},c, eine stationire Folge von Zufallsvariablen die von Zufallsvariable X
und einer maflerhaltenden Abbildung T erzeugt wird. X heifit schwach abhngig, falls
Zufallsvariable X und X, fiir n — oo asymptotisch unabhéngig werden, d.h. fiir alle
B1,Bs € Br

P(Xk S Blka:+n S BQ) m P(X() S Bl)P(X() c Bg).

Theorem 6.2.3
Eine stationére Folge von Zufallsvariablen X = {X,}, cy,, erzeugt durch die maferhaltende
Abbildung T, ist schwach abhngig im Mittel genau dann, wenn 7" mischend im Mittel ist.

Aufgabe 6.2.3
Beweisen Sie das Theorem.

Theorem 6.2.4
Sei T eine maflerhaltende Abbildung. Sie ist ergodisch genau dann, wenn sie mischend im Mittel
ist.
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Beweis ,, < “

Es ist zu zeigen, dass wenn T mischend im Mittel ist, folgt daraus, dass T ergodisch ist,

d.h. fiir alle A € J gilt P(A) = { (1) AL EF, Ay =A=J, 20 P(AANT (Ay) =
N——

=A,
P(Al N Ag) n—>—<>o> P(Al)P(Ag) P(Al N Ag) = P(Al)P(AQ) fir A, = A, P(A) = P2<A) und
0
» j 13
Spter. O

Jetzt geben wir die Motivation die Motivation an fiir den Begriff , mischende Abbildung®.

Theorem 6.2.5
Sei A € F, P(A) > 0. Die maflerhaltende Abbildung 7" : Q — Q ist ergodisch (d.h. mischend
im Mittel) genau dann, wenn

D.h. die Urbilder T7" A, n € Ny, decken fast das ganze ) ab.

14

Beweis ,, <
Sei B = U2 (T "A. Offensichtlich, T-'B = U, T "A C B. Da T maerhaltend ist, d.h.
P(T-'B) = P(B), folgt, dass P(T"'BAB) = 0, B € J* (B — fast invariant bzgl. T) und
P(B) = { U P(B)>P(4)> 0= P(B) =1
" :> 13

Sei T nicht ergodisch. Es ist zu zeigen, dass P(B) < 1.

Wenn T nicht ergodisch ist, dann existiert A € J, so dass 0 < P(4) <1. B=U2 T "A=A
und P(B) < 1. 0

Bemerkung 6.2.5

Bisher wurde niemals explizit die Tatsache genutzt, dass die Zufallsvariablen X reellwertig sind.
Deshalb kann man die obigen Betrachtungen ohne Vernderung auf Folgen von Zufallselementen
mit Werten in einem bel. messbaren Raum M iibertragen.

6.2.3 Ergodensatz

Sei X = {X,,}72, eine Folge von Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P).

n=0
Falls X,, u.i.v. sind, dann

1 n—1
— E X f_>_s> EXoy, E|X0| < 00.
n n—o00

k=0

Wir wollen eine hnliche Aussage liber stationdre Folgen beweisen.

Theorem 6.2.6 (Ergodensatz, Birkkoff-Kchintchin):
Sei X = {Xy},cn, eine stationéire Folge von Zufallsvariablen, erzeugt von der Zufallsvariable
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Xo und einer maflerhaltenden Abbildung 7 : @ — Q. Sei J die o-Algebra der invarianten
Mengen von T, d.h. E| X| < co. Dann

"E:QY E(Xo [ J).

Falls X schwach abhngig im Mittel ist (d.h. 7" — ergodisch), dann E(Xj | J) = E(X).

Lemma 6.2.5
Seien {X,}, T wie oben. Sei Sy,(w) = Y325 Xo(T*(w)), My(w) = max {0, S1(w), ..., Sk(w)}.
Unter der Bedingung des Theorems 6.2.6 gilt

E(Xol(M, >0)) >0, neN

Beweis Fir alle k¥ < n gilt Si(w) < Mp(w). Wir kénnen noch Xy hinzuaddieren und
—— N——

Sk(T(w)) M (T(w))

Xo(w) + Mp(T(w)) = Xo(w) + Si(T(w)) = Sk1(w)-

Fir k = 0 gilt Xo(w) > S1(w) — Mn( (w)). Dasselbe gilt fiir K = 0,...,n—1. Daraus folgt, dass
Xo(w) > max {S1(w),...,Sn(w)} =M, (T (w)). Da My (w) > 0, dann Mn = max {S1,..., 5.}

=Mp(w)

bekommen

Es folgt, dass
E(Xo1(M, >0)) > E(M,, — M,(T))1(M,, > 0)) > E(M,, — M,(Tw)) = 0.
0

Beweis des Ergordensatzes Die Aussage E(X( | J) = E(X)p) ist trivial, weil fiir ergodische
T gilt J ={0,Q}. O.B.d.A. sei E(X( | J) =0, sonst betrachte Xy = E(X | J).

Es ist zu zeigen: lim,,_, %” Ls 0, S, = ZZ;& Xi. Es geniigt zu zeigen, dass

Sh Sh
0 < liminf == < limsup — < 0.
n—oo n n—oo N
Zunichst zeigen wir, dass S = limsup,,_, ., %L < 0. Es reicht zu zeigen, dass P(S > ¢) = 0 fiir
Ae
alle ¢ > 0. Seien X§ = (Xo —¢)la,, S} = Z?;& X (T9(w)), M} = max{0,S},...,5;}. Aus
Lemma 6.2.5 folgt E(X§1(M;¥ > 0)) > 0 fiir alle n > 1. Aber,

Sy S

{M,; >0} = { max Sj, > 0} Thsoo $SUPSf>0p = sup £ > 03 = sup % > e $NA. = A,

1<k<n k>1 k>1 k k>1 K
weil {supk21 % > 5} > {§ > 5} = Ac. Nach dem Lebesgue-Satz: 0 < E(X51(M;: > 0)) —
E(X314.), weil E[Xg| < E[Xo| + . Deshalb 0 < E(X{1a) = E((Xo — €)14.) = E(Xola) —
eP(A;) = E(E(Xola, | J)) —eP(As) = E(1a. E(Xo | J)) — eP(A:) = —eP(A;) und daraus folgt

=0
P(A:) <0 und P(A.) = 0 fiir alle ¢ > 0.
Sn

Um0 < lim 1nfnHOO S;L—“ = S zu zeigen geniigt es — Xy statt Xo zu betrachten, denn lim sup,, . (—=*) =
lim inf,, o0 (22 ). Da P(—S < 0) =1 gilt P(S>0) =1. O
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Bemerkung 6.2.6
Die Besonderheit des Ergordensatzes 6.2.6 liegt, im Vergleich zu dem blichen Gesetz der groen

Zahlen, in der Tatsache, dass der Grenzwert lim,, .o % >or—1 Xk L E(Xo | J) zufillig ist.
Beispiel 6.2.4

Betrachten wir den Wahrscheinlichkeitsraum aus dem Beispiel 6.2.3 a). Q = {w1,...,wq},
d=2l € N.T:Q — Q sei definiert durch

T(wz) = Wi+2 izl,...,d—Q,

T(wg-1) = w1 ,

T(wa) = w2

Seien A1 = {wi,ws,..., w1}, As = {wo,wy,...,wy}. Da (Q,F,P) ein Laplacescher Wahr-
scheinlichkeitsraum (P({w;}) = %, fiir alle i) folgt, dass P(4;) = 3, i = 1,2. Andererseits,
Ay, As € J bzgl. T und deswegen ist T nicht ergodisch. Fiir eine beliebige Zufallsvariable
Xo:Q — R gilt

N[ ~—

1 "il () ézzl];g Xo(waj+1), mit Wahrscheinlichkeit % falls w € Ay,
n = n—oo | £37. 1 Xo(wzj) , mit Wahrscheinlichkeit 3, falls w € As.

Beweis des Theorems 6.2.4 Es ist zu zeigen: Falls T': Q — €2 ergodisch, dann ist 7" mischend
im Mittel, d.h. fiir alle Ay, Ay € F

1 n—1
- > P(AINT " A) —— P(A)P(4y).
k=0

Sei Y, = 13070 1(T7FAy)
{l(T*kAg)}keN. Nach dem Satz von Lebesgue aus 1(A1)Y, — 1(A1)P(Ay) folgt

Lhoerem 6.2.6, P(As2), weil T ergodisch ist, somit auch die Folge
n

n—1
E(L(A)Y) = © 3" P(A N T dy) — 5 P(4)P(ds).
k=0

Lemma 6.2.6

Falls { X, },,cny eine gleichgradig integrierbare Folge von Zufallsvariablen ist und p;, ; > 0, so dass
> i1 Pni = 1 fiir alle n € N, dann ist auch die Folge von Zufallsvariablen Y, = >7i"; pni | Xi,
n € N, gleichgradig integrierbar.

Ohne Beweis

Folgerung 6.2.2
Unter den Voraussetzungen des Theorems 6.2.6 gilt

1
n

n—1
> X L E(Xo | )
k=0

bzw.

1 n—1 12
— E Xk —_— E(XD)
n n—00
k=0
im ergodischen Fall.
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Beweis Falls {X,, }nen, stationér, dann gilt sup,, E(|X,,|1(]X,,| > ¢€)) = E(| Xo|1(|Xo| > €)) —
E—
0, weil E|[Xo| < oco. Sei Sy = 33420 Xk = il pniXio1, Pni = 3 Sn = 33450 Xk =

T n

Yoty Pnyil Xi—1|. Aus dem Lemma 6.2.6 ist auch {5’”} - gleichgradig integrierbar und nach
n

dem Lemma 5.3.2 aus Sk LN folgt E|S,| < 1 S0 E[Xy| —— 0. 0
k—o0 - n—00

6.3 Stationaritat im weiteren Sinne

Sei {Xn},cz eine Folge von Zufallsvariablen, die stationir im weiteren Sinne ist: E|X,|? < oo,
n € N. E|X,,| = const, n € N, cov(X,,, X;,) = C(n —m), n,m € Z.

6.3.1 Korrelationstheorie

Theorem 6.3.1 (Herglotz):
Sei C' : Z — R eine positiv semi-definite Funktion. Dann existiert ein endliches Mafl y auf
(—m,m), so dass

C(n) = /7r ™ u(dx), n €.

w heiit Spektralmafs von C.

Bemerkung 6.3.1
Da die Kovarianzfunktion einer stationdren Folge positiv semi-definit ist, gilt die obige Darstel-
lung fiir eine beliebige Kovarianzfunktion C.

Definition 6.3.1

Eine Familie {@Q\, A € A} von WahrscheinlichkeitsmaBien heifit schwach relativ kompakt, falls
eine beliebige Folge von MaBlen {Qx,},,cy €ine Teilfolge {Qxn, } besitzt, die schwach kon-
vergiert.

Definition 6.3.2
Eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen Q@ = {Qx, A € A} auf (S,B), B — Borelsche o-

Algebra auf einem metrischen Raum S heif3t dicht, falls fiir alle € > 0 ein Kompaktum existiert,
so dass K. € Bund Q)\(K:) > 1 —¢ fiir alle A € A.

Theorem 6.3.2 (Prokhorov):

Falls die Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien @ = {Q\, A € A} auf dem metrischen messba-
ren Raum (S, B) dicht ist, dann ist sie schwach relativ kompakt. Falls S ein Banachraum ist,
dann ist jede schwach relativ kompakte Familie @ = {Qx, A € A} von Maflen auch dicht.

neN

Ohne Beweis

Der Satz von Prokhorov wird verwendet um die schwache Konvergenz einer Folge von Wahr-
scheinlichkeitsmafien zu beweisen, indem man unter anderem ihre Dichtheit prft. Insbesonde-
re, falls S kompakt ist, ist jede Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (S, B) dicht, denn
K. =S8 fiur alle ¢ > 0.

Beweis des Theorems 6.3.2 | < “
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Falls C(n) = [™_ €™ pu(dx),n € Z, dann fiir allen € N, fiir alle z1,...,2, € Cund t1,...,t, €Z

2
p(dz) > 0.

> 2z Cti —t) = /_Tr

ij=1

n
} : ziezzi:c
=1

|-

Daraus folgt, dass C' positiv semi-definit ist.

7 :> “
Fiir alle N > 1, € [—, 7], definiere die Funktion gy (z) = 525 Z]k\{jzl C(k — jle~thzeliz > 0,
die stetig in x ist, weil C' positiv semi-definit ist. Es gilt

gn(z) = — Z (1 — ’;\Lf) C(n)e e,

2
[n|<N

weil es N — |n| Paare (k,j) € {1,...,N}? gibt, so dass k — j = n. Definiere MaB py auf
([—W,W],B[iﬂ.m]) durch :U’N(B) = ng(x)da:, B e B([_ﬂ-vﬂ-])'

/7r " Qy (dr) = /7r gy (x)dr = { (1 - %) Cn), In| <N,

—7 -7 0, sonst,

weil {e"*} _ ein orthogonales System in L?[—m, ] ist. Fiir n = 0 gilt Qn([—m,7]) = C(0) <
00, deshalb ist {%} . eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen, die dicht ist. Nach dem
n
Theorem 6.3.2 existiert eine Teilfolge { Ny}, cn, so dass Qn % . i — endliches Mafl auf
— 00

[—7, 7] und daraus folgt

lim ™ gn(x)dr = lim ( - W) C(n)=C(n), firalleneZ.
k—oo J_g k—o0 Np.

O

Sei X = {X,}, 7 eine stationire im weiten Sinne Folge von Zufallsvariablen. Dann gilt
folgende Spektraldarstellung;:

a [T
X, = / e Z(dx), n€Z,
—Tr

wobei Z ein orthogonales Zufallsmaf$ auf ([—7, 7], B([—m,n])) ist. Daher soll sowohl Z als auch
I(f) = J", f(z)Z(dx) fiir deterministische Funktionen f : [—7, 7] — C eingefiithrt werden.

6.3.2 Orthogonale ZufallsmaBe

Konstruktionsschema von Z bzw. I(-):
1. Z wird auf einem Semiring IC (der Teilmengen von A) definiert.
2. Z wird erweitert auf die Algebra A, die von K erzeugt wird.

3. Definiere das Integral I bzgl. Z fiir einfache Funktionen auf o(A), wenn das Mafl u(A) <
00, i — gegebenes Maf3.
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4. Definiere I als lim, o I(fy) fir beliebige messbare Funktionen f, f = lim, o0 fn, fn
einfach, u(A) < oco.

5. Definiere I auf einem oc-endlichem Raum A = U,A,, u(A,) < oo, Ay N A, = 0,
n # m,als I(f) = >, I(f | An), In — Integral bzgl. Z auf A,. Dadurch sind Z auf
{A€o(A): p(A) < oo} erweitert als Z(A) = I(1(A)).

Schritt 1
Sei K ein Semiring der Teilmengen von A (A — beliebiger Raum), d.h. fiir alle A, B € K
gilt ANB € K; falls A C B, dann existieren Ay,..., A4, € K, A;NA; =0, ¢ # j, so dass
Definition 6.3.3 1. Ein komplexwertiges signiertes Zufallsmafl Z = {Z(B), B € K}, ge-
geben auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P), heifit orthogonal, wenn

a) alle Z(B) € L*(Q,F,P), B€K,
b) A, BeK, ANB =0 = (Z(A),Z(B)) 20,7 = E(Z(A), Z(B)) = 0,
c) als Zufallsmafl gilt die o-Additivitt von Z: Falls B, By,...,B,,... € K, B =U,B,,

BiNB; =0,i+# j, Z(B) L& >n Z(By), wobei die Konvergenz dieser Reihe im
L*(Q, F,P)-Sinne zu verstehen ist.

2. Die GroBe p = {u(B), B € K} definiert durch u(B) = E|Z(B)|* = (Z(B), Z(B)) r2(0,7p)>
B € K, heifit Strukturmaf} von Z. Es ist leicht zu sehen, dass u tatschlich ein Mafl auf IC
ist. Falls A € K, dann ist x endlich, ansonsten o-endlich, A = U, A, Ay, € K, ApyNA,, =0,
so dass p(Ay) < oo.

3. Das orthogonale Zufallsmafl Z heifit zentriert, falls EZ(B) =0, B € K.

Beispiel 6.3.1

Sei A = [0,00), K = {[a,b), 0 < a <b< oo}, Z([a,b)) = W(b) —W(a), 0 < a < b < o0,
wobei W = {W(t), t > 0} der Wiener-Prozess ist. Z ist ein orthogonales Zufallsmaf§ auf
K, weil W unabhéngige Zuwéchse hat. Analog kann diese Definition auf einem beliebigen
quadratisch integrierbaren stochastischen Prozess X mit unabhéngigen Zuwéchsen an Stelle
von W iibertragen werden.

Schritt 2

Theorem 6.3.3

Sei p ein o-endliches Mafl auf der Algebra A, die von K erzeugt wird (nach dem Theorem
von Caratheodon wird p eindeutig auf o(A) fortgesetzt). Dann existiert ein Wahrscheinlich-
keitsraum (2, F,P) und ein zentriertes orthogonales Zufallsmafl Z auf (2, F,P), definiert auf
{B € A: u(B) < oo}, mit Strukturmaf$ (oder Kontrollmaf) .

Ohne Beweis

Zur Definition von Z auf A: fir B € A, B =U]_B;, B; € K, BiNB; =0, i # j, wird
Z(B) =Y1" 1 Z(B;) gesetzt.
6.3.3 Integral beziiglich eines orthogonalen ZufallsmaBes

Schritt 3
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Sei f: A — C eine einfache Funktion, d.h. f(z) =Y., ¢;1(z € B;), fir ¢; € C und B; € &,
i=1,...,n,s0dass Ul B; = A, BiNB; =0, i # j, und (A, &, ) ein messbarer Raum mit
p(A) < oo.

Definition 6.3.4
Das Integral von f beziiglich eines orthogonalen Zufallsmafies Z definiert auf (€2, F,P) ist
gegeben durch I(f) := [, f(x)Z(dzx) = >Ji, ciZ(B;).

Aufgabe 6.3.1
Zeigen Sie, dass die Definition korrekt ist, d.h. I(f) héngt nicht von der Darstellung von f als
einfache Funktion ab.

Lemma 6.3.1 (Eigenschaften von I):
Sei I(+) das Integral bzgl. des orthogonalen Zufallsmafles, definiert auf einer einfachen Funktion
A — C wie oben. Es gelten folgende Eigenschaften:

1. Isometrie: (I(t), I(g))LQ(Q) = <f,g>L2(Q), wobei f und g einfache Funktionen A — C sind,

(f, 9>L2(Q) = Jp f(@)g(z)A(dz).

~

2. Linearitit: Fur jede einfache Funktion f,g: A — C gilt I(f + g) = I(f)+1(g).
Aufgabe 6.3.2
Beweisen Sie es.

Schritt 4

Sei nun f € L?(Q, &, ). Dann existiert eine Folge von einfachen Funktionen f,, : A — C, so

2
dass f, % f (einfache Funktion ist dicht im L?(A)). Dann definiere I(f) = limy, o0 I(fn),

wobei dieser Grenzwert in L?(, F, P)-Sinne zu verstehen ist. Man kann zeigen, dass die Defi-
nition von I(f) unabhéngig von der Wahl der Folge {f,} ist.

Lemma 6.3.2
Die Aussagen des Lemmas 6.3.1 gelten im allgemeinen Fall.

Beweis Benutze die Stetigkeit (-, ). 0

Bemerkung 6.3.2
Falls Z zentriert ist, dann gilt EI(f) = 0 fiir beliebige Funktionen f € L%(A, &, u).

Schritt 5

Sei nun A o-endlich, d.h. A = U,A,,, p(A,) < oo, Ay N Ay = 0, n # m. Dann fiir alle
fe L A& p) gt f =3, fla,. Auf L2(A,, EN Ay, 1) wird das Integral I, bzgl. Z wie im 1)-
4) definiert. Dann setze I(f) := Y, In(fla,)-

Theorem 6.3.4
Die Abbildung g : L?(A, &, u) — L?(Q, F,P) ist eine Isometrie. Insbesondere kann dadurch das
Zufallsmal Z auf {B € ¢ : u(B) < £} fortgesetzt werden als Z(B) := I(1p), B € £ : u(B) < .

6.3.4 Spektraldarstellung

Sei X = {X(t), t € T} ein beliebiger komplexwertiger stochastischer Prozess auf (Q, F,P), T
— eine beliebige Indexmenge, E| X (¢)|> < oo, t € T, EX(t) =0, t € T (0.B.d.A., sonst betrachte

X(t) = X(t) —EX(t)), t € T, mit C(s,t) = E(X(s), X (1)), s,t € T).
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Theorem 6.3.5 (Karhunen):

X hat die Spektraldarstellung X (t) = [, f(t,x)Z(dx), t € T (d.h., es existiert ein zentriertes
orthogonales Zufallsma8 auf {B € £ : u(B) < oo}, wobei L2(A,&, ) ein wie oben definierter
Raum ist), genau dann, wenn es ein System der Funktionen f(t,-) € L?(A, &, i), t € T, existiert,
so dass C(s,t) = [ f(s,z)f(t,z)pu(dx), s,t € T, und dieses System F vollsténdig in L?(A, €, p)
ist (d.h. (f(t,), )2 =0, ¥ € L3(Q, &, p), fiir alle t € T und 3 = 0, u fast iiberall).

Ohne Beweis

Theorem 6.3.6
Sei {X,,, n € Z} eine zentrierte komplexwertige stationére im weiten Sinne Folge von Zufallsva-
riablen auf (2, F, P). Dann existiert ein orthogonales zentriertes Zufallsmaf} auf ([—7, 7], B([—7, 7]))

(definiert auf (2, F,P)), so dass X, Ls [T " Z(dz), n € Z.

Beweis Sei F' = {¢® x € [~m, 7], n € Z}. Dieses System ist vollstindig auf L?([—, 71]) (vgl.
die Theorie der Fourier-Reihen). Aus dem Theorem von Herglotz folgt, dass

Cln,m) = E(X, X ) = / €M% (dr),

—T

wobei p das Spektralmafl von X ist, also ein endliches Ma8 auf ([—m, 7], B([—m, 7])). Nach dem

Theorem 6.3.5 existiert ein orthogonales Zufallsmaf} auf (2, F, P), so dass X, L5 [T e Z(dx),
n € Z. O

Theorem 6.3.7 (Ergodensatz fiir stationidre (im weiten Sinne) Folgen von Zufalls-
variablen):
Unter den Voraussetzungen des Theorems 6.3.6 gilt

1! L2(Q
=3 x 29 z(g0y).
=0

L2 (Q
Insbesondere wenn X nicht zentriert ist, d.h. EX,, = a, n € Z, dann konvergiert % EZ;& Xk (&2)

a dann, wenn E|Z({0})|> = 0, also Z und somit x hat kein Atom im Null.
—_———

n({0})
Beweis S, = 1Sl X, = flnz_:le““ Z(dz). Yp(z) = %11_—62:”596’ z70 fiur alle n €
"7 n k=0 R s s 1, z=0"
—_——
() )
N. Sy = Z({0}) = JZ; (n(x) — Lz = 0)) Z(dz) = [T on(2)Z(dx). |52 — Z({O0D)1200) =
en(x)

”90”(93)”%2([—7r,7r],u) = [T |on(z)Pu(dz) —0 nach dem Theorem von Lebesgue, weil |¢, ()| <
2 —— 0 fiir alle z € [—7, 7). 0

nll—e| 5400

6.4 Erganzende Aufgaben

Aufgabe 6.4.1
Sei Z1, Zs, . .. eine Folge von Zufallsvariablen, so dass die Reihe ) ;2 Z; fast sicher konvergiert.
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Sei a1, ag, . .. eine monoton wachsende Folge positiver (deterministischer) Zahlen mit a,, — oo,
n — oo. Zeige, dass

1 & 5.
—Zakaf%SO, n — 00.
an 1=

Aufgabe 6.4.2
Sei X eine nicht-negative Zufallsvariable tiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) und
T : Q — Q eine maflerhaltende Abbildung. Zeige, dass

ZX(Tk(w)) =00 f.s.
k=0

fir fast alle w €  mit X (w) > 0.

Aufgabe 6.4.3
Sei X eine Zufallsvariable {iber einem Wahrscheinlichkeitsraum (£2, F,P) und 7" : Q@ — 2 eine
maferhaltende Abbildung. Zeige, dass EX = E(X o T'), d. h.

/Q X (T(w))P(dw) = /Q X (w)P(dw).

(Hinweis: algebraische Induktion)

Aufgabe 6.4.4
Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, wobei Q = [0,1), F = B([0,1)) und P das Lebes-
guemaf ist. Sei A € (0,1).

(a) Zeige, dass T'(z) = (z + A) mod 1 eine maferhaltende Abbildung ist, wobei
amodm=a— [¢|mfiracRund beZund || die Gauklammer bezeichnet.

(b) Zeige, dass T(z) = Az und T(z) = 2? keine maBerhaltende Abbildungen sind.
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