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Aufgabe 1 (4 + 2 Punkte)
Seien X, Y ∈ L4 unabhängige, reellwertige Zufallsvariablen. Betrachte die Zuvallsvariablen
U = XY, V = X + Y und W = X − Y .

(a) Berechne Cov(U, V ),Cov(V,W ) und Var(U + V ).

(b) Seien nun X und Y zusätzlich identisch verteilt mit X ∼ Exp(λ) für ein λ > 0. Berechne
%(U, V ).

Aufgabe 2 (1 + 3 Punkte)
Sei X = (X1, X2) ein Zufallsvektor mit X1 ∼ N(0, 1) und X2 = X11{Z=1} −X11{Z=0}, wobei
Z ∼ Bin(1, 1/2) eine von X1 unabhängige Zufallsvariable ist.

(a) Berechne Cov(X1, X2).

(b) Bestimme die Randverteilung von X2. Ist X bivariat normalverteilt?

Aufgabe 3 (3 + 3 + 3 Punkte)
(a) Seien X, Y ∈ L2 Zufallsvariablen mit X + Y ∈ L2. Zeige

Var(X + Y ) ≤ 2(
√
E(X2)E(Y 2)− EX EY ).

(b) Seien r ∈ [1,∞), p, q > r mit 1
p

+ 1
q

= 1
r
und X ∈ Lp sowie Y ∈ Lq Zufallsvariablen.

Beweise die folgende Ungleichung:

(E(|XY |r))
1
r ≤ (E(|X|p))

1
p (E(|Y |q))

1
q .

(c) Seien X und Y absolutstetig verteilte Zufallsvariablen mit den Dichten

fX(x) = e−x1[0,∞)(x) , x ∈ R bzw. fY (y) = 5
3y
− 8

31[1,∞)(y) , y ∈ R.

Zeige, dass 5E(XY ) ≤ 37.

Hinweis: Verwende für Teilaufgabe (a) die Minkowski- und für Teilaufgaben (b) und (c) die
Hölder-Ungleichung.

Bitte wenden.



Aufgabe 4 (6 Punkte)
Seien ε, δ > 0 und B ∈ B(R) beliebig. Sei X1, X2, . . . eine Folge von unabhängigen und
identisch verteilten Zufallsvariablen. Definiere die Folge von Zufallsvariablen S1, S2, . . . durch

Sn =
n∑

i=1
1Xi∈B

für jedes n ∈ N.Wie groß muss n0 ∈ N gewählt werden, damit für alle n ≥ n0 die Ungleichung

P (|Sn − nP (X1 ∈ B)| ≤ nε) ≥ δ

gilt?
Hinweis: Verwende die Tschebyschew-Ungleichung.


