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Aufgabe 1 (4 + 4 Punkte)
Sei X eine reellwertige Zufallsvariable.

(a) Sei f : [0,∞) −→ [0,∞) eine beliebige nicht-negative sowie monoton wachsende Funk-
tion. Sei ε > 0 beliebig. Zeige die Markov-Ungleichung:

P (|X| ≥ ε) ≤ E(f(|X|))
f(ε) .

(b) Sei X ∼ Bin(n, p) für beliebige n ∈ N und p > 0. Zeige, dass für beliebiges δ > 0 die
Bernstein-Chernov-Abschätzung

P (X ≥ (1 + δ)np) ≤
(

eδ

(1 + δ)1+δ

)np

gilt.
Hinweis: Wähle f(x) = eλx mit λ > 0 und wende die Markov-Ungleichung an.

Aufgabe 2 (3 Punkte)
Sei X,X1, X2, . . . eine Folge von reellwertigen Zufallsvariablen über ein und demselben Wahr-
scheinlichkeitsraum, sodass

∞∑
n=1

P (|X −Xn| > ε) <∞

für jedes ε > 0. Zeige Xn
f.s.−→ X für n→∞.

Bitte wenden.



Aufgabe 3 (2 + 2 + 2 + 2 Punkte)
Es sei X1, X2, . . . eine Folge von reellwertigen Zufallsvariablen und Y ∼ U(0, 1).

(a) Es sei Xn = 1[0,1/2 + 1/n](Y ) und X = 1[1/2,1](Y ). Zeige, dass Xn
d−→ X für n→∞, aber

nicht Xn
P−→ X für n→∞.

(b) Es sei Xn = n1[0,1/n](Y ). Zeige, dass Xn
f.s.−→ 0 für n → ∞, aber nicht Xn

L1
−→ 0 für

n→∞.

(c) Es sei Xn ∼ U[1/2 − 1/n, 1/2 + 1/n] und X = 1/2. Zeige, dass Xn
d−→ X für n → ∞,

und nicht FXn(1/2) → FX(1/2) = 1 für n → ∞. Ist dies ein Widerspruch zur Aussage
Xn

d−→ X für n→∞?

(d) Es sei Xn ∼ Bin
(
1, 1

n

)
und X1, X2, . . . seien unabhängig. Zeige, Xn

L2
−→ 0 für n → ∞,

aber nicht Xn
f.s.−→ 0 für n→∞.

Hinweis: Betrachte den Limes Superior der Folge {An} mit An = {Xn = 1} und nutze
Th. 2.7.

Aufgabe 4 (1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 Punkte)
Es seien X,X1, X2, . . . reellwertige Zufallsvariablen und A1, A2, . . . eine Folge von Ereignissen.

(a) Sei Xn ∼ Exp(n). Zeige, dass Xn
f.s.−→ 0 für n→∞.

(b) Sei Xn = 1An und P (An) = 1
n
. Zeige, dass Xn

P−→ 0 für n→∞.

(c) Sei Xn ∼ Poi(1/n). Zeige, dass Xn
L2
−→ 0 für n→∞.

(d) Sei Xn diskret gleichverteilt auf {1, . . . , n} und X ∼ U(0, 1). Zeige, dass Xn
n

d−→ X für
n→∞.

(e) SeienX1, X2, . . . unabhängig undXn ∼ U(−a, a), a > 0. Zeige, dass max{|X1|, . . . , |Xn|}
P−→

a für n→∞.

(f) Es habe Xn die Verteilungsfunktion Fn(x) =
(
1− 1

xα

)n
1(1,∞)(x) mit α > 0 und X

habe die Verteilungsfunktion G(x) = exp
(
− 1
xα

)
1(0,∞)(x). Zeige, dass n− 1

αXn
d−→ X für

n→∞.


