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Kapitel 1

Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

1.1 Beschreibung von Zufallsexperimenten

Die Stochastik beschéftigt sich mit der mathematischen Analyse zufélliger Vorgénge. Unter
einem zufilligen Vorgang verstehen wir dabei einen Vorgang, der bei Wiederholung unter (im
Rahmen des Modells) identischen Voraussetzungen nicht immer zum selben Ergebnis fiihrt.
Man geht hierbei davon aus, dass alle mdglichen Ergebnisse des Vorgangs bekannt sind.
Diese werden in der Grundmenge {2 zusammengefasst, d.h. 2 besteht aus allen moglichen
Versuchsausgéngen. Die Elemente von ) bezeichnet man auch als Elementarereignisse.

Beispiel 1.1.1. (a) Ein Wiirfel wird geworfen. Wir wéhlen Q = {1,2,3,4,5,6}, wobei j € Q

(b)

()

das Elementarereignis “Es wird eine j geworfen” bezeichnet.

Eine Miinze wird geworfen. Wir wihlen = {K, Z}, wobei K das Elementarereignis
“Kopf liegt oben” und Z das Elementarereignis “Zahl liegt oben” bezeichnet.

Die Temperatur an der Ulmer Adenauerbriicke am Schwoérmontag um 14.00 Uhr wird
ermittelt. Hier wéhlen wir 2 = R wobei t € ) das Elementarereignis “Die Temperatur
betragt t °C” bezeichnet. Der Wahrscheinlichkeitsraum ist sicher etwas zu grofl gewahlt,
denn ¢ = 100 kann nicht eintreten. Aber weil die maximale denkbare Temperatur nicht
verniinftig ermittelt werden kann, miissen wir das in Kauf nehmen.

Ein Pfeil wird auf eine Dartscheibe geworfen. Um den Ausgang dieses Zufallsexperi-
ments zu beschreiben legen wir ein Kartesisches Koordinatensystem in den Mittelpunkt
der Dartscheibe und wéhlen die Einheiten so, dass der Radius der Dartscheibe 1 ist.
Dann koénnen wir Q = {(z,y) € R? : 22 + 3? < 1} withlen, wobei (x,y) das Ele-
mentarereignis “Der Pfeil landet im Punkt mit Koordinaten (x,y)” bezeichnet. Wollen
wir beriicksichtigen dass es moglich ist, die Scheibe zu verfehlen, so konnen wir als
Grundmenge Q := QU {V'} wihlen, wobei V das Elementarereignis “Scheibe verfehlt”
bezeichnet.

Ein Wiirfel wird solange geworfen bis zum ersten mal eine Sechs geworfen wurde. Da
es keine natiirliche Obergrenze fiir die Anzahl der benétigten Wiirfe gibt, bietet sich als
Grundmenge die Menge 2 = NU{oc} an. Hierbei bezeichnet n € IN das Elementarereig-
nis “im n-ten Wurf fillt zum ersten Mal eine Sechs” und oo das Elementarereignis “es
fallt iiberhaupt keine Sechs”.

Fazit:
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1. Bei der Wahl der Grundmenge 2 gibt es kein “richtig” oder “falsch”. Ziel ist, einen
einfachen, aber dennoch adequaten Raum zu wéhlen.

2. Man wéhlt die Grundmenge 2 lieber zu grof3 als zu klein.

Haufig ist man bei einem Zufallsexperiment nicht an dem tatsichlichen Ausgang inter-
essiert sondern nur daran, ob das Ergebnis zu einer vorgegebenen Menge von Ergebnissen
gehort. Im Beispiel d) interessiert man sich etwa lediglich dafiir, wieviele Punkte man
fiir den Wurf erhélt, ob man also beispielsweise in die Region fiir “18 Punkte” getroffen hat;
wo genau man diese Region getroffen hat ist zweitrangig. Solche Mengen von Ergebnissen
nennt man FEreignisse. Liefert die Durchfithrung eines Zufallsexperiments das Ergebnis w € €2
und liegt w in A, so sagt man das Ereignis A sei eingetreten. Insbesondere ist die leere Menge
() ein Ereignis. Es tritt nie ein und heifit daher unmdgliches Ereignis. Andererseits ist auch
Q selbst ein Ereignis. Es tritt immer ein und heifit sicheres Ereignis.

Wir geben einige Beispiele von Ereignissen in den Situationen von Beispiel

Beispiel 1.1.2. (a) A ={2,4,6} ist das Ereignis “Eine gerade Zahl wurde gewiirfelt”.

(b) Hier gibt es neben den einelementigen Ereignissen { K} und {Z} nur noch das unmégliche
Ereignis () und das sichere Ereignis Q.

(c) A= (25,00) ist das Ereignis “Die Temperatur betrigt iiber 25 °C”.

(d) Ist der Radius des Bull’s Eye r € (0,1), so bezeichnet A = {(z,y) € R? : 22 + y? < r?}
das Ereignis “Bull’s Eye!”.

(e) Beim Mensch-Argere-Dich-Nicht ist das Ereignis A = {1,2,3} (“Innerhalb der ersten
drei Wiirfe fillt eine Sechs”) von Interesse.

Mittels Mengenoperationen kénnen Ereignisse zu neuen Ereignissen verkniipft werden.
Der Schnitt AN B ist das Ereignis, dass sowohl A als auch B eintritt. Die Vereinigung AU B
ist das Ereignis “A oder B tritt ein”. Die Differenz A\ B ist das Ereignis “A, nicht aber B
tritt ein”; insbesondere bezeichnet das Komplement A¢ := Q \ A das Ereignis “A tritt nicht
ein”.

Ist AN B = (), so sagen wir A und B sind unvereinbar. Ereignisse Aq,..., A, heiflen
paarweise unvereinbar, falls je zwei dieser Ereignisse unvereinbar sind.

Die Menge aller Ereignisse ist der sog. Ereignisraum Y. Oftmals ist ¥ = 22(Q) (die
Potenzmenge Z(2) von 2 ist die Menge aller Teilmengen von §2); die Ausnahmen hiervon

sind nicht Gegenstand dieser Vorlesung.

Beispiel 1.1.3. Eine Miinze wird drei Mal geworfen. Wir wéhlen
O={KKK,KKZ,KZK,ZKK,KZZ, ZKZ, ZZK,ZZZ},

wobei ein K bzw. Z an Position j anzeigt, dass beim j-ten Wurf Kopf bzw. Zahl f#llt.

Es sei A; das Ereignis “Im j-ten Wurf fillt Kopf”. Dann ist beispielsweise 4 = {K KK,
KKZ KZK,KZZ}. Die Menge A1 U As U A3 ist das Ereignis “Es fiillt mindestens einmal
Kopf”, wihrend A; N A2 N A3 das einelementige Ereignis { K K K} (“Es fillt dreimal Kopf”)
bezeichnet.

Das Ereignis “Es fillt mindestens zweimal Kopf” lésst sich schreiben als

(A1 N A2) U (A1 N Ag) U (A2 N Ag)
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Als néichstes wollen wir Ereignissen in einem Zufallsexperiment eine Wahrscheinlichkeit
zuordnen. Diese Wahrscheinlichkeiten sollen in gewissem Sinne relative Haufigkeiten wider-
spiegeln: Dass ein Ereignis A Wahrscheinlichkeit p hat soll bedeuten, dass man bei “gentigend
haufiger Wiederholung des Experiments in p- 100 Prozent der Falle das Ereignis A eintritt”.
Die Wahrscheinlichkeit soll also gegen die relative Héufigkeit konvergieren.

Leider ist dies keine einwandfreie Definition. Wir fithren Wahrscheinlichkeiten daher axio-
matisch ein, d.h. wir definieren eine Wahrscheinlichkeit als eine Abbildung mit bestimmten
Eigenschaften (die durch Eigenschaften der relativen Haufigkeit motiviert sind). Wir werden
spater (im Gesetz der grofien Zahlen) zeigen, dass die relative Haufigkeit eines Ereignisses in
der Tat in einem gewissen Sinn gegen die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses konvergiert.

Leider gibt es (aus mathematischen Griinden) einige Subtilitéiten bei der Definition von
Wahrscheinlichkeiten auf unendlichen (insbesondere auf iiberabzéhlbaren) Grundmengen.
Daher beschrénken wir uns zunéchst auf den Fall endlicher Grundmengen.

Definition 1.1.4. Ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar (£2,1P), bestehend
aus einer endlichen Menge €2 und einer Abbildung P : Z2(Q2) — [0, 1], sodass

(i) P(22) =1 (Normiertheit)
(ii) Sind A, B € £(Q2) unvereinbar, so ist P(AU B) = P(A) + P(B) (Additivitét).
Fine Abbildung P mit diesen Eigenschaften heifit Wahrscheinlichkeitsmaf auf €.
Wir notieren einige einfache Schlussfolgerungen.

Proposition 1.1.5. Es sei (2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum, A, B Ereignisse.

(1) Ist A C B, so ist P(A) < P(B). Genauer gilt P(B\ A) = P(B) — P(A). Insbesondere
ist P(A°) =1 —P(A) und P(D) = 0.

(2) P(AUB) =P(A)+P(B) —P(AN B).

Seien nun A1, ..., A, Ereignisse.

(8) Es ist
P(UJ4) <D Pay).
j=1 j=1
(4) Sind Ay, ..., A, paarweise unvereinbar, so ist

P( O 4;) = zn:]P(Aj).
j=1 1

Beweis. (1) Ist A C B, so ist B = AU (B \ A) und die letzten beiden Ereignisse sind
unvereinbar. Also ist P(B) = P(A) + P(B \ A) und daher P(B\ A) = P(B) — P(A). Weil
P(B\ A) > 0 ist, folgt P(A) < P(B). Die Formel fiir das Komplement folgt, indem man
B = Q setzt, weil P(Q2) =1 ist.

(4) folgt induktiv aus Eigenschaft (ii) eines Wahrscheinlichkeitsmafles.

(2) Sei C := ANnB.Dannist C C Aund C C Bund AUB=(A\C)U(B\C)uUC.
Diese Ereignisse sind paarweise unvereinbar. Also gilt nach Teilen (4) und (1)

P(AUB) =P(A\C)+P(B\ C) + P(C) = P(A) — P(C) + P(B) — P(C) + P(C)
= P(A) + P(B) — P(AN B).

(3) folgt induktiv aus (2). O
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Es folgt aus der endlichen Additivitét eines Wahrscheinlichkeitsmafles, Teil (4) von Pro-
position dass ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 bereits durch die Werte auf den Elementa-

rereignissen emdeutlg bestimmt ist. In der Tat, ist Q@ = {w1,...,wy} und ist p; := P({w;}),
so ist
=P( U {w}) = D Plwh = > wi-
wj €A wj €A wj €A
Beachte, dass notwendigerweise p1,+... + p, = 1 sein muss. Umgekehrt liefert aber auch

jede Wahl von p1,...,p, mit p1,...,pn 2 0 und Y ", p; = 1 ein Wahrscheinlichkeitsma8. In
der Tat, definiere
=D p

wj €A

fiir jede Menge A C Q. Fiir jedes A C Q gilt nun

P(A):ijzo und P(A ij<2p]—1

ijA UJJGA

Also ist P in der Tat eine Abbildung P(§2) — [0, 1]. Bedingung (i) aus der Definition des
Wahrscheinlichkeitsmafles ist erfiillt, da

n
Q=) pj=1
j=1
Um Bedingung (ii) nachzupriifen, seien A, B C ) zwei unvereinbare Ereignisse. Dann gilt

P(AUB)= > pj= > pj+ Y pj=PA)+P®B).

w;€AUB w; €A w;EB
Also ist P ein Wahrscheinlichkeitsmaf.

Beispiel 1.1.6. Ein Wiirfel wird geworfen. Wir nehmen Q = {1,2,3,4,5,6}. Es erscheint
plausibel, dass alle Augenzahlen die gleiche Wahrscheinlichkeit haben. Wir kénnen also

R
P1—---—p6—6

wéhlen. Die Wahrscheinlichkeit, eine gerade Zahl zu wiirfeln, ist nun P({2,4,6}) = pa +ps+
pe =1/2.

Beachte, dass unsere Definition nicht verlangt, dass alle Elementarereignisse gleich wahr-
scheinlich sind. In der Tat konnte fiir einen gezinkten Wiirfel pg = 0, 25 wihrend py,...,ps =
0,15 ist. Fiir einen solchen Wiirfel wire P({2,4,6}) = 0,15+ 0,15 4 0,25 = 0,55, es wire
also wahrscheinlicher eine gerade Zahl zu wiirfeln als eine ungerade Zahl.

Beispiel 1.1.7. Die Ecken eines Wiirfels werden gleichméflig abgeschliffen, sodass der Wiirfel
auch auf jeder der acht Ecken liegen bleiben kann. Diese werden von 1 bis 8 durchnummeriert.
Dabei ist die Wahrscheinlichkeit einer jeden Ecke nur 1/4 so groff wie die Wahrscheinlichkeit
einer jeden Seite. Wir wéhlen als Grundmenge 2 = {s1,...,s¢,€1,...,eg} wobei s; das Ele-
mentarereignis bezeichnet auf der Seite mit der Zahl j liegen zu und e; das Elementarereignis
auf der Ecke mit der Zahl j liegen zu bleiben.
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Nach obigen Angaben ist P({s;}) = ... = P({s¢}) = p fiir eine unbekannte Wahr-
scheinlichkeit p, wihrend P({e;}) = ... = P({es}) = p/4 ist. Weil die Summe iiber die
Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse 1 ergeben muss, folgt

1
1:6p—|—8-§:8-p, also P=g

Die Wahrscheinlichkeit, auf einer der Seiten liegen zu bleiben, also das Ereignis S ge-
geben durch S := {si, s9, s3, S4, S5, S¢}, hat Wahrscheinlichkeit 6 - % = %. Das Ereignis
E = {e1,ea,e3,¢e4,€5,66}, auf einer Ecke liegen zu bleiben, ist das komplementéire Ereig-
nis zu S: £ = S°. Demnach ist P(E) = 1 —P(S) = 1/4. Natiirlich kann man dies auch durch
Aufsummieren der Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse sehen: P(E) = 8-p/4 = 1/4.

1.2 Laplace Experimente

Wir haben gesehen, dass auf einem endlichen Grundraum ein Wahrscheinlichkeitsmafl durch
die Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse eindeutig festgelegt ist. Ein besonders ein-
facher Fall liegt dann vor, wenn alle Elementarereignisse gleich wahrscheinlich sind. In diesem
Fall spricht man von einem Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum. Ein Zufallsexperiment,
welches durch einen Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum beschrieben wird, nennt man
hiufig Laplacesches (Zufalls-)Ezperiment.

WEeil sich die Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse zu 1 summieren miissen, hat
jedes Elementarereignis Wahrscheinlichkeit (#£2)~!, wobei # M die Anzahl der Elemente der
Menge M bezeichnet. In einem Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum gilt also

_#A

= 0

Man sagt, die Wahrscheinlichkeit einer Menge A ist die Anzahl der giinstigen Ergebnisse
(also derer, bei denen A eintritt) geteilt durch die Anzahl der mdglichen Ergebnisse (also
aller Elemente von ().

Ob es angemessen ist, von einem Laplace Experiment auszugehen, ist keine mathemati-
sche Frage, sondern héngt von Erfahrungswerten und/oder Beobachtungen ab.

P(A)

Beispiel 1.2.1. (a) Der klassische Miinzwurf und auch das Werfen eines Wiirfels werden
gewohnlich als Laplace Experiment angesehen. Das liegt an der Symmetrie der geworfe-
nen Objekte: Es gibt keinen Grund, warum eine Seite der Miinze (eine Seite des Wiirfels)
bevorzugt werden sollte.

(b) Werfen wir eine Reifizwecke auf einen Betonboden, so kann sie entweder auf der flachen
Seite liegen bleiben (Elementarereignis F') oder aber mit der Spitze schrig nach unten
(Elementarereignis S). Man kann also als Grundraum Q = {F, S} wéhlen. Es ist nicht
klar, ob ein Laplace Experiment ein addquates Modell fiir dieses Experiment darstellt.
Dies muss man mittels statistischer Methoden entscheiden.

Es hiangt von der Wahl des Grundraums ab, ob ein Experiment als Laplace Experiment
betrachtet werden kann:

Beispiel 1.2.2. a) Das Werfen eines Wiirfels kann auch als Experiment mit Grundraum
Q={1,...,100} und p; = -+ = pg = % und p7 = --- = p1go = 0 beschrieben werden.
Dieses Experiment ist nicht Laplacesch.
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b) Ein weniger triviales Beispiel ergibt sich wie folgt:

Zwei (nicht unterscheidbare) Miinzen werden gleichzeitig geworfen und das Ergebnis fest-
gestellt. Es konnen zweimal Kopf (KK), zweimal Zahl (ZZ) oder einmal Kopf und
einmal Zahl (KZ) auftreten. Wir kénnen demnach einen dreielementigen Grundraum
QN ={KK,KZ,7ZZ} wahlen. Allerdings beschreibt ein Laplacescher Wahrscheinlichkeits-
raum mit diesem Grundraum das Experiment nicht zutreffend.

Folgende Uberlegung zeigt, dass das Elementarereignis K Z die doppelte Wahrscheinlich-
keit im Vergleich zu KK (und auch im Vergleich zu ZZ) haben sollte.

Werfen wir ndmlich zwei unterscheidbare Miinzen, so kénnen wir als Grundraum =
{kk,kz, zk, zz} wihlen, wobei der erste Buchstabe das Ergebnis von Miinze 1 und der
zweite Buchstabe das Ergebnis von Miinze 2 wiedergibt. Nun ist die Annahme, dass al-
le Elementarereignisse gleich wahrscheinlich sind plausibel. Weil wir die Miinzen nicht
unterscheiden konnen, sind die Elementarereignisse £z und zk zu einem einzigen Ele-
mentarereignis K'Z verschmolzen, was aber dennoch Wahrscheinlichkeit 1/2 (und nicht
Wahrscheinlichkeit 1/3) haben sollte.

Um Wahrscheinlichkeiten in Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsrdumen zu berechnen muss
man die Anzahl gewisser Mengen bestimmen. In Anwendungen sind allerdings die Mengen
gewohnlich so grof}, dass man sie nicht mehr explizit aufschreiben kann (oder besser, will). In
diesem Fall bedient man sich der Kombinatorik, um die Elemente einer Menge abzuzéhlen.

Grundlage vieler kombinatorischer Uberlegungen ist folgender Abzihlsatz:

Satz 1.2.3. Es sei k eine natiirliche Zahl. Hat man k Fdcher Iy, ..., Fy zu belegen und hat
man ny Mdglichkeiten Fach Fy zu belegen, anschliefiend in jedem Fall ny Méglichkeiten Fach
Fy zu belegen, ..., ng Moglichkeiten Fach Fy zu belegen, so hat man insgesamt ny - ... - ny
Méglichkeiten die k Fdcher zu belegen.

Beispiel 1.2.4. Thorsten hat ein Bewerbungsgesprich und stellt dazu ein passendes Outfit
zusammen. Er hat 3 Hemden, 4 Krawatten und 2 Anziige. Er kann damit (von modischen
Uberlegungen abgesehen) 3 - 4 - 2 = 24 verschiedene Outfits zusammenstellen.

Beispiel 1.2.5. Sabine bewahrt ihre Socken einzeln und bunt gemischt in einer Schublade
auf. Morgens zieht sie zufillig zwei Socken heraus und zieht diese unbesehen an (Nur Spiesser
ziehen passende Socken an!). Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sabine zwei passende
Socken zieht, wenn sich insgesamt 10 (verschiedene) Paar Socken, also 20 einzelne Socken,
in der Schublade befinden?

Losung: Als Grundraum €2 wihlen wir die Menge von Paaren von Socken. Wir haben 20
Moglichkeiten eine erste Socke zu ziehen und anschlieBend noch 19 Méglichkeiten eine zweite
Socke zu ziehen. Also hat  genau 20 - 19 = 380 Elemente. Wir interessieren uns fiir das
Ereignis A, dass beide gezogenen Socken ein zusammengehorendes Paar bilden. Um in A zu
liegen haben wir wiederum 20 Moglichkeiten fiir die erste Socke. Bei der zweiten haben wir
jedoch keine Wahl mehr, wir miissen die eine passende Socke wihlen. Also hat die Menge A
genau 20 - 1 = 20 Elemente. Demnach erhalten wir
_#A 20 1

= — =~ 0,0526.

]P(A)_#Q_%_lg

Das Zufallsexperiment in Beispiel gehort zu einer Klasse von Laplace Experimenten,
bei denen sich die Anzahl der Elemente von Mengen mittels sogenannter Urnenmodellen
bestimmen lassen. Bei solchen Modellen haben wir eine Urne mit n Kugeln, die von 1 bis n
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durchnummeriert sind. Aus diesen Kugeln ziehen wir nacheinander & Kugeln zufillig. Dabei
miissen wir unterscheiden, ob wir gezogene Kugeln wieder zuriicklegen (ziehen mit/ohne
Zuriicklegen) und ob wir die Reihenfolge, in der wir die Kugeln ziehen, beachten (ziehen
mit/ohne Beachten der Reihenfolge). In Beispiel haben wir ohne Zuriicklegen und mit
Beachten der Reihenfolge gezogen.

Ziehen mit Zuriicklegen mit Beachtung der Reihenfolge:
In diesem Fall haben wir in jedem Zug n Moglichkeiten, nach dem Abzéhlsatz also ins-
gesamt n* Maglichkeiten.

Als Beispiel betrachten wir das 100-malige Werfen eines Wiirfels. Wir ziehen aus den
Zahlen von 1 bis 6 (n = 6) mit Zuriicklegen (geworfene Zahlen diirfen wieder geworfen
werden) 100 Zahlen heraus (k = 100). Wir beachten die Reihenfolge, denn wir merken
uns welche Zahl wir als erstes, zweites, usw. gewiirfelt haben. Insgesamt gibt es also 6'%°
Moglichkeiten.

Ziehen ohne Zuriicklegen mit Beachtung der Reihenfolge:
Beachte dass in diesem Fall & < n sein muss. Hier haben wir fiir die erste Position n

Moglichkeiten, fiir die zweite noch n — 1, fiir die dritte noch n — 2, ..., fiir die k-te noch
n — (k—1). Wir haben alson-(n—1)-...-(n — (k — 1)) Moglichkeiten. Wir erinnern uns,
dass die Fakultét einer Zahl m € N definiert ist durch m! :=m-(m —1)-----2-1. Es gilt

Ist n = k, so ist das Ergebnis des Ziehens ohne Zuriicklegen gerade eine gewisse Reihen-
folge der Zahlen 1 bis n. Dafiir gibt es n! Moglichkeiten.

Ein Beispiel dieser Art des Ziehens tritt beim Elfmeterschieffen im Fufiball auf. Es miissen
aus den elf Spielern einer Fuflballmanschaft fiinf Elfmeterschiitzen (in einer bestimmten
Schuss-Reihenfolge) ausgewiihlt werden. Hierfiir gibt es 16—1!! = 55.440 Moglichkeiten.

Ziehen ohne Zuriicklegen ohne Beachtung der Reihenfolge:

Um diese Moglichkeiten abzuzéhlen, ziehen wir zunichst mit Beachtung der Reihenfol-
ge. Dafiir gibt es genau n!/(n — k)! Moglichkeiten. Allerdings haben wir alle Moglichkeiten
mehrfach gezdhlt und zwar immer dann, wenn die gleichen Kugeln lediglich, in anderer Rei-
henfolge gezogen wurden. Da es k! Moglichkeiten gibt k& Kugeln anzuordnen, haben wir also
jedes mogliche Ergebnis k! mal gezihlt. Also gibt es

(1) = mom

Moglichkeiten aus n Zahlen k ohne Zuriicklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge zu
ziehen. Die Zahl (Z) heifit Binomialkoeffizient “n iiber k”.

Beispielsweise gibt es (469) mogliche Ergebnisse beim Lotto “6 aus 49”7, denn es wer-

den 6 Zahlen ohne Zuriicklegen aus 49 gezogen und es kommt beim Ergebnis nicht auf die
Reihenfolge an, in der die Zahlen gezogen wurden.

Ziehen mit Zuriicklegen ohne Beachtung der Reihenfolge:

Wabhrscheinlichkeitsriume, die diesem Modell folgen, sind in der Regel nicht Laplacesch.
Da die Diskussion dieses Modells dariiberhinaus sehr aufwendig wiére, iibergehen wir es. In
der Praxis empfiehlt sich meist, die Reihenfolge zu beachten, auch wenn sie unwichtig wire.

Wir verwenden Urnenmodelle nun in einigen konkreten Laplace Experimenten um Wahr-
scheinlichkeiten auszurechnen.
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Beispiel 1.2.6. Auf einer Party sind n Personen anwesend. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
haben mindestens zwei von ihnen am gleichen Tag Geburtstag?

Wir nehmen vereinfachend an, das Jahr hat immer 365 Tage (lassen also den 29. Fe-
bruar unter den Tisch fallen). Wir nehmen weiterhin vereinfachend an, dass alle Tage als
Geburtstage gleichwahrscheinlich sind (Dies ist nicht realistisch, allerdings kann man zeigen,
dass bei unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten fiir die verschiedenen Tage die Wahrschein-
lichkeit, dass mindestens zwei Personen am gleichen Tag Geburtstag haben héchstens grofer
wird). Zu guter letzt nehmen wir noch an, dass weniger als 365 Personen auf der Party sind
(sonst haben sicher mindestens zwei am selben Tag Geburtstag).

Als Grundmenge ) wihlen wir alle méglichen n-Tupel von Tagen. Dabei bezeichne der j-
te Eintrag gerade den Geburtstag der j-ten Person. Die Geburtstage werden mit Zuriicklegen
gezogen, ) hat also 365" Elemente. Es ist einfacher, statt des Ereignisses A, das mindestens
zwei Personen am gleichen Tag Geburtstag haben, das komplementire Ereignis A€ zu be-
trachten. A° besagt gerade, dass alle n Personen an verschiedenen Tagen Geburtstag haben.
Dies entspricht gerade Ziehen ohne Zuriicklegen (ein bereits verwendeter Geburtstag darf
nicht wieder gezogen werden), A€ hat also (365)!/(365 — n)! Elemente.

Folglich ist

365)!/(365 — n)! 365-364-...- (365 —n+1)

P(A) = 1—P(A%) =1 =1 .
365" 365 - 365 - ... 365

Die folgende Tabelle enthélt die Werte von P(A) (gerundet auf 4 Nachkommastellen) fiir
einige Werte von n:

n | 2 7 10 23 50
P(A) || 0,0027 0,0562 0,1169 0,5073 0,9704

Beispiel 1.2.7. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit fiir “4 Richtige” beim Lotto 6 aus 497

Wir hatten bereits gesehen, dass Grundmenge €2 aller 6-elementiger Teilmengen der
Zahlen von 1 bis 49 gerade (469) Elemente hat. Wir interessieren uns fiir das Ereignis A
“4 Richtige”, also dass genau 4 Zahlen des Tipps tatséchlich gezogen werden. Die Menge
A besteht aus denjenigen 6-elementigen Teilmengen der Zahlen von 1 bis 49, die genau 4
der 6 angekreuzten Zahlen (und 2 der 43 nicht angekreuzten Zahlen) erhalten. Es gibt (2)
Moglichkeiten, 4 der angekreuzten Zahlen auszuwéhlen, und zu jeder dieser Moglichkeiten
gibt es (423) Moglichkeiten, diese mit nicht angekreuzten Zahlen aufzufiillen. Es ist also

6\ (43
P(A) = W(5) _ 13545 ~ 0,00097.

(469) ~ 13.983.816

Das letzte Beispiel gehort zu den sogenannten Hypergeometrischen Modellen: Es wird aus
einer Menge von Objekten gezogen, die unterschiedlich markiert sind.

Allgemeiner betrachtet man eine Urne mit n Kugeln, die eines von r verschiedenen Merk-
malen (“Farben”) aufweisen. Es gibt ny Kugeln der Farbe 1, ny Kugeln der Farbe 2, ..., n,
Kugeln der Farbe r. Natiirlich soll n; + ng + - - - + n, = n gelten. Nun interessiert man sich
fiir das Ereignis beim Ziehen von £ Kugeln genau k; Kugeln der Farbe j zu ziehen, wobei
k14 .- -+ k, =k ist. Wir nehmen an, dass Kugeln auch dann unterscheidbar sind, wenn sie

die gleiche Farbe haben. Es gibt
niy ng Ny
i )\ )
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Mboglichkeiten, fiir jede Farbe j genau k; Kugeln der Farbe j zu ziehen. Die Wahrscheinlichkeit
dieses Ereignisses ist also
(o) Gz) -+~ (i)

(%)
Beispiel 1.2.8. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, beim Poker ein “Full House” zu ziehen?
Beim Poker gibt es 52 Karten, jeder von 13 Werten kommt 4-mal vor. In einem ersten
Schritt (den wir hier ausschliefilich betrachten) zieht man zufillig 5 Karten. Von einem Full
House spricht man, wenn 3 Karten einen Wert und 2 Karten den selben anderen Wert haben.
Insgesamt gibt es (552) = 2.598.960 verschiedene Pokerhinde (= Moglichkeiten, die 5
Karten zu ziehen, wobei die Reihenfolge keine Rolle spielt, aber verschiedene Karten des
selben Werts unterschieden werden kénnen). Wir berechnen zunéchst die Wahrscheinlichkeit
ein Full House mit 3 Assen und 2 Koénigen zu bekommen. Dazu unterteilen wir die 52 Karten
in 3 Klassen: Asse, Konige und sonstige Karten. Es gibt (g) (3) = 24 Moglichkeiten genau
3 Asse und 2 Konige zu ziehen. Die Wahrscheinlichkeit ein Full House mit 3 Assen und 2

Konigen zu erhalten ist demnach 24/2.598.960.

Offensichtlich ist dies auch die Wahrscheinlichkeit fiir ein Full House mit 3 Koénigen und
zwel Assen, sowie die Wahrscheinlichkeit fiir ein Full House mit 3 Damen und 2 Achtern etc.
Bezeichnet also A das Ereignis “Full House” und A;; fiir

i,7 €42,3,4,5,6,7,8,9,10, Bube, Dame, Kénig, Ass} =: K

mit ¢ # j das Ereignis “Full House mit 3 7 und 2 j” so ist wegen der Additivitit (beachte,
Aij N A = 0 fiie (i, ) # (k,1))

13 () ()

P(A)= > Py =1y 2~ 0,0014,
1,J €K, iF#] 5
denn es gibt % Moglichkeiten zwei Elemente aus K ohne Zuriickzulegen zu ziehen.

1.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhéngigkeit

In vielen Situationen hat man, schon bevor das Ergebnis eines Zufallsexperiments bekannt
ist, eine gewisse Teilinformation. Ein Kartenspieler, beispielsweise, kennt seine eigenen Kar-
ten, nicht aber die der anderen Mitspieler. Natiirlich wird er diese Information bei der
FEinschiatzung von Wahrscheinlichkeiten beriicksichtigen. Beispielsweise wird er, wenn er
selbst 2 Asse besitzt, die Wahrscheinlichkeit, dass sein linker Nachbar mindestens ein Ass
hat, geringer einschitzen als wenn er selbst kein Ass besitzt.

Um diese Idee zu formalisieren, moéchte man eine “Wahrscheinlichkeit gegeben eine Zu-
satzinformation” definieren. Die Zusatzinformation ist das Wissen, dass ein gewisses Ereignis
B (z.B. “ich selbst habe 2 Asse”) eingetreten ist. Im Falle eines Laplace Wahrscheinlichkeits-
raums kann man diese Idee verwirklichen, indem man den Grundraum einschrinkt: Man
berticksichtig nur noch Elementarereignisse, die in B liegen. Schreibt man P(A|B) (lies: Die
Wahrscheinlichkeit von A gegeben B), so erhilt man

P(AB) = 7%;?33).
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Berticksichtigt man noch, dass P(ANB) = #(ANB)/#Q und P(B) = #B/# ist, so erhélt

man

P(4|B) = DANDB) (];4(;;9 )

Diese Gleichung ist auch noch sinnvoll, wenn wir auf einem beliebigen endlichen Wahrschein-
lichkeitsraum sind. Wir definieren also

Definition 1.3.1. Es sei (£2,P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und B ein Ereignis
mit positiver Wahrscheinlichkeit. Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) von A gegeben B

ist definiert als

P(A|B) = W

FEine bedingte Wahrscheinlichkeit ist in der Tat eine Wahrscheinlichkeit:

Lemma 1.3.2. Sei (Q,P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und B C Q mit P(B) >
0. Dann ist die Abbildung A — P(A|B) ein Wahrscheinlichkeitsmafi auf Q und auch ein
Wahrscheinlichkeitsmafl auf B.

Beweis. Weil § C ANB C B ist, folgt aus Proposition [1.1.5 (a), dass 0 = P(0) < P(ANB) <
P(B) und somit 0 < P(A|B) <1 fiir alle A C Q ist.
Weil QN B = B gilt trivialerweise P(Q2|B) = 1. Auch P(B|B) = 1 ist offensichtlich.
Sind schlieBlich Ay, Ay unvereinbar, so sind auch A1NB und A3NB unvereinbar. Weil aber
(A1UA2)NB = (A1NB)U(A2NB) ist, folgt aus der Additivitét von P, dass P((A;UA2)NB)) =
IP(AI N B) + ]P(A2 N B) Also
P((Ai;UA2)NB)) PAINB) P(A2NB)

P(A1UA2|B) = IP(B) = IP(B) + IP(B) :]P)(AHB)—FP(AQ‘B)

O]

Insbesondere gelten also die Aussagen von Proposition fiir bedingte Wahrschein-
lichkeiten.

Beispiel 1.3.3. Beim Skat werden 32 Karten wie folgt aufgeteilt: Jeder der drei Spieler
erhélt 10 Karten und die restlichen beiden Karten werden verdeckt auf den Tisch gelegt;
man sagt sie “kommen in den Skat”. Beriicksichtigt man die Reihenfolge der Spieler (Geben-
Sagen-Horen), so gibt es insgesamt (?g) (fg) (}g) verschiedene Skat Spiele. (Der Geber erhilt
10 von den 32 Karten, der Sager erhélt 10 von den verbliebenen 22 Karten, der Horer erhélt
10 von den verbliebenen 12 Karten; offensichtlich ist die Reihenfolge, in der die Karten
verteilt werden, unerheblich und wir kénnen die Reihenfolge so wihlen, dass die Rechnungen
moglichst einfach wird). Unter den 32 Karten befinden sich 4 Asse.

Sei A das Ereignis, dass der Sager mindestens ein Ass erhélt, und B das Ereignis, dass der
Geber zwei Asse hat. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit P(A), dass der Sager mindestens ein
Ass erhilt und die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B), dass der Sager mindestens ein Ass
erhélt gegeben, die Information, dass der Geber (genau) zwei Asse hat, berechnen. Auch hier
ist es leichter, das komplementére Ereignis A€, dass der Sager kein Ass erhélt, zu betrachten.

Das Ereignis A€ tritt in (fg) (fg) (%(2)) Féllen ein. Dies berechnet sich wie folgt: Zunéchst
bekommt der Sager 10 von den 28 Karten, die kein Ass sind. Dann bekommt der Geber
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10 Karten, die aus den iibrigen 18 Karten plus den 4 Assen ausgewihlt wurden. Zuletzt
bekommt der Hérer 10 von den dann verbliebenen 12 Karten. Daher

(o) (50) (10) _ (o)
P(A°) = = 100~ 0,2034,
(10) (o) (o)~ (io)
also P(A) = 0,7966. Der Sager erhélt also in etwa 80 % der Fille mindestens ein Ass.

Das FEreignis B, der Geber hat zwei Asse, tritt in (3) (288) @g) Gg) Fillen auf (zunéchst
geben wir dem Geber 2 der 4 Asse und 8 der 28 nicht-Asse, dann dem Sager 10 der iibrigen
22 Karten und dem Hoérer 10 der verbliebenen 12). Das Ereignis B N A€, dass der Geber 2
Asse, der Sager aber kein Ass erhélt, tritt in (;L) (288) (38) (}3) Féllen auf (der Geber bekommt
2 Asse und 8 nicht-Asse, der Sager bekommt 10 von den verbliebenen 20 nicht-Assen, der

Horer 10 von den verbliebenen 10 nicht-Assen plus 2 Asse). Es ist also

HEYE () (29

pap) = D)0 bo) - ho) g oes7
() (5) () () ()

Also ist P(A|B) ~ 0,7143. Wenn der Geber also wei}, dass er zwei Asse hat, wird er die

Wahrscheinlichkeit, dass der Sager mindestens ein Ass hat, nur noch auf 71% einschétzen.

Die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit 14sst sich wie folgt umformulieren: P(AN
B) =P(A|B)P(B). Diese Formel lésst sich auch auf endlich viele Ereignisse ausdehnen:

Proposition 1.3.4. (Multiplikationsregel) Es seien Ay, ..., A, Ereignisse in einem endli-
chen Wahrscheinlichkeitsraum derart, dass P(A1N...N Ay,) > 0. Dann ist

IP(Al N... ﬂAn) = IP(An’Al n.. .ﬂAn_l) 'IP(An_1|A1 n... ﬂAn_g) A ]P(A2|A1) IP(Al) .

Beispiel 1.3.5. Eine Urne enthalte 10 rote und 10 blaue Kugeln. Nun wird eine Kugel
gezogen und diese wird dann, zusammen mit 5 Kugeln der gleichen Farbe, zuriickgelegt.
Dies wird insgesamt dreimal ausgefithrt. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass dreimal
eine rote Kugel gezogen wird?

Es sei A; das Ereignis, dass im j-ten Versuch eine rote Kugel gezogen wurde. Mit der
Multiplikationsregel ist

2 1
]P(Al NAsN Ag) = IP(A3|A2 N Al)IP(AQ‘Al)IP(Al) = g = 5 = —.

In der Tat, wurden im ersten und zweiten Versuch rote Kugeln gezogen, so befinden sich
im dritten Versuch 20 rote und 10 blaue Kugeln in der Urne, sodass die bedingte Wahr-
scheinlichkeit P(As|A; U A2), eine rote zu ziehen, 2/3 ist. Wurde im ersten Versuch eine rote
gezogen, so befinden sich beim zweiten Versuch 15 rote und 10 blaue Kugeln in der Urne,

sodass P(Az|A;) = 3/5 ist.

Nun kommen wir zu zwei wichtigen Aussagen iiber bedingte Wahrscheinlichkeiten. In der
Formulierung verwenden wir den Begriff der Partition. Eine Partition einer Menge €2 ist eine
Folge ©4,...,€Q, von Teilmengen von {2 derart, dass

(i) die Mengen §2; paarweise disjunkt sind, also €; N Q; = 0 fur ¢ # j und

(ii) die Vereinigung aller 2; gerade € ist, also J7_; ; = Q.
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Die Menge €2 wird also in die Mengen 2, ...,€, “zerlegt”; jedes Element von ) ist genau
in einer der Mengen (); enthalten.

Beispiel 1.3.6. Eine hiufig verwendete Partition ist die folgende: Es sei B C 2 eine Teil-
menge. Dann definiert 21 := B und )y := B¢ eine Partition von 2. Es sind ndmlich £2; und
Qo disjunkt und es ist 21 U Qs = Q.

Satz 1.3.7. Es sei (2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und Qq, ...,y eine Par-
tition von 2.

(1) (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit) Fir A C Q gilt
P(A) =) P(AQ)P(y),
j=1

wobei wir fir P(2;) = 0 das Produkt P(A|Q;)P(2;) als 0 festlegen.
(2) (Formel von Bayes) Fir A C Q mit P(A) > 0 gilt

P(Q;)P(AIQ;)  P(Q)P(A|Q)

P(Q;|A) = P(A) O PA|Q)P(Q)

Beweis. Aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit folgt P(B|C)-P(C) = P(BNC)
fiir Ergebnisse B, C' C ().

(1) Weil Q die disjunkte Vereinigung der €2; ist, ist A die disjunkte Vereinigung der ANSQ;.
Wegen der Additivitéit von P folgt

P(4) = S P(AN0) = 3 R(AI0)P(0,)
i=1 j=1

(2) Es gilt
P(Q;[A)P(A) = P(Q2; N A) = P(A]Q;) - P(;),

woraus die erste Gleichheit folgt. Die zweite Gleichheit folgt aus (1). O

Beispiel 1.3.8. Ein Unternehmen bezieht ein elektronisches Bauteil von drei verschiedenen
Zulieferern I, IT und III. Dabei stammen von I 50% der Bauteile, von IT und IIT jeweils 25%
der Bauteile. Aus Erfahrung ist bekannt, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein Bauteil defekt
ist, bei Lieferant I 1%, bei Lieferant IT 2% und bei Lieferant ITI sogar 4% betrégt.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein zufiillig ausgew#hltes Bauteil defekt? Es sei A das
Ereignis “Das Bauteil ist defekt” und B; das Ereignis “Das Bauteil stammt von Lieferant
j7. Nach dem Satz iiber die totale Wahrscheinlichkeit gilt

IP(A) = IP(A|B])IP(B[) + IP(A|B][)IP(B]]) + ]P(A‘B[[])P(B[[[)
=0,01-0,54+0,02-0,25+0,04-0,25 = 0,02.

Es wird ein defektes Bauteil entdeckt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt es von
Lieferant I7 Nach dem Satz von Bayes ist
P(A|B;)P(By) ~0,01-0,5 1

P(B;|A) = P (4) =0 1
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Beispiel 1.3.9. Ein Test auf eine bestimmte Krankheit erkennt mit 99% Wahrscheinlichkeit
eine erkrankte Person als krank (= “Sensitivitdt”). Die Wahrscheinlichkeit, dass eine nicht
erkrankte Person als gesund erkannt wird, betrage 95% (= “Spezifitit”). Es ist bekannt, dass
1% der Bevolkerung an dieser Krankheit leiden. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit an der
Krankheit zu leiden, wenn der Test zu dem Ergebnis kommt, dass man krank ist?

Es sei A das Ereignis “Person ist krank” und B das Ereignis “Test ist positiv”’. Nach
obigen Angaben ist also P(A) = 0,01, P(B|A) = 0,99 und P(B¢|A¢) = 0,95, also P(B|A¢) =
0,05. Nach dem Satz von Bayes ist

P(B|A)P(A) 0,99-0,01 1

P(A|B) = _ _1
(41B) P(B|A)P(A) + P(B|A°)P(A°) ~ 0,99-0,01+0,05-0,99 6

Als néchstes definieren wir den wichtigen Begriff der Unabhdngigkeit.
Definition 1.3.10. Es sei (2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum.
(i) Zwei Ereignisse A, B C  heien unabhdngig, wenn P(AN B) = P(A)P(B).

(ii) Allgemeiner heifit eine Familie von Ereignissen unabhingig, falls fiir alle k = 1,...,n
und alle Indizes 1 <171 < --- < i < n stets

gilt.

(iii) Eine Familie von Ereignissen Ay, ..., A, C 2 heifit paarweise unabhingig, falls je zwei
Ereignisse A; und A; mit j # ¢ unabhéngig sind.

Sind A und B unabhingig und ist P(A) > 0, so ist

P(B|4) = P(ﬁ(;‘f ) _ P(ﬁggm — P(B).

Die bedingte Wahrscheinlichkeit von B gegeben A ist also gleich der Wahrscheinlichkeit
von B. Mit anderen Worten, die Kenntnis, dass A eingetreten ist, ldsst keine Riickschliisse
dariiber zu, ob B eingetreten ist.

Beispiel 1.3.11. Wir werfen eine faire Miinze zweimal. Als Grundmenge wéhlen wir Q) =
{KK,KZ,ZK,ZZ}; wir unterstellen, dass alle Elementarereignisse gleich wahrscheinlich
sind. Wie betrachten folgende Ereignisse:

A1 ={ZZ,ZK} = Im ersten Wurf fillt Zahl
Ay ={KK,ZK} = Im zweiten Wurf fillt Kopf
As = {KZ,ZK} = Verschiedene Ausginge im ersten und zweiten Wurf.

Dann ist P(A;) = P(A2) = P(A3) = 1/2. Weiter ist P(41 N A2) =P({ZK})=1/4=1/2-
1/2 =1P(A;)-P(Az). Also sind A; und Az unabhéngig. Weil P(A1NA3) =P({ZK}) =1/4 =
P(A;)-IP(As3) ist, sind auch A; und A3 unabhéngig. Wegen P(A2NAs) = 1/4 = P(Az)-P(As)
sind auch A2 und A3 unabhéngig. Allerdings ist P(A1NA3NA3) =P{ZK})=1/4#1/8 =
P(A1)P(Az)P(A3). Daher sind Aq, A, Az nicht unabhéngig.

Paarweise unabhéngige Ereignisse miissen also nicht unabhéngig sein.
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1.4 Wiederholung von Zufallsexperimenten

Wir erinnern uns, dass Wahrscheinlichkeiten in gewissem Sinne relative H&éufigkeiten re-
prasentieren sollen. Relative H&aufigkeiten wiederum kann man bilden, wenn man einen
zufilligen Vorgang beliebig oft und gleichen Bedingungen wiederholen kann. Es fehlt al-
lerdings noch ein mathematisches Modell fiir ein wiederholtes Experiment.

Nehmen wir also an, wir haben Modelle (21,P1),...,(Q,,P,) fir gewisse Zufallsexpe-
rimente. Fithren wir diese Experimente nacheinander und unabhéngig voneinander aus, so
bietet sich als Grundmenge fiir das zusammengesetzte Experiment das kartesische Produkt

Q=M x - xQ={w=(w1,...,wp) 1w; € fiiri=1,...,n}
an. Jedes Versuchsergebnis w € € ist also ein n-Tupel (w1, ...,wy), wobei die i-te Kompo-
nente w; € ; gerade den Ausgang des i-ten Zufallsexperiments angibt. Das Wahrscheinlich-
keitsmaf ist eindeutig festgelegt, wenn wir fiir Elementarereignisse verlangen, dass

P({(w1,...,wn)}) =P1®@ - @Pp({(wr,...,wn)}) = P1({wi}) ... Pu({wn}).
Wir nennen (Q, P) das Produkt der Wahrscheinlichkeitsrdume (Q1,P1),. .., (Qn, Py).

Beispiel 1.4.1. Es sei Q; = {K,Z} und P({K}) = P({Z}) = . Dann beschreibt (Q;,P)
das Werfen einer fairen Miinze. Es sei weiter Qg = {1,2,3,4,5,6} und P({j}) = #, sodass
(Q2,P2) das Werfen eines Wiirfels modelliert.

Das Produkt (21 x Q9,P; ® Py) beschreibt das Experiment, zunéchst eine Miinze zu
werfen und dann einen Wiirfel zu werfen. Wir haben

O x Q9 ={(K,1),(K,2),(K;3),(K,4),(K,5), (K,6)
(Z,1),(2,2),(2,3),(Z,4),(Z,5),(Z,6)}.
Zusammen mit dem Produktmafl P1 ® Py ist 21 x o ein Laplacescher Wahrscheinlichkeits-
raum. In der Tat hat Q1 x Qs genau 12 Elemente und es ist (Py ® P2)({i,j)}) =1 & = &
firi e {K,Z} und j € {1,2,...,6} nach Definition des ProduktmaSfes.

Wir haben behauptet, das Produkt von Wahrscheinlichkeitsrdumen modelliert die un-
abhdngige Ausfiihrung von Zufallsexperimenten. Wir wollen dies nun prézisieren. Ist A; eine
Teilmenge von §2;, so wird das Ereignis “Im i-ten Experiment tritt Ereignis A; ein” im
zusammengesetzten Modell beschrieben durch die Menge

{(wi,...,wi_l,w,wiﬂ,...,wn) LWy EAl} =0 x ... xQ_1 xA; % Qi+l X ... X Q, = A;.

Sind nun A; C Qy,..., A, C €, gegeben, so sind die Ereignisse A1, ..., A, unabhiingig.
Wir iiberpriifen dies im Fall n = 2. Der allgemeine Fall ist dhnlich, aber komplizierter
aufzuschreiben. Es ist

f_ll QAQ = {(wl,LL)Q) tw1 € Al wo € AQ} = A; x As.

Daher ist

P(ANndy)= > PHw}) = > Pi({wa}) - Po({wa})

weA XAz (w1,w2)EAI X A2

= Z IP1({M1}) Z IPQ({WQ}):IPl(Al)IPQ(A2)

w1€A1 w2€A2
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= P(A1)P(Ay),

was die behauptete Unabhiingigkeit zeigt. Beachte, dass insbesondere P(A; x As) = P1 (A1) x
IPQ (AQ) gilt.

Wir betrachten nun die n-malige Wiederholung eines Zufallsexperiments und berechnen
einige interessante Wahrscheinlichkeiten.

Sei also (©2,P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und betrachte  := Q" := Q x
<o x Q (n-mal) und P :=P®" :=P®---®@P.

Beispiel 1.4.2. Wir betrachten ein Ereignis A C Q und interessieren uns dafiir, wie oft
dieses Ereignis beim n-maligen Wiederholen des Versuches auftritt. Wir schreiben p = IP(A).
Bezeichnet Ej, das Ereignis (in ), dass bei n Versuchen das Ereignis A genau k-mal auftritt,
so suchen wir die Wahrscheinlichkeit von Fj.

Es ist By = A¢ x --- x A° und daher P(Ey) = P(A¢)-... - P(4°) = (1 —p)". Fiir k = 1
zerlegen wir das Ereignis F wie folgt:

Ei=(Ax A% ... xAYVU(A X AX A% - x A°)U...U(A°x - x A° x A).

Wir haben also F; disjunkt zerlegt in n Mengen, die jeweils Produkte der Mengen A und
A€ sind. Dabei steht in der j-ten Menge genau an der Stelle j ein Faktor A und alle anderen
Faktoren sind A¢. Die Wahrscheinlichkeit einer solchen Menge ist p(1 — p)"~!. Daher ist
P(E;) = np(1 —p)"~".

Allgemeiner sieht man, dass

P(Ey) = (Z)pk(l —p)"F.

Man argumentiert hier wie folgt: Man zerlegt E in Produkte wie oben, wobei in den Pro-
dukten an k Stellen A und an den restlichen n — k Stellen A€ steht. Ein solches kartesisches
Produkt hat (unter P) Wahrscheinlichkeit p*(1—p)"~". Da es aber gerade (}) Moglichkeiten
gibt, aus n Positionen k fiir die A’s auszuwéhlen, hat man Fj in (Z) disjunkte Mengen mit
jeweils Wahrscheinlichkeit p¥(1 — p)"~* zerlegt.

In der Situation von Beispiel verwendet folgende Terminologie: Der Parameter p
heilt Erfolgswahrscheinlichkeit. Ein einmaliges Durchfithren des Experiments liefert entweder
“Erfolg” (oben: A tritt ein) und das mit Wahrscheinlichkeit p oder “Misserfolg” (oben: A¢
tritt ein) und das mit Wahrscheinlichkeit 1 — p. Ein solches Experiment heifit Bernoulli-
Experiment.

Fiihrt man ein Bernoulli-Experiment n mal durch und zihlt die Anzahl der Erfolge, so
erhiilt man eine Zahl in der Menge {0, 1, ..., n}. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit P({k}), dass
man genau k-mal Erfolg hatte, gerade (Z) p*(1—p)"~*. Nun ist IP ein Wahrscheinlichkeitsmaf,
da P(k) > 0 fiir k € {0,...,n} und

n

PRUCHEDS (Z)p’“u —p) = (- p) =1 =1
k=0

k=0

wegen des Binomialsatzes. Dieses Mafl nennt man Binomialverteilung mit Parametern n und
p, in Zeichen Bin(n, p)-Verteilung.

Eine weitere interessante Frage beim Wiederholen von Zufallsexperimenten hatten wir
in Beispiel |1.1.1}(c) gesehen. Wir kénnen ein Bernoulli-Experiment wiederholen bis wir zum
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ersten Mal Erfolg hatten, und fragen wie lange das dauert. Beachte, dass in diesem Fall die
Grundmenge 2 = IN U {00} nicht endlich ist, und wir deshalb bisher keine Wahrscheinlich-
keitsmafle auf ihr definieren kénnen. Wir wollen nun den Begriff des Wahrscheinlichkeits-
raums erweitern und auch “kleine ” unendliche Grundmengen wie N und Z zulassen, nicht
aber so grofle wie R.

Definition 1.4.3. Eine Menge M heifit (hichstens) abzihlbar, falls es eine surjektive Ab-
bildung o : N — M gibt.

Beispiel 1.4.4. e Jede endliche Menge ist abzihlbar.
e N ist abzéhlbar; wihle z.B. die Identitat als «.
e 7 ist abzahlbar; wihle z.B.

a(n) = {—”51 falls n ungerade

5 falls n gerade

Q ist abzahlbar.

Teilmengen abzéhlbarer Mengen sind abzéhlbar.

e Vereinigungen von abzéhlbar vielen abzédhlbaren Mengen sind abzédhlbar.
e R ist nicht abzéihlbar.
e Kein Intervall (a,b) oder [a,b] mit a < b ist abz&hlbar.

Definition 1.4.5. Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar (€2, P), bestehend aus
einer hochstens abzéhlbaren Menge €2 und einer Abbildung P : &2(Q2) — [0, 1] mit folgenden
Eigenschaften:

(i) P(©2) =1 (Normiertheit)

(ii) Ist (Ag)ren eine Folge paarweise disjunkter Teilmengen von (2, so ist

IP( U Ak) =3 P(4y).
k=1 k=1
Diese Eigenschaft heifit o- Additivitdt.

Wir miissen uns iiberlegen, dass das Konzept des diskreten Wahrscheinlichkeitsraums in
der Tat das Konzept des endlichen Wahrscheinlichkeitsraums verallgemeinert.

Proposition 1.4.6. a) Jeder endliche Wahrscheinlichkeitsraum (Q,P) ist auch diskreter
Wahrscheinlichkeitsraum.

b) Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (2, P) ist ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum,
falls Q endlich viele Elemente hat.
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Beweis. a) Sei (€2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum. Da jede endliche Menge abzéhlbar
ist, ist 2 abzdhlbar, und Bedingung (i) aus der Definition des diskreten Wahrscheinlichkeits-
raums stimmt mit Bedingung (i) aus der Definition des endlichen Wahrscheinlichkeitsraum
iiberein.

Weisen wir Bedingung (ii) nach. Sei (Ag)ren eine Folge paarweise disjunkter Teilmengen
von ). Dann sind alle A, aufler endlich vielen leer: Es gibt ein n € N mit A = ) fiir alle
k > n. Nun folgt aus Proposition [1.1.5(1) und (4), dass

IP( G Ak) :IP< LnJ Ak.> - iP(Ak) - iP(Ak).
k=1 k=1 k=1 k=1

Also ist (Q,P) abzihlbarer Wahrscheinlichkeitsraum.

b) Sei (2, P) ein abzéhlbarer Wahrscheinlichkeitsraum, fiir den €2 endlich ist. Zeigen wir,
dass (€2, P) endlicher Wahrscheinlichkeitsraum ist. Bedingung (i) iibertréigt sich direkt. Zum
Nachweis von (ii) seien A, B C 2 unvereinbar. Wir setzen 41 = A, Ay = B und Aj, = 0 fiir
k > 3. Nun folgt Bedingung (ii) aus Bedingung (ii) fiir abzéhlbare Wahrscheinlichkeitsraume.

U

Bemerkung 1.4.7. Ist (Q,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und ist € abzahlbar
unendlich, so kann man die Elemente von Q aufzihlen, es ist also Q = {wy : k € IN}. Setzt
man nun P({wy}) =: px so erhélt man aus der o-Additivitét, dass

P(A) = Y mi (L1)

wpEA

Ist umgekehrt eine Folge py mit > 72, pr = 1 gegeben, so definiert (L.I)) ein Wahrschein-
lichkeitsmaf} auf 2. Die o-Additivitéit folgt hierbei aus dem “groflen Umordnungssatz”’ der
Analysis.

Beispiel 1.4.8. Kommen wir nun auf die Frage zuriick, wie viele Versuche bis zum ersten
Erfolg eines Bernoulli Experiment nétig sind. Die Wahrscheinlichkeit des Elementarereig-
nisses k£ (“Im k-ten Versuch hat man zum ersten Mal Erfolg”) ist p(1 — p)*~!, denn dies
ist bei k-maliger Wiederholung des Versuches die Wahrscheinlichkeit dafiir, in Versuchen
1,2,...,k — 1 Misserfolg und in Versuch k Erfolg zu beobachten.

Beachte, dass fiir ¢ € (0,1) gerade Y oo y¢" = (1 — ¢)~! (Geometrische Reihe). Damit
erhilt man

SRR = p(1 -t =Y (1 p) =pr =1
k=1 k=1

= (1-p)

und somit P({oo}) = 0. Es wire also nicht notwendig gewesen, das Ergebnis oo, dass der
Erfolg tiberhaupt nie eintritt, in den Grundraum einzuschlieBen. Wir haben ein Wahrschein-
lichkeitsmafl auf IN via

P(A)=> p(1—p)F!

keA

definiert. Dieses Wahrscheinlichkeitsmaf heifit geometrische Verteilung mit Erfolgswahrschein-
lichkeit p, in Zeichen Geom(p).
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1.5 Zufallsvariablen und ihre Momente

Bei vielen Zufallsexperimenten interessiert nicht so sehr der tatsédchliche Ausgang w des
Experiments, sondern vielmehr eine bestimmte Gréfie X (w), die vom Ausgang des Experi-
mentes abhéngt. Spielt man beispielsweise Lotto (das Ergebnis w ist also eine 6-elementige
Teilmenge der Zahlen von 1 bis 49), so ist man primér am Gewinn interessiert (der aber
natiirlich von w) abhéngt.

Besteht das Zufallsexperiment darin, zufillig einen Bewohner Ulms auszuwéhlen, so sind
(gerade bei statistischen Untersuchungen) lediglich bestimmte Aspekte der Person inter-
essant, z.B. das Alter oder das Einkommen der Person.

Definition 1.5.1. Es sei (€2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Zufallsvariable
ist eine Abbildung X : Q — R.

Beachte, dass der Wertebereich X () := {X(w) : w € Q} ebenfalls abzéhlbar ist. Die
Verteilung von X ist das Wahrscheinlichkeitsmafl Px auf X (€2) gegeben durch

Px({z}) =P{we Q: X(w) =z}).

Manchmal verwendet man auch den Begriff Zihldichte fiir diese Wahrscheinlichkeiten und
schreibt fx(x) := Px({x}). Beachte, dass fx(z) # 0 fiir hochstens abzdhlbar viele z. Daher
ist

Px(A) =) fx(x).

T€EA

Beispiel 1.5.2. Wir werfen einen Wiirfel zweimal. X beschreibe die Summe der gewiirfelten
Augenzahlen. Das zweimalige Werfen eines Wiirfels kann als Laplace Experiment mit Grund-
menge Q := {(¢,7) :4,j = 1,...,6} beschrieben werden, wobei (i, j) fiir das Elementarereig-
nis “4 im ersten Wurf, j im zweiten Wurf” steht.

Es ist X : @ — R gegeben durch X((¢,7)) = i + j. Demnach ist der Wertebereich
X(Q) ={2,3,...,12}. Um die Verteilung zu bestimmen, muss man die Ereignisse {w € Q :
X (w) = x} bestimmen. Beispielsweise erhalten wir

{we: X
{we: X
{we: X
{we: X

Die Zahldichte von X, und somit die Verteilung von X, wird in folgender Tabelle zusam-
mengefasst.

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
j}((x) ‘ é% 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

36 36 36 36 3 36 36 36 36 36

Durch eine Zufallsvariable wird gewissermaflen der Wahrscheinlichkeitsraum verkleinert:
Statt (£2,P) wird nur noch (X (€2),Px) betrachtet.

Betrachten wir nochmals Beispiel (Anzahl der Erfolge bei n-maliger Wiederholung
eines Bernoulli-Experiments). Auch hier ist der zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsraum
Q) := Q" von untergeordnetem Interesse (und unter Umstéinden sehr grof; man denke etwa an
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n-maliges Lotto spielen). Allerdings interessieren wir uns nur dafiir, wie oft ein bestimmtes
Ereignis (etwa “6 Richtige”) eintritt. Dies wird durch eine Zufallsvariable X : Q — R
angegeben. In Beispiel haben wir gerade die Verteilung von X bestimmt. Es ist namlich
X(Q)={0,1,...,n} und fiir k € X(Q)

Px((h) = ()t

Wir fithren nun noch einige Notationen ein. In Ausdriicken wie {w € Q : X(w) = x}
tragen einige Teile keine Information. Deshalb ldsst man “w € €27 und alle im Folgenden
auftretenden “w weg und schreibt stattdessen z.B. {X = z}. Gibt man Wahrscheinlichkeiten
an, so laft man meist auch noch die geschweiften Klammern weg und schreibt P(X = x)
anstelle von P({X = z}) (was wiederum eine Abkiirzung fiir P({w € Q : X(w) = x}) ist).

Wir kommen nun zu einer zentralen Definition:

Definition 1.5.3. Es sei (€2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R eine
Zufallsvariable. Wir sagen der Erwartungswert von X ist endlich, falls

Z |z|P(X =2) < 00.

zeX(Q)

In diesem Fall heifit EX, definiert durch

EX = Z 2P(X = x)
zeX(Q)

der Frwartungswert von X.

Bemerkung 1.5.4. (a) Beachte, dass X () eine abzihlbare Menge ist. Die Summen oben
sind also entweder endliche Summen (in diesem Fall ist der Erwartungswert von X stets
endlich, denn die Summe endlich vieler reeller Zahlen ist stets endlich) oder aber die
Summe hat abzéhlbar undendlich viele Summandan, d.h. es liegt eine Reihe vor.

(b) Die Bedingung, dass > ¢ y(q) |[2[P(X = 2) < oo ist, bedeutet gerade dass die Rei-
he >° e x(o) 2P(X = ) absolut konvergiert; insbesondere konvergiert die Reihe (und
der Wert der Reihe ist unabhéingig von der Reihenfolge der Summation). Es gibt aber
auch konvergente Reihen, die nicht absolut konvergieren. Beispielsweise konvergiert die
alternierende harmonische Reihe -

1
n
S

n=1
Sie konvergiert aber nicht absolut, denn die harmonische Reihe ), % divergiert.

Beachte, dass der Erwartungswert nicht definiert ist, falls }° . v ) [2[P(X = z) = oo.
Denn dann héngt der Wert von 3, . ) 2P(X = x) von der Reihenfolge der Summation
ab.

(c¢) Der Erwartungswert ist das (mit den Wahrscheinlichkeiten) gewichtete Mittel der Werte
von X und gibt an, welchen Wert die Zufallsvariable “im Schnitt” annimmt.

(d) Die obige Definition des Erwartungswert héngt nur von der Verteilung von X, genauer
vom diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (X (2), Px) ab.
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Beispiel 1.5.5. Wir betrachten die Situation von Beispiel d.h. X ist die Augensum-
me beim zweimaligen Werfen eines Wiirfels. Da die Zufallsvariable nur endlich viele Werte
annimmt, ist der Erwartungswert von X endlich. Er berechnet sich wie folgt:

12
EX = ) xIP(X:x):ZjIP(X:

zeX ()
1 3 5) 6 5 3 2 1
=2— 3* 4— 5* 6— +7—+8— 9— 10— +11—+4+12—
36 * 36 * 36 * 36 * 36 * 36 + 36 * 36 * 36 * 36 * 36
_ 252

36

Beispiel 1.5.6. Es wird folgendes Spiel angeboten:

Der Spieler zahlt einen Einsatz von E € (welcher zu bestimmen ist). Anschlieffend zieht
er eine Karte aus einem Kartenspiel (franzosisches Blatt, d.h. 32 Karten). Zieht er ein Ass
(4 der 32 Karten), so werden ihm 10 € ausgezahlt. Zieht er eine Bildkarte (Bube, Dame,
Konig; je 4 Karten), so erhilt er 2 € ausgezahlt. Ansonsten erhilt er nichts. Fiir welchen
Wert von FE ist dieses Spiel fair, d.h. der erwartete Gewinn ist 0 €.

Es bezeichne X den Gewinn des Spielers. Dann nimmt X die Werte 10— E (“Ass”), 2—FE
(“Bildkarte”) und —E (“sonstige Karte”) mit Wahrscheinlichkeiten 4/32, 12/32 bzw. 16/32

an. Es ist also 4 16
EX = (10 — E)32 (2 — E)?)2 E§:2—E.

Demnach ist das Spiel genau dann fair, wenn der Einsatz 2 € betrégt.

Wir zeigen nun einige wichtige Eigenschaften des Erwartungswerts. Zunéchst zeigen wir
eine alternative Darstellung des Erwartungswerts, bei der iiber die Elemente von € (nicht
die von X (€)) summiert wird.

Lemma 1.5.7. Es sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R eine
Zufallsvariable mit endlichem Erwartungswert. Dann ist

EX =) X(w)P({w}).
we

Hierbei konvergiert die Summe absolut.

Beweis. Da X (Q) abzéhlbar ist, gibt es Zahlen x;, j € J, mit X(Q) = {z; : j € J}, wobei
die Indexmenge J entweder endlich oder abzéhlbar unendlich ist. Es sei A; das Ereignis

{X =}
Nun ist

EX =) zP(4) =Y a; » P{w}) =) > XwP{w))

jeJ jeJ wEA; JjE€EJ wEA;
=D X(@P{w}).
weN

Hier haben wir beim zweiten Gleichheitszeichen die o-Additivitdt von P verwendet und
beim dritten, dass fiir w € A; die Gleichheit x; = X (w) gilt. Bei der letzten Gleichheit
haben wir verwendet, dass (2 die disjunkte Vereinigung der A;, j € J, ist, sowie den “grofien
Umordnungssatz” der Analysis, der es erlaubt die Summanden einer absolut konvergenten
Reihe beliebig zu gruppieren und aufzusummieren. O
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Nun folgt sofort:

Proposition 1.5.8. Es sei (0, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, X,Y Zufallsva-
riablen und «, 8 € R.

(1) Ist 0 <Y < X und hat X endlichen Erwartungswert, so hat auch Y endlichen Erwar-
tungswert und es gilt EY <IEX.

(2) Haben X undY endlichen Erwartungswert, so auch aX + Y und es gilt E(aX +8Y) =
aEX 4 BEY .

Beweis. Wir verwenden Lemma
(1) Aufgrund der Monotonie von Reihen mit positiven Eintrigen ist

Z Y(w)P({w}) < Z X(w)P({w}) < o0
weN we

nach Voraussetzung.
(2) Beachte, dass
X + BY| < |of| X[+ [B]]Y]

ist. Aufgrund der Rechenregeln fiir Reihen mit positiven Eintréigen ist

Y (lal[X @)+ [B[Y @) P({w}) = |a|EIX] + |BE]Y] < cc.

we
Nach Teil (1) hat also X + Y endliche Erwartung. Nun gilt

ElaX + Y] =Y (aX(w) + BY (w))P({w})

weN
— o Y (X@)P{w}) + 8 3 (¥ (@)P({w})
wel we
= oE[X] + BE[Y].

O]

Bemerkung 1.5.9. Ist (Q2,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitraum, X : @ — R eine Zu-
fallsvariable und g : X(2) — R eine Zufallsvariable, so ist auch g o X eine Zufallsvariable.
Man schreibt meist g(X). Also ist E[g(X)] definiert, falls g(X) endlichen Erwartungswert
hat. In diesem Fall gilt

Eg(X)= Y yPy=gX))
y€g(X(Q))
= > yv( Y Pa=X)
yeg(X(Q)  2eX(9)9(x)=y

- Y Y g@PE=X)

y€9(X(Q)) z€X(Q),9(z)=y

= Y g@)P=X)

z€X(Q)
Analog folgt, dass g(X) endlichen Erwartungswert hat, falls 3 ¢ v(q) |9(2)|[P(z = X) < occ.

Nach Lemma [1.5.7] gilt
Elg(X)] =) g(X(w)P({w}).

weN



22 KAPITEL 1. DISKRETE WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

Beispiel 1.5.10. Eine Indikatorfunktion ist eine Funktion, die nur die Werte 1 und 0 an-
nimmt. Ist M eine Menge und A C M, so schreiben wir 14 fiir die Funktion von M nach R,
die auf A den Wert 1 und auf A¢ den Wert 0 annimmt,d.h.

1 fallsze A

Iy M—>R, z+— .
0 fallsx ¢ A

Sei nun X eine Zufallsvariable und A C R. Dann hat 14(X) endlichen Erwartungswert
(denn 0 < 14(X) < 1, wobei 1 die Zufallsvariable ist, die konstant 1 ist; diese hat endlichen
Erwartungswert). Weiter ist

Els(X)=1-P(14(X)=1)40-P(14(X)=0) =P(X € A4).

Wir wollen nun neben den Erwartungswerten auch eine weitere Kenngrofie von Zufalls-
variablen, die sog. Varianz betrachten. Dies wird durch folgendes Beispiel motiviert.

Beispiel 1.5.11. Es sei Q = {—1,1} mit P({—1}) = P({1}) = 3. Weiter sei fiir n € N die
Zufallsvariable X, definiert durch X, (w) = nw. Dann ist

1 1

Dieses Beispiel zeigt, dass der Erwartungswert zwar angibt, welchen Wert die Zufallsva-
riable im Schnitt annimmt, er aber keine Aussage dariiber trifft, wie viel die Zufallsvariable
von diesem Mittelwert abweicht. Dies macht die Varianz.

Definition 1.5.12. Es sei (£2,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R
eine Zufallsvariable mit endlichem Erwartungswert y. Ist der Erwartungswert

E[(X — p)?]

endlich, so sagen wir X hat endliche Varianz und dieser Erwartungswert heif3t Varianz
von X und wird mit VarX bezeichnet. Die Wurzel aus VarX heifit Streuung von X oder
Standardabweichung von X.

Man beachte, dass die Endlichkeit des Erwartungswertes
E[(X — p)?)
dquivalent zur absoluten Konvergenz der Reihe
S (@ - w)?P(X = 2)
2€X ()

ist. Sind diese Bedingungen erfiillt, so ist der Erwartungswert gleich dem Grenzwert der

Reihe.

Beispiel 1.5.13. Wir berechnen die Varianz der Zufallsvariablen X,, aus Beispiel [1.5.11
Weil EX,, = 0 ist, folgt
1 2

1
VarX, = (—n — 0)25 + (n — 0)25 =n?.

Somit hat X,, Varianz n? und Standardabweichung n.
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Beispiel 1.5.14. Wir berechnen die Varianz des Spieles in Beispiel bei beliebigem
Einsatz F. Es ist EX = 2 — E. Daher

4 12 16
VarX = (10— E—-(2—-E)°?—+(2—-E—-(2—-E)?—=+(—-E—(2—E))?*=
ar (10 ( ) 32+( ( ) 32+( ( ) 3
1 3 1
=64=+0=+4= =10
s TV 1%

Beachte weiterhin, dass X endliche Varianz hat genau dann, wenn X2 endlichen Erwar-
tungswert hat. Genauer gilt:

Lemma 1.5.15. Sei (Q,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsvaria-
ble.

a) Hat X? endlichen Erwartungswert, so hat X endlichen Erwartungswert und endliche

Varianz.

b) Hat X endlichen Erwartungswert und endliche Varianz, so hat X2 endlichen Erwartungs-
wert.

c¢) Sind diese Bedingungen erfiillt, so folgt VarX = E(X?) — (EX)2.

Beweis. ¢) Mit u := E[X?] folgt
VarX = B[(X — )] = B(X?) — 20B(X) + p? = B(X?) — 2% + 42 = B(X?) — (BX)?.

a) Es gilt | X| < 1+ X2. Somit folgt aus Proposition dass | X| endlichen Erwartungs-

wert hat. Aber aus der Definition des Erwartungswertes folgt, das X genau dann endlichen
Erwartungswert hat, wenn |X| endlichen Erwartungswert hat. Nun folgt aus

(X —p)* = X* = 2Xp+ 412,

dass (X — u)? endlichen Erwartungswert hat, also dass X endliche Varianz hat.
b) Dies folgt aus
X% = (X —p)? +2Xpu— 2
O

Proposition 1.5.16. Sei X eine Zufallsvariable mit E[X?] < oo und seien a,b € R. Dann
qgilt
Var(aX +b) = a*VarX.
Beweis. Wir setzen p := E X und fi := E[aX +b]. Wegen der Linearitét des Erwartungswerts
gilt dann i = ap + b. Also
Var(aX + b) = E[(aX 4+ b — 1)?] = E[a*(X — p)?] = a*VarX.
O

Definition 1.5.17. Sei (Q2,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, X : Q@ — R eine
Zufallsvariable und r € IN. Wir sagen, dass X ein endliches Momente r-ter Ordnung besitzt,
oder dass X ein endliches r-tes Moment besitzt, falls | X|" endlichen Erwartungswert besitzt.
In diesem Fall heifit EX" Moment r-ter Ordnung.

Bemerkung 1.5.18. Ist £ < r, so ist
t[*

 := sup < 00
ter 1+ [t|”

Folglich ist | X |¥ < (1 +]X|"). Deshalb hat X ein endliches Moment k-ter Ordnung, falls es
ein endliches Moment r-ter Ordnung besitzt.
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1.6 Spezielle Verteilungen

Wir diskutieren nun einige spezielle Verteilungen von Zufallsvariablen mit abzdhlbarem Wer-
tebereich, die in Anwendungen oft auftreten.

Die Binomialverteilung

In Beispiel hatten wir die n-fache Wiederholung eines Bernoulli-Experiments mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p betrachtet. Wir sahen, dass die Anzahl X der Erfolge eine Zu-
fallsvariable mit X (Q2) = {0,1,...,n} und

P(X = k) = (Z)pk(l —p)k k=0,1,...,n

ist. Mir nennen eine Zufallsvariable mit dieser Verteilung binomialverteilt mit Parametern
n und p. Wir schreiben X ~ Bin(n,p). Ist n = 1 so sagt man auch, die Zufallsvariable sei
Bernoulli-verteilt.
Berechnen wir nun die Momente der Binomialverteilung, zunéichst den Erwartungswert.
. | —1)! _ .
Beachten wir, dass k(}) = kk!(:;k)! = n(kfl)!((zfl)f(kfl)! = n(z_}) ist, so folgt

ST ) A

k=0 k=1
" /n—1 _ ne1)— (b
3 (0 e
k=1
n—1
n—1\ . —1)—i
=np < . )pj(l p)" I = np.
7=0

Interpretation: Wiederholt man ein Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p n-mal, so
hat man im Schnitt np Erfolge.

Wir berechnen nun die Varianz einer binomialverteilten Zufallsvariablen. Wir wissen,
dass VarX = EX? — (np)? ist, es geniigt also, EX? zu berechnen. Beachten wir noch, dass
EX?=EX(X—-1)+X)=np+E(X(X —1)) ist, so geniigt es E(X (X — 1)) zu berechnen.
Ahnlich wie oben erhalten wir:

EX(X ~1) = > k(k—1) (Z)pk(l o
k=1

" /n—2 _ n—9—(k—
=n(n—1)p* ( )p’“ 2(1 - p)n 2 k2
2

= n(n — 1)p°.
Somit ist

VarX = EX(X — 1) +np — (np)? = n(n — 1)p* + np — n*p? = np(1 — p).

Die hypergeometrische Verteilung
Man kann eine Bin(n, p)-verteilte Zufallsvariable auch wie folgt erzeugen: Man zieht aus
einer Urne, in der der Anteil schwarzer Kugeln p betriagt, n Kugeln. Dabei ziehen wir mit
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Zuriicklegen oder wir nehmen an, dass die Urne unendlich viele Kugeln enthélt. Nun ist die
Zahl der gezogenen schwarzen Bin(n,p)-verteilt. Was aber passiert, wenn wir aus einer Urne
mit endlich vielen Kugeln ohne Zuriicklegen ziehen?

In einer Urne befinden sich m schwarze und n weile Kugeln. Es werden k& Kugeln (k <
m +n) ohne Zuriicklegen und ohne Beachten der Reihenfolge gezogen. Nummerieren wir die
schwarzen Kugeln von 1 bis m und die weiflen Kugeln von m + 1 bis n + m durch, so ist ein
geeigneter Wahrscheinlichkeitsraum gegeben durch

n-+m

Q= {((.UL R ,wn+m) S {0, l}n—l—m ’ Z w; = ]{;}’
=1

wobei (w1, ..., Wntm) das Ereignis bezeichnet, dass genau diejenigen Kugeln i mit w; = 1
gezogen werden. Wir konnen annehmen, dass dieser Wahrscheinlichkeitsraum Laplacesch ist.
Wie in Abschnitt 1.2 besprochen, hat dieser Wahrscheinlichkeitsraum (m;:”) Elemente. Fiir
eine Zahl j = 0,...,min{m, k} wollen wir nun die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass die
Anzahl X der gezogenen schwarzen Kugeln genau gleich j ist. Hierzu iiberlegen wir

X =)} = #{(w1, - wngm) €Q| Y wi = j}
=1

m n+m
:#{(wl,...,wn+m)6{0,1}n+m\2wi:j, Z wi:k_j}
i=1 i=m+1

= #({(wl,...,wm) e{0,1}™ | iwi :j}
=1

m+n
X {(wm+17--~7wm+n) efonn] Y wi= k_j})

i=m+1

= #{(wl,...,wm) e{0,1}™ | iwi Zj}
=1

m+n

A @i € 0,1 wi=k—j)

1=m+1

Die Zahl der Moglichkeiten, aus allen m + n Kugeln k Stiick zu ziehen und dabei aus den m
schwarzen Kugeln j Stiick zu ziehen, ist also gleich der Anzahl der Mdglichkeiten, aus den
m schwarzen Kugeln j Stiick zu ziehen, mal der Anzahl der Moglichkeiten, aus den n weiflen
Kugeln k& — j Stiick zu ziehen. Wie in Abschnitt 1.2 besprochen, sind dies (7]”) bzw. (k’ij)
Moglichkeiten. Also gilt

() G2)

("&")
fir j =0,1,...,min{k,m}. Eine Zufallsvariable X mit dieser Verteilung heifit hypergeome-
trisch verteilt mit Parametern m,n und k. Wir schreiben X ~ Hg(m,n, k).

Wir berechnen nun den Erwartungswert einer hypergeometrisch verteilten Zufallsvaria-
ble. Wir verwenden wieder die Identitét (§) = %(Zj). Wir erhalten

P(X = j) =

(DG o (75 (g =)

EX =Ytk 2
S G B s I (S
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—k m § (mz_l)(k—?—z) —k m

m _|_ n — (m71+n) - m + n

k—1

(" )G )

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass W gerade die Zahldichte einer
k—1

Hg(m—1,n,k—1) ist. Diese Formel fiir den Erwartungswert lésst sich wie folgt interpretieren:

Zieht man eine Kugel, so ist die Wahrscheinlichkeit eine schwarze zu ziehen gerade mLJrn
Zieht man also k Kugeln, so sind im Schnitt gerade k. schwarze darunter. Weiter bemer-
ken wir, dass sich der selbe Wert wie bei einer Bin(k, %) -Verteilung ergibt.

Ist X ~ Hg(m,n, k), so sieht man #hnlich wie oben, dass

—k
VarX =k (1 )RR
m-+n m+n/m+n-—1
Vergleicht man dies mit der Varianz einer Bin(k, ;.".)-Verteilung, so liegt der Unterschied

gerade im letzten Faktor %iﬁ:]f Dieser Faktor kann als Korrekturterm fiir das Ziehen aus

einem endlichen Vorrat angesehen werden.

Die geometrische Verteilung

In Beispiel hatten wir die Anzahl X der Versuche bis zum ersten Erfolg bei der
Wiederhoung eines Bernoulli-Experiments mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € (0,1) betrach-
tet. Wir haben gesechen, dass X () = N ist und P(X = k) = p(1 — p)¥~! ist. Eine Zu-
fallsvariable mit dieser Verteilung heifit geometrisch verteilt mit Parameter p. Wir schreiben
X ~ Geom(p).

Zum Berechnen von Erwartungswert und Varianz einer geometrisch verteilten Zufallsva-
riable wiederholen wir, dass fiir z € (0,1)

k=0
ist. Durch Differenzieren erhalt man
1 s 2 >
_ k—1 _ k=2
k=1 k=2
Ist also X ~ Geom(p), so ist
ad 1 1
EX = k:pl—pk_l—p = -
2 =P = e T,

und

k=2
=p(1—p) Y k(k—1)(1—p)*>
k=2
2p(1 —p) 2(1—p)
(1-(1-p))? P>

Somit ergibt sich

1
VarX =E(X(X — 1))+ - — — =
(X( ) i
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Beispiel 1.6.1. Im Schnitt benttigt man also 6 Versuche bis man eine Sechs auf einem
fairen Wiirfel wiirfelt. Die Erfolgswahrscheinlichkeit in diesem Experiment betrigt ndmlich
p=1/6 und der Erwartungswert einer Geom(g)-verteilten Zufallsvariable ist (1/6)~! = 6.

Die Poisson-Verteilung

Betrachten wir nun die Anzahl von sog. “seltenen” Ereignissen, d.h. von Ereignissen, fiir
die es viele Gelegenheiten gibt, die aber nur bei wenigen dieser Gelegenheiten eintreten, z.B.
Fehler oder der radioaktive Zerfall von Atomen. Die Verteilung dieser Anzahlen kennen wir
bereits, es ist die Binomialverteilung. Da aber die Anzahl der Gelegenheiten oftmals schwer
zu bestimmen ist, wollen wir nun die Binomialverteilung durch eine Verteilung, die nur von
einem Parameter abhéngt, approximieren.

Wir betrachten die Bin(n, p,)-Verteilung, wobei wir annehmen, dass A, := np,, — A fiir
n — oo konvergiert. Fiir festes k ist die Zéhldichte gegeben durch

<Z>Pﬁ(1—pn)"’f %n(n—l) -(n—k—l)(ﬁ)k@_)‘l)"_k

n n

e '---*”"“‘52(1—%)”-(1—%)4“

n n

k_—\ —k

-l e -0,

wobei wir verwendet haben, dass (1 4 z,/n)"™ — e* konvergiert, falls z,, — x.
Somit haben wir gezeigt:

Proposition 1.6.2. Ist p, eine Folge in (0,1) mit np, — A > 0, so gilt

oL

ny g n—k
<k>pn(l—pn) —e o

fir jedes k =0,1,2,....

Daher nennen wir eine Zufallsvariable X Poisson-verteilt mit Parameter A > 0, falls
X(Q) =N ist und P(X = k) = _”‘ . Beachte, dass

ie A/\k— At =1.

k=0

Wir schreiben X ~ Pois(\).
Wir diskutieren ein Beispiel zu Approximation der Binomial-Verteilung .

Beispiel 1.6.3. Befinden sich n Personen in einem Raum, so ist die Anzahl X der Perso-
nen in diesem Raum, die heute Geburtstag haben, eine binomialverteilte Zufallsvariable mit
Parametern n und p = 1/365. Wir betrachten den Fall n = 97. Damit ist X ~ Bin(97, 5¢=).
Wir kénnen diese Verteilung mit der Poisson-Verteilung zum Parameter A = 97/365 approxi-
mieren. Die folgende Tabelle gibt einige vergleichende Werte der Zahldichten von Binomial-
und Poisson-Verteilung an.

k 0 5 50
Bin(97, =) | 0,7663 7,7289-107% 18,2558 .10~ 1%

Pois(5) 0,7666 8,4683-10"6 4,2214.-10%
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Wir sehen, dass die Approximation im praktisch relevanten Bereich gut ist. Sind die
Wahrscheinlichkeiten hingegen so klein, dass der Wert fiir die meisten Anwendungen ohnehin
bedeutungslos ist, treten dramatische relative Fehler auf.

Wir berechnen nun Erwartungswert und Varianz einer Poisson-verteilten Zufallsvaria-

blen. Ist X ~ Pois()), so ist

& Akfl

EX =e ) k=) 0=
Tt e

Fast die gleiche Rechnung liefert EX (X — 1) = A2, sodass VarX = A2 + A — A2 = \.

1.7 Zufallsvektoren

Héufig sind auf einem (diskreten) Wahrscheinlichkeitsraum mehrere Zufallsvariablen defi-
niert, die von Interesse sind. In diesem Fall m6chte man diese gemeinsam betrachten und
insbesondere auch untersuchen, ob man von der Kenntnis einer Zufallsvariablen Riickschliisse
auf die anderen Zufallsvariablen ziehen kann.

Definition 1.7.1. Es sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und Xy, ..., X, Zu-
fallsvariablen. Die Funktion X : Q@ — R", w — (X;1(w),..., Xp(w)) heiBt Zufallsvektor. Der
Wertebereich X () ist enthalten im kartesischen Produkt X7 () x...x X, (2). Die Verteilung
von X ist das Wahrscheinlichkeitsmafl Px auf X;(Q) x ... x X,,(2), gegeben durch

Px({(z1,...,20)}) =P(X1 =21,..., Xy = ).

Beachte, dass fiir gewisse Wahlen von z1,...,z, auch Px({(z1,...,2,)}) = 0 sein kann.
Man nennt

fx(xl,... ,xn) = IP(Xl = a:l,...,Xn = :cn)
auch die Zdhldichte des Vektors X.

Genau wie bei Zufallsvariablen erfiillen auch die Zahldichten von Zufallsvektoren
flz1,...,2n) >0 fir z; € X1(Q),...,z, € X, () (1.2)
> flar.wn) =1 (1.3)

T1,eeey®p

Umgekehrt kann man zeigen, dass jede Funktion f, die (1.2 und ((1.3)) erfiillt, Zéhldichte eines
Zufallsvektors ist. Die Verteilung eines Zufallsvektors ist durch seine Zahldichte eindeutig
festgelegt.

Beispiel 1.7.2. Eine Urne enthélt 10 rote, 10 blaue und 5 weile Kugeln. Aus dieser Urne
werden mit einem Griff zwei Kugeln gezogen. Die Zufallsvariable R gebe die Anzahl der
gezogenen roten Kugeln an, die Zufallsvariable W die Anzahl der gezogenen weiflen Kugeln.
Beachte, dass R und W Werte in {0, 1,2} annehmen. Um die Verteilung des Vektors
(R, W) zu bestimmen miissen wir also fiir i,j7 = 0,1,2 die Wahrscheinlichkeiten P(R =
i,W = j) bestimmen. Hierzu verwenden wir das hypergeometrische Modell. Beispielsweise
gilt

() ()6 _ 3
P(R=2,W =0) =200/ _ —
( T

Analog erhilt man die anderen Werte in folgender Tabelle.
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WR012W¢
1 s 5 0| 3
2 %5 0 0] 3
SE R 1

In dieser Tabelle geben die Spalten 0, 1,2 den Wert fiir R and, die Zeilen 0, 1,2 den Wert fiir
wW.

Die letzte Spalte enthélt die Zéhldichte von W und die letzte Zeile enthélt die Zahldichte
fiir R. Beispielsweise ist

_ @) _20-19
N %) C25-24

=19/30

(hypergeometrisches Modell mit 5 weilen und 20 nicht-weilen Kugeln). Beachte, dass die
Werte in dieser Spalte genau die Summe der Wahrscheinlichkeiten in der Zeile davor sind:
PW=0)=PW=0,R=0+P(W=0,R=1)+P(W =0 R—2)—i+1+i—B
B o o S 720 03 200 30

wegen der Additivitidt des Wahrscheinlichkeitsmafies und weil {WW = 0} die Vereinigung der
disjunkten Mengen {W =0, R =0}, {W =0,R =1} und {W =0, R = 2} ist.

Man nennt die Verteilungen von W und von R auch die Randverteilungen des Vektors
(W, R).

Beispiel 1.7.3. Die Verteilung eines Zufallsvektors (X,Y") sei gegeben durch

Y
X 0 1 X1
0 c %—c %
1 %—c c %
Y, 1 1
— 5 5 1

fiir ¢ € [0, %] In diesem Beispiel hingen die Randverteilungen nicht von ¢ ab: X und Y

nehmen die Werte 0 und 1 jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 an. Insbesondere bestimmen
also die Randverteilungen eines Vektors die Verteilung des Vektors nicht eindeutig.

Hat man einen Zufallsvektor X = (Xi,...,X,,) und eine Funktion f: R™ — R gegeben,
so ist f(X) eine Zufallsvariable. Einige interessante Kenngréfien von Zufallsvektoren sind als
Erwartungwert solcher Zufallsvariablen definiert.

Seien X,Y Zufallsvariablen mit endlichen zweiten Momenten (EX2 EY? < oo). Weil
|XY| < 1X?+ 1Y? ist, hat XY endlichen Erwartungswert. Deshalb kénnen wir definieren:

Definition 1.7.4. Sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, X, Y Zufallsvariablen
mit endlichen zweiten Momenten. Weiter sei u = IEX und v = IEY. Dann heif3t

Cov(X,Y) :=EX —u)(Y —v)
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die Kovarianz von X und Y. Sind zusétzlich VarX > 0 und VarY > 0, so heifit

Cov(X,Y)
Var(X)Var(Y)

p(X,Y) =

der Korrelationskoeffizient von X und Y. Die Zufallsvariablen X und Y heiflen unkorreliert,
falls Cov(X,Y) = 0.

Beispiel 1.7.5. Wir betrachten wiederum Belsplel- Es ist EX =EY = 5 L und VarX =
VarY = 1 . Weiter ist

Somit sind X und Y unkorreliert genau dann, wenn ¢ = 1/4 ist.

Anhand dieses Beispiels kann man eine Interpretation von Kovarianz und Korrelation
geben. Sind diese Zahlen positiv (¢ > 1/4), so ist es wahrscheinlicher, dass X und Y in
die gleiche Richtung von ihrem jeweiligen Erwartungswert abweichen - wenn X grofie Werte
annimmt, dann ist es wahrscheinlicher, dass auch Y grofle Werte annimmt.

Sind Kovarianz und Korrelation negativ (also ¢ < 1/4), so ist es genau andersherum.

Multipliziert man eine oder mehrere Komponenten eines Zufallsvektors mit eine determi-
nistischen Zahl (betrachtet man also (aX,Y’) oder (aX,aY’) anstelle von (X,Y")), so skaliert
sich die Kovarianz entsprechend, wihrend die Korrelation unveréndert bleibt. Deshalb misst
die Korrelation auch die Stidrke des beschriebenen Effekts, wihrend bei der Kovarianz nur
das Vorzeichen eine Aussage iiber die Richtung dieses Effekts macht und der exakte Zahlwert
fiir die hier angegebene Interpretation bedeutungslos ist.

Beispiel 1.7.6. Wir betrachten nochmals Beispiel Es ist

19 1 1 2 21 1 3 4
EW =0 --—2+1--42— =2 ER=0-— 41— 2
W=0-ggtl-g4235=5 md BER=0-go+1-0+425 =¢

v = G (3 ()5 2
= (4 3 ('3 (0 5 15

5/ 60 2 5/ 20 150
Fiir die Kovarianz von R und W finden wir

)= (-0 D5+ 0-0- 3+ 0-)- 13
#(1-2)0-5)5+ (-5) (-5 (1=5) (25
(2—)<2 ) (2 g)(1—7)0+<2—7><2_7)0

Weiterhin ist

und

87 12312131

25 20 25
23

150

1
'3795°20 25 6 25 6 25 30
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Auch hier trifft die Intuition aus dem vorherigen Beispiel zu: Wurden von einer Sorte Kugeln
tberdurchschnittlich viele gezogen, so sind von der anderen Sorte eher unterdurchschnittlich
viele gezogen worden. Mit anderen Worten, tendenziell weichen die Zufallsvariablen mit
unterschiedlichen Vorzeichen von ihren jeweiligen Erwartungswerten ab.

Die Korrelation ist gegeben durch

23 [75.150
150 V 2369

Wir stellen nun einige Eigenschaften von Varianz und Kovarianz zusammen:

p(X,Y) =

~ —0, 4082.

Proposition 1.7.7. Es sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y Zufalls-
variablen mit endlichen zweiten Momenten.

(1) Es gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:
IB(XY)| < (B(XY)E(Y?))?

(2) Sind VarX,VarY >0, so ist p(X,Y) € [-1,1].

(8) FEs ist
Var(X +Y) = VarX + VarY + 2Cov(X,Y)

(4) Sind X undY unkorreliert, so ist Var(X +Y) = VarX + VarY.

(5) Es gilt
Cov(X,Y) = E[XY] — E[X] - E[Y].

Beweis. (1) Sei Z; := X —tY. Dann ist Z? = X? — 2tXY + t?Y?, insbesondere hat Z;
endliche zweite Momente. Es ist

0<EZ2=EX? - 2AEXY + t*EY2.

Ist EY? = 0, so folgt Y (w) = 0 fiir alle w € Q mit P({w}) > 0. Daher ist EXY = 0 und
daher gilt die Ungleichung.

Sei nun EY? > 0 vorausgesetzt. Wir wihlen t = I]EE);;}; und erhalten
2 2
EXY [EXY] [EXY]
0<EX? -2 XY +-— S EY?’=EX?-
- EY?2 * [IEYQ] 2 EY?2

was dquivalent zur behaupteten Ungleichung ist.
(2) Folgt sofort aus (1), angewandt auf X = X —EX und Y :=Y — EY.
(3) Sei p =EX und v = EY. Dann ist E(X +Y) = pu + v und weiter
(X4+Y = (u+1) = (X —p)? +2(X = p)(Y —v) + (Y — ).

Nimmt man Erwartungswerte, so folgt die Behauptung.

(4) Folgt sofort aus (3).
(5) Wegen der Linearitét des Erwartungswerts gilt

Cov(X,Y) = [(X — p) - (Y — v)] = E[XY] — vE[X] — uE[Y] + v = E[XY] — E[X] - E[Y].
O
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Wir haben gesehen, dass die Korrelation ein Maf fiir die Wechselwirkung zweier Zufalls-
variablen ist, wobei Korrelation 0 (also Unkorreliertheit) die geringste mégliche Wechselwir-
kung représentiert. Noch stérker ist der Begriff der Unabhdngigkeit.

Definition 1.7.8. Es sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

1. Zufallsvariablen Xy, ..., X,, heilen unabhdingig, falls fiir alle Teilmengen Aq,..., A, C
R stets
P(X;€A;,....Xp,€4,)=P(X1€4)) ...-P(X, € 4,)

gilt.

2. Eine Folge X1, X9, X3, ... von unendlich vielen Zufallsvariablen heiffit unabhéngig, falls
Xq,...,X, fir alle n € IN unabhéngig sind.

3. Endlich oder unendlich viele Zufallsvariablen X1, Xs, ... heiflen paarweise unabhéngig,
wenn X; und Xj; fiir ¢ # j unabhéngig sind.

Bemerkung 1.7.9. (a) Die Zufallsvariablen X3, ..., X,, sind genau dann (paarweise) un-
abingig, wenn fiir alle Wahlen von Ay, ..., A, C R die Ereignisse {X; € A1},...,{X, €
A, } (paarweise) unabhéngig sind.

(b) Ereignisse A1, ..., A, sind genau dann unabhéngig, wenn die Zufallsvariablen 14,,...14
unabhéngig sind.

n

(¢) In Definition miissen wir anders als in Definition |1.3.10] keine Teilfamilien betrach-
ten, weil wir gewisse A; = R wéhlen konnen, sodass {X; € A;} = Q ist.

Um zu entscheiden, ob Zufallsvariablen X3, ..., X,, unabhéingig sind, geniigt es, einele-
mentige Mengen Ay, ... A, zu betrachten. Genauer gesagt gilt:

Proposition 1.7.10. Sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X, ..., X, Zu-
fallsvariablen auf diesem. Es sei {x; : j € J} die Menge aller Werte, die von mindestens
einer der Zufallsvariablen X1, ..., X, angenommen werden konnen. Dann sind X1,..., X,
genau dann unabhdngig, wenn

IP(Xl == l’jl, . .,Xn == {L‘jn) = IP(Xl == ;L‘jl) Caelt ]P(Xn == l’jn) (14)

fiir alle Wahlen von xj,...,xj,, j1 € J,....jn € J. Mit anderen Worten, Zufallsvaria-
blen sind genau dann unabhdingig, wenn sich die Zdhldichte des Vektors als Produkt der
Zdhldichten der Randverteilungen ergibt.

In Fall n = 2 kann dies anschaulich an einem Tableau wie in Beispiel beschreiben
werden. Die Zufallsvariablen sind genau dann unabhéngig, wenn sich jeder Eintrag des Ta-
bleaus als Produkt des Wertes am Ende seiner Zeile und des Wertes am Ende seiner Spalte
ergibt.

Beweis. Sind die Zufallsvariablen X7, ..., X,, unabhingig, so ergibt sich (1.4]), indem man

Ay ={x;,},..., A, = {zj,} in Definition setzt.
Nun gelte umgekehrt (1.4). Wir wollen zeigen, dass Xj, ..., X, unabhingig sind. Seien
Aq,..., A, CR. Dann gilt

P(X1 €A1, Xn€An)= Y+ > PXi=ua,...,Xp =)

leAl xneAn
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= > ) PXyi=mz)-... P(Xy =)

mleAl anA
=P(X;€4) ...-P(X, € A,).

Also sind X1, ..., X, unabhéingig. O

Beispiel 1.7.11. Die Zufallsvariablen R und W in Beispiel sind nicht unabhéngig.
Beispielsweise ist
3
PW=2,R=2)= — . —=P(W=2)-P(R=2).
(W=2R=2)=0# - > =P(W=2) P(R=2)
Beispiel 1.7.12. Die Zufallsvariablen X und Y in Beispiel sind genau dann un-
abhéingig, wenn ¢ = 1/4 ist. In der Tat, sind X und Y unabhéingig, so muss
11
cC=—+— =
2 2
also ¢ = 1/4 sein. In diesem Fall gilt aber fiir alle Wahlen von i,j € {0, 1}, dass

P(X =0,V =0) =

i —P(X = )P(Y = j).

Lemma 1.7.13. Sei (Q,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, X,Y unabhéingige Zu-
fallsvariablen mit endlichem zweiten Moment. Dann sind X und Y unkorreliert.

Beweis. Wegen Cov(X,Y) = E[XY] — E[X] - E[Y] (siehe Proposition [L.7.7(5)) geniigt zu
zeigen, dass E(XY) = EXEY ist. Dies folgt aber sofort aus

E(XY) = Z zyP(X =2,Y =y)
2E€X(Q)yeY (Q)

= > ) wPX =2)PY =y)

2EX(Q) yeY (Q)

= ( Z xP(X :a:))( Z y]P(Yzy))
zeX(Q) yeY ()

=EXEY .

P(X=iY =j)=

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Umkehrung von Lemma nicht gilt.

Beispiel 1.7.14. Essei Q = {1,2,3,4} mit P({1}) = P({2}) = 2/5 und P({3}) = P({4}) =
1/10. Die Zufallsvariablen X und Y seien wie folgt definiert:

w |1 2 3 4
Xw | 1 -1 2 -2
w 1 2 -2
Dann ist EX = EY =0 und
Cov(X,Y):EXY—o-O:—1-2—1-g+4~i+4-i:0.
5 5 10 10

Allerdings ist

P(X=1Y=-1)= 7é

C)T\M
Cﬂ\l\D
Q
I
—_
~
%
—~
».<
I
|
—_
~

und somit sind X und Y nicht unabhang1g.
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Eine wichtige Anwendung der Unabhéingigkeit ist es, dass sie es manchmal erlaubt, die
Verteilung von Summen unabhéngiger Zufallsvariablen zu bestimmen.

Proposition 1.7.15. Es sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, X,Y unabhdngige
Zufallsvariablen mit Werten in INU {0}. Dann ist

IP(X+Y:n):f:]P(X:k)lP(Y:n—k).

Beweis. Es ist
{X+Y=n}={X=0Y=n}U{X=1Y=n—-1)}U...U{X =n,Y =0}.
Wegen der Additivitéit von P folgt

IP(X+Y:n):zn:IP(X:k:,Y:n—k):zn:IP(X:k:)]P(Y:n—k:)

wobei wir im letzten Schritt die Unabhéingigkeit verwendet haben. O

Wir diskutieren zwei Beispiele:

Beispiel 1.7.16. Es seien X,Y unabhingige Zufallsvariablen mit X ~ Pois(A;) und Y ~
Pois(A2). Dann ist X +Y ~ Pois(A; + A\2). In der Tat, folgt aus Proposition [1.7.15] dass

IP(X+Y:n):zn:IP(X:k:)IP(Y:n—k)

e—(Al"r}\Q) ()\1 + )\2)71
n! '
Beispiel 1.7.17. Es seien X,Y unabhingige Zufallsvariablen mit X ~ Bin(ni,p) und Y ~
Bin(ng,p). Dann ist X +Y ~ Bin(ni + na,p). In der Tat folgt aus Proposition [1.7.15| dass
(wir definieren () = 0 fiir b > a)

PX +Y =2) ZZZ:IP(sz)IP(Y:z—k;)
e R ra—
g G

k=0

= (nl + n2>pz(1 _ p)n1+n2—z'

z

Hier haben wir verwendet, dass » ;_, (7}‘{1) (zrfk) = (nljm) ist. Dies folgt z.B. daraus, dass

(" (%) /(M 1™) in einem hypergeometrischen Modell die Zihldichte der Anzahl der ge-

zogen weiflen Kugeln ist, wenn aus n; weiflen und ne schwarzen Kugeln z Stiick gezogen
werden.
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1.8 Das Gesetz der groflen Zahlen

Wir wollten Wahrscheinlichkeiten so definieren, dass relative Haufigkeiten gegen Wahrschein-
lichkeiten konvergieren. In diesem Abschnitt werden wir dies prézisieren und zeigen, dass es
uns gelungen ist.

Betrachten wir ein Zufallsexperiment, so kénnen wir fiir ein Ereignis A nach Durchfiihrung
des Experiments sagen, ob A eingetreten ist, oder nicht. Dies kénnen wir auch durch eine
Zufallsvariable ausdriicken. Wir setzen X = 14, d.h. X =1, falls A eingetreten ist, sonst ist
X =0.

Wenn wir dieses Experiment wiederholen, so bekommen wir eine Folge von Zufallsvaria-
blen: X1, X5, X3,.... Dabei ist X,, = 1, wenn A im n-ten Versuch eingetreten ist, sonst ist
X, = 0. Wenn wir das Experiment unabhingig wiederholen, sind die Zufallsvariablen X
unabhéngig. Definieren wir .S, := X1 +...+ X, so ist S,, die Anzahl der Versuche, in denen
A eingetreten ist. Die relative Hiufigkeit der Versuche, in denen A eingetreten ist, ist %Sn.

Die oben beschriebene Situation hatten wir bereits diskutiert (beispielsweise hatten wir
gesehen, dass S, binomialverteilt mit Parametern n und P(A) ist). In diesem Abschnitt zei-
gen wir, dass die relative Haufigkeit in der Tat gegen die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
konvergiert. Wir zeigen sogar einen allgemeineren Satz, das Gesetz der groflen Zahlen.

Um auf den Beweis vorzubereiten, berechnen wir zunéchst Erwartungswert und Varianz
einer binomialverteilten Zufallsvariable auf andere Art und Weise.

Beispiel 1.8.1. Es seien Xj,..., X, unabéngige Zufallsvariablen mit P(X; = 1) = p und
P(X;=0)=1-pfirj=1,...,n Dann ist die Summe S,, = X1 +...+ X,, binomialverteilt
mit Parametern n und p. Es gilt

ES, =EX; +...+ EX,, =nEX; = np,

denn der Erwartungswert ist linear (daher das erste Gleichheitszeichen) und der Erwar-
tungswert von X; héngt nicht von j ab (da alle Zufallsvariablen X; die gleiche Verteilung
haben). Wegen der Unabhéngigkeit ist auch die Varianz additiv (siche Proposition [1.7.7)(4)
in Verbindung mit Lemma . Somit

VarS, = VarX; + ...+ VarX,, = nVarX; = np(1 — p).

Das wesentliche Hilfsmittel zum Beweis des Gesetzes der groffen Zahlen ist folgendes
Resultat:

Satz 1.8.2. (Tschebyscheff-Ungleichung)
Es sei (Q,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsvariable mit end-
licher Varianz. Dann gilt fiir e > 0

VarX

P(IX —EX|>e) < —=.

9

Beweis. Wir schreiben p := IEX und setzen Y = 521{|X*M|25}7 dh. Y =2 falls |[X —p| > ¢
und Y = 0 sonst. Damit ist Y < | X — pu|2. Wegen der Monotonie des Erwartungswertes folgt

EP(|X — p| > &) = Bl x_u»- = BY <E|X — pf* = VarX,

was dquivalent zur Behauptung ist. O



36 KAPITEL 1. DISKRETE WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

Bemerkung 1.8.3. Die Tschebyscheff-Ungleichung erlaubt es uns abzuschétzen, wie weit
eine Zufallsvariable von ihrem Erwartungswert abweicht.

Sei X eine Zufallsvariable mit E[X?] < oo. Wir schreiben yu fiir den Erwartungswert
von X und o fiir die Standardabweichung von X. Dann ldsst sich die Wahrscheinlichkeit,
dass X von p um mehr als k£ Standardabweichungen abweicht (daher der Name!) wie folgt
abschétzen:

VarX 1
P(IX —p| = ko) < T2 T 2

Beispiel 1.8.4. Werfen wir beispielsweise eine Miinze 1000 mal, so ist die Anzahl X der
1

“Kopfe” binomialverteilt mit Parametern n = 1000 und p = 5. Demnach ist EX = np = 500
und VarX = np(1l — p) = 250, sodass die Standardabweichung o = /250 &~ 15,8 betrégt.
Somit ist

P(X ¢ [450,550]) < P(|X — 500| > 30) < = = 0, 1111.

O =

Somit ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwischen 450 und 550 Kopfe geworfen werden, iiber
88% .

Beispiel 1.8.5. Wie oft muss man eine faire Miinze mindestens werfen, damit mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindestens 95 % die relative Hiufigkeit der Kopfe um hochstens
0,01 von der Wahrscheinlichkeit p = 0,5 abweicht?
Wir setzen
{1, falls Kopf im n-ten Wurf
X, =

0, falls Zahl im n-ten Wurf.

Dann ist X, Bernoulli-verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit p = 0, 5. Insbesondere ist EX,, =
0,5 und Var(X,,) = 0,25 fiir alle n € N. Aus der Tschebyscheff-Ungleichung folgt

1 ¢ 0,25
IP(‘f X —0,5(>0,01>< il
n; F - ~0,012n

Um P(|1/nd 7 Xk — p| <0,01) > 0,95 sicher zu stellen geniigt es, n so gro§ zu wiihlen,
dass der letzte Bruch kleiner als 0,05 ist, also

0,25

> 2550000
"=0,012-0,05

Es reicht also, die Miinze 50.000 mal zu werfen.

Satz 1.8.6. (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen)

Es sei X1, Xo, ... eine Folge unabhdngiger Zufallsvariablen mit gleichem Erwartungswert
w und gleicher Varianz o2, die beide als endlich vorausgesetzt werden. Dann ist fiir alle € > 0
stets

. 1o

nh_,H;oIPQﬁZX"_M‘ 25) =0. (1.5)
k=1

Beweis. Wir schreiben M, := %(Xl + ...+ X,,). Aus der Linearitit des Erwartungswerts

folgt EM,, = . Wegen der Unabéngigkeit der Zufallsvariablen gilt

o2

1 n
VarM,, = 2 ;Vaer =
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Nun folgt aus der Tschebyscheff-Ungleichung

0_2

(M, — 1] > &) < 2— =0

e2n
fiir n — oo. O

Bemerkung 1.8.7. (a) Bisher haben wir lediglich diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume dis-
kutiert. Wir haben auch bereits erwahnt, dass es nicht moglich ist, einen diskreten Wahr-
scheinlichkeitsraum zu konstruieren, der das unendliche Wiederholen eines Experimentes
modelliert. Ahnlich ist es auch nicht moglich, einen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum
zu konstruieren, auf dem eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen definiert ist, die je-
weils mindestens zwei verschiedene Werte mit positiver Wahrscheinlichkeit, annehmen.

Es ist aber moglich einen (nicht diskreten) Wahrscheinlichkeitsraum zu konstruieren, auf
dem eine solche Folge definiert werden kann. Auf einem solchen Raum ist obiger Beweis
korrekt.

(b) Fiir die Konvergenz in (1.5) sagt man M,, konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen p. All-
gemeiner sagt man eine Folge Y,, von Zufallsvariablen konvergiert in Wahrscheinlichkeit
gegen Z, falls P(|Y,, — Z| > ¢) — 0 fiir alle € > 0.

Beispiel 1.8.8. Im Falle, dass X = 14 ein Indikator ist (dann ist EX = P(A) und VarX =
P(A)(1—-1P(A)) betrachtet man eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen X, Xo,..., die die
gleiche Verteilung wie X haben. (“Das Zufallsexperiment wird unendlich oft wiederholt”).
In diesem Fall ist M,, gerade die relative Haufigkeit von A. Das schwache Gesetz der grofien
Zahlen besagt, dass M,, — P(A) in Wahrscheinlichkeit.

Ohne Beweis geben wir noch an:

Satz 1.8.9. (Starkes Gesetz der grofien Zahlen)
Es sei X1, Xo,... eine Folge unabhdngiger und identisch verteilter (d.h. alle Zufallsva-
riablen haben die gleiche Verteilung) Zufallsvariablen. Weiter sei EX; = . Dann ist

1
P(JE%.lon;X’f—“)—l-

Mit anderen Worten, die Menge der w, fir die +(X1(w)+ ...+ X, (w)) gegen p konvergiert,
hat Wahrscheinlichkeit 1.
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