Kapitel 3

Allgemeine
Wahrscheinlichkeitsraume

3.1 Einleitung

Wir hatten schon bemerkt, dass der Begriff des diskreten Wahrscheinlichkeitsraums nicht aus-
reicht, um das unendliche Wiederholen eines Zufallsexperiments zu modellieren. Der Grund
dafiir ist, dass die Menge aller moglichen Ausgéinge nicht mehr abzdhlbar ist. Ein weiterer
Unterschied zu diskreten Wahrscheinlicheitsrdumen ist, dass es nicht mehr notwendigerweise
Elementarereignisse positiver Wahrscheinlichkeit geben muss. Wir diskutieren dies an einem
Beispiel.

Beispiel 3.1.1. Werfen wir unendlich oft eine faire Miinze, so bietet sich als Grundraum
der Raum
Q:={w=(w,w2,ws,...) 1w, € {K,Z} Vn € N}

aller Folgen in {K, Z} an. Das Elementarereignis w = (w1, w2, ...) bedeutet hierbei gerade,
dass im ersten Wurf wy, im zweiten Wurf wy usw. geworfen wurde. Beachte, dass €2 nicht
abzahlbar ist.
Es sei
Al ={weQ:w =K} C2(Q).

Dann bezeichnet A das Ereignis “Im ersten Wurf Kopf” und sollte gerade Wahrscheinlichkeit
% haben. Ist allgemeiner

Ay ={weQ:w=wy=...=w, = K}

das Ereignis, dass in den ersten n Wiirfen Kopf gefallen ist, so sollte A, Wahrscheinlichkeit
27" haben.

Betrachten wir nun das Elementarereignis A, := {(K, K, K, ...)}, dass in allen Wiirfen
Kopf fillt, so ist Ase C A, fiir alle n € IN. Aufgrund der Monotonie der Wahrscheinlichkeit
sollte P(Ax) < P(A,) = 27" fiir alle n € IN gelten. Es folgt also P(A) = 0.

Analog folgt, dass alle Elementarereignisse Wahrscheinlichkeit 0 haben miissen.

Ein weiteres Beispiel ergibt sich bei Zufallsvariablen die stetige Merkmale, wie Tempe-
ratur oder Zeit, beschreiben. Hier mochte man auf, dass die Zufallsvariablen keinen Wert
mit positiver Wahrscheinlichkeit annimmt. In einem Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem ei-
ne solche Zufallsvariable definiert ist, miissen alle Elementarereignisse Wahrscheinlichkeit 0
haben.
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Ein weiterer Unterschied zwischen allgemeinen und diskreten Wahrscheinlichkeitsrdumen
betrifft die Additivitat: Haben alle Elementarereignisse Wahrscheinlichkeit 0, so muss diese
eingeschrankt werden, damit

B(A) = 3 P({w}) =0

weA
nicht fiir alle Ereignisse A C 2 gilt.
Es bleibt die Frage, ob es in dieser Situation stets ein Wahrscheinlichkeitsmafl (im Sinne
einer o-additiven Abbildung von Z(2) nach [0, 1]) gibt. Leider ist dies nicht immer der Fall.
Es zeigt sich, dass die Potenzmenge Z2(f2) in der Regel zu grof ist.

Deshalb werden wir nicht mehr jede Teilmenge von (2 als Ereignis betrachten. Wir nehmen
aber an, dass die Menge aller Ereignisse eine sogenannte o-Algebra bildet.

Definition 3.1.2. Es sei 2 eine Menge. Eine o-Algebra auf ) ist ein Mengensystem > C
Z(Q), sodass

(i) Pex.
(i) Ist A € X, so ist auch A°=Q\ A € 3.

(iii) Ist A, € X fiir n € IN, so ist auch |J, .y An € 2.

nelN

Beispiel 3.1.3. a) Offensichtlich ist 22(Q2) eine o-Algebra auf €.
b) Eine weitere o-Algebra auf 2 ist {0, }.

¢) Ist Q eine Menge mit mindestens zwei Elementen und ) # A C Q mit A # Q, so ist
{0, A, A°,Q} eine o-Algebra.

Bemerkung 3.1.4. Weiterhin erfiillt eine o-Algebra ¥ auf 2 auch folgende Eigenschaften:

(1) Sind A4,...,A; € X, so auch A; U...U Ag. Das folgt aus (iii), indem man A, = 0 fiir
n > k wahlt.

(2) Sind Ay,..., A € X, so auch A1N...NAg. Das folgt aus (1), (ii) und deMorgan’s Gesetz
(siehe Proposition [3.1.5)) unten.

(3) Genau so sieht man, dass ¥ mit der Folge (Ay)nen auch deren Durchschnitt (), oy An
enthalt.

Proposition 3.1.5. Seien A;, i € I, endlich oder unendlich viele Teilmengen einer Grund-
menge ). Dann ist

(& &
(Ua) =4 wna (Na) =4
icl icl iel icl
In der Regel ist es schwer, eine o-Algebra konkret anzugeben. Daher ist folgendes Resultat
wichtig:

Lemma 3.1.6. Ist S C P2(Q), so gibt es eine kleinste o-Algebra auf 2, die S enthilt.
Priziser: Es gibt eine o-Algebra g auf ), so dass S C X gilt und fir jede o-Algebra 3 auf
Q mit S C X auch g C X gilt.

Diese o-Algebra ¥ bezeichnet man mit o(S) und nennt sie die von S erzeugte o-Algebra.
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Definition 3.1.7. Die von den offenen Intervallen in R erzeugte o-Algebra heifit Borel
o-Algebra und wird mit #(R) bezeichnet. Es ist also Z(R) = o({(a,b) : a,b € R,a < b}).

Es ist nicht moglich Z(R) genauer zu beschreiben, aber alle praktisch relevanten Teil-
mengen von R liegen in Z(R). Es gilt Z(R) # Z(R), aber dies ist schwer zu zeigen.
Wir diskutieren dies nicht niher und geben stattdessen Beispiele fiir Mengen in Z(R).

Beispiel 3.1.8. Fiir a € R ist (—o0,a) € Z(R) und (a,00) € A(R). Es ist ndmlich
(—00,a) = Upen(a@ —n,a) und (a,00) = U,en(a;a + n). Somit liegen fiir a € IN auch
die Komplemente [a,00) = (—o00,a)¢ und (—o0,a] = (a,00)¢ in ZA. Schliefilich sind auch
kompakte Intervalle in Z(R) enthalten, denn [a, b] = (—o0,b] N [a, 00).

Vereinbarung: In Ubungs- und Klausuraufgaben zur Vorlesung fiir “Stochastik fiir
Wirtschaftswissenschaftler” braucht fiir Teilmengen von R nicht nachgewiesen zu werden,
dass diese in der Borel-o-Algebra liegen.

Wir kommen nun zur zentralen Definition:

Definition 3.1.9. Ein Messraum ist ein Paar (£2,%), bestehend aus einer Menge €2 und
einer o-Algebra ¥ auf Q. Ist (£2,X) ein Messraum, so heifit eine Abbildung P : ¥ — [0, 1]
Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (2, %), falls

1. P(©2) = 1 (Normiertheit)

2. Ist (An)nen eine Folge paarweise disjunkter Mengen in 3, so ist

IP( U An) - i::]P(An).

nelN

Ist (£2,%) ein Messraum und P ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 darauf, so nennt man das Tripel
(Q,3,P) einen Wahrscheinlichkeitsraum.

Bemerkung 3.1.10. (a) Beachte, dass ¥ mit der Folge A, auch deren Vereinigung J A,
enthélt. Daher ist P(|J A,,) in (ii) wohldefiniert.

(b) Jeder diskrete Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Wahrscheinlichkeitsraum mit der Potenz-
menge als o-Algebra.

(c) Die Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmafien in Proposition 1.1.5 gelten auch in
beliebigen Wahrscheinlichkeitsriumen. Der Beweis bleibt unverédndert.

Auch andere Konzepte (wie Beispielsweise die Begriffe “Unabhéngigkeit” und “beding-
te Wahrscheinlichkeit”) iibertragen sich ohne Anderungen auf allgemeine Wahrscheinlich-
keitsrdume.

Lemma 3.1.11. Es sei (2, X, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, eine Folge in ¥ mit
A C A CA3C ... und A=, cn- (Wir sagen: A, wichst gegen A und schreiben A, 1 A.
Dann ist

P(A) = lim P(A,).

n—o0
Ist C,, eine Folge in X mit C1 D Cy D ... und C := mne]N Cy (Wir sagen C, féllt gegen C
und schreiben Cy, | C'), so gilt ebenfalls

P(C) = lim P(Cy).

Beweis. Ubung!
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3.2 Zufallsvariablen und ihre Verteilungen

Gegeben einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, X, P) sind wir versucht, wiederum jede Abbil-
dung X von €2 nach R Zufallsvariable zu nennen. Dabei gibt es jedoch folgendes Problem:
Wenn wir die Verteilung Py von X durch Px(A) := P(X € A) definieren, so muss
{X € A} in der o-Algebra X liegen.
Wir definieren daher:

Definition 3.2.1. Sei (2,3, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbildung X : 2 — R
heiBBt Zufallsvariable, falls fir A € B(R) stets {w € Q: X(w) € A} € ¥ liegt. In diesem Fall
heifit das Wahrscheinlichkeitsmafl Py auf (R, Z(R)), gegeben durch

Px(A) :=P(X € A),
die Verteilung von X.

Wir hatten bereits bemerkt, dass die Borel o-Algebra Z(R) sehr grofl und uniibersichtlich
ist. Daher ist es schwierig, die Verteilung konkret anzugeben. Es ist auch nicht mehr richtig,
dass Verteilungen durch ihre Werte auf einelementigen Mengen bestimmt sind. Es stellt sich
also die Frage, ob die Verteilung einer Zufallsvariablen bereits durch die Werte auf gewissen
Mengen eindeutig bestimmt ist.

Dies ist in der Tat der Fall. Wir definieren:

Definition 3.2.2. Sei (12, X, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X :  — R eine Zufalls-
variable. Dann heifit Fiy : R — [0, 1], definiert durch

Fx(z) :=P(X < z)
Verteilungsfunktion von X.

Proposition 3.2.3. Seien X undY zwei Zufallsvariablen mit der selben Verteilungsfunktion,
Fx(t) = Fy(t) fir alle t € R. Dann haben X und Y auch die selbe Verteilung, Px(A) =
Py (A) fiir beliebige A € B(R).

Beispiel 3.2.4. Ist X ~ Bin(1,p) Bernoulli-verteilt, so ist

0, x <0
Fx(z)=q1-p, 0<z<1
1, x> 1.

Denn fir 2 < 0ist {X <z} =0, alsoP(X <z)=0.Fir0 <z < 1list {X <z} ={X =0}
und daher P(X < z) = P(X = 0) = 1 — p. SchlieBlich ist fiir z > 1 gerade {X < z} =
und daher Fx(z) = P(Q2) = 1.

1— pe—oe
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Ahnliche Uberlegungen zeigen folgendes:

Beispiel 3.2.5. Ist X eine Zufallsvariable die lediglich die Werte 1 < z3 < ... < z,
annimmt mit P(X = x) = py, so ist

0 r < I
k
Fx(z) =920 o <o < g
1 T > Ty

Das Schaubild der Verteilungsfunktion sieht &hnlich wie oben aus, hat aber nun n Sprung-
stellen.

Nimmt allgemeiner die Zufallsvariable X abzihlbar viele Werte x, k € IN, an mit P(X =
Tk) = Pk, SO ist

Fx(z)= > px

kxp<z

In diesem Fall sagt man X habe diskrete Verteilung oder manchmal X sei diskret.

Die Verteilungsfunktion F'x hat in diesem Fall unendlich viele Sprungstellen — es handelt
sich jedoch weiterhin um eine Funktion, die nicht stetig wéchst, sondern Sprungstellen hat
und dazwischen konstant ist.

Ein Sprung in einer Verteilungsfunktion an der Stelle x in Hohe p bedeutet, dass die
Zufallsvariable den Wert = mit Wahrscheinlichkeit p annimmt.

Wir stellen einige Eigenschaften von Verteilungsfunktionen zusammen:

Eine Funktion g : R — R heiflt rechtsseitig stetig, falls fiir jede monoton fallende, kon-
vergente Folge (z,)nen gilt limy, o0 f(2r) = f(limy—o0 n).

Lemma 3.2.6. Es sei X eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, 3, P).
Dann ist die Verteilungsfunktion Fx monoton wachsend, rechtsseitig stetig und erfillt
lim Fx(z)=0 wund lim Fx(x)=1.
T——00 T—r00

Beweis. Zunéchst ist F' offensichtlich monoton wachsend (jedoch nicht notwendigerweise
strikt). Ist ndmlich z < y so ist {X < z} C {X < y} und daher, wegen der Monotonie des
Wabhrscheinlichkeitsmafes, Fix(z) = P(X < z) <P(X <y) = Fx(y).

Ist nun x,, eine fallende Folge, die gegen = konvergiert, so ist {X < z,} | {X < z}. Es
folgt aus Lemma [3.1.11] dass Fix (z,,) — Fx(z). Also ist F' rechtsseitig stetig.

Es gilt limy oo Fx(z) = 0 und lim,_,o Fx(z) = 1. Das folgt aus Lemma und
den Beziehungen {X < —z,} | 0 und {X < x,} 1 Q fiir jede Folge (z,)nen, die gegen oo
konvergiert. O

Es gilt auch die Umkehrung dieses Lemmas. Da der Beweis deutlich schwieriger ist,
iibergehen wir ihn.

Satz 3.2.7. Es set F': R — R eine monoton wachsende, rechtsseitig stetige Funktion mit
limy, oo F(2) = 0 und lim, oo F'(x) = 1. Dann gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmafs
Pr auf (R, Z(R)) mit

Pr((—o0,z]) = F(x) (3.1)

FEine wichtige Klasse von Verteilungen sind absolutstetige Verteilungen.
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Definition 3.2.8. Es sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx. Wir sagen, X
hat absolutstetige Verteilung (gelegentlich auch X sei absolutstetig), falls es eine nichtnegative

Funktion f auf R mit
/ fit)ydt=1

gibt (hierbei soll das Integral wohldefiniert sein), sodass

Fe(o)= [ s

In diesem Fall heifit f Dichte der Verteilung von X.

Bemerkung 3.2.9. Ist die Verteilungsfunktion stetig (insbesondere, bei absolutstetigen
Verteilungsfunktionen), so nimmt die Zufallsvariable keinen Wert mit positiver Wahrschein-
lichkeit an. In diesem Fall gilt also

b
P(X € (a,b]) = P(X € (a,b)) = P(X € [a,b)) = P(X € [a,b]) = F(b) — F(a) = / F(t) dt.

Bemerkung 3.2.10. Ist f eine nichtnegative Funktion auf R mit ffooo f(t)dt =1, so kann
man zeigen, dass F(z) = [*__ f(t)dt eine monoton wachsende, rechtsseitig stetige Funktion
mit lim,_,_ o F(x) = 0 und limy,_,o F'(x) = 1 ist. Somit ist F' eine Verteilungsfunktion und
f die Dichte dieser Verteilungsfunktion.

In gewisser Weise sind die Dichten von absolutstetige Zufallsvariablen &hnlich zu den
Zahldichten von diskreten Zufallsvariablen in Beispiel Ist fx die Zéahldichte der dis-
kreten Zufallsvariablen X, so ist die Verteilungsfunktion F'x gegeben durch

Fx(x) = 3 fx(0),

t<z

wobei zu beachten ist, dass fx ja nur an hochstens abzahlbar vielen Stellen verschieden von
0 ist. Bei absolutstetigen Zufallsvariablen hat man stattdessen eine Dichte f, die man bis z
“aufintegriert” um die Verteilungsfunktion zu erhalten.

Diese Analogie verwenden wir auch bei der Definition von Erwartungswert, Varianz, etc.
von absolutstetigen Zufallsvariablen.

Definition 3.2.11. Es sei X eine absolutstetige Zufallsvariable und f die Dichte der Ver-
teilung von X. Wir sagen, X hat endlichen Erwartungswert, falls

/OO It £(t) dt < oo.

In diesem Fall heifit ~
EX = / LF () dt
—0o0
der Erwartungswert von X.

Wie im diskreten Fall gilt fiir eine Zufallsvariable X mit Dichte f und eine Funktion
g:R — R, dass

Eg(0) = [ 7 gty dr,
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falls g(X) endlichen Erwartungswert hat.
Wir sagen, X habe endliche Varianz, falls

VarX = E[(X — EX)?] = /OO (t —EX)2f(t)dt

— 00
endlich ist.

Bemerkung 3.2.12. Ahnlich wie im diskreten Fall kann man zeigen, dass X genau dann
endliche Varianz hat, wenn EX? = ffooo t2f(t) dt endlich ist. In diesem Fall ist

VarX = EX? — (EX)?.

Beispiel 3.2.13. Setzen wir

t2

t: = —
®) 0 fallst<1 12

L ofallst>1 1
[1,00)»

so ist f Dichte einer Verteilungsfunktion. Es ist namlich

/_Zf(t)dt:/loo;dt: [_71‘:0:0—(—1):1.

Ist f die Dichte der Zufallsvariablen X, so ist

—12 1 1
P(1<X<2) —dt = — s 41=-
( / 1 2" 2’
also nimmt X mit Wahrscheinlichkeit 1/2 einen Wert zwischen 1 und 2 an.
X hat keinen endlichen Erwartungswert, es ist ndmlich

/_O; #1£ () dt = /1001 = [toa1|” = .

Gelegentlich ist es wichtig (beispielsweise beim Berechnen von Konfidenzintervallen),
Zahlen z zu finden, sodass P(X < z) = Fx(x) = p fiir ein vorgegebenes p € (0,1). Wir
behandeln diese Frage nur in dem Spezialfall, dass es ein Intervall I gibt, so dass die Vertei-
lungsfunktion Fx aufgefasst als Funktion I — (0,1) bijektiv ist. Dies ist z.B. dann erfiillt,
wenn die Verteilungsfunktion auf R stetig und streng monoton wachsend ist; dann ist I = R.
Dann hat x := (Fx)~!(p) die gewiinschte Eigenschaft und heifit p-Quantil.

3.3 Wichtige absolutstetige Verteilungen

Stetige Gleichverteilung

Wir sagen X ist gleichverteilt auf dem Intervall (a,b) und schreiben X ~ U(a,b), falls X
die Dichte

1 A a<t<b
t) = ——T(p)(t) =< 070
1(®) b—a @ (®) {0, sonst

besitzt.

Ein Beispiel, bei dem diese Verteilung auftritt ist beim Drehen eines “Gliicksrades”. Der
Winkel, in dem das Rad im Vergleich zur Ausgangslage zum stehen kommt, ist gleichverteilt
n (0,2m).

Wir berechnen Erwartungswert und Varianz einer gleichverteilten Zufallsvariable.
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Lemma 3.3.1. Ist X ~ U(a,b), so ist

a+b _ (b—a)?
5 und VarX = 7

1 1 rt?
= tdt = [7
b—a/a b—al2

Weiter ist fiir p = (a + b)/2 gerade

EX =

Beweis. Es ist

b —a®  a+b

EX

o« 20b—-a) 2

1 [(t—ﬂ)?’

1 b
VarX = —— | (t—p)2dt =
ar ; /Q( 1)

Exponentialverteilung
Eine Zufallsvariable X heifit exponentialverteilt mit Parameter A > 0, wenn X die Dichte

Al) = Ae Mg o) (1)

besitzt. Wir schreiben in diesem Fall X ~ Exp()). Beachte, dass

/Z () dt = /Ooo AeMat = [ =M "= 0- (-1 =1,

sodass fy in der Tat eine Dichte ist.
Die Exponentialverteilung tritt bei sogenannten Wartezeitproblemen auf. Wichtige Bei-
spiele sind: Die Lebensdauer von Gliihbirnen oder die Wartezeit auf den nichsten Anruf.
Wir berechnen wiederum Erwartungswert und Varianz.

Lemma 3.3.2. Es sei X ~ Exp(\). Dann ist
1 1

Beweis. Mit partieller Integration erhalten wir

o9 0o -t

1

EX :/ the M dt = [—te_)‘t‘oo —/ —eMdt=0-— {L)m S

0 0 0 Ao A

Mit zweifacher partieller Integration folgt
2
2 _
B =5

wobei die Details Ubung sind. Daher ist

, 2 1 1
“ e TN N

VarX = EX? — (EX)
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Die Exponentialverteilung hat eine wichtige Eigenschaft, die man Geddchtnislosigkeit
nennt. Ist ndmlich X ~ Exp()), so ist

P(X >a+bX >a)=P(X >b). (3.2)

Bei Wartezeitproblemen interpretiert man diese Gleichheit wie folgt: Die Wahrscheinlichkeit,
noch mindestens die Zeitspanne b warten zu miissen, wenn man bereits a gewartet hat, ist
genau so grof}, wie von Anfang an mindestens b warten zu miissen. Um Gleichung
zu zeigen, rufen wir uns die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit ins Gedéchtnis:
P(A|B) = IPI(P‘L(‘E?). Hier haben wir A = {X > a + b} und B = {X > a}. Beachte, dass
A C B und daher AN B = A. Fiir z € (0,00) gilt

o0

— ef)\:c_

P(X > x) —/ e A dt = {— e M

T

x
Somit ergibt sich

P(X>a+bX>a) e Motb) b
P(X >a) T e

wie behauptet.

Normalverteilung
Es seien ¢ € R und o2 > 0. Eine Zufallsvariable X heit normalverteilt mit Parametern

pund o2, falls X die Dichte
1 (t=w)*
f t = 67 202
Q V2mo?

besitzt. Wir schreiben X ~ N(u,02). Ist g = 0 und o2 = 1, so sagen wir, X ist standard-
normalvertedlt.

Da der Nachweis von [ f(t)dt = 1 sehr schwierig ist, iibergehen wir ihn.

Die Bedeutung der Normalverteilung entsteht vor allem durch den Zentralen Grenzwert-
satz (den wir spéter behandeln), demzufolge viele Zufallsvariablen zumindest “annéhernd”
normalverteilt sind.

Proposition 3.3.3. Ist X ~ N (p,0?) und sind a,b € R, so ist aX + b~ N(au + b, a’c?).

Beweis. Es gilt

202 dt

/(y—b)/a 1 ()2
= e
—o0 V2mro?

v 1 _(w=b)/a—mw? ]
e 202 —du
—oo V2102 a

_ (u—b—ap)?
2a262  du.

Y 1
= — ¢
/—oo V2ma2o?

Also hat aX + b die Verteilungsfunktion einer A (au + b, a?0?)-Verteilung. O
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Insbesondere folgt, dass % standardnormalverteilt ist, wenn X ~ AN(u,0?). Somit
kann man normalverteilte Zufallsvariablen durch Transformation immer in standardnormal-
verteilte Zufallsvariablen iiberfithren. Daher erhalten Dichte und Verteilungsfunktion der
Standardnormalverteilung besondere Bezeichner. Es sei

1 2 x
t) = e 2 und @w:/ t)dt.
p(t) Jon (z) . (1)
Man kann ® nicht elementar ausdriicken. In Anwendungen verwendet man daher oft Tabellen
mit Werten von ®. Hiufig sind dort nur Werte ®(x) fiir x > 0 aufgefiirt. Aus der Symmetrie
von ¢, d.h. p(—t) = ¢(t), folgt dass

w0 = [ o= [Te-na= [ ewa- [ awa=1-a),

—0o0 —00 —0o0

sodass diese Information ausreicht.
Wir kénnen nun Erwartungswert und Varianz einer normalverteilten Zufallsvariablen
bestimmen.

Lemma 3.3.4. Ist X ~ N(i,0?), s0 ist EX = p und VarX = 0. Man sagt daher auch, X

sei normalverteilt mit Erwartungswert . und Varianz o?.

Beweis. Es sei zunéchst X ~ N(0,1). Aus der Symmetrie von ¢ folgt mit der Substitution
t = —s, dass

]EX:/O;tgo(t)dt:/O tnp(t)dt—i—/oootgo(t)dt:—/Ooosap(s)ds—i—/oootgo(t)dtzo.

—00

Mit partieller Integration folgt nun

2 2 2
VarX —EX? = [ ¢ toe dt [_te_g ” /OO — s dt =1
ar et — . — - _ — .
o V2T V2m l—o0 —o0o V2T

Sei nun X ~ N (p,02). Dann ist Y := =2 ~ A(0,1). Daher ist

g

0=EY =0 'B(X —p) = '(EX) — p)
und daher EX = p. Weiter ist VarX = Var(X — u) = E((0Y)?) = 0?EY? = o2 O

3.4 Zufallsvektoren

Definition 3.4.1. Es seien X1, ..., X, Zufallsvariablen, die auf einem gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, 3, IP) definiert sind. Dann heifit die Abbildung X : Q@ — R", gegeben
durch

X(w) = (X1(w),..., Xn(w))

Zufallsvektor. Die Funktion F': R™ — [0, 1] gegeben durch
F(zy,...,2n) =P(X1 < 21,...,Xp, < )

heifit Verteilungsfunktion des Zufallsvektors X. Die Verteilungsfunktion (oder auch der Zu-
fallsvektor X selbst) heifit absolutstetig, falls es eine Funktion f : R™ — [0, 00) gibt mit
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sodass

Tn T
F(xl,...,:cn):/ / flte, ... ty)dty ... dt,.

—00

In diesem Fall heit f Dichte von F (oder von X).

Bemerkung 3.4.2. (a) Wir nennen die von den Rechtecken (aj,b1) X ... x (an,by) mit

a;,b; € R, a; < b;, erzeugte o-Algebra auf R™ Borel-o-Algebra Z(R™). Wiederum enthélt
die Borel-o-Algbra aller praktisch relevanten Teilmengen, weshalb wir in Ubungs- und
Klausuraufgaben darauf verzichten, bei Teilmengen des R”™ zu iiberpriifen, ob diese in
der Borel-o-Algebra liegen. Ahnlich wie im Fall von Zufallsvariablen kann man zeigen,
dass die Verteilungsfunktion ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf Z(RR"™) bestimmt. Dieses
Ma$ ist gerade die Verteilung des Vektors X.

Aus der Verteilungsfunktion des Vektors kénnen auch die Verteilungsfunktionen der
einzelnen Komponenten bestimmt werden. Mit Lemma [3.1.11] folgt ndmlich

FXj({L‘) :IP(XJ S(L‘) :]\}E)HOOIP(XI SNa---;Xj—l SN,X]‘ SJ,',XJ'+1 SN,,Xn S N)
= lim Fx(N,...,N,z,N,...,N).

N—oo

In dieser Situation nennt man manchmal den letzten Grenzwert Randverteilungsfunktion.

Auf dhnliche Weise lassen sich auch die Dichten der einzelnen Komponenten aus der
Dichte des Vektors berechnen. Es ist ndmlich

fj(S) = / ) f(te, ... yti—1,8, b1, - Jtn) dty ... dty,
R~
wobei f; die Dichte von X; bezeichnet. Diese wird also aus der “gemeinsamen Dich-

te” durch ausintegrieren der anderen Variablen berechnet. Man sagt die f; seien die
Randdichten.

Mittels der Dichte lassen sich auch Wahrscheinlichkeiten berechnen. Sei namlich X ein
Zufallsvektor mit Diche f. Dann gilt fir A € Z(R"), dass

IP(X € A) = / f(tl,... ,tn)dtl cLdty,.
A
Fiir eine Funktion ¢ : R® — R und einen Zufallsvektor X mit Dichte f ist

Eg(Xl,. . ,Xn) = / g(tl, e ,tn)f(tl, NN ,tn) dtl .. .dtn

sofern der Erwartungswert endlich ist. Insbesondere kann man auf diese Art die Kovari-
anz zweier Zufallsvariablen berechnen, die wie im diskreten Fall definiert ist.

Beispiel 3.4.3. Es sei (X,Y) ein Vektor mit Dichte f(z,y) = (z + 22y)1g,1)(2)1(0,1)(y)-
Beachte, dass dies in der Tat eine Dichte ist, es ist ndmlich f(x,y) > 0 fiir alle z,y € R und

1,1 19 1
/ f(x,y)d:pdy:/ / x+2xydmdy:/ {fx2+x2y‘ dy
R2 0 Jo 0 L2 0

1

1

—/ +d—[1+12‘1—1
“Jy 2 YT RV TRV T
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Die Dichten der Zufallsvariablen X und Y erhélt man wie folgt:

1
Fx(t) = /R F(t ) dy = /0 2ty dyL o (t) = 26101 (1)

und
t 1
fy(t) = /]Rf($, t) dr = /0 x4+ 2zt da:IL(Oyl) (t) = (5 + t):[l(o’l)(t)

Mittels der gemeinsamen Dichte kann man die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass X <Y
ist. Ist nimlich A = {(x,y) € R?: 2 < y}, so ist

1 1
IP(XSY):IP((X,Y)EA):/Af(a:,y)dxdy:/o / x + 2zy dy dx

1 y=1 1
:/ [my—ny‘ d:];:/ 20 — 2% — 2% dx
0 y=z 0

1 5

4 12

1

3
SchlieBlich berechnen wir noch die Kovarianz von X und Y. Hierzu benétigen wir zunéchst
die Erwartungswerte. Es ist

1 2 .1 2
]EX:/th(t)dt:/ t-2tdt = [43‘ ==
R 0 3 0 3

und . ) 5
1 t t° 1 7
/]Rtfy(t)dt /Ot(2+t)dt [4+30 3
Somit ist
2 7
Cov(X,Y) = g) (Y - Tz)

E{X
:/01/01 (x_§><y_%)(x+2xy)dxdy

1 1
7 9 9 2 4
= - — 2 ——x— —xydrd
/O<y 12)/0:c+:cy 3:1: gzz:yxy
1 3 2
T\[x 2 4 x 2, ‘1
= ——)|=+4+= - — - = d
0<y 12)[3+3xy 3 3" Y
= 0.
Folglich sind X und Y unkorreliert.
Definition 3.4.4. Zufallsvariablen X1, ..., X, die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlich-

keitsraum (€2, X, P) definiert sind, heiflen unabhingig, falls fiir alle A4,..., A, € Z(R) stets
P(X;€A,....X,€A,)=P(X1€4y) ...-P(X, € A4,)
gilt.

Man kann nun folgenden Satz beweisen:
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Satz 3.4.5. Seien X1, ..., X, Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, %, P). Weiter sei Fx die Verteilungsfunktion des Vektors (X1, ..., Xy) und Fx; die
Verteilungsfunktion der Zufallsvariable X; fir j = 1,...,n. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) Xi,...,X, sind unabhingig.

(ii)) Fx(x1,...,2n) = Fx,(x1) ...  Fx, (zy) fir alle z1,...,z, € R.
Besitzt X eine Dichte Dichte f und X; die Dichte fj, so sind obige Aussagen dquivalent zu
(iit) f(t1,....tn) = fi(t1) - ... fa(tn), wobei f die Dichte von X und f; die Dichte von X;

bezeichnet.

Beispiel 3.4.6. Die Zufallsvariablen X und Y aus Beispiel sind unabhéngig. Es ist
namlich

fx (@) fy (y) = 22101y (2) (5 + ¥) Lo,y (y) = (@ + 22y)L(0.1)(@) L0,1)(y) = fix.v) (@)
Wir betrachten ein weiteres Beispiel.

Beispiel 3.4.7. Essei D = {(z,y) : 0 <y < 22,0 <z <1} und f = 1p. Dann ist f eine
Dichte. Es ist ndmlich

1 2 1
/ ILDdxdy:/ / dydx:/ 2cdx = 1.
R2 0o Jo 0

Ist (X,Y) ein Zufallsvektor mit Dichte f, so sagt man (X,Y) sei gleichverteilt auf dem
Dreieck D.
Die Randdichten von f sind wie folgt gegeben:

2
[x(t) = /R Ip(t,y)dy = H(O,l)(t)/o dy = 2t1 g 1)(1)

und
1

fr(t) = /R 1p(2, ) dz = Lo.(t) /t/z dy = (1 - 5L o(1).

Hat der Vektor (X,Y) Dichte f, so sind X und Y nicht unabhéngig, es ist ndmlich
fx (@) fy (y) = 2211y (@) (1 — y/2)1(0,2)(y)
= (2z — 559)1(0,1)(13)1(0,2) (v)
# 1p(z,y) = fxy(z,y).

3.5 Der Zentrale Grenzwertsatz

Nun kommen wir zu einem zentralen Resultat, welches die Bedeutung der Normalverteilung
erklart.

Satz 3.5.1. (Zentraler Grenzwertsatz) Es sei X1, Xa, ... eine Folge von unabhdingigen und
identisch verteilten Zufallsvariablen mit endlichen Momenten zweiter Ordnung und positiver
Varianz. Wir setzen o® = VarX; und p:=EX,. Weiter sei Sy, := 22:1 Xg. Dann ist

IP(SnU\F <a: \ﬁ/ ®(x), n— oo.
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Wir bemerken: Es ist ES,, = ny und, wegen der Unabhingigkeit, Var(S,) = no?. Daher
sind g
n — Y
=0 d Var(———) =1
] un ar( s )

Sn —np

E[iaﬁ

unabhéngig von n.
Alternative Interpretation: Ist M, := %Sn das Mittel der ersten n Zufallsvariablen, so ist

(M — pr) = S,

Der Zentrale Grenzwertsatz besagt gerade, dass die Verteilungsfunktion dieser standar-
disierten Mittel gegen die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung konvergiert.

Bemerkung 3.5.2. Beachte, dass P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a) ist. Es folgt aus dem
Zentralen Grenzwertsatz, dass

Sy — np b2t
IP(a<<b)—>/e 2 ——, n — oo.
ovyn @ V2T

Man darf hier <- und <- Zeichen auswechseln.

Dank des zentralen Grenzwertsatzes konnen wir (unter Kenntnis der Werte von @, die
tabelliert sind) Wahrscheinlichkeiten approximieren. Wir geben hierzu ein Beispiel:

Beispiel 3.5.3. Ein Wiirfel werde 600 mal geworfen. Was ist die Wahrscheinlichkeit zwischen
90 und 100 Sechsen zu werfen?

Hierbei handelt es sich um das 600-fache (unabhéngige) Wiederholen eines Bernoulli-
Experiments mit Erfolgswahrscheinlichkeit p = %. Damit ist die Zahl der Erfolge Bin(600, %)—
verteilt und die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

o= (600 1%5600-k
Z<k>66 ‘

k=90

Allerdings ist diese Summe relativ schwierig zu berechnen. Wir verwenden den zentralen
Grenzwertsatz, um die Wahrscheinlichkeit zu approximieren.

Seien hierzu X1, ..., Xgoo unabhéingige, Bernoulli verteilte Zufallsvariablen mit Erfolgs-
wahrscheinlichkeit %. Es ist also p := EX; = p = % und 0?2 = p(1 —p) = %. Es ist also
nu = 100 und y/no = /500/6 ~ 9, 13.

Die Anzahl der Erfolge bei 600 Versuchen ist Sgog = 20:01 Xj. Nach dem zentralen
Grenzwertsatz gilt

90 — 100 _ Sgoo — 600 _ 100 1oo>
9,13 — 600c — 9,13
~ ®(0) — B(—1.095) = 0,5 — (1 — D(1,095)) ~ 0, 363,

P(90 < Sgo0 < 100) = IP(

also ungefiahr 36 Prozent.

Bemerkung 3.5.4. Bei der Approximation der Binomialverteilung durch die Normalver-
teilung ist folgendes zu beachten:
Die Binomialverteilung ist eine diskrete Verteilung, genauer nimmt sie nur natiirliche

Zahlen als Werte an. In Beispiel ist somit

IP(QO < Sgoo < 100) = IP(89 < Seoo < 101) = IP(89, 5 < Seoo < 100, 5).
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Berechnet man diese Wahrscheinlichkeiten ndherungsweise mit dem zentralen Grenzwertsatz,
so ergeben sich 0,363, 0,430 bzw. 0,397. Vergleichen wir diesen Wert mit dem exakten Wert
0,4025 (die Berechnung ist zwar aufwendig, aber nicht unmoglich), so sehen wir, dass der
letztgenannte Wert am besten ist. Es entspricht auch der allgemeinen Erfahrung, dass, wenn
die Wahrscheinlichkeit, dass eine diskrete Zufallsvariable in einem bestimmten Intervall liegt,
mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes approximiert wird, man am besten die Mittelwerte
zwischen den beiden in Frage kommenden Zahlen als Intervallgrenzen einsetzt.

Wir geben nun noch ein etwas anderes Anwendungsbeispiel.

Beispiel 3.5.5. Ein Airbus A380 hat gewohnlich 526 Sitzplatze. Aus Erfahrungen ist be-
kannt, dass ein verkauftes Ticket mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,1 storniert wird. Wir
nehmen an, dass die Fluggiste, die Entscheidung, ob sie stornieren oder nicht, unabhéngig
voneinander treffen. Wie viele Tickets kann man fiir einen Flug verkaufen, wenn dieser mit
einer Wahrscheinlichkeit von héchstens 2% iiberbucht sein soll?

Es sei X1, Xy, ... eine Folge unabéngiger Bin(1,0,9)-verteilter Zufallsvariablen und S,, =
> p—q Xn. Wir suchen die grofite Zahl n, sodass P(S,, > 526) < 0,02. Es ist

S, —n-0,9 >526—n-0,9)N17 (526—n~0,9)
Vn-0,1-09- n-0,0 / V- 0,00

Wir benétigen das 0,98-Quantil der Normalverteilung. kann man in Tabellen nachschlagen.
Es gilt ®71(0,98) ~ 2,05. Wir erhalten also

0,02 = P(S, > 526) = IP(

526 —n - 0,9
Vn-0,00

Wir schreiben m = /n und erhalten die Gleichung

2,05 ~ ®1(0,98) ~

526 — m?20,9
m~/0, 09

Lost man diese quadratische Gleichung, so erhélt man m = 23,8, also n = 568,1. Die
Fluggesellschaft darf also hochstens 568 Tickets verkaufen.

= 2,05 < 526 —m?0,9=m-0,3-2,05

3.6 Schitzung der Parameter in der Normalverteilung

In Kapitel 2 hatten wir bereits die Schitzung von Parametern gewisser Verteilungen dis-
kutiert, dabei aber (weil wir absolutstetige Verteilungen noch nicht eingefiihrt hatten) die
Normalverteilung auflen vor gelassen. Allerdings ist diese Verteilung in Anwendungen von
grofftem Interesse. Daher wollen wir das Schitzen der Parameter der Normalverteilung hier
nachholen.

Es gilt also aus einer Zufallsstichprobe X7,..., X, zur Normalverteilung N (i, %) die
Parameter 1 und o2 zu schitzen.

Wir nutzen zunichst die Momentenmethode. Fiir Y ~ N (i, 0?) gilt (u, 0?) = (EY, EY?2—
(EY)?). Somit ergibt sich als Momentenschitzer, wenn Realisierungen 1, .. ., x, beobachtet
werden,

N 1 & 2 —\2 1 - 2
(1.0%) = (2.3 (@) = (@) = (7.2 Y (@ —2)?).

k=1 k=1
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Nu wenden wir uns der Maximum-Likelihood-Methode zu. Im Falle diskreter Wahrschein-
lichkeiten hatten wir als Likelihood-Funktion L gerade das Produkt der Z&hldichten verwen-
det: L(z1,...,xn;0) = f(21,0) - ... f(zp,0). Im Falle von absolutstetigen Verteilungen mit
Dichte f(t,0) verwenden wir das Produkt der Dichten als Likelihood-Funktion.

Definition 3.6.1. Es sei Xi,..., X, eine Zufallsstichprobe zur Verteilungsfunktion P €
{Py : 6 € O}. Weiter sei Py absolutstetig mit Dichte f(-,6). Dann heifit L : R" x © — [0, 00),
definiert durch

L(x1,...,x0;0) := f(x1,0) - ...  f(xn,0)
Likelihood-Funktion. Ist 6 : R™ — © eine Funktion mit

L(zy,...,xp;a) < L(x1,...,2p; é(acl, )
fiir alle a € ©, so heifit é(Xl, ..., Xpn) Mazimum-Likelihood-Schdtzer fiir 6.

Wir berechnen nun Maximum-Likelihood-Schitzer fiir die Parameter p und o? einer
Normalverteilung. Es ist

wr— )2 n RY
_%_( 1 )nexp<—2k:1(xk 1) )

N ono 202

n

1
L(ml,...,xn;u,oz):H 5 e
oy V2o

Es ist einfacher, die log-Likelihood Funktion

n

1 n
U(p,0%) :=log L(w1, ..., &n; p,07) = 552 (z — p)* — Elog(%oj)

k=1

zu betrachten. Um einen Kandidaten fiir die Maximumstelle zu finden, berechnen wir die
kritischen Punkte der Log-Likelihood-Funktion, also die Losungen des Gleichungssystems
V¢ = 0. Fiir die partielle Ableitung nach p finden wir

or 1\ ! . _ ,
@:(_T,JZ%J%_M);O & 0:Z(mk—u):na:—nu & u==
k=1 k=1

Fiir die partielle Ableitung nach o? ist

ol 1 « 9 M 2w L1 9 !
o2 204 kzl(xk ") 22m02 202 (02 kzl(xk ") n)

Wir wissen bereits, dass in einem kritischen Punkt p = & sein muss. Wir setzen das in obige
Gleichung ein und erhalten

o0 1 ¢ 2 21y 2
@:O & ﬁkzl(xk—a:) =n & U:n;(xk—x).

Die einzige kritische Stelle von ¢ ist demnach der Punkt

n

(1,0%) = (7% S — 2)?).

k=1
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Eine genauere Untersuchung der log-Likelihood Funktion zeigt, dass dies in der Tat eine (glo-
bale!) Maximumstelle ist, d.h. dies ist der (in diesem Falle eindeutige) Maximum-Likelihood-
Schétzer. Fiir die Normalverteilung stimmen also Momenten- und Maximum-Likelihood-
Schétzer iiberein.

Obwohl sich sowohl aus der Momenten- als auch aus der Maximum-Likelihood-Methode
LS 1 (zr—7)?* als Schéitzer fiir o2 ergibt, zieht man in der Praxis meist 1 >"7_, (2 —)?
vor, weil dieser Schétzer erwartungstreu ist.

Konfidenzintervall fiir ;4 bei bekannter Varianz
Als néchstes konstruieren wir Konfidenzintervalle fiir den Mittelwert p. Dabei muss un-
terschieden werden, ob die Varianz o2 bekannt ist, oder nicht

Es sei also X1, ..., X, eine Zufallsstichprobe zur Verteilung N (u, 0(2)), wobei ag eine be-
kannte, feste, positive Zahl ist und p ein unbekannter, reeller Parameter ist. Um p zu schétzen
verwenden wir den Schitzer X = %22:1 Xi. Wir konnten nun mittels Tschebyscheff-
Ungleichung ein Konfidenzintervall herleiten. Allerdings ergibt sich ein kiirzeres Konfidenz-
intervall, wenn wir folgende Proposition verwenden.

Proposition 3.6.2. Seien X; ~ N(u;, 012), i = 1,...,n, unabhingige Zufallsvariablen.
Dann gilt X1+ -+ Xp ~ N30y piy 2oy 07).

Insbesondere ist X1 + ...+ X,, ~ N (nu,nog) und daher X ~ N(u,0¢/n). Es folgt, dass

V= \/ﬁxg—;” ~ N(0,1). Beachte, dass diese Verteilung nicht mehr von dem unbekannten
Parameter p abhéngt. Um ein Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau o zu konstruieren,
geht man nun wie folgt vor:

Zunichst bestimmt man ein Intervall, in dem V' mit Wahrscheinlichkeit o liegt. Weil V'
symmetrisch verteilt ist, wihlen wir auch ein symmetrisches Intervall, also ein ¢ > 0 sodass

1—a=P,(V]|>c)=2P,(V > c) =2(1 — &(c))

also ¢ = ®~1(1£2). Somit ergibt sich

a=P,(|V]|<c) = IPM(— c < ﬂXU_O P < c) (3.3)
:IPM(ME[X—%,X—F%D. (3.4)

Somit ist [X — cog/v/n, X + cog/+/n] mit ¢ = ®71(1 + a/2) ein a-Konfidenzintervall fiir .

An diesem Beispiel kann man sehen, wie man allgemein vorgeht, um (unter Ausnutzung
spezieller Eigenschaften der zu Grunde liegenden Verteilung) Konfidenzintervalle fiir einen
Parameter ¢ € © zu konstruieren:

1) Wiihle einen (Punkt-) Schiitzer 0 fiir 0.
2) Bestimme die Verteilung von 0.

)
)
3) Wihle eine Transformation gg, so dass die Verteilung von gg(é) nicht von # abhéngt.
4) Wihle nun ein Intervall J mit P(gg(f) € J) = a.

)

5) Lose die Bedingung gg(f) € J nach 6 auf. Falls sich ein Intervall ergibt, ist dies das
gesuchte Konfidenzintervall.
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Insbesondere sind Konfidenzintervalle nicht eindeutig bestimmt.

Beispiel 3.6.3. Bei einer Stichprobe von 5 Brotchen wurden folgende Gewichte (in Gramm)
gemessen (nach aufsteigendem Gewicht):

43 44 44 47 50

Wir nehmen an, dass das Gewicht normalverteilt ist mit unbekanntem Mittelwert und Stan-
dardabweichung 3. Wir bestimmen ein 95%-Konfidenzintervall fiir p wie folgt:
Zunichst schlagen wir ¢ = 1 (%) = ®71(0,975) = 1,96 in einer Tabelle der Verteilung
der Standardnormalverteilung nach. Es ist nun
1,96 - _
o0 L9635 63 umd X =456
VAN
Daher ist [42,97, 48,23] ein 95%-Konfidenzintervall fiir den Mittelwert u.
Mit der Tschebyscheff-Ungleichung hétte sich

[X Ve X+ \/%} — (39,6, 51,6]

ergeben.

Konfidenzintervall fiir 4 bei unbekannter Varianz

Im allgemeinen kann man in Anwendungen nicht annehmen, dass die Varianz bekannt ist.
Sie muss also ebenfalls geschétzt werden. Es ist naheliegend, in obigem Zugang die (nun nicht
mehr bekannte) Standardabweichung oq durch S, die Wurzel aus dem Schitzer S? fiir die
Varianz, zu ersetzen. Um ein Konfidenzintervall zu bestimmen, muss man nun die Verteilung
der resultierenden Zufallsvariable kennen. Wir diskutieren dies in allgemeiner Situation.

Definition 3.6.4. 1. Es seien Xj,..., X, unabhingig und N (0, 1)-verteilt. Dann heifit
die Verteilung von Y := X2 + ... + X2 x2-Verteilung mit v Freiheitsgraden (sprich:
chi-quadrat). Wir schreiben Y ~ 2.

2. Es seien X,Y unabhingig mit X ~ AN(0,1) und Y ~ x2. Dann heifit die Verteilung
von Z 1= —5— t-Verteilung mit r Freiheitsgraden. Wir schreiben Z ~ t,.
NeTE

Bemerkung 3.6.5. (a) Sowohl die y2-Verteilungen als auch die t-Verteilungen sind abso-
lutstetig. Die Dichten dieser Verteilungen kénnen explizit angegeben werden. Fiir uns
sind jedoch insbesondere die Verteilungsfunktion und deren Umkehrfunktion (d.h. die
Quantilfunktion) von Bedeutung. Diese liegen in Tabellen vor.

(b) Die t-Verteilung ist symmetrisch.

Zur Bestimmung von Konfidenzintervallen wichtig ist folgendes Resultat, welches wir hier
ohne Beweis angeben.

Satz 3.6.6. Es seien X1,...,X, unabhingig und N (u,0?)-verteilt. Dann sind X und S*
unabhdingig und es gilt

o n—1

P SQNX?L—I? \/ﬁ

g
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Wir konnen also statt der Grofle V. = \/ﬁ%, die von der Standardabweichung o
abhingt, die Grofle T = \/ﬁ%, die nicht von der Standardabweichung abhéngt, betrach-
ten und haben wiederum eine Grofe, deren Verteilung nicht von den Parametern p und o?
abhingt. Somit kénnen wir nun ein a-Konfidenzintervall fiir ;1 wie folgt bestimmen:

Es sei ¢ ein (1 + «)/2-Quantil der ¢,,_;-Verteilung, sodass

1+«
IPM702(\T|>c):2IPW,2(T>c):2<1— . ):1—a.

Somit ist g g
c c
S ﬁ) =Pue(Tl<e)=a

Wir haben also ein a-Konfidenzintervall fiir p gefunden.

]PWQ(X <pu< X+

Beispiel 3.6.7. Wir betrachten wiederum Beispiel [3.6.3] Man rechnet leicht nach, dass
52 = 8,3, also S = 2,88 ist. Um ein 95%-Konfidenzintervall zu berechnen, bestimmen
wir zunédchst das 0,975-Quantil der t-Verteilung mit 4 Freiheitsgraden. Aus einer Tabelle
entnehmen wir den Wert 2, 78. Somit ergibt sich

S 2,782,883
vn V5

Daher ist [42,02, 49,18] ein 95%-Konfidenzintervall fiir 1. Beachte, dass dieses Intervall linger
ist als das in Beispiel berechnete, obwohl die dort angenommene Standardabweichung
3 grofer als die nun geschiitzte Standardabweichung 2, 88 ist. Der Preis dafiir, dass wir o2
als unbekannt annehmen (diirfen!) ist ein lingeres Konfidenzintervall.

~ 3,58

Konfidenzintervall fiir o2

Wir wollen nun noch ein Konfidenzintervall fiir die Varianz einer Stichprobe Xy, ..., X,
zur Normalverteilung A (u, %) bestimmen. Wir nehmen an, dass der Erwartungswert p be-
kannt sei. Wir wissen bereits, dass R := ”7_215’2 ~ X%—r Insbesondere hingt die Verteilung
dieser Grofe nicht mehr von den Parametern p und o2 ab. Wir kénnen daher Konfidenzin-
tervalle fiir 02 mittels Quantilen der y2_;-Verteilung bestimmen.

Um ein a-Konfidenzintervall zu bestimmen, gehen wie folgt vor. Wir bestimmen a und
b, sodass P(R € [a,b]) = a.. Dann ist

(n —1)52 <o?< (n— 1)S2>‘

(B ) = (O :

Wir haben also ein a-Konfidenzintervall gefunden. Es bleibt noch a und b zu wéhlen. Hier
ist zu beachten, dass (anders als bei der Standardnormalverteilung und der ¢-Verteilung), die
x2-Verteilung nicht symmetrisch ist, genauer gesagt nimmt eine y2-verteilte Zufallsvariable
nur positive Werte an. Daher wéhlt man a und b in der Regel wie folgt:

Wir wéhlen a so, dass R € [0, a] Wahrscheinlichkeit (1 —«)/2 hat, also ist a das (1—«)/2-
Quantil der y?_;-Verteilung. Dann wihlen wir b so, dass R € [b,c0) ebenfalls Wahrschein-
lichkeit (1 — «)/2 hat, also ist b das 1 — (1 — )/2 = (1 4+ «)/2-Quantil der x2_;-Verteilung.

Beispiel 3.6.8. Wir betrachten wieder Beispiel wo wir S? = 8,3 bei einem Stich-
probenumfang von n = 5 beobachtet hatten. Um ein Konfidenzintervall zum Niveau 0,95
zu bestimmen benétigen wir noch Quantile der y3-Verteilung. Das 2,5%-Quantil von x7 ist



68 KAPITEL 3. ALLGEMEINE WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

gegeben durch a = 8,91. Andererseits ist das 97,5%-Quantil gegeben durch b = 32, 85. Somit

ergibt sich als 95%-Konfidenzintervall fiir o2
4-8,3 4-8,3
32,857 8,91

] — [2,98, 68,5].

Auf Grund des kleinen Stichprobenumfangs ist dies recht ungenau.
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