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1 Einleitung

1.1 Was ist Stochastik?

Der Begrift Stochastik stammt urspriinglich aus dem Griechischen und bedeutet dort: die Kunst des geschickten
Vermutens. Die mathematische Stochastik befafst sich mit der Beschreibung und Untersuchung von Ereignissen,
zeitlichen Entwicklungen bzw. rdumlichen Strukturen, die vom Zufall beeinflufit werden. Solche Ereignisse,
Entwicklungen bzw. Strukturen werden oft durch Daten dokumentiert, fiir deren Analyse die Statistik — ein
Teilgebiet der Stochastik — geeignete Methoden bereitstellt.

1.2 Typische Fragestellungen und Ergebnisse
Zu den Aufgaben der Stochastik gehort die Bewertung von Ereignissen, Entwicklungen bzw. Strukturen durch
die Bestimmung ihrer Wahrscheinlichkeit, die eine Mafszahl fiir die Chance ihres Eintretens ist.

Das Phinomen ,Zufall” kommt in vielfaltiger Weise in zahlreichen Bereichen des tiglichen Lebens vor, z.B. bei
der Vorhersage von zukiinftigen Aktienkursen bzw. Zinssitzen, bei der Wettervorhersage, bei Wiirfel- bzw.
Kartenspielen, beim Zahlenlotto, usw.

Stochastische Modelle sind in vielen Disziplinen der Wissenschaft ein wichtiges Hilfsmittel, so in

e Informatik und Ingenieurwissenschaften (z.B. bei der Dimensionierung und Leistungsanalyse von Kommunikations-

und Rechnersystemen)
e Physik, Chemie und Materialwissenschaften (z.B. bei der Strukturanalyse von Werkstoffen)

e Wirtschaftswissenschaften (z.B. beim Risikomanagement von Versicherungen und Banken, Analyse von
Finanzmarkten)

e Biologie, Medizin, Gesundheitsbkonomie und Epidemiologie (z.B. bei Kostenanalyse, Mustererkennung,
Bildanalyse)

Es ist iiblich, die Stochastik in die folgenden Teilgebiete zu unterteilen:

e Wahrscheinlichkeitsrechnung
o Statistik
e stochastische Prozesse und Felder (z.B. Markov-Modelle)

e stochastische Simulation (z.B. Markov-Chain-Monte-Carlo)
Typische Fragestellungen und Ergebnisse der Stochastik sind

e geschlossene Formeln fiir die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen, Entwicklungen bzw. Strukturen (oftmals
nur unter restriktiven Modellannahmen méglich)

e Grenzwertsétze (Naherungslosungen, z.B. Gesetz der grofien Zahlen, Zentraler Grenzwertsatz)

e Methoden zur Schitzung unbekannter Modellparameter; Tests hypothetischer Modellannahmen (Signifikanztests)

e Kopplung von stochastischer Modellierung, statistischer Datenanalyse und Computer-Simulation
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1.3 Beispiel

Betrachten Roulette-Spiel mit 38 moglichen Ausgéingen, namlich 18 rote Felder, 18 schwarze Felder und 2 griine
Felder. Betrachten Spieler, der auf ,,Rot” setzt. Er gewinnt 1 Euro mit der Wahrscheinlichkeit % und verliert 1
Euro mit der Wahrscheinlichkeit %. Sei nun X, der zufillige ,Gewinn” beim n-ten Spiel. Dann gilt:

. P(X,=-1)= 20
19

Die Zufallsgréfien X1, Xa, . .. sind unabhingig und identisch verteilt. Betrachten Gesamtgewinn S,, = X1+...+X,,
aus den ersten n Spielen. Die Folge Si, Sa, ... heifit Random Walk.

Wie grofs ist der erwartete Gewinn E X, beim n-ten Spiel? Wie grof ist der erwartete Gesamtgewinn E S,, aus
den ersten n Spielen? Es gilt:

EX, = 1-3%+(-1) 15 =—0.05263
ES, = EX;+...+EX,=-n-0.05263

(Schwaches) Gesetz der grofien Zahlen ,Fiir grofle n ist 52 nohe bei E X; mit hoher Wahrscheinlichkeit.”

n

Zentraler Grenzwertsatz Fiir grofle n 1afit sich die Wahrscheinlichkeit P (an < % < bn) durch die Nor-

malverteilung approximieren.”

Beachte Den Begriffsbildungen ,Zufallsgrofie”, ;unabhingig”, ,identisch verteilt”,  fiir grofie n”, ,nahe bei E X;”,
,mit hoher Wahrscheinlichkeit” bzw. ,Normalverteilung” liegen mathematische Definitionen zugrunde. Sie
gehoren zu den Grundbegriffen der Stochastik, die in den folgenden Abschnitten detailliert erldutert werden.
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2 Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten

2.1 Ereignisse als Mengen

Wir modellieren Ereignisse als Mengen. Dabei ist eine Menge eine Zusammenfassung von wohldefinierten und
unterscheidbaren Dingen (Elemente) zu einem Ganzen.

Schreibweise 2 Grundmenge, w Element
w € : w ist Element von (2
w ¢ Q: w ist nicht Element von (2
A={a,b,c,...}: Die Menge A besteht aus den Elementen a,b,c, ...
A ={w:w € Q, what Eigenschaft E}: A besteht aus denjenigen Elementen w von 2, die die Eigenschaft
E haben.

Beispiel Q =N, 4=1{2,4,6,...} = {n:n € N,n ist durch 2 teilbar}

Der Vergleich von Ereignissen erfolgt durch den Vergleich der Mengen, durch die die Ereignisse modelliert werden.

Definition 2.1

1. A; C A, bedeutet, A; ist Teilmenge von Ay, d.h. aus w € A; folgt w € A,y
2. A = AQ, falls Ay C A> und A C A;.

Betrachten Ereignisse, die bei einem Zufallsexperiment (z.B. Miinzwurf, Werfen eines Wiirfels, Roulette-Spiel,
Erzeugen einer Pseudozufallszahl mit einem Zufallszahlengenerator) eintreten kénnen. Dann ist

e O = Menge aller moglichen Versuchsergebnisse (Grundmenge, Grundgesamtheit, Merkmalraum, Stich-
probenraum);

Ay, Ay C Q: Ereignisse = Teilmengen von Versuchsergebnissen mit bestimmten Eigenschaften;

{w} C Q: Elementarereignis = ein (einzelnes) Versuchsergebnis;

e Angenommen: bei einem Versuch wird das Ergebnis w erzielt. Dann sagen wir: Das Ereignis A tritt ein,
falls w € A.

Fiir A; C A, gilt: Wenn A; eintritt, dann tritt auch A, ein.

Beispiel (einmaliges Wiirfeln): Q = {1,2,3,4,5,6}; Elementarereignisse {1},{2},...,{6}.
Das Ereignis A; = {2} tritt genau dann ein, wenn die Zahl 2 gewiirfelt wird.
Das Ereignis A2 = {2,4,6} tritt genau dann ein, wenn eine gerade Zahl gewiirfelt wird.
Also gilt: A; C Az, d.h., wenn A; eintritt, dann tritt auch A, ein.

Definition 2.2  Diejenige Teilmenge von , die kein Element enthilt, heift leere Menge und wird mit
bezeichnet.

Beachte Das Ereignis () tritt niemals ein und wird deshalb unmdgliches Ereignis genannt.
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2.2 FEreignissysteme

Aus gegebenen Ereignissen Aj, As, ... kann man durch deren ,Verkniipfung” weitere Ereignisse bilden. Dies wird
durch die folgenden Mengenoperationen modelliert.

Definition 2.3

1. Vereinigungsmenge A; U Ay: Menge aller Elemente, die zu A; oder A, gehoren.

o0
U Ai = At UA> U...: Menge aller Elemente, die zu mindestens einer der Mengen A; gehdren.
i=1

2. Schnittmenge A1 N Aa: Menge aller Elemente, die zu A; und Ay gehoren.
o0

N A; = A1 N As N ...: Menge aller Elemente, die zu jeder der Mengen A; gehoren.
=1

3. Differenzmenge A; \ Az: Menge aller Elemente von Ay, die nicht zu Ay gehoren.
Spezialfall: A¢ = Q\ A (Komplement)
Beispiel Sei Q = {a,b,c,d}, A; = {a,b,c}, Ay = {b,d}.
Dann gilt 4; U Ay = {a,b,c,d}; A1 N Ay = {b}; A1\ 42 = {a,c}; A = {d}.
Beachte

1. Das Ereignis A; U A, tritt genau dann ein, wenn A; oder A, oder beide eintreten.
2. Das Ereignis A; N A, tritt genau dann ein, wenn A; und A, eintreten.

3. Das Ereignis A; \ A2 tritt genau dann ein, wenn A; eintritt und As nicht eintritt.
Lemma 2.4 Fiir beliebige Mengen A;, Ay C Q gilt: A; \ Ax = A; N A§.
Beweis Kklar
Definition 2.5 Die Mengen Ay, As,... C Q heiflen paarweise disjunkt, falls A; N A; = ( fiir beliebige ¢ # j.

Bemerkung Jede beliebige Folge von Mengen A;, Ao, ... C € kann man in eine Folge von paarweise disjunkten
Mengen A}, A}, ... Uberfiilhren: Sei A} = Ay, A} = A\ A}, Ay = A3\ (AJ U A4)),...

Dann gilt: AjN A} =0 firi#j,und J 4, = U 4,
n=1 n=1

Weitere Eigenschaften Sei A,B,C C Q.
1. Findeutigkeitsgesetze: AUD= A, AND=0,AUQ=0,ANQ=A
(allgemein: falls A C B, dann gilt ANB=A, AUB = B)
2. de Morgansche Gesetze: (AU B)° = A°N B¢ (ANB)° = A°U B¢
3. Assoziativ-Gesetzee AU(BUC) =(AUB)UC,AN(BNC)=(AnB)NC
4. Distributiv-Gesetze:. AU(BNC)=(AUB)N(AUC),AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

Es ist oft nicht zweckméfig, alle mdglichen Teilmengen von €2 in die Modellierung einzubeziehen, sondern man
betrachtet nur die Familie derjenigen Teilmengen von 2, deren Wahrscheinlichkeiten tatsdchlich von Interesse
sind. Diese Mengenfamilie soll jedoch abgeschlossen sein beziiglich der Operationen U, N, \, was durch die folgende
Begriffsbildung erreicht wird.

Definition 2.6 Eine nichtleere Familie F von Teilmengen von (2 heifst Algebra, falls

(Al) Ae F=>AceF
(A2) Al,A2€f=>A1UA2€f
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Beispiel Q = {a,b,c,d}, F1 = {0,{a},{b,c,d},Q} ist eine Algebra, F» = {0, {a}, {b,c},Q} ist dagegen keine
Algebra.

Lemma 2.7 Sei F eine Algebra und Ay, As,... , A, € F. Dann gilt

0,QeF
AiNAy e F
Al\AQEf

L s

A e F,
1 |

1= k2

Ai€.7:
=1

Beweis
1. Weil F nicht leer, gibt es ein A € F, A C Q. Also gilt A° € F wegen (Al) bzw.
AU A° € F wegen (A2) bzw. Q° € F wegen (Al)
N—— N~~~
=Q =0
2. A1NAy = (AfUAg)C e F
3. A\ A=A NAS =(AfUA) e F
4. Induktion

Um Grenzwerte bilden zu konnen, ist es erforderlich, daf das Mengensystem F nicht nur abgeschlossen ist
beziiglich Vereinigung bzw. Durchschnitt von endlich vielen Mengen (vgl. Teilaussage 4 von Lemma 2.7), sondern
auch beziiglich Vereinigung bzw. Durchschnitt von abzdhlbar unendlich vielen Mengen. Dies wird durch die
Hinzunahme der folgenden Bedingung erreicht.

Definition 2.8 Eine Algebra F heifit o-Algebra, falls zusétzlich
o0
(A3) A1, As,...e F = | A € Fgilt.
=1

Beachte

1. Das Paar (2, F) heifit Mefraum, falls F eine o-Algebra ist.

2. Sei Q = N, und sei F die Familie derjenigen Teilmengen A von N, so dafl entweder A oder A° nur
endlich viele Elemente hat. Das Mengensystem F ist eine Algebra, jedoch keine o-Algebra.

3. Fiir jedes Q ist die Potenzmenge P, d.h. die Familie aller Teilmengen von {2, stets eine o-Algebra.

4. Falls Q endlich oder abzdhlbar unendlich ist, kann F = P gewéhlt werden. Falls Q nicht abzdhlbar
ist (z.B. 2 = R oder @ = [0,1]), dann muf eine kleinere o-Algebra betrachtet werden (nicht P), vgl.
Abschnitt 3.1.

2.3 Wahrscheinlichkeitsmafie

Gegeben sei ein Mefiraum (2, F). Betrachten eine Mengenfunktion, d.h. eine Abbildung P : F — [0, 1], die jeder
Menge A € F eine Zahl P(A) € [0, 1] zuordnet. Dann heifft P(A) Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A € F.

Definition 2.9 Die Mengenfunktion P : F — [0,1] heifit Wahrscheinlichkeitsmafl auf F, falls
(P1) P(Q) =1 (,Normiertheit”)

(P2) P(U Ai) = > P(A;) fiir paarweise disjunkte Ay, Ay, ... € F (,,0-Additivitit”)
=1 =1

Falls (2, F) ein Mefraum und P ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf F ist, dann heifft das Tripel (R, F, P)
Wahrscheinlichkeitsraum.
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Theorem 2.10 Sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A4, A1, As,... € F. Dann gilt
P(A°) =1— P(A)
Al C A = P(Al) < P(Az)

P(A; UAy) = P(A1) + P(Ay) — P(A1 N Ap)

(U A7) < gP(Ai)

i=1

P 9°!°!—‘

Beweis

1. 1=P(Q) =P (AU A®) = P(A) + P (A°)
2. P(A2) = P(A1U(A2\ A1) =P(A1) + P(A2 \ A1) = P(A2) > P(A1)
>0
3. Wegen Al U A2 (A1 \ (A2 n Al)) U (A1 n AQ) U (A2 \ (A1 n AQ)) gllt
P(A; UAy) =P(A1\ (A2N A1) + P(A1 N Az) + P(Ax \ (A1 N Ap)).
Weil P(A\ B) = P(A) — P(B) fiir A, B € F mit A D B gilt, folgt hieraus die Behauptung.
4. Ubungsaufgabe

2.4 Endliche Wahrscheinlichkeitsriume

2.4.1 Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum

Fiir jedes A C Q bezeichne |A| die Anzahl der Elemente, die zu A gehoren. Es gelte 2] < oo (und damit auch
|A] < oo fiir jedes A C Q). Ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) mit |Q| < oo heifit endlicher Wahrschein-
lichkeitsraum.

Definition 2.11 Ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum (2, P(2), P), bei dem alle Elementarereignisse gleich-
wahrscheinlich sind, d.h. P({w}) = ‘(12—|,Vw € , heilst Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum.

Beachte Sei (2, P(2), P) ein Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir jedes A C Q gilt dann P(A) = |A|/|Q|
wegen der o-Additivitdt von Wahrscheinlichkeitsmafen. Die so gegebene Wahrscheinlichkeit P(A) = |A|/|Q]
heifst Laplacesche Wahrscheinlichkeit.

Beispiel (zweimaliges Wiirfeln)
= (i,7) (i = Augenzahl beim 1. Wurf; j = Augenzahl beim 2. Wurf)
Q={(,7):1<i,k<6}; |Q =36; F =P(Q).
Sei p: Q — [0,1] mit p(w;) = p(ws) Ywi,wz € Qund Y p(w) = 1. Hieraus folgt, daf p(w) = 55 Yw € Q.
weN
Fiir ein beliebiges Ereignis A C Q definieren wir P(A) = Z p(w). D.h. P(A) = |A]/|9Q|.

Sei beispielsweise A = {Gesamtaugenzahl > 10} = {(6, 6) (6 5),(5,6),(6,4), (4,6), (5,5)}.
Dann gilt |[A| = 6 und somit P(4) = & =

o=

2.4.2 Einfache Urnenmodelle

Gegeben sei eine Urne mit N Elementen, die mit den Zahlen 1,2,..., N numeriert werden. Aus dieser Urne
werden n Elemente ,zufillig” entnommen. Ergebnis des gesamten Losvorganges ist ein n-Tupel (i1,... ).
Dabei gibt i; die Nummer des Elementes an, das bei der j-ten Ziehung entnommen wird. Wir betrachten vier
verschiedene Arten von Losvorgéngen, die sich durch Kombination der folgenden Vorgehensweisen ergeben:

e mit Zuriicklegen (d.h., Mehrfachziehungen sind moglich)

e ohne Zuriicklegen (d.h., jedes Element kann maximal einmal gezogen werden)
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o mit Reihenfolge (d.h. (1,1,4,2) # (1,2,4,1))
o ohne Reihenfolge (d.h. (1,1,4,2) = (1,2,4,1))

Sei D ={1,2,...,N} die Menge der Elemente, die sich zu Beginn des Zufallsexperimentes in der Urne befinden.
Die Grundmengen Q7 — Qry, die die vier verschiedenen Arten von Losvorgéngen modellieren, haben die folgende
Gestalt:

1. Stichprobe mit Reihenfolge und mit Zuriicklegen
Qr={w=(w1,-..,wp),w; € Dfiiri=1,... ,n} =D"
Q| = N7

2. Stichprobe mit Reihenfolge und ohne Zuriicklegen
Qpr = {w = (wla" . 7wn)7wi € Dawi # Wi fiir 4 75.7}
Stufe 1: N Moglichkeiten
Stufe 2: N — 1 Moglichkeiten

Stufe n: (N —n + 1) Moglichkeiten
Also: |Qf|=N-(N=1)-...-.(N=-n+1)= (NJX_!n)!
Wichtiger Spezialfall: n = N (Permutationen) = |Qr7| = N!

3. Stichprobe ohne Reihenfolge und ohne Zuriicklegen

Qrr = {w = {wl,. .. ,wn},wi S D,w1 <wer < ... < wn}
Also: Q| = ﬁ = (IZ) (Binomialkoeffizient)
4. Stichprobe ohne Reihenfolge und mit Zuriicklegen
Qry = {w = {wl,... ,wn},w,- ED,w <wy <...< wn}
- N+n—1)!
vl = (V) = S
Zusammenfassung
Stichprobe vom
Umfang n aus mit Zuriicklegen ohne Zuriicklegen
{1,2,...,N}
. . Q| = Nn Q)] = unterscheidbare
mit Reihenfolge || 19951 N—a)! Marken
ohne Reihen- N4n—1 N ununterscheidbare
Q = Q =
folge (vl ( n ) (| (") Marken
Verteilung von
mit Mehrfachbelegung | ohne Mehrfachbelegung | n Marken auf N
Zellen
Beispiele

1. Von den 16 Mannschaften, die am UEFA-Cup eines bestimmten Jahrganges teilnehmen, seien 2
Mannschaften aus Deutschland. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit einer rein deutschen Paarung
in der ersten Runde?

Losung: N = 16,n = 2 (mit Reihenfolge und ohne Zuriicklegen) 8 - 2 - 14!/16! = 1/15.

2. Angenommen: 4 identische Wiirfel werden gleichzeitig geworfen. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit,

daf die vier Augenzahlen voneinander verschieden sind?
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Erste Losungsidee: Stichprobe ohne Reihenfolge und mit Zuriicklegen. = |Qy| = (6"'1_1) = 126.
Problem: keine Chancengleichheit der Elementarereignisse, denn {1,1, 1,1} ist (4!)-mal weniger wahrschein-
lich als {1,2,3,4} (wegen der Permutationen).
besser: Wir nehmen an, daff wir die 4 Wiirfel nacheinander werfen und dabei auf die Reihenfolge der
erzielten Augenzahlen achten.
= Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum.
|2r| = 6* (Anzahl der moglichen Fille), A C Qr, A = {Stichproben, bestehend aus 4 unterschiedlichen
Augenzahlen}, |A] = 6-5-4 -3 (Anzahl der giinstigen Fille)

_ A 6-5-4-3 5

PO =1q1= "6 "1

3. Zahlenlotto: n = 6 aus N = 49 (ohne Reihenfolge und ohne Zuriicklegen)
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, mindestens 4 Richtige zu haben?
Losung: D = {1,. .. ,49}, |QIII| = (469)’ Qrrr = {w = {wl,. .. ,we} ,wi €EDywy; <... < CUG}
A; = { genau i Richtige }, P(A4 U A5 U Ag) =7
Weil A4; N A; = OVi # j, gilt P(A4 U A5 U Ag) = P(A4) + P(As) + P(Ag).
Dabei ist |Aa| = () (), 45| = () (Y), |4s| = () (¥) =1

pa) = WE) +(4(%) (Y)+1 _ 5 000987

Beachte Dieses Beispiel ist ein Spezialfall der hypergeometrischen Verteilung.

=

Hypergeometrische Verteilung  Betrachten Urne mit N Elementen, wobei zwei Typen von Elementen
vorhanden seien (S schwarze Kugeln, R rote Kugeln); N = S + R. Sei n =Anzahl der insgesamt ent-
nommenen Kugeln; s =Anzahl der entnommenen schwarzen Kugeln; P(s,n;S, N) =Wahrscheinlichkeit,
dafl s schwarze Kugeln bei der Entnahme von insgesamt n Kugeln gezogen werden, falls von den N vorhan-
denen Kugeln S schwarz sind.

() (G))
S n—s

()

= P(s,n;S,N) =
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3 Zufallsvariable und ihre Charakteristiken

3.1 Zufallsvariable

Betrachten einen beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) und ein beliebiges Element w € 2, wobei wir so
wie bisher {w} als Elementarereignis bzw. Versuchsergebnis interpretieren.

Beachte Héufig interessiert nicht w selbst, sondern eine (quantitative oder qualitative) Kennzahl X (w) von w,
d.h., wir betrachten die Abbildung w — X (w).

Beispiele

1. Q = Menge von Eintragungen in einem Telefonbuch
w = Familienname, X (w) = Anzahl der Buchstaben von w
oder
w = Telefonnummer, X (w) = Anzahl der Ziffer ,1” in w
2. zweimaliges Wiirfeln Q = {w = (w1;wa),w; € {1,...,6}}
Augensumme w = X (w) = wy + wo
Sei A = {w: X(w) =10} = {(6,4),(5,5),(4,6)} bzw. allgemeiner A = {w : X(w) = k}, wobei
ke{2,...,12}.
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(A). Hierfiir ist es erforderlich, daf A € F.
Allgemein muf also {w : w € Q, X (w) = k} € F fiir jedes k = 2,...,12 gelten.
Bei diesem Beispiel ist das gleichbedeutend mit {w : w € , X (w) < z} € F fiir jedes z € R.

Das fiihrt zu der folgenden Begriffsbildung.

Definition 3.1 Sei (Q,F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum. Die Abbildung X : @ — R heifit Zu-
fallsvariable (bzw. Zufallsgrifle), falls

{w:we,X(w)<z}eF VzeR. (1)
Beachte

1. Die Regularitdtsbedingung (1) wird Mefbarkeit der Abbildung X beziiglich der o-Algebra F genannt.

2. In vielen Fillen interessiert nicht nur die Wahrscheinlichkeit, dat die Werte X (w) der Zufallsvariable X
einen vorgegebenen Schwellenwert  nicht iberschreiten, d.h., daf X Werte im Intervall B = (—o0, z]
annimmt.

3. Oftmals interessiert auch die Wahrscheinlichkeit, daff X Werte in einer allgemeineren Teilmenge B C R
annimmt, wobei B beispielsweise die Vereinigung von mehreren disjunkten Intervallen sein kann.

4. Deshalb wird nicht nur im Grundraum (2, sondern auch im Bildraum R ein System von Teilmengen
von R betrachtet, das abgeschlossen beziiglich der Mengenoperationen U, N, \ ist, d.h. eine o-Algebra
ist.

5. Dabei wird oft die sogenannte Borel-o-Algebra B(R) betrachtet, die definiert ist als die kleinste o-
Algebra von Teilmengen von R, die alle offenen Intervalle (a,b) enthilt; —oco < a < b < c0. D.h.

B(R) = 0({(a, b), —co<a<b< oo})
Erzeug;system

6. Insbesondere enthilt B(R) auch alle halboffenen bzw. abgeschlossenen Intervalle, denn es gilt

o0 o oo

(a,b] = ﬂ (a,b+n~') € B(R), [a,b) = ﬂ (a—n~1,b) € B(R), [a,b] = ﬂ (a—n~t,b+n"1) € B(R).

n=1 n=1 n=1

7. Fir jede abzdhlbare Teilmenge C' = {z1,z2,...} von R gilt C € B(R), denn fiir jedes z € R gilt
{z} =Nl (@ —n~ 'z +n~"') € B(R) und damit auch C = |J;2,{z;} € B(R).
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3.2 Verteilung von Zufallsvariablen

Die Regularitéitsbedingung (1) in Definition 3.1 kann durch die folgende (scheinbar schirfere, in Wirklichkeit
jedoch adquivalente) Bedingung ersetzt werden: Fiir jede Zufallsvariable X : Q — R gilt

{w:weQ,X(w)eBteF VBeBR).
Dies fiihrt zu der folgenden Begriffsbildung.

Definition 3.2 Sei (2,7, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und X : @ — R sei eine beliebige Zu-
fallsvariable. Die Verteilung der Zufallsvariable X ist die Mengenfunktion Px : B(R) — [0, 1] mit

Px(B)=Pw:weNXw)eB) VBeB[R). 2)

Beachte

1. Die in (2) definierte Mengenfunktion Px ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf dem Mefiraum (R, B(R)).
2. Die Abbildung P — Px nennt man Maftransport vom Mefsraum (2, F) in den Mefiraum (R, B(R)).

Die folgende Kurzschreibweise ist iiblich: P (X € B) = P ({w:w € Q, X(w) € B}) VB € B(R)
Speziell: P(X <z)=P({w:w € N, X(w) < z}) Vz e R

3.2.1 Diskrete Zufallsvariable; Wahrscheinlichkeitsfunktion

Wir unterscheiden 2 (Grund-) Typen von Zufallsvariablen: diskrete und absolutstetige Zufallsvariable.

Definition 3.3 Die Zufallsvariable X (bzw. ihre Verteilung) heift diskret, falls es eine abzéhlbare Teilmenge
C C R gibt, so dak P(X € C) =1.

Beachte Der Begriff der absolutstetigen Zufallsvariable wird spéter in Definition 3.6 eingefiihrt. Wir erw&hnen
jedoch schon jetzt ein wichtiges Unterscheidungsmerkmal:

1. diskrete Zufallsvariable haben einen abzahlbaren Wertebereich, z.B. NJZ,Q C R
z.B. sei X = Augensumme bei zweimaligem Wiirfeln = X : Q — {2,3,...,12}

2. absolutstetige Zufallsvariable haben einen iiberabzdhlbaren Wertebereich, z.B. [a, b], [a, 00), (—o0, b], R
z.B. Roulette mit drehbarem Zeiger und ,kontinuierlicher” Skala, wobei
X = Wert des Spiels = Winkel des Zeigers, d.h. X : Q — [0, 27)

Definition 3.4 Sei X eine diskrete Zufallsvariable, d.h., es gebe eine abzdhlbare Menge C' = {z1, %2, ... }, so
dafs P(X € C) = 1. Dann heiftt die Folge p1,po, ... mit pp = P(X = x) Wahrscheinlichkeitsfunktion (bzw.
Zdhldichte) von X .

Beachte
o0
1. Fiir jede Wahrscheinlichkeitsfunktion {py} gilt py > 0 fiir jedes k =1,2,... und ) pr = 1.
k=1
2. Die Verteilung einer diskreten Zufallsvariablen X wird eindeutig durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion
{pr} bestimmt. Fiir jedes z € C heifit die Zahl p, = P(X = z) FEinzelwahrscheinlichkeit von X .
Beispiele

1. zweimaliges Wiirfeln

e Sei X = Summe der Augenzahlen beim zweimaligen Wiirfeln.
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e Danngilt P(X € C)=1mit C ={2,3,...,12},d.h. 2 =k + 1.
e Die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X ist gegeben durch:

2. Bernoulli-Schema
e Einmaliger Miinzwurf: Q; = {0, 1}, ,,0” = Wappen, ,,1” = Zahl

e n-maliger Miinzwurf: Fiir i = 1,... ,n setzen wir ; = {0, 1}, wobei P;({w;}) = % im Fall einer
fairen Miinze bzw. allgemein P;({1}) = a; und P;({0}) =1 — a;.
o Bei identischen Versuchsbedingungen nehmen wir an, dal a; = az =...=a, =p, p € [0, 1].

e Unabhingige Versuche modellieren wir durch den Ansatz (2, F, P) mit

D=0 xX...xQ,={w= (w1, ..., wn), w; €{0,1}}, F =P(Q),

n
wobei P das sogenannte Produktmaf auf F ist, fir das gilt: P({w}) = [[ Pi({w:})-
i=1

e Sei w= (w1,...,wn) € Q ein beliebiges Elementarereignis. Dann gilt

P({wh) = JT @ J] @ -ay

iwi=1  jiw;=0

o Fiir we€ Q mit [{i:w; =1} =k und a1 = a2 = ... = a, = p gilt dann insbesondere
P({w}) =p* (1 —p)"7*.

e Deuten ,,1” als Erfolg und ,,0” als Mifterfolg.

e Sei X = Anzahl der Erfolge bei n Versuchen. Falls a; = a2 = ... = a, = p, dann gilt
P(X =k) = (Z)pk(l —-p)"F  Vk=0,1,...,n.

e Sprechweise: X ist binomialverteilt mit den Parametern n und p.
e Sperzialfall: Falls n = 1, dann sagen wir, daft X Bernoulli-verteilt ist.

3.2.2 Grundlegende Klassen diskreter Verteilungen (Zusammenfassung)

1. Hypergeometrische Verteilung (Urnenmodell)
e Betrachten Urne mit N Elementen (S schwarze, R rote Kugeln), d.h. N =S + R;

e n Elemente, n < N, sollen insgesamt ausgewéhlt werden;

e X = zufillige Anzahl von schwarzen Kugeln bei n Entnahmen

() (h=x)

G

X :Q-{0,1,... ,min{n, S}}, pr=P(X=k) = k=1,...,min{S,n}

3 Parameter: N, S < N,n < N;

Berechnung der Einzelwahrscheinlichkeiten py, ist schwierig, falls N und S grof sind;

Ausweg: Binomialverteilung liefert Naherungsformel, falls N, .S — oo, % s N—)
,N—00
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2. Binomialverteilung (Bernoulli-Schema))

e n-maliger Miinzwurf;
e identische Erfolgswahrscheinlichkeiten a; = ... = a,, = p;

e X = Anzahl der Erfolge bei n Versuchen

X:Q-{0,1,...,n}, pk:P(X:k):(n>pk(1—p)"k, k=0,1,...,n

Fiir jedes k =0,1,... ,n gilt

falls N, S — oo, £ e
,IN—o00

e 2 Parameter: n und p (Schreibweise: Bin(n, p));

Berechnung der Einzelwahrscheinlichkeiten py ist schwierig, falls n groft und p klein ist;

Ausweg: Poisson-Verteilung liefert Naherungsformel, falls n — oo und p — 0 mit n-p — A, so dafs
0 <A< oo.

3. Poisson-Verteilung (Gesetz der seltenen Ereignisse)

e Betrachten diskrete Zufallsvariable X : @ — {0,1,...};

?

e die Einzelwahrscheinlichkeiten pp, = P(X = k) seien gegeben durch

k
pkz%e_’\, k=0,1,...;

e 1 Parameter: A (Schreibweise: Poi(\));
o (esetz der seltenen Ereignisse: Fiir jedes kK =0,1,... gilt
k
AW’ ek A a
(k)p (1 - p) - He ’
falls n = oo und p — 0 mit n-p — A.
4. geometrische Verteilung

e Sei X = die Anzahl der Versuche bis zum ersten Erfolg im Bernoulli-Schema (mit n = o), d.h.
X:Q-{1,2,...}

e die Einzelwahrscheinlichkeiten pr, = P(X = k) sind dann gegeben durch
pkzp(l_p)kia k=17277

e 1 Parameter: p € [0,1].

3.2.3 Verteilungsfunktion; absolutstetige Zufallsvariable

Sei (Q,F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R eine beliebige Zufallsvariable.

Definition 3.5 Die Funktion Fx : R — [0,1] mit Fx(z) = P(X < z) heifit Verteilungsfunktion von X.
Eigenschaften von Verteilungsfunktionen

1. Asymptotisches Verhalten im Unendlichen: Fx(—o0) = lim Fx(x) =0, Fx(oc)= lim Fx(z)=1

T—r— 00 T—oQ
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2. Monotonie: Fx(x) < Fx(xz + h) Vz € Rund h >0
3. Rechtsstetigkeit: Fx(x) ist rechtsseitig stetig, d.h. fiir jede Folge {hy} mit h, > 0 und li_>m hyn, = 0 gilt
n o

lim Fx(z + h,) = Fx(z) vz € R.

n—oo

Beachte
1. Mit Hilfe der Verteilungsfunktion F'x lassen sich auch die folgenden Wahrscheinlichkeiten ausdriicken
Pla<X<b), Pla<X<bh), Pla<X<b), Pla<X<b),

denn es gilt beispielsweise

Pla< X <b) P{X <b}\{X <a})
P(X <b)— P(X < a)

Fx(b) ~limFx(a ~ h).

2. Im allgemeinen gilt jedoch nicht F(a) = lhlJILIF x (a — h).
3. Fiir die Verteilungsfunktion Fx einer diskreten Zufallsvariable X gilt fiir jedes z € R:

Fx ()

P(X <)

= P( U {Xzévk})

k:zp<z

= Y P(X=ugx)

k:zp <z

Z pk?

k:zp <z

wobei p, = P(X = zy).

4. Die Verteilungsfunktion F'x einer diskreten Zufallsvariablen X ist eine sogenannte Treppenfunktion,
d.h. eine stiickweise konstante Funktion mit der Sprunghthe py im Punkt .

Definition 3.6 Die Zufallsvariable X :  — R (bzw. ihre Verteilung) heifit absolutstetig, falls die Verteilungs-
funktion F'x von X die folgende Integraldarstellung

Fy(z) = / fx()dy VreR 3)

besitzt, wobei fx : R — [0, 00) eine (integrierbare) Funktion mit nichtnegativen Werten ist, die Dichte (bzw.
Wahrscheinlichkeitsdichte) von X genannt wird.

Beachte
1. Die Verteilungsfunktion Fx (und damit auch die Verteilung Px) einer absolutstetigen Zufallsgrofe X
wird eindeutig durch die Dichte fx bestimmit.

2. Bei vielen Anwendungen ist die Dichte fx eine (zumindest stiickweise) stetige Funktion. Das Integral
in der Definitionsgleichung (3) ist dann ein gewohnliches Riemann-Integral.

3. Falls X absolutstetig ist, dann hat die Verteilungsfunktion Fx keine Spriinge, d.h., Fx ist eine (im
iiblichen Sinne) stetige Funktion. Hieraus folgt insbesondere, daf

PX=z)=0 Vz € R. 4)
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Beweis von (4). Es gilt
PX=z) = ngI’rolP(m—h<X§$+h)=1hiﬂ.1(P(X§$+h)—P(X§m—h))
= ngrB(Fx(JC%-h)—Fx(m—h)):llgrolFx(m+h)—lﬂrolFx(m—h)
= Fx(x)—Fx(.’E):O.

4. Die Verteilungsfunktion Fx einer absolutstetigen Zufallsvariablen X ist jedoch im allgemeinen nicht
iiberall differenzierbar. Und zwar ist F'x dort nicht differenzierbar, wo die Dichte fx Sprungstellen
hat.

Beispiele Um die Verteilung einer absolutstetigen Zufallsvariable X zu beschreiben, geniigt es, die Dichte fx
zu betrachten, weil durch fx die Verteilungsfunktion Fx und damit auch die Verteilung Px von X eindeutig
bestimmt wird.

1. Normalverteilung N(u,0?) mit den Parametern p € R und o2 > 0:

p (—M> Vr € R (5)

202

fx(@) =

oV 2w

Spezialfall: Standardnormalverteilung N(0,1). Dann nimmt die Dichte fx(z) in (5) die folgende Form
an:

1

fx(z) = Wr: exp (—%) Ve € R (6)

2. Ezxponentialverteilung Exp(\) mit Parameter A > 0:

Ae 2 fallsz >0
0, falls z < 0

Ix(@) =

3. Gleichverteilung U(a,b) mit den Parametern a,b € R, wobei a < b:

, fallsa<z<b
fX ({L‘) = b —a
0 sonst

Beachte
e Absolutstetige Verteilungen treten oft als (asymptotische) Niherungslosungen beim Ubergang zu Gren-
zwerten auf.

e So 14t sich beispielsweise die Binomialverteilung mit den Parametern n und p durch die Standard-
normalverteilung approximieren, falls n groft ist. Denn fiir beliebige p € (0,1) und a,b € R mit a < b
gilt

X _
1imP(a< n _ 1P

n—yco vnp(l —p)

wobei X, binomialverteilt (mit den Parametern n und p) und X standardnormalverteilt ist.

gb):P(a<X§b), (7)

e Dies ist der sogenannte zentrale Grenzwertsatz von DeMoivre-Laplace. Weitere Grenzwertsitze werden
in Abschnitt 4 der Vorlesung diskutiert.

e Wenn fiir die Schranken a und b in (7)
k—1—mnp k—np
0= —F——= und =
np(l —p) np(l—p)
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eingesetzt wird, dann ergibt sich aus (7), daf fiir grofie n

P(X,=k) =~ P(k_l_"P k —np )

- - < X S i
vnp(l-p) vnp(l—p)
1 k—np
— iy (—=—
np(l—p) ( np(1 —p))
fiir jedes k =0,1,...,n, wobei fx die in (6) gegebene Dichte der Standardnormalverteilung ist.
e Die N&herungsformel

P(X, . oy ) ®)

=k~
: Vnp(1l—p) fX(\/np(l—p)

wird im Internet durch zahlreiche JAVA-Applets illustriert, vgl. beispielsweise

http://medweb.uni-muenster.de/institute/imib/lehre/skripte /biomathe /binorm.html

wobei in diesem Applet die rechte Seite von (8) durch eine blaue Kurve dargestellt wird (und das
Symbol N anstelle von n benutzt wird).

3.3 Zufallsvektoren
3.3.1 Definition

Bei Anwendungen besteht oft die Notwendigkeit, nicht nur eine Kennzahl X (w), sondern gleichzeitig mehrere
Kennzahlen X;(w),...,Xn(w) von w € Q zu betrachten.

Beispiele

1. zweimaliges Wiirfeln
e Als Grundraum wahlen wir so wie bisher Q = {(¢,5) : 1 <1,k < 6}, vgl. Abschnitt 2.4.1.
e Sei X : 0 — {0,1,2} bzw. Y : Q — {0, 1,2} die (zufillige) Anzahl, mit der die Augenzahl ,,6” bzw.
»1” beim zweimaligen Wiirfeln erzielt wird.

e Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeiten P(X = z,Y = y) bzw. fiir die Einzelwahrscheinlichkeiten
P(X =z)und P(Y =y) von X und Y-

Y
PX=2Y=y)| 0 1 2 |PX=x)
6 8 1 25
0 3% 36 36 36
10
T 1 36 36 O 36
1 1
2 36 0 0 36
P(Y =y) 5 X =

e Aus der Tabelle kann man auch die Einzelwahrscheinlichkeiten der Summe X + Y erhalten.
Beispielsweise gilt

8 8 16
P(X+Y_1)_P(X_l,Y_O)+P(X_0,Y_1)_%4-%_%,
e Analog ergibt sich A
16
bzw. 5 34
PX - Y=1)=— P(X - Y=0)=—.
( )=, PX-Y=0)=%
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2. Analyse von Kommunikationsnetzen

e Betrachten ein Kommunikationsnetz mit n Komponenten.

e Sei 2 =0 x...xQ,, wobei 2 die Menge aller méglichen Momentanzusténde w = (w1, ... ,w,) des
Netzes und Q; die Menge aller méglichen Momentanzustinde w; der i-ten Komponente bezeichnet;
i=1,...,n.

e Dann kann beispielsweise durch die Abbildung w — X;(w) die Belastung X;(w) der i-ten Kompo-
nente in Abhangigkeit vom Momentanzustand w des Netzes modelliert werden.

e Die (globale) Belastung des gesamten Netzes kann dann durch den Vektor (X;(w),...,Xn(w))
beschrieben werden.

Die gleichzeitige Betrachtung mehrerer Kennzahlen X (w), ... , X, (w) von w € Q fiihrt zum Begriff des Zufallsvek-
tors.

Definition 3.7 Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und sei Xi,..., X, eine beliebige Folge
von Zufallsvariablen X; : @ — R; ¢ = 1,... ,n. Die Abbildung X = (Xi,...,X,) von Q nach R" heifit

dann n-dimensionaler Zufallsvektor mit den Komponenten X1, ..., X,. Die Funktion Fx : R® — [0, 1] mit
Fx(z1,...,2p) =P(X1 <z1,..., X, < zp) 9)
heift (gemeinsame bzw. multivariate) Verteilungsfunktion des Zufallsvektors X = (X1,...,X,).

3.3.2 Eigenschaften multivariater Verteilungsfunktionen

1. Asymptotisches Verhalten im Unendlichen: Fiir beliebige i € {1,...,n} und z1,... ,z, € R gilt

(i) Fx(xl,... y Lj—1y, =00, Lj41,y.-- ,.CL'n) = 0, wobei
Fx(z1,... ,®i—1,—00,Tig1,--- ,&n) = LUm Fx(T1,...,Li—1,Ti, Tit1,--- ,Tn);
Ti——0Q
(ii) Fx(00,...,00) =1, wobei Fx(00,...,00) =  lim Fx(x1,...,2s);
T1,-.e ,Tm—00
(iii) Fx(00,...,00,24,00,...,00) = Fx,(x;), wobei Fx(0c,...,00,2;,00,...,00) analog zu den in (i)—(ii)

betrachteten Grenzwerten definiert wird und Fx, Randverteilungsfunktion von X genannt wird.
2. Monotonie: Fx(x1+ h1,... ,Zn+ hy) > Fx(21,... ,2,) V21,... ,2, € R, hq,... ,hp >0

3. Rechtsstetigkeit: Fx(z1,...,Tn) = . lir% LOFX(JL"l +hi,... 2y +hy) VEr,...,2, €R

1yees

Definition 3.8
1. Der Zufallsvektor X = (X1,... ,X,,) heilst diskret, falls es eine abzdhlbare Menge C C R™ gibt, so dafs
P(X€C)=1.
2. Sei X = (X1,...,X,) ein diskreter Zufallsvektor. Dann heift {P(X = z), x € C} Wahrschein-
lichkeitsfunktion von X .

Beachte Falls X = (X;,...,X,) ein diskreter Zufallsvektor ist, dann sind auch seine Komponenten X3, ... , X,
diskrete Zufallsvariablen. Fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion {P(X; = z;), z; € C;} von X; gilt
P(X; = z;)
= Z Z Z Z P(Xlzyl,...,Xz'_l=yi_1,X,'=.’L'z',Xz'+1=yi+1,...,Xn=yn).

y1€C1 Yi—1€C;_1¥i41€C5 11 Yn€CH
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Definition 3.9 Der Zufallsvektor X = (X1,...,X,,) heiflt absolutstetig, falls es eine (integrierbare) Funktion
fx : R® — [0,00) gibt, so dai

FX(xl,...,wn)z/.../fX(yl,...,yn)dyl...dyn VZi,...,Z, € R. (10)

Die Funktion fx heifst (gemeinsame) Dichte von X.

Beachte Falls X = (X,...,X,,) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der Dichte fx ist, dann sind auch seine
Komponenten X, ... , X, absolutstetige Zufallsvariablen. Fiir die Dichte fx, : R — [0,00) von X; gilt

(o) o0

Ixi(z;) = / / Fx Wiy s Yim1s Tis Yit1s oo > Yn) Ayt - .. dyi—1 AYip1 - . dyp . (11)

— 00 — 00
(n — 1)-mal

Definition 3.10 Die in (11) betrachtete Funktion fx, heifst Randdichte von X.

3.3.3 Weitere Beispiele

1. n-maliger Minzwurf

e Betrachten den in Abschnitt 3.2.1 eingefiihrten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) mit der Grund-
menge
Q=0 x...xQ, ={w= (w1, ..., wn), w; € {0, 1}}

e bei identischen Erfolgswahrscheinlichkeiten a; = ... = a,, = p;

e Sei X = Anzahl der Erfolge bei n Versuchen. Dann ist X binomialverteilt, d.h.

n

kaP(XZk):(k

)pk(l—p)"_k, k=0,1,...,n.

e Auferdem betrachten wir die (zufillige) Nummer Y desjenigen Versuches, bei dem zum ersten Mal ein
Erfolg eintritt, d.h.

inf{i >1: w; =1}, falls X(w)>1
v < [ mEti ) @21

n+1, falls X (w)
e Gesucht sind die Einzelwahrscheinlichkeiten des Zufallsvektors (X,Y):
p(z,y) =PX=2Y=y) fir0<z<n, 1<y<n+1

e Offenbar gilt p(0,n +1) = (1 — p)” und p(0,y) =0 fir 1 <y < n.

o Sei jetzt X(w) =2 >1und Y(w) =y, d.h., w; =0 fiir i < y und wy = 1, und es miissen genau z — 1

Einsen unter wyy1, ..., wy sein.
e Dafiir gibt es (Z:?{) Moglichkeiten, falls x — 1 < n — gy, und 0 Moglichkeiten, falls z — 1 > n — y.
e Also ist
n—=yY\ . o \n—Z _ _
1p(l D) , fallsz —1<n-—y,
p(z,y) =49 \¥—

0, fallsx —1>n—y.
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e Spezialfall. Sei jetzt n =3 und p = % Dann sind die Wahrscheinlichkeiten P(X = z,Y = y) bzw. die
(Rand-)Wahrscheinlichkeiten P(X = z) und P(Y = y) in der folgenden Tabelle gegeben:
Y

PX=zY=y)|1 2 3 4| PX=2)
1 1
0 00 0 & 1
101 1 3
z 1 s 8 8 0 8
2 1 3
2 s 5 00 g
3 £ 0 0 0 3

PY=y |4 b8

2. zweidimensionale integrierte Gleichverteilung

e Sei X = (X1,X2) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der (gemeinsamen) Dichte

4z, falls0 <z, 20 <1
Ix(z1,22) =
0 sonst

o Fiir die Randdichten gilt dann

1
1
fxi(@1) 2/ fx (1, 22) dry = 4z, - 3= 224 vV, € [0,1]
0
und analog
1
fxa(z2) = / fx(z1,22)dwy =2z0  Vaza € [0,1]
0
e Wir wollen nun noch die Wahrscheinlichkeit P(X; < 2X5) berechnen. Es gilt

3 2z2

P(X1 SZXQ) = //41‘1.’1&'2 dzy d$2+//4$1$2d{£1 dxo

% 2 229 1
= /4:13’2 |:—1:| dza +/ |:—1:| dxo
0

3.4 Bedingte Wahrscheinlichkeiten
3.4.1 Definition und Multiplikationssatz
Haufig verfiigen wir bei der Durchfiihrung von Experimenten iiber Vorinformationen, die bei der Berechnung von

Wabhrscheinlichkeiten interessierender Ereignisse beriicksichtigt werden sollen.

Bei manchen Untersuchungen wird jedoch lediglich (hypothetisch) angenommen, daff eine bestimmte Vorinfor-
mation vorliegt, wobei dann unter dieser hypothetischen Annahme gerechnet wird. Diese sogenannte Bayessche
Methodik wird im weiteren Verlauf der Vorlesung noch genauer diskutiert.
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Beispiele

1. Skatspiel

e Die Kenntnis der eigenen 10 Karten soll als Vorinformation iiber die Verteilung der iibrigen 22
Karten genutzt werden.

e Markieren die 32 Karten mit den Zahlen 1,2,...,32.

e Betrachten Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum, wobei 2 die Menge aller Permutationen von
32 Elementen ist (N = n = 32; mit Reihenfolge und ohne Zuriicklegen)

o Gesucht sei die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A; N Az, wobei A, = {Spieler 2 hat z Asse},
As = {Spieler 3 hat y Asse}, unter der Bedingung, daft das Ereignis A; = {Spieler 1 hat die Karten
mit den Nummern ki,... ,kio} eintritt.

e Lisungsansatz: Beziehen die Anzahl der Permutationen, bei denen As N A3 eintritt, nicht auf die
Gesamtanzahl 32! aller moglichen Permutationen, sondern lediglich auf diejenigen Permutationen,
bei denen das Ereignis A; eintritt.

e D.h., die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist die (bedingte) relative Haufigkeit |(A2 N A3) N A;1|/|A1]

e Dabei benutzen wir die Schreibweise:

P(A2N Az | A1) = [(A2 N As) N AL ]/| A4

und nennen diese Grofse bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses As N Az unter der Bedingung,
dak das Ereignis A; eintritt.

2. Urnenmodell

e Betrachten Urne mit N Elementen (S schwarze, R rote Kugeln), d.h. N = S + R, vgl. Ab-
schnitt 3.2.2;

e 2 Elemente, 2 < N, sollen insgesamt ausgewahlt werden (ohne Zuriicklegen);

e Sei A das Ereignis, beim zweiten Versuch ,schwarz” zu ziehen, und sei B das Ereignis, beim ersten
Versuch ,rot” zu ziehen.

o Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A | B), beim zweiten Versuch ,schwarz” zu ziehen,
falls beim ersten Versuch ,rot” gezogen wird.

o Es gilt

_JANB| _ Fw S

- | B| - S + R—

N— N-1

—_

P(A|B)

2l
2
2
|
[

=

Dies fiihrt zu der folgenden (allgemeineren) Begriffsbildung.

Definition 3.11 Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und A, B € F seien beliebige Ereignisse
mit P(B) > 0. Dann heif$t

P(AN B)

PA|B) =~

(12)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.

Beachte Die Definitionsgleichung (12) kann in der Form P(ANB) = P(B)P(A | B) geschrieben werden. Durch
Tteration dieser Uberlegung ergibt sich die folgende Aussage.

Theorem 3.12 (Multiplikationssatz)
Seien A;, As, ..., A, € F Ereignisse mit P(A; N AN ...N A,) > 0. Dann gilt:

P(A1NAyN...NAp) = P(A) P(As | A1) P(As | AN As) ... P(An | AL N A3 .. .N A1), (13)

Beispiel (Skatspiel)
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e Betrachten das Ereignis A; = {Spieler i erhilt genau ein As}; i = 1,2,3.
e Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(A; N Ay N Aj3), dal jeder der drei Spieler genau ein As erhilt?
e Lisung: Es gilt

() () =0.428, P(Ay | A) = () (199) = 0.42857, P(A3 | AiNAy) = ) (2190) =0.303.

(o) )

e Hieraus und aus (13) ergibt sich

P(4;) =

P(A1 N Ay N A3) = P(A1)P(As | A1)P(As | Ay N Ap) = 0.0556.

3.4.2 Formel der totalen Wahrscheinlichkeit; Bayessche Formel

Sei (Q, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum.

Bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereignisses A € F ist es manchmal niitzlich, die (unbe-
dingte) Wahrscheinlichkeit P(A) als gewichtete Summe von bedingten Wahrscheinlichkeiten darzustellen.

Hierfiir ist es erforderlich, den Grundraum 2 wie folgt in (mefbare) Teilmengen zu zerlegen.
Definition 3.13 Sein € N eine beliebige natiirliche Zahl, und sei By, Bs, ... , B, € F eine (endliche) Folge von
Ereignissen mit den Eigenschaften

(Z2) Uiz, Bi =,
(Z3) P(B;) >0fiirallei=1,...,n

Dann heiflt By, Bs,... , B, mefbare Zerlegung von ().

Theorem 3.14 Sei A € F ein beliebiges Ereignis und By, Bs, ... , B, eine mefibare Zerlegung von (). Dann
gilt

1. Formel der totalen Wahrscheinlichkeit
i P(B;)P(A | B;), (14)
j=1

2. Bayessche Formel

P(Bi)P(A | Bi)

3 PB)P(A|B)

P(Bi| A) = (15)

fiir jedes ¢ = 1,... ,n, wobei in (15) vorausgesetzt wird, daf P(A4) > 0.

Beweis Aus (Z1)—(Z3) und aus der Additivitat des Wahrscheinlichkeitsmafes P ergibt sich, daf

n

P(4) = P(ANQ)=P(4n UB,)

n

P(gAnB ) ZP (AN B))

=1

= Z AmB) ZP P(A|By),

=1 =1
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wobei im letzten Schritt die Definitionsgleichung (12) benutzt wird. Damit ist (14) bewiesen. Aus (12) und
(14) ergibt sich nun
P(B;nA) P(B;)P(A| Bi)

P(B; | A) = P(4) - E;Zl P(B;)P(A| By)

Beachte Die Aussagen von Theorem 3.14 bleiben giiltig, wenn anstelle einer Zerlegung von (2 in endlich viele
Teilmengen eine unendliche Folge By, By, ... € F von Ereignissen mit den Eigenschaften
(2’1) B;NB; =0 fiir i # j,
(Z,2) Uzoil Bl = Q:
(Z’3) P(B;) > 0fiirallei =1,2,...

betrachtet wird. Die Formeln (14) und (15) sind dann lediglich wie folgt zu modifizieren:

P(A) = ZP(BJ')P(A | Bj), (16)
bzw.

_ P(B)P(A| B
PUBA) = S BB P | By) 17

fiir jedes 1 =1,2,..., wobei in (17) erneut vorausgesetzt wird, daf P(A) > 0.
Beispiel
e Betrachten eine Fufiballmannschaft, deren Siegeschance je Bundesliga-Spiel bei 75% liegt, falls ihr
Kapitin in guter Form ist.
e Falls ihr Kapitdn jedoch nicht in guter Form ist, dann betrage ihre Siegeschance nur 40%.
e Bei 70% aller Bundesliga-Spiele seiner Mannschaft sei der Kapitian in guter Form.
e Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dafl

1. die Mannschaft ein Bundesliga-Spiel gewinnt,

2. der Kapitén bei einem Bundesliga-Spiel in guter Form ist, obwohl die Mannschaft das Spiel nicht
gewinnt.

o Lisung: Zerlegen den Grundraum (2 auf zwei verschiedene Weisen in zwei Komponenten.

e Sei A = {Kapitén ist in guter Form}, A° = {Kapitén ist nicht in guter Form}
bzw.
B = {Mannschaft gewinnt Bundesliga-Spiel}, B¢ = {Mannschaft gewinnt Bundesliga-Spiel nicht}

e Dann gilt P(B | A) =0.75, P(B | A®) =0.40, P(A) = 0.70
e Aus (14) bzw. (15) ergibt sich nun

P(B) = P(B|A)P(A)+P(B|A°)P(A°)
= 0.75-0.70+0.40-0.3 = 0.645
bzw.
PAI B - P(B* | A)P(4)

P(B¢ | A)P(A) + P(B°|A°) P(A°)

0.25-0.70
~0.25-0.704+0.60-0.30 0493
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3.4.3 Bedingte Verteilung; bedingte Dichte
In Ubereinstimmung mit Definition 3.11 ist die folgende Sprechweise iiblich.

Definition 3.15

1. Sei (X,Y) ein diskreter Zufallsvektor mit P((X,Y’) € C) = 1 fiir eine abzdhlbare Menge C = {(;,y;) :
i,j € N}. Fiir jedes j € N mit P(Y = y;) > 0 heifit dann {P(X = z; | Y = y;),7 € N} die
bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion von X unter der Bedingung {Y = y;}. Sie bestimmt die bedingte
Verteilung {P(X € B |Y =yj;), B € B(R)} von X unter der Bedingung {Y = y;} eindeutig.

2. Analog heit {P(Y =y; | X =;), j € N} bzw. {P(Y € B| X = z;), B € B(R)} fiir jedes ¢ € N mit
P(X = X;) > 0 die bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. bedingte Verteilung von Y unter der
Bedingung {X = z;}.

3. Wenn (X,Y) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der gemeinsamen Dichte fx y)(z,¥) ist, dann heifit
die Funktion fxy—, : R — [0, 00) mit

Ixjy=y(2) = JC(XJ,:’%&@

die bedingte Dichte von X unter der Bedingung {Y = y}, wobei fy (y) > 0 vorausgesetzt wird.
4. Analog heifit die Funktion fy|x—, : R — [0, 00) mit
f (X,Y) (z,y)

fx(2)
die bedingte Dichte von Y unter der Bedingung {X = z}, wobei fx(x) > 0 vorausgesetzt wird.

fY|X::c (y) =

Beispiele

1. zweimaliges Wiirfeln
Sei X : @ — {0,1,2} bzw. Y : Q — {0,1,2} die (zuféllige) Anzahl, mit der die Augenzahl ,,6” bzw.
»1”7 beim zweimaligen Wiirfeln erzielt wird; vgl. Abschnitt 3.3.1. Dann ergeben sich die folgenden
bedingten Wahrscheinichkeitsfunktionen von X unter der Bedingung {Y = j}:

i
PX=i|lY=4]0 1 2
: 8 2
2 1 0 0

2. integrierte Gleichverteilung
Sei (X,Y) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der gemeinsamen Dichte

dzy, fallsO0<z,y<1
f(X,Y) (z,y) =
0 sonst

Fiir y € [0,1] gilt dann fiir die bedingte Dichte von X unter der Bedingung {Y = y}:

f (@) foxvy (@, y) 2z, fallsz €[0,1]
XY= r)=——-m=
Y=y Iy (y) 0 sonst

Die bedingte Dichte fx|y—,(z) stimmt also bei diesem Beispiel mit der (unbedingten Rand-)Dichte
fx(x) von X iiberein; vgl. Abschnitt 3.3.3.
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3.5 Stochastische Unabhingigkeit

3.5.1 Unabhingige Ereignisse

Der Begriff der stochastischen Unabhéngigkeit zweier Ereignisse A,B € F ist mit der intuitiven Vorstellung
verbunden, daf die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A | B) des Ereignisses A unter der Bedingung B mit der
yunbedingten” Wahrscheinlichkeit P(A) von A iibereinstimmt, d.h. P(A | B) = P(A), wobei P(B) > 0 vorausge-

setzt wird.

Es ist jedoch zweckmifiger, die folgende (dquivalente) Gleichung P(A N B) = P(A)P(B) zu betrachten, weil
durch sie auch der Fall P(B) = 0 erfafit wird.

Definition 3.16
1. Die Ereignisse A, B € F heiflen unabhdngig, falls P(AN B) = P(A)P(B).

Beachte
1.

Beispiel

. Sei Ay, As,..., A, € F eine beliebige Folge von Ereignissen. Dann sagt man, daff A;, As,..., A,

unabhingige Ereignisse sind, falls fiir jede Teilfolge {i1,42,... i} C {1,2,...,n} gilt:

k
P(Ay NAi,N...N4,) = [ P(4y). (18)
j=1

Der Begriff der Unabhéngigkeit wird auch fiir unendliche Folgen von Ereignissen benotigt. Man sagt,
daf Aj, As,... € F unabhingige Ereignisse sind, falls fiir jede endliche Teilfolge {i1,i2,...,ix} C
{1,2,...,} die Bedingung (18) erfiillt ist.

. Das folgende Beispiel zeigt, dafs aus der Unabhéngigkeit von Ereignis-Paaren A;,, A;, im allgemeinen

nicht die (vollstdndige) Unabhangigkeit der gesamten Folge Ay, As, ... , A, impliziert wird.

Sei (Q, F, P) gegeben durch Q = {1,2,3,4}, F = P(Q), P({k}) = ] fiir jedes k € Q.
Sei A, = {k,4} fur k=1,2,3.
Dann sieht man leicht, daff

1. die Paare Ay, As bzw. Ay, A3 bzw. A1, A3 jeweils unabhangig sind,

2. die Ereignisse A1, As, A3 jedoch nicht unabhingig sind.

Denn es gilt
1 111
P(AinAHl):P({‘l}):Z = P(Ai)'P(AiH):i-i:Z fiir i = 1,2
bzw.
P(A;1N A3) = P({4}) = % = P(Ay) - P(43) = % . % _1
Jedoch ) .
P(A1NAyNA3)=P{4}) = 1 # P(A,) - P(4;) - P(A3) = 2

3.5.2 Unabhingige Zufallsvariable

Die Unabhingigkeit von Zufallsvariablen wird durch die Unabhéngigkeit von Ereignissen ausgedriickt.

So heiflen zwei Zufallsvariable X, X» unabhingig, wenn die Ereignisse {X; < z1} und {X, < x5} fiir beliebige
Z1,Z2 € R unabhéngig im Sinne von Definition 3.16 sind.

Fiir Folgen von Zufallsvariablen wird der Begriff der Unabhingigkeit folgendermafien gebildet.
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Definition 3.17 Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum.
1. Die Zufallsvariablen X;,..., X, : @ — R heiflen unabhdngig, falls

Fixy,. x) (@1, y20) = Fx, (21) ... Fx,, (z0) V(z1,...,2,) €ER". (19)

2. Sei X1, Xa,...: Q — R eine beliebige (unendliche) Folge von Zufallsvariablen. Dann sagt man, daf
X1,Xo,... unabhingige Zufallsvariablen sind, falls jede endliche Teilfolge X, ,... , X;, von X1, Xo,...
aus unabhingigen Zufallsvariablen besteht.

Beachte

1. Aus den Definitionen 3.5 und 3.7 der Verteilungsfunktionen F(x, . x,) und Fx,,..., Fx, ergibt sich
sofort, daft die Definitionsgleichung (19) dquivalent ist mit

P(Xls.fvl,,XnS.CL'n)ZP(Xlg.CL'l)P(XnS.’L'n) VIEl,...,.’L'nER. (20)
2. Dariiber hinaus kann man zeigen, daf (20) und damit auch (19) dquivalent ist mit

P(X, € By,...,X, € B,)=P(Xy € By)...P(X,, € By) VBi,...,B, € B(R).

Hieraus und aus den Definitionsgleichungen (3) und (10) der Dichten f(x, .. x.)(Z1,... %) und fx, (1) ... fx, (zn)
ergibt sich unmittelbar die folgende Charakterisierung der Unabhingigkeit von diskreten bzw. absolutstetigen
Zufallsvariablen.

Theorem 3.18

1. Sei X = (X1,...,X,) ein diskreter Zufallsvektor mit P(X € C) = 1 fiir eine abzdhlbare Menge
C C R™. Seine Komponenten Xj,... ,X, sind genau dann unabhingige Zufallsvariable, wenn

PXy=m,...,Xpn=12,) = P(X1 =m1)... P(X,, = zp,) V(zi,...,2,) €C. (21)

2. Sei X = (Xi,...,X,) ein absolutstetiger Zufallsvektor. Seine Komponenten X;,... , X, sind genau
dann unabhéngige Zufallsvariable, wenn

fx(@i,...,2n) = fx,(x1) ... fx, (zn) Vzi,...,zn € R.

3.5.3 Beispiele

1. n-maliger Minzwurf

e Betrachten den in Abschnitt 3.2.1 eingefiithrten Wahrscheinlichkeitsraum (Q, P(£2), P) mit der Grund-

menge
Q= x..xQ ={w:w= (w1, -..,wn), w; €{0,1}}
und dem Wahrscheinlichkeitsmaf P, das durch
PHwh) = [[ @ J] 1—ay (22)
Trwi=1 Jiw;=0
gegeben ist, wobei 0 < ay,...,a, <1.

e Betrachten die Zufallsvariablen X7,..., X, : Q@ = R die gegeben seien durch die Projektion X;(w) =
w; firi=1,...,n.

e Aus (21) und (22) folgt unmittelbar, dal X7,... , X,, unabhingige Zufallsvariable sind.
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e Man kann jedoch auch in diesem Modell Zufallsvariablen konstruieren, die nicht unabhingig sind. Sei
namlich a1 = 0.5, und sei Y7 : 2 — R gegeben durch

1 fallsw; =0
0 fallsw; =1

Yi(w) =

e Dann sind X; und Y7 nicht unabhingig, denn es gilt
PX;=1,Y1=1)=0 #* PX;=1)PY1=1)=-.

2. zweidimensionale Normalverteilung

e Betrachten zwei unabhéngige Zufallsvariable X1, X2, die standardnormalverteilt sind. D.h.,
1 1, .
(z) = —exp(—zz VeeR, i =1,2.
fX1( ) o p( 2 )
e Fiir die (gemeinsame) Dichte fx (z1,z2) des Zufallsvektors X = (X1, X5) gilt
1 1, . .
Fx(@1,2) = fx(@1) - (@) = o exp( =5 (% +43))
27 2

e Man sagt dann, daf auch der Zufallsvektor X = (X1, X») standardnormalverteilt ist.

e Verallgemeinerung: Sei p € [0,1), und sei X = (X1, X>) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der
Dichte

(_lx% — 2pz1T0 + x%)

5 1_p2 V.CE1,.’IJ2€R.

Ix(z1,22) ! e
) = — /¢
x (21,22 /T2

e Dann gilt fiir die (Rand-)Dichte fx, (z1) von X

fX1 (wl)

/ Fx (@1, 2s) day

122 -2 2
1z pr1T2 + a:2) dz

1 oo
B
2m4/1 — p? / 2 1-p?
-0

o0
rati rgédnzun 1 1 2 1-— 2 1 — 2
quadrat sch;E ginzung 5 - _ ox <_§.Z'11( g )) / exp<_§($21 p$21) )d$2 )
T/ 1—p p . p
e Durch die Substitution 1
u= T2 Z Py bzw. du = ———dx»
/1 — p2 1— p2
ergibt sich also
1 1 1 1 1
Ix,(z1) = oy exp(—ixf) /exp(—guz) du = W exp(—ia:%) .
R
:\7%
e Analog gilt
fa(@2) = —=exp(—343)
= ——exp|—2 .
X9 2 \/ﬂ p 2 2
e Die Komponenten X7, X2 des Zufallsvektors X = (X1, X3) sind also fiir jedes p € [0,1) standardnor-

malverteilt.

e Beachte jedoch, daff X; und X5 nur dann unabhingig sind, wenn p = 0. Denn fiir p > 0 gilt
fx(z1,22) # fx,(21) - fxz(22) -
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3.6 Funktionen von Zufallsvariablen
3.6.1 Zusammengesetzte Abbildungen

Beispiel (Klassifikation)

e Manchmal ist es zweckméfig, die Werte von Zufallsvariablen X :  — R zu klassifizieren. Dabei wird
der Wertebereich R von X in m Klassen zerlegt, die wir mit der Menge der ersten m natiirlichen Zahlen
{1,2,...,m} identifizieren.

e Mit anderen Worten: Aufler der Zufallsvariablen X betrachten wir noch eine weitere Abbildung ¢ :
R —{1,2,...,m}.

e Durch Nacheinanderausfithrung der Abbildungen X und ¢ ergibt sich dann die Abbildung p(X) : Q —
{1,2,...,m} mit (X)(w) = (X (w)), die jedem w € N die Klasse ¢(X)(w) zuordnet.

e Um die Wahrscheinlichkeit bestimmen zu kénnen, daf die Zufallsvariable X Werte in Klasse ¢ annimmt,
mufs gewdhrleistet sein, daft

{w:weQoX)(w)=1i} € F. (23)

e Die Abbildung ¢(X) muf also die Regularititseigenschaft einer Zufallsvariablen besitzen, d.h. der
Mefsbarkeitsbedingung (1) geniigen.

e Um dies zu erreichen, wird iiber die Abbildung ¢ vorausgesetzt, daf {z : z € R,p(z) = i} eine
Teilmenge von R aus B(R), d.h. eine Borel-Menge ist, fiir jedes ¢ = 1,2,... ,m.

e Man kann zeigen, dal dann (23) fiir jedes i € {1,2,... ,m} bzw. {w: w € Q,p(X)(w) < z} € F fiir
jedes x € R gilt, d.h., p(X) ist eine Zufallsvariable.
Beachte

e Es interessieren auch Funktionen ¢ : R® — {1,2,... ,m} von Zufallsvektoren X : Q — R".

e Damit auch in diesem Fall eine Bedingung an ¢ formuliert werden kann, so daft die zusammengesetzte
Abbildung ¢(X) : Q@ — {1,2,...,m} eine Zufallsvariable ist, wird die Borel-o-Algebra B(R™) von
Teilmengen des R™ betrachtet.

o Sie ist definiert als die kleinste o-Algebra von Teilmengen des R”, die alle offenen Quader X7, (a;,b;)
enthilt; —oo < a; < b; < 0o. D.h.

.

B(R") = o ({X L (ai,bi), =00 < ai < b < 0} )

~
Erzeugersystem

e Die Abbildung ¢ : R* — R heifit Borel-mefbar, wenn

{z: zeR", pz) <y} € BR) Yy € R. (24)

Allgemein gilt fiir zusammengesetzte Abbildungen

Lemma 3.19 Sei (2, F,P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und X : Q@ — R™ sei ein beliebiger Zu-
fallsvektor. Falls ¢ : R* — R eine Borel-mefibare Abbildung ist, d.h., falls die Bedingung (24) erfiillt
ist, dann ist die zusammengesetzte Abbildung ¢(X) : @ = R mit p(X)(w) = p(X(w)) eine (rellwertige)
Zufallsvariable, d.h., es gilt

{w:weQoX)(w)<z}teF VzeR.

Beispiel
e Sei X = (X1,...,X,,) ein beliebiger Zufallsvektor.
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e Betrachten die folgende Abbildung ¢ : R* — {0,1,...,m}, die als Klassifikation der Werte von X
aufgefafit werden kann.

e Sei £ > 0 eine beliebige, jedoch fest vorgegebene Toleranzgrenze.
e Fiir jedes z = (21,... ,z,) € R” sei

pz) = {(i,5):1<i<j<n,—e<z—z; <€}, (25)

d.h., ¢(z) ist die Anzahl derjenigen Paare von Komponenten z;,z; von z, die sich um nicht mehr als
€ voneinander unterscheiden.

e Der Wertebereich R® von X wird dabeiin m +1 = (g) + 1 Klassen zerlegt.

e Es ist nicht schwierig zu zeigen, daf die in (25) gegebene Abbildung die Regularitdtsbedingung (24)
erfiillt.

Beachte

e Auferdem kann man zeigen, daf jede stetige Funktion ¢ : R* — R die Bedingung (24) erfiillt, d.h.,
jede stetige Funktion ist Borel-mefibar.

e Es ist klar, dafs ¢ insbesondere dann stetig ist, wenn ¢ ein Polynom ist, d.h.

k
(1, ,Tn) = Zaixi’”l RO A (26)
=0

fiir ein k € N und fiir gewisse Konstanten ag,ay,... ,ax € R, m;,... ,mi, > 0.

e In den folgenden Abschnitten wird eine Reihe von Spezialfillen diskutiert, bei denen ¢ die in (26)
gegebene Form hat.

3.6.2 Lineare Transformation

Ein wichtiger Spezialfall einer zusammengesetzten Abbildung ist die lineare Transformation von Zufallsvariablen,
wobei n =1 und ¢ : R —» R mit p(z) = ax +b; a,b € R.

Theorem 3.20 Sei X : 2 — R eine beliebige Zufallsvariable und a,b € R beliebige Zahlen mit a # 0. Dann ist
aX + b eine Zufallsvariable, und

1. die Verteilungsfunktion von aX + b ist gegeben durch

Fx (%), falls a > 0,
Foxp(z) = ‘ ) (27)
1-Fx(22) + P(X = 222), falls a <0.
2. falls X absolutstetig ist mit der Dichte fx, dann ist auch aX + b absolutstetig mit der Dichte
1 z—b
= —fx(—). 28
faxp(z) |a|fx( o ) (28)

Beweis Falls a > 0, dann gilt

Fox4s(@) = P(aX +b < 1) :P(X < m_b) :Fx(ma_b).
Analog ergibt sich fiir a < 0

Fuxqs(z) = PlaX+b<a)

-b
- p(x=2Y

= 1—P(X<xa_b)

R R ]
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Damit ist (27) bewiesen. Sei nun X absolutstetig. Falls die Dichte fx(x) von X eine stetige Funktion ist,
dann ergibt sich (28) durch beidseitiges Differenzieren von (27). Ansonsten nutzt man die Tatsache, daf
zwischen Verteilungsfunktion und Dichte einer Zufallsvariablen eine eineindeutige Zuordnung besteht, und
zeigt, daft das Integral von |a|~! fx ((z — b)/a) die Verteilungsfunktion von aX + b ergibt.

Beispiel

e Sei X standardnormalverteilt, und o > 0, i € R seien beliebige Konstanten.

o Gemifs Theorem 3.20 ist dann die Zufallsvariable Y = ¢ X + p absolutstetig, und es gilt

fria) = —— e (5 (21, (29)

2no o

e Eine Zufallsvariable Y, deren Dichte durch (29) gegeben ist, heiflt normalverteilt mit den Parametern
p und o%; vgl. auch Abschnitt 3.2.3. Dabei verwenden wir die Schreibweise Y ~ N(u,o?).

e Umgekehrt ergibt sich, ausgehend von einer normalverteilten Zufallsvariablen Y ~ N(u, 0?), durch die
lineare Transformation X = (Y — u)/o eine standardnormalverteilte Zufallsvariable X ~ N(0,1).

3.6.3 Quadrierung
Theorem 3.21 Sei X : 2 — R eine beliebige Zufallsgrofe. Dann gilt

1. fiir die Verteilungsfunktion von X2

Fx (V@) — Fx(—v/@) + P(X = —/@), fallsz >0,
0, falls x < 0,

Fxeo(z) =

2. falls X absolutstetig ist mit der Dichte fx, dann ist auch X2 absolutstetig, und es gilt

ﬁ(fx(\/f) + fx(—vx)), fallsz >0,

fx2(z) = (30)
0, falls x < 0.
Beweis analog zum Beweis von Theorem 3.20, wobei jetzt ¢ : R — R mit ¢(z) = 2.
Beispiel Falls X ~ N(0,1), dann ergibt sich aus (30):
L_ exp(—2) falls z >0,
fxa(z) =g V2™ p(-3) y (31)

0, falls z < 0.

Beachte Die Summe von unabhingigen (und identisch verteilten) Zufallsvariablen, deren Dichte durch (31)
gegeben ist, heifit y2-verteilt. Die y2-Verteilung ist eine sogenannte statistische Prifverteilung, die im
weiteren Verlauf der Vorlesung noch genauer diskutiert wird.

3.6.4 Summe, Produkt und Quotient von unabhingigen Zufallsvariablen
Theorem 3.22 Sei X = (X1, X3) : 2 — R? ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der (gemeinsamen) Dichte
fx. Dann ist auch die Zufallsvariable X; 4+ X» absolutstetig, und ihre Dichte ist gegeben durch

o0

Fxoixs () = / Fx(tz—t)dt  VzeR. (32)

—0o0
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Falls die Zufallsvariablen X7, X5 unabhéngig sind, dann gilt insbesondere die sogenannte Faltungsformel
fra@= [ faOfG-nd ek, (33)
-0

Beweis Wir benutzen die Tatsache, daf zwischen Verteilungsfunktion und Dichte einer Zufallsvariablen eine
eineindeutige Zuordnung besteht, und zeigen, daff das Integral der Funktion in (32) die Verteilungsfunktion
von X; + X ergibt. Und zwar gilt fiir jedes z € R
o z

j]ofx(t,v—t)dtdv //fx(t;y_:—’j)dvdt

— 00 —O0 —00 —O0

oo z—t

= / / Ix(t,u) dudt

—0o0 —OQ

_ // Fx (¢, u) dudt
(b ) Erusa}

Die Faltungsformel (33) ergibt sich unmittelbar (32), weil f(x, x,)(%1,22) = fx,(21) - fx, (x2), falls X; und
X5 unabhéngig sind.

Beachte

e Falls die Zufallsvariablen X, X, unabhiingig sind mit X; ~ N(u1,0%?) bzw. X5 ~ N(ugz,02), dann
ergibt sich aus (33), daf auch die Summe X; + X> normalverteilt ist mit

X1 4+ Xo ~ N(u1 + po, 07 +03).

e Dieses Additionstheorem fiir unabhingige und normalverteilte Zufallsvariablen wird auch Faltungssta-
bilitdt der Normalverteilung genannt.

e Durch Iteration ergibt sich fiir jede beliebige Anzahl n > 2 von unabhangigen Zufallsvariablen Xy, ... , X,
mit X; ~ N(u;,0?) fiir alle i € {1,...,n}, dak

X1+ o+ Xy ~Npr+ ...+ i, 02 +...+02).

Vollig analog zu Theorem 3.22 ergibt sich

Theorem 3.23 Die Zufallsvariablen X; und X, seien unabhéngig und absolutstetig mit den Dichten fx, und
fx,- Dann sind die Zufallsvariablen X; - X5 und X7 /X5 absolutstetig, und ihre Dichten sind gegeben durch

frax@= [ piaOGa vier (34
bzw.
Fxa/xa(2) = / tfx (- O fxa()dt VzER. (35)

—0o0
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Beachte

e Der Fall X5(w) = 0, der bei der Bildung des Quotienten X; /X, zur Division durch Null fithren wiirde,
tritt nur mit Wahrscheinlichkeit Null auf (weil X5 absolutstetig ist).

e Deshalb kann X;(w)/X2(w) fiir solche w € 2 gesondert definiert werden (z.B. kénnen wir dann
X1 (w)/X2(w) = 0 setzen).

Beispiel Falls X; und X5 unabhingig sind mit X; ~ N(0,1) und X5 ~ N(0,1), dann gilt

1

le/X2 (Z) = m Vz € R. (36)

denn aus (35) ergibt sich, dafs

o

/ 1, (2 £) ey (8)

Ix1/x,(2)

7o 1 o
/|t|%exp(—§((zt) +t)) dt

2

mmetri 1 t
Symmotrie /texp(— — (2 + 1)) dt
™

) 2_
1 > 1
= 7/ e Vdv=——-+.
m(z2+1) J, w(z2 4+ 1)
—_——

Beachte Eine absolutstetige Zufallsvariable mit der in (36) gegebenen Dichte heifit Cauchy-verteilt.
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4 'Weitere Charakteristiken von Zufallsvariablen; Grenzwertsatze

4.1 Momente von Zufallsvariablen

Weitere wichtige Charakteristiken von Zufallsvariablen sind deren Momente, insbesondere der Erwartungswert
und die Varianz.

4.1.1 Erwartungswert

Bevor wir zur allgemeinen Definition des Erwartungswertes kommen, wollen wir die intuitive Bedeutung dieses
Begriffes anhand des folgenden Beispiels erldutern.
Beispiel (wiederholtes Wiirfeln)

e Betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (Q, P(Q2), P) mit der Grundmenge
Q=W xWx...={w:w=(w,w2,...,),w; € {1,2,...,6}}

und dem Wahrscheinlichkeitsmafs P, das durch
. . 1
PHw:we€ Quwi, = j1,-.. ,wi, =Jk}) = o
gegeben ist; k €N, 1 <y < ... < J1,--- 0k € {1,2,...,6}.

e Betrachten die Zufallsvariablen X1, Xo,...: Q = R die gegeben seien durch die Projektion X;(w) = w;
fir i =1,2,.... D.h.,, X; ist die (zufillige) Augenzahl, die beim i-ten Wiirfeln erzielt wird.

e Es ist nicht schwierig zu zeigen, daf Xi, X5, ... unabhingige (und identisch verteilte) Zufallsvariable
sind.

e Betrachten die Zufallsvariable Y;, = n=}(X; +... + X,,), d.h. die mittlere Augenzahl bei n-maligem
Wiirfeln.

e Man kann zeigen, daf es eine ,nichtzufillige” Zahl ¢ € R gibt, so dafs

P{w: nh_)rréo Yo(w)=c¢}) =1, (1)
wobei
6
=Y PG =i)= 5 D i=35. (2)

e Die Formeln (1) und (2) bedeuten: Falls die Anzahl n der durchgefiihrten Versuche immer grofer wird,
dann

1. werden die Werte Y, (w) der mittleren Augenzahl Y,, immer weniger von der jeweiligen Ausprigung
w des Zufalls beeinflufit,

2. strebt das ,,Zeitmittel” Y;, bei n Versuchen gegen das ,, Scharmittel” ¢ jedes (einzelnen) Versuches.

e Die Formeln (1) und (2) sind ein Spezialfall des sogenannten Gesetzes der grofien Zahlen, das im
weiteren Verlauf der Vorlesung noch genauer diskutiert wird.

e Das Scharmittel ¢ in (2) wird Erwartungswert der Zufallsvariablen X; genannt und mit E X bezeichnet.

Auf analoge Weise wird der Begriff des Erwartungswertes fiir beliebige (diskrete bzw. absolutstetige) Zufallsvari-
able eingefiihrt.
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Definition 4.1 Betrachten einen beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P).

1.

Beachte

Beispiele

Sei X : Q — R eine diskrete Zufallsvariable mit P(X € C) = 1 fiir eine abzdhlbare Menge C' C R.
Dann heifit das gewichtete Mittel

EX =) zP(X =z) (3)
zeC
der Erwartungswert von X, wobei vorausgesetzt wird, dafs

Z |z|P(X =z) < 0. (4)

zeC

. Sei X :  — R eine absolutstetige Zufallsvariable mit der Dichte fx(z). Dann heifit das Integral

EX = /mfx(x)da: (5)
—o0
der Erwartungswert von X, wobei vorausgesetzt wird, dafs

/ |z|fx (z) dx < oo (6)

Die Summe in (4) bzw. das Integral in (6) kann man als Erwartungswert E|X| der Zufallsvariablen
| X | auffassen.

Man kann sich leicht Beispiele {iberlegen, bei denen die Summierbarkeitsbedingung (4) bzw. die Inte-
grierbarkeitsbedingung (6) verletzt ist.

Falls die Zufallsgroffe X nur nichtnegative Werte annimmt, d.h. P(X > 0) = 1, dann kann man den
Begriff des Erwartungswertes auch einfiihren, wenn die Bedingung (4) bzw. (6) nicht erfiillt ist.

In diesem Fall wird E X = oo gesetzt.

Sei X beispielsweise eine absolutstetige Zufallsvariable mit der Dichte

1
. R
Fx(@) w(x? + 1) Vz €R,
d.h. X ist Cauchy-verteilt, vgl. Abschnitt 3.6.4.
Dann gilt zwar P(0 < |X| < 00) = 1, jedoch
oo
B = [l do
= .'I; _—
w(1 + x2)
—00
o0

1 |
lim [5 log(1 + w2)] = 5 Jim log(1 + t?) = 00.

t—oo 0 T t—o0

Wir zeigen nun anhand zweier Beipiele, wie die Formeln (3) und (5) zur Bestimmung des Er-

wartungswertes genutzt werden kénnen.



4 WEITERE CHARAKTERISTIKEN VON ZUFALLSVARIABLEN; GRENZWERTSATZE 36

1. Binomialverteilung

Sei X binomialverteilt mit den Parametern n € N und p € [0, 1]. Dann ergibt sich aus (3), daf

2. Normalverteilung

EX

n

Zi(Dp"(l —-p)"

=1
n
n—1\ ,_ ) —(i—
npy, (i_l)p’ Y1 - p)m=h=0=D)
=1
n—1 n
npy (i>p'(1—p)" '
1=0

Sei X normalverteilt mit den Parametern g € R und o > 0. Dann ergibt sich aus (5), daf

EX

Beachte

o

1
oV 2w

/wexp x;’u)z)dx

1
(ov + p) exp —iv )dv

o0

1
2dv-+-L2ﬂ_/exp—v =L.

v exp —3

~~

=0 :\/27r

e Die in (1) und (2) angegebenen Formeln fiir den Erwartungswert von diskreten bzw. absolutstetigen
Zufallsvariablen sind Spezialfille eines allgemeineren (und damit einheitlichen) Zuganges zum Begriff
des Erwartungswertes fiir beliebige Zufallsvariablen.

e Dieser allgemeinere Zugang beruht jedoch auf einem (im Vergleich zum Riemann-Integral) modifizierten
Integral-Begriff, der iiber den Rahmen der einfiihrenden Stochastik-Vorlesung hinausgeht.

e Sei ndmlich X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion Fx. Dann heifst

EX = /a:dFX(a:) (7)

der Erwartungswert von X, wobei das Integral in (7) ein sogenanntes Stieltjes-Integral ist.

e Schliefslich sei vermerkt, daf es noch eine weitere (mathematische dquivalente) Definitionsmoglichkeit
des Erwartungswertes E X von X gibt, und zwar als ein sogenanntes Lebesgue-Integral

EX = / X (w) Pldw) (8)

iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P).

e Insbesondere kann man zeigen, dafs die Integrale in (7) und (8) iibereinstimmen.
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4.1.2 Varianz und héhere Momente

Es ist klar, daf der Erwartungswert E X einer (diskreten bzw. absolutstetigen) Zufallsvariablen X eindeutig
durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. die Dichte von X bestimmt wird; vgl. Definition 4.1.

Umgekehrt ist jedoch im allgemeinen die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. die Dichte einer (diskreten bzw.
absolutstetigen) Zufallsvariablen X nicht eindeutig durch den Erwartungswert E X von X festgelegt.
Beispiel (symmetrische diskrete Gleichverteilung)

e Sei n € N eine beliebige natiirliche Zahl und X : @ — {-n,...,—1,0,1,... ,n} eine diskrete Zu-
fallsvariable mit P(X = i) = (2n + 1)~! fiir jedes i € {-n,... ,n}.

Dann gilt

1 - 1
EX=—— = -0=0.
2n+1izz_nZ 2n+1 0=0

Wihrend der Erwartungswert E X also nicht von n abhingt, sind die Werte von X mit wachsendem
n immer breiter um E X gestreut.

Eine Charakteristik, die den Streuungsgrad der Werte von X um den Erwartungswert E X mifit, ist
die erwartete quadratische Abweichung E ((X -EX )2) vom Erwartungswert E X, genannt Varianz von
X, die bei diesem Beispiel gegeben ist durch

1
2n+1

E((X-EX)*) = iz‘?

nn+1)2n+1) 1

6 2n+1
n(n+1)
-

= 2

Der Erwartungswert E X der Zufallsvariablen X wird manchmal auch das erste Moment von X genannt. Vollig
analog lassen sich die Begriffe der Varianz bzw. der h6heren Momente einer beliebigen Zufallsvariable X einfiihren,
und zwar durch die Betrachtung des Erwartungswertes E ¢(X) entsprechend gewéhlter Funktionen ¢(X) von X.

In diesem Zusammenhang ist der folgende Hilfssatz niitzlich.
Lemma 4.2 Sei X : O — R eine beliebige Zufallsvariable, und sei ¢ : R — R eine stetige Abbildung. Dann
138t sich der Erwartungswert E ¢(X) der Zufallsvariablen ¢(X) : Q@ — R wie folgt darstellen.
1. Falls X diskret ist mit P(X € C') = 1 fiir eine abzdhlbare Menge C' C R, dann gilt
Ep(X) =) ¢@)P(X =2), 9)
zeC

wobei vorausgesetzt wird, daff > |¢(z)|P(X = z) < oc.
zeC

2. Falls X absolutstetig ist mit der Dichte fx(x), dann gilt

Eg(X) = / o(2) fx (@) de, (10)

wobei vorausgesetzt wird, daf [ |¢(z)| fx (z) dz < .

—00
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Beweis Wir zeigen nur die Giiltigkeit von (9). Die Herleitung von (10) erfordert mathematische Hilfsmittel,
die iiber den Rahmen dieser einfithrenden Vorlesung hinausgehen. Sei also X diskret ist mit P(X € C) =1
fiir eine abzdhlbare Menge C' C R. Dann ist auch ¢(X) eine diskrete Zufallsvariable mit

P({w:w e R p(X)(w) € p(C)) =1,

wobei p(C) = {p(z) : £ € C}. Aus der Definition (3) fiir den Erwartungswert diskreter Zufallsvariablen
ergibt sich somit

Ep(X) > yP(p(X) =y)

y€p(O)

= Y X rx=w)

yep(C)  wp(z)=y

= > e@)P(X =u).

zeC
Definition 4.3

e Sei X : ) — R eine beliebige Zufallsvariable mit E (X?) < oo.
e Betrachten die Abbildung ¢ : R — R mit ¢(z) = (z — E X)2.

e Dann heifit der Erwartungswert E (X ) der Zufallsvariablen ¢(X) die Varianz von X
(Schreibweise: Var X).

e Fiir die Varianz von X gilt also
VarX = E ((X - IEX)z) . (11)

Beispiele

1. Binomialverteilung
e Sei X binomialverteilt mit den Parametern n € N und p € [0,1].
e In Abschnitt 4.1.1 wurde gezeigt, dalk E X = np.
e Analog ergibt sich, daf§

iiQP(X: = i (i—1) +4)P(X =1i)
7 = iz (t—1)P ) + Zzp
= z=(1 1)p* +np
e Also gilt
VarX = zn:(i—np)ZP(Xzi)
i=0
SO = 20pi + (np)?) P(X = 1)
=0
= Zn;i?P(X =q) — anzn;iP(X =1q)+ (np)2iP(X =)

= n(n—1)p° +np—2(np)* + (np)*> = np(1 —p).

2. Normalverteilung
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e Sei X normalverteilt mit den Parametern 4 € R und o > 0.
e In Abschnitt 4.1.1 wurde gezeigt, dafs EX = p.
e Somit gilt

1 1 — 2
VarX = E((X —p)?) = (w—u)zexp(——(m ,u) )da:
oV2m 2\ o
0o S——
=t
- a?%;-/t%mpC—%ﬁ)m
7r—oo L
2 2 i
= 0°—— [ V2uexp(—u)du
27
0
2 2 2
= o’—= /\/ﬂexp(—u) du =0
s
0

Beachte

e Die Parameter (und damit die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. die Dichte) von Binomial- bzw. Nor-
malverteilung sind jeweils eindeutig durch den Erwartungswert und die Varianz dieser Verteilungen
festgelegt.

e Fiir die Normalverteilung ist dies offensichtlich. Denn, wie soeben gezeigt, gilt EX = y und Var X =
o2, falls X ~ N(u,0?).
e Sei nun Y ~ Bin(n,p). Dann kann man sich leicht iiberlegen, dafs

w _u—=o°
2 7 p - b
W

wobei
pu=EY =np und o? =VarY = np(1 —p). (12)

e Im allgemeinen wird die Verteilung einer Zufallsvariablen jedoch nicht eindeutig durch den Erwartungswert
und die Varianz bestimmt.

e Beispiel. Der Erwartungswert und die Varianz von X ~ N(u,0?) stimmen mit dem Erwartungswert
und der Varianz von Y ~ Bin(n, p) iiberein, falls ;4 und o2 durch (12) gegeben sind.

Beachte Sei k € N, und sei X : Q2 — R eine beliebige Zufallsvariable mit E (| X|*) < cc.
e Betrachten die Abbildung ¢ : R — R mit ¢(z) = . Dann heifit der Erwartungswert E p(X) = E (X*)
von p(X) das k-te Moment von X.

e Betrachten die Abbildung ¢ : R — R mit ¢(z) = (z — EX)*. Dann heift der Erwartungswert
E¢(X) =E ((X —EX)*) von ¢(X) das k-te zentrale Moment von X.

e Die Varianz Var X ist also das 2. zentrale Moment von X.
v/ Var X heifst Standardabweichung von X.
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4.1.3 Eigenschaften von Erwartungswert und Varianz

Wir diskutieren nun einige niitzliche Eigenschaften von Erwartungswert und Varianz.

Bei der Herleitung dieser Eigenschaften wird die folgende Verallgemeinerung von Lemma, 4.2 fiir Zufallsvektoren
bendtigt.

Lemma 4.4 Sei X : Q@ — R” ein beliebiger Zufallsvektor, und sei ¢ : R* — R eine stetige Abbildung. Dann
1afst sich der Erwartungswert E ¢(X) der Zufallsvariablen ¢(X) : @ — R wie folgt darstellen.

1. Falls X diskret ist mit P(X € C') =1 fiir eine abzdhlbare Menge C' C R", dann gilt

Ep(X) =Y ¢@)P(X =1), (13)
zeC

wobei vorausgesetzt wird, dafs

3 J¢(@)[P(X = 2) < 0.

zeC
2. Falls X absolutstetig ist mit der (gemeinsamen) Dichte fx(z), dann gilt

o0 o

Eo(X) = / / o(Z1,-- ,2n) fx(@1,... ,25)d2y ... dzp, (14)
wobei vorausgesetzt wird, dafs
/ / lo(x1,. - s zn)| fx (@1, . ,2n)d2y ... dzp < 0.

Beweis analog zum Beweis von Lemma 4.2.

Theorem 4.5 Seien X; und X, beliebige Zufallsvariable mit E|X;| < oo, E|X5| < co. Dann gilt fiir beliebige
Konstanten a,b € R

E(aX: +bX>) =aEX; +bEX>. (15)
AuRerdem gilt fiir jede Zufallsvariable Y mit E (Y2) < oo
VarY =E(Y?) — (EY)? (16)
und fiir beliebige a,b € R
Var (@Y +b) = a*VarY . (17)

Beweis

e Falls X; und X, diskrete Zufallsvariablen sind, dann ergibt sich (15) aus (13), wobei dhnlich wie im
Beweis von Lemma 4.2 vorgegangen werden kann.
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e Wir fithren den Beweis von (15) nur fiir den Fall, da der Zufallsvektor (X1, X») absolutstetig ist. Fiir
p(r1,T2) = ax + by ergibt sich dann aus (14), dak

lE(aX1 + bXQ) = / / (a:vl -+ b.’Ez)f(Xl’XQ)(.Z'l,iEz)d.Z'l dxs

/ / a;vlf(XhXQ)(wl,xg) dxy dxs +/ / bmgf(Xl,Xz)(wl,xg)dwl dxs
= / axy / f(X17X2)(.’E1,.’L'2) d.’ll'z dl’l + / bIL'Q / f(Xl,Xg)($1;$2) d$1 d.’ll'z

/00 az1 fx,(r1)dzs + /00 bxafx,(x2) dzo

— 00 —0oQ

a/ z1fx, (z1) dz1 + b/ z2 fx,(z2) dzo

—00

= aEX; +bEX,.
e Durch Ausmultiplizieren der quadratischen Form in (11) ergibt sich
VarY = E ((Y - IEY)2)
- ( —2YEY + (EY) )

Y?) —2EYEY + (EY)?
Y?) - (EY)?,

wobei sich die vorletzte Gleichung aus (15) ergibt. Damit ist (16) bewiesen.
e Fiir X1 =Y und X, = b ergibt sich aus (15), daf§

E(
E(

Var(aY +b) = aY +b— lE(aY—H)))
aY +b—E(aY) — b)
)

ay —E (aY )2
(

—_ o~

= a*VarY,
wobei sich die letzten drei Gleichungen aus (16) bzw. erneut aus (15) ergeben. Damit ist auch (17)
bewiesen.
Korollar 4.6 Sein € N fest vorgegeben, und seien Xy, ... , X, Zufallsvariable mit E | X;| < o0,... ,E|X,| < oc.
Dann gilt fiir beliebige Konstanten a1,... ,a, € R

]E(ale—}—...—I—aan)=a1EX1+...+an1EXn. (18)

Beweis folgt aus (15) mittels vollstandiger Induktion

Beispiel (wiederholtes Wiirfeln)

e Betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (Q, P(Q2), P), der in Abschnitt 4.1.1 eingefiihrt worden ist.
e Betrachten die Zufallsvariablen Xy, Xo,...: Q — {1,2,...,6}, wobei X; die zufillige Augenzahl ist,
die beim i-ten Wiirfeln erzielt wird.

6 6
e Damngilt EX; = ) jP(X; =j) =% Z
j=1 j=1
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e Aus Korollar 4.6 ergibt sich dann fiir den Erwartungswert E Y,, der mittleren Augenzahl Y,, = n~1(X;+
...+ X,) bei n-maligem Wiirfeln

1

EY, = E(E(X1+...+Xn))
1

= -“(EXi+...+EX,)

= ln3.5:3.5.
n

4.2 Gemischte Momente

Neben Erwartungswert, Varianz bzw. héheren Momenten einer (einzelnen) Zufallsvariablen werden auferdem
sogenannte gemischte Momente fiir Familien von (endlich vielen) Zufallsvariablen betrachtet. Sie sind ein wichtiges
Hilfsmittel, um Zusammenh&nge zwischen zwei oder mehreren Zufallsvariablen zu quantifizieren.

4.2.1 Multiplikationsformel und Kovarianz

Beachte

e Seien Xi,...,Xn : Q — R beliebige Zufallsvariable mit E (| X;|™) < oo fiir jedes i € {1,... ,n}.
e Man kann zeigen, daf dann E|X; ... X, | < oco.

e Der Erwartungswert E (X1 ... X,,) des Produktes X; ... X, heifit gemischtes Moment der Zufallsvari-
ablen X3,...,X,.

Zunichst diskutieren wir die folgende Multiplikationsformel fiir den Erwartungswert des Produktes von n unab-
héingigen Zufallsvariablen.

Theorem 4.7 Seien Xi,...,X, : Q@ = R beliebige Zufallsvariable mit E (|X;|") < oo fiir jedes i € {1,... ,n}.
Falls Xi,...,X, unabhingig sind, dann gilt

E (HX,-) =[JEx.. (19)
=1 =1
Beweis

e Wir zeigen die Giiltigkeit von (19) nur fiir die beiden (grundlegenden) Félle, daf X diskret bzw.
absolutstetig ist.

Die Komponenten des Zufallsvektors X = (Xy,... ,X,) seien unabhingige Zufallsvariable.
Falls X diskret ist, dann gibt es fiir jedes i € {1,... ,n} eine abzdhlbare Menge C; mit P(X; € C;) = 1.
Dariiber hinaus gilt P(X = C) =1, wobei C = C; % ... x Cy, eine abzdhlbare Teilmenge des R™ ist.



4 WEITERE CHARAKTERISTIKEN VON ZUFALLSVARIABLEN; GRENZWERTSATZE 43

e Aus (13) ergibt sich dann fiir p(z) =1 -... zy
E (H X,-) = Y ¢@PX =a)
i=1 zeC

= Z Z 371'...'$HP(X1:$1,---;Xn:xn)

21€C1 Tn€Ch
(3.21) Yo oo S s g P(Xy = 3. P(X = )

z1€C1 Tn€ChH

= (T aPEi=o)) (X wP(Xa=2))

z1€C1 zn€Cn
n
= H E X .
k=1
e Falls X absolutstetig ist, dann ergibt sich (19) auf vollig analoge Weise aus (14).

Korollar 4.8 Seien Xi,..., X, : @ — R unabhingige Zufallsvariable mit E (X?) < oo fiir jedes i € {1,... ,n}.
Dann gilt

Var (X; +...+ X,) =VarX; + ...+ Var X,,. (20)

Bewelis

e Wir zeigen die Giiltigkeit von (20) zunichst fiir den Fall n = 2.
e Aus (15), (16) und (19) ergibt sich, daft

Var (X1 + X)) 9 E((X + X)) — (BE(X; + X2))°
(L) (E (X2) + 2E (X, X2) + E (Xg)) - ((]E X1)? +2EX,EX; + (E X2)2)

19
@ E(X2) - (EX))? +E(X2) — (EX,)?
(19) Var X; + Var X, .

e Fiir beliebiges n € N ergibt sich die Giiltigkeit von (20) mittels vollstdndiger Induktion.

Wir diskutieren nun Eigenschaften des gemischten Momentes E (X7 X5) von zwei beliebigen (nicht notwendig
unabhingigen) Zufallsvariablen X, Xs.

In diesem Zusammenhang fithren wir zundchst die Begriffe der Kovarianz und des Korrelationskoeffizienten ein.

Definition 4.9 Seien Xj, X» beliebige Zufallsvariable mit E (X?) < oo fiir i = 1, 2.
e Der Erwartungswert E ((X; — E X1)(X> — E X»)) heift die Kovarianz von X; und Xo.
Schreibweise: Cov (X17 X2) =E ((Xl — EXl)(XQ — EXz))
e X1, X, heiflen unkorreliert, falls Cov (X1, X3) = 0.
e Falls Var X; > 0 und Var X > 0, dann heifst die Grofse
X1, X
COV( 1, 2) (21)

v/Var X; - Var X»

Q(Xla XQ) =

der Korrelationskoeffizient von X1, X,.
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Beachte

e Es ist klar, dafs Kovarianz und Korrelationskoeflizient die folgende Symmetrieeigenschaft besitzt:
Cov (X1, X5) = Cov (X2, X1), 0(X1, X2) = o(X2, X1). (22)
e Aufierdem gilt
Cov(X,X)=VarX, o(X,X)=1. (23)

Dariiber hinaus gelten weitere niitzliche Rechenregeln und Abschétzungen fiir Kovarianz bzw. Korrelations-
koeffizient.

Theorem 4.10 Seien X1, X, beliebige Zufallsvariable mit E (X?) < oo fiir i = 1,2. Dann gilt
Cov (X1, X5) =E (X, X5) — EX,E X, (24)
und fiir beliebige Zahlen a,b,c,d € R
Cov (aX1 + b,cX2 +d) = acCov (X1, X>) . (25)

Aufserdem gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

E (X1, X>)| < /E(XP)E (X3), (26)

|Cov (X1, X5)| < v/ Var X;Var X, . (27)

und

Beweis
e Die Formel (24) ergibt sich unmittelbar aus (15), denn es gilt
Cov (X1, Xy) = E((X;-EX;)(Xy-EX,)
= E (X1X2 - XEX, - XEX, + ]EXllEXz)

Y EXX,) —EX,EX>.

Die Formel (25) ergibt sich durch eine &dhnliche einfache Rechnung aus (15).

e Wir zeigen nun die Giiltigkeit der Ungleichung (26).

Falls E (X7) = 0, dann gilt P(X; = 0) = 1 und somit auch E (X; X5) = 0 < /E (X?)E (X3).
Sei jetzt E (X%) > 0. Dann gilt fiir jede Zahl a € R

0 < E((aXi+X2)?) =E(a®X] +2aX:1X>+ X3)
= d®’E(X?) +2aE (X, Xy) +E(X2).

Durch beidseitige Multiplikation mit E (X?2) bzw. quadratische Ergéinzung ergibt sich hieraus, daff

0

IN

a? (E(X}))” + 20 E (XD)E (X1 X>) + E(X})E (X3)
= (eE(X]) +E(XiX,))" + E(XDE (X3) - (E(X,1 X))

Hieraus folgt (26) fiir a = —E (X1 X>)/E (X?).
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e Die Giiltigkeit von (27) ergibt sich unmittelbar aus (26), wenn in (26) die Zufallsvariablen X; bzw. X»
durch X; — E X bzw. X5 — E X5 ersetzt werden.

Korollar 4.11

1. Falls X; und X, unabhingig sind, dann gilt
Cov (Xl,XQ) =0. (28)

d.h., X7 und X5 sind unkorreliert.
2. Falls Var X; > 0 und Var X2 > 0, dann gilt

—-1<0(X,X5) <1. (29)

Beweis

e Aus (19) und (24) ergibt sich unmittelbar die Giiltigkeit von (28).

e Aus (27) und aus der Definitionsgleichung (21) des Korrelationskoeffizienten ergeben sich die Ungle-
ichungen in (29).

Beachte Die Aussage 1 in Korollar 4.11 188t sich nicht umkehren, denn aus der Unkorreliertheit zweier Zu-
fallsvariablen X; und X» folgt im allgemeinen nicht, dafs X; und X> unabhingig sind.

Beispiel (zweimaliger Miinzwurf)

e Seien Y7,Y5 : Q@ — {0, 1} zwei unabhéngige (und identisch verteilte) Zufallsvariablen, die nur die beiden
Werte 0 oder 1 annehmen kénnen, mit

1) fallsj =1,
P =j)={ ,
5, fallsj =0,
fiir i = 1,2.
e Man kann sich leicht {iberlegen, daff dann die Zufallsvariablen X; = Y; + Y2 und X, = Y; — Y5 zwar
unkorreliert, jedoch nicht unabhéngig sind.
e Dennesgilt EX; =1, E X, =0 und E (X;X5) = 0. Andererseits gilt

1 11
P(X1:0,X2:0):— # 152

7 P(X1 = 0)P(Xy=0).

4.2.2 Linearer Zusammenhang von Zufallsvariablen

Die Korrelation o(X;, X2) zweier Zufallsvariablen X; und X mit 0 < Var X;, Var X5 < oo kann man als Grad
ihres linearen (stochastischen) ,,Zusammenhanges” auffassen.

Eine genauere Formulierung dieses Phinomens liefert

Theorem 4.12 Seien a,b € R beliebige Zahlen, und X;, X5 seien Zufallsvariable mit 0 < Var X3, Var X5 < oo.

1. Die erwartete quadratische Abweichung E ((X2 — (a X1 + b))?) zwischen den Zufallsvariablen X, und
a X7 + b ist minimal, wenn a und b wie folgt gewdhlt werden:

vV Var XQ

aZQ(Xl’XQ)\/ﬁ’

b=]EX2—aEX1. (30)
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2. Insbesondere gilt E (X2 — (a X1 +b))?) =0, d.h. P(X; =aX; +b) =1 genau dann, wenn
lo(X1, Xs)[ = 1.

Beweis

e Betrachten die Zufallsvariable Y = X5 — (a X1 + b).
e Wegen (17) hingt dann VarY nicht von b ab.

e Deshalb kann man bei der Minimierung von
E(Y?) =(EY)?+ VarY

zuniichst (EY)? fiir jedes feste a durch die entsprechende Wahl von b minimieren.
e Esist klar, daR (EY)? fiir b = E X, — a E X; minimal ist, weil dann EY = 0 gilt.

e Es ist nun noch a so zu bestimmen, daf$

Vary = ]E(((Xz—]EX2)—a(X1_]EX1))2)

Var X — 2a Cov (X1, X») + a*Var X;
Cov (Xl,Xg) 2 (COV (Xl,Xz))2
Var X; ) +VarX2(1_ Var X, Var X, )

Var X, (a -

minimal wird, wobei sich die letzte Gleichung durch quadratische Ergénzung ergibt.

e Hieraus folgt, dafs VarY minimal ist, falls

o= COV(Xl,XQ) _
= Varx, ¢ VVar X,

e AuRerdem folgt hieraus, daf E (Y2) = 0 genau dann, wenn |o(X1, X2)| = 1.

4.2.3 Erwartungswertvektor und Kovarianzmatrix

Wir zeigen zunichst, wie der Begriff der Kovarianz genutzt werden kann, um das in Korollar 4.8 angegebene
Additionstheorem (20) fiir Varianzen zu verallgemeinern.

Theorem 4.13 Seien X1,...,X, :  — R beliebige Zufallsvariable mit E (X?) < oo fiir jedes i € {1,...,n}.

Dann gilt
n
Var (X1 +...+ X,) =Y VarX;+2 Y Cov(X;,X). (31)
i=1 1<j<k<n
Falls die Zufallsvariablen X, ..., X, paarweise unkorreliert sind, dann gilt insbesondere
Var (X1 +...+ Xp) =Var Xy +...+ Var X,,. (32)
Beweis

e Wir betrachten zunichst den Fall n = 2.

e Dann ergibt sich sofort aus dem Beweis von Korollar 4.8, daft
Var (X; + X2) = Var X; + Var X, + 2 Cov (X1, X»).

e Fiir beliebiges n € N ergibt sich die Giiltigkeit von (31) nun mittels vollstdndiger Induktion.
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e Die Gleichung (32) ergibt sich unmittelbar aus (28) und (31).

Beachte Neben den Erwartungswerten E Xi,... ,E X, und den Varianzen Var X;,...,VarX,, sind die in
(31) auftretenden Kovarianzen {Cov (X;, X;), 1 <4 < j < n} wichtige Charakteristiken des Zufallsvektors
X =(X1,...,X,).

Dies fiihrt zu den folgenden Begriffsbildungen.

Definition 4.14 Seien Xi,..., X, : 2 = R beliebige Zufallsvariable mit E (X?) < oo fiir jedes i € {1,...,n}.

1. Der Vektor (E X;,... ,E X)) heiftt der Erwartungswertvektor des Zufallsvektors X = (X1,...,X,).
Schreibweise: EX = (EXq,... ,EX,)

2. Die n x n-Matrix

Cov(X1,X1) --- Cov(Xy,X,)
CovX = : : = (Cov (X3, X5))ij
Cov(Xp,X1) -+ Cov(Xn,Xp)
heiftt die Kovarianzmatriz von X = (Xq,...,Xp).

Theorem 4.15 Die Kovarianzmatrix Cov X ist

1. symmetrisch, d.h., fiir beliebige i,j € {1,...,n} gilt
Cov (X;, X;) = Cov (X, X;). (33)
2. nichtnegativ definit, d.h., fiir jedes x € R™ gilt
z CovXz > 0, (34)

wobei 2T ist der zu z transponierte Vektor ist.
Beweis

e Die Symmetrieeigenschaft (33) ergibt sich unmittelbar aus der Definition 4.9 der Kovarianz.

e Die Ungleichung (34) ergibt sich durch eine einfache Rechnung aus (15) und aus der Definition 4.9 der
Kovarianz.

Beachte Die Matrix Cov X heifst positiv definit, falls

z ' CovXz>0 (35)
fiir jedes x € R™ mit x # 0.

Beispiel (zweidimensionale Normalverteilung)

e Betrachten eine (weitere) Verallgemeinerung der zweidimensionalen Normalverteilung, die in Abschnitt 3.5.3
eingefithrt wurde.

e Seien p1,p2 € R, 01,02 > 0 und g € [0, 1) beliebige, jedoch fest vorgegebene Zahlen.
e Sei X = (X1, X5) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der gemeinsamen Dichte

- 1 _ 1 Ty —p1y2 T1— M1y T2 — U2 To — H2 2))
fx($1,$2)—27r0102mexp( 2(1—92)(( 201 )" = 2e( 201 ) 209 )+ 205 ) ’

(36)
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e Dann heift X normalverteilt mit dem Erwartungswertvektor E X = (u1, u2) und der Kovarianzmatrix

02 g1 0
Covx=| 7t 7172¢ (37)
g1020 0’%
Beachte
e Die Verteilung eines normalverteilten Zufallsvektors X = (Xi,X,) wird eindeutig durch den Er-

wartungswertvektor EX = (uq, p2) und die Kovarianzmatrix Cov X bestimmt. Fiir beliebige (nicht
normalverteilte) Zufallsvektoren gilt diese Eindeutigkeitsaussage jedoch im allgemeinen nicht.

e Es gilt o = 9(X1,X2). AuBerdem ergibt sich aus (36), dafl fx(z1,22) = fx,(21)fx,(z2) genau dann,
wenn ¢ = 0. Die Komponenten X1, X, eines normalverteilten Zufallsvektors X = (X, X>) sind also
genau dann unabhingig, wenn sie unkorreliert sind.

e Weil ¢ < 1 vorausgesetzt wird, ist die Determinante der Kovarianzmatrix Cov X nicht Null, d.h., die
Matrix Cov X ist positiv definit und invertierbar. Man kann sich deshalb leicht {iberlegen, daf die in
(36) gegebenen Dichte fx von X auch wie folgt dargestellt werden kann: Es gilt

fe@) = (5=) e (50— K = ) (59)

fiir jedes £ = (71, 72) € R?, wobei u = (u1, u2) und K~! die inverse Matrix zu der in (37) gegebenen
Kovarianzmatrix K = Cov X bezeichnet.
Schreibweise: X ~ N(u, K).

e Man kann sich leicht tiberlegen, daff die Randverteilungen von X ~ N(u, K) (eindimensionale) Nor-
malverteilungen sind mit X; ~ N(p;,0?) fiir i = 1,2.

e Manchmal betrachtet man auch Zufallsvektoren X = (X;,Xs), deren Komponenten X;, X5 nor-
malverteilt sind mit |o(X1,X2)| = 1. Aus Theorem 4.12 folgt dann, dak P(X; = aX; +b) =1
fiir ein Zahlenpaar a,b € R. In diesem Fall ist der Zufallsvektor X = (X, X3) nicht absolutstetig,
obwohl seine Komponenten diese Eigenschaft besitzen.

Fiir Zufallsvektoren mit einer beliebigen Dimension n € N kann man den Begriff der n-dimensionalen Nor-
malverteilung einfiihren, indem man eine zu (38) analoge Dichte-Formel betrachtet.

Definition 4.16

e Sei p = (p1,---,pn) € R ein beliebiger Vektor, und sei K eine symmetrische und positiv definite
n x n-Matrix.
e Sei X = (Xy,...,X,,) ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der gemeinsamen Dichte
1 \n 1 1 o
z)=|—7= exp|—=(z — K (z— ) 39
fiir jedes © = (x1,... ,1,) € R".

e Man sagt dann, dal X = (X1,...,X,,) normalverteiltist mit dem Erwartungswertvektor u = (1, .- ,tin)
und der Kovarianzmatrix K.

4.3 Abschitzungen und Grenzwertséitze

In vielen Fallen 138t sich die Wahrscheinlichkeit P(A) von interessierenden Ereignissen A € F nicht in geschlosse-
nen Formeln ausdriicken.

Manchmal ist es jedoch moglich, Ungleichungen herzuleiten, um (obere) Schranken, d.h. Abschitzungen fiir
P(A) zu erhalten. Oft ist es auch niitzlich, das asymptotische (Grenz-) Verhalten der Wahrscheinlichkeit P(A)
zu kennen, wenn bestimmte Modellparameter unendlich grofs bzw. klein werden.
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4.3.1 Tschebyschewsche Ungleichung

In diesem Abschnitt wird die sogenannte Tschebyschewsche Ungleichung diskutiert.

Sie liefert eine obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit, daf die Abweichungen | X (w) — E X| der Werte X (w)
einer Zufallsvariablen X von ihrem Erwartungswert E X einen vorgegebenen Schwellenwert € > 0 tiberschreiten.
Theorem 4.17 Sei X : Q — R eine Zufallsvariable mit E (X?) < co. Dann gilt fiir jedes € > 0

Var X

g2

P(X —-EX|>¢) < (40)

Beweis

e Wir zeigen die Giiltigkeit von (40) nur fiir die beiden (grundlegenden) Félle, daf X diskret bzw.
absolutstetig ist.

e Falls X diskret ist mit P(X € C) =1 fiir eine abzéhlbare Menge C' C R, dann ergibt sich aus (9) fiir
o(z) = (r — E X)?, daR fiir jedes € > 0

VarX = Y (¢ —EX)’P(X =)
zeC
> >  (@-EX)’P(X =z
z€C:|lz—EX|>e
> Z e’P(X = 7)

z€C:|z—EX|>e

=& Y  PX=ug

z€C:|lz—EX|>e

= 2P(J{X =5 ls-EX|>¢})
zeC
= P(X-EX|>e¢).

e Falls X absolutstetig ist mit der Dichte fx, dann ergibt sich auf analoge Weise aus (10), daf fiir jedes
e>0

VarX = /(x—]EX)zfX(a:)dw

v

(x —EX)?fx(z)dz
z€R:|[z—EX|>e

2 fx (x) dz
zeC:|lz—EX|>e

v

= ¢ / fx(z)dz
z€C:|lz—EX|>e
= P X -EX|>¢).

Korollar 4.18 Sei X : 2 — R eine Zufallsvariable mit E (X?) < co. Dann gilt Var X = 0 genau dann, wenn
P(X=EX)=1. (41)

Beweis
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Beachte

Beispiele

Falls Var X = 0, dann ergibt sich aus (40), daf
P(X —EX|>¢) =0

fiir jedes € > 0.

Aufterdem kann man sich leicht {iberlegen, dafs dann

1-P(X =EX) =P(X —EX| >0) = lim P(X ~EX| >¢) = 0.
€

Dies impliziert (41).

Andererseits impliziert (41) die Giiltigkeit von P(X?2 = (E X)?) = 1, d.h., X? ist eine diskrete Zu-
fallsvariable.

Aus der Definitionsgleichung (3) fiir den Erwartungswert diskreter Zufallsvariablen ergibt sich dann,
daf E (X2) = (E X)2.

Wegen (16) folgt hieraus, daf Var X = 0.

Die Tschebyschewsche Ungleichung (40) ist nicht an spezielle Annahmen iiber die Form der Verteilung
der Zufallsvariablen X gebunden.

Der ,Preis” hierfiir ist, daf (40) in vielen Féllen zu relativ groben Abschitzungen fiihrt.

Wenn zusédtzliche Annahmen iiber die Verteilung von X gemacht werden, dann lassen sich genauere
Abschitzungen herleiten bzw. die Wahrscheinlichkeit P(|X — E X| > ¢) 148t sich explizit bestimmen.

1. fehlerbehaftete Messungen

e Von einem Mefgerit sei bekannt, daff die Mefsergebnisse fehlerbehaftet sind.

e Die n-te Messung einer (unbekannten) Grofie p € R liefere den Wert p + X, (w) fiir w € Q.
e Die Mefifehler X, Xo,... seien unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariable.

e Uber die Verteilung von X,, sei lediglich bekannt, daf§

EX,=0 und Var X, =1. (42)

e Es soll nun die Frage diskutiert werden, wieviele Messungen erforderlich sind, um mit Hilfe der
Tschebyschewschen Ungleichung (40) schlufifolgern zu konnen, daf das arithmetische Mittel

n

i=1

der zufalligen Mefiwerte p+ X; hochstens mit Wahrscheinlichkeit 0.1 um mehr als 1 vom ,wahren”,
jedoch unbekannten Wert p abweicht.

e Aus den Korollaren 4.6. und 4.8 ergibt sich, dafs
EY,=u und VarY, =n"'.

e Hieraus und aus der Tschebyschewschen Ungleichung (40

~—

ergibt sich, daft

P(lyn_,ul>1)§

S|

e Es gilt also P(|Y, —pu| > 1) <0.1, falls n=! <0.1.
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e Aus diesen Uberlegungen folgt, daf die obengenannten Genauigkeitsvorgaben erfiillt sind, falls
n > 10 Messungen durchgefiihrt werden.

2. normalverteilte Meffehler

e Es wird nun zusitzlich angenommen, daf die Meffehler normalverteilt sind, d.h. X,, ~ N(0, 1).

e Man kann zeigen, dafl dann Y, ~ N(u, 1/n) bzw. +/n(Y;, — ) ~ N(0,1), vgl. das Beispiel in
Abschnitt 3.6.2 bzw. den Kommentar nach Theorem 3.22.

e Es gilt also

P(|Yy —p| > 1) P(V/n|Yy — p| > v/n)
P(v/n (Y, —p) < —v/n) + P(Vn (Y, — p) > /n)
= &(—vn)+ (1-8(V/n))

<I>

= 2(1-%®(/n)),

wobei
2

(z) = / \/LQ_W exp(~2) du (43)

die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.
e Somit ist P(]Y,, — p| > 1) < 0.1 genau dann erfiillt, wenn ®(y/n) > 0.95.
e Dies gilt dann, wenn /n > 1.645 bzw. n > 3.

Beachte

o Es gibt keine geschlossene Formel fiir die Stammfunktion des Integrals in (43).

e Die Werte ®(x) der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung miissen deshalb numerisch
berechnet werden.

e Fiir £ > 0 sind die Werte ®(z) in Tabelle 1 gegeben.

e Fiir < 0 erhdlt man ®(z) dann aus der folgenden Symmetrieeigenschaft, die sich unmittelbar aus der
Definitionsgleichung (43) ergibt.

Lemma 4.19 Fiir jedes z € R gilt

B(z) =1 - (—z). (44)

4.3.2 Gesetz der grofien Zahlen

Wir diskutieren nun zwei allgemeinere Varianten des Gesetzes der grofen Zahlen, das bereits in Abschnitt 4.1.1
im Zusammenhang mit dem Beispiel des wiederholten Wiirfelns erwahnt wurde. Dabei

e betrachten wir eine beliebige Folge von Zufallsvariablen Xi, X5, ... : 2 — Rmit dem gleichen Erwartungswert
p=EX; firallei =1,2,... und

e untersuchen die Frage, unter welchen Bedingungen und in welchem Sinne das arithmetische Mittel

gegen p strebt, falls n unendlich groft wird.
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Aus der Tschebyschewschen Ungleichung (40) ergibt sich

Theorem 4.20 Sei X1, X5,... : © — R eine Folge von Zufallsvariablen mit dem gleichen Erwartungswert
p=EX; und mit E (X?) < oo fiir allei = 1,2,....

1. Falls
lim VarY, =0, (45)
n—o0
dann gilt fiir jedes € > 0
lim P(|Y, —p|>¢)=0. (46)

n—oo

2. Die Bedingung (45) ist insbesondere dann erfiillt, wenn die Zufallsvariablen X;, X,... unabhingig
sind mit der gleichen Varianz 02 = Var X; fiir alle s = 1,2,....

Beweis
e Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (26) kann man sich leicht {iberlegen, daf E (Y,?) < oo
fiir jedes n =1,2,... gilt.
e Weil auflerdem EY,, = p fiir jedes n = 1,2,..., ergibt sich (46) unmittelbar aus (40) und (45).

e Die Zufallsvariablen X, X5,... seien nun unabhiingig mit der gleichen Varianz ¢? = Var X; fiir alle
i=1,2,....

e Dann ergibt sich aus (17) und (20), daf

1 n
VaryY, = EZVarXi
i=1

fiir n = oo.

Definition 4.21 Man sagt, daft die Zufallsvariablen Y1, Ya, ... stochastisch gegen die Zahl p € R konvergieren,
falls (46) fiir jedes € > 0 gilt. Schreibweise: Yy, = p

Beachte

e Die stochastische Konvergenz wird auch Konvergenz in Wahrscheinlichkeit genannt.

e Die Konvergenz (46) des arithmetischen Mittels Y,, gegen den Erwartungswert u heifst das schwache
Gesetz der grofien Zahlen.

Neben der stochastischen Konvergenz gibt es noch weitere Konvergenzarten von Zufallsvariablen. Insbesondere
gilt neben Theorem 4.20 der folgende Grenzwertsatz.

Theorem 4.22 Sei X1, Xs,...: Q2 — R eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
n
mit E|X;| < oo fiir alle i = 1,2,...; u = E X;. Fiir das arithmetische Mittel ¥;, = n~! 3 X; gilt dann
i=1

P(lim Yn:,u) —1. (47)

n—oo
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Beweis Der Beweis von Theorem 4.22 ist tiefliegend und geht iiber den Rahmen dieser einfithrenden Vorlesung
hinaus.

Definition 4.23 Man sagt, dafs die Zufallsvariablen Y7,Y5,... fast sicher gegen die Zahl y € R konvergieren,
falls (47) gilt. Schreibweise: Y, Ly W

Beachte

e Die fast sichere Konvergenz wird auch Konvergenz mit Wahrscheinlichkeit 1 genannt.

e Man kann zeigen, dafs die fast sichere Konvergenz Y,, L, u einer Folge von Zufallsvariablen Y7, Y3, ...
stets die stochastische Konvergenz Y7, LN p impliziert.

e Die Konvergenz (47) des arithmetischen Mittels V;, gegen den Erwartungswert p heifst deshalb das
starke Gesetz der groffen Zahlen.

o Schliefslich sei noch erwdhnt, daff man in Theorem 4.22 (analog zur Situation in Theorem 4.20) die
Bedingungen der Unabhingigkeit bzw. der identischen Verteiltheit der Zufallsvariablen X, Xo, ...
durch schwichere Bedingungen ersetzen kann, ohne dafs dabei die Giiltigkeit von (47) verloren geht.

4.3.3 Beispiel (Buffonsches Nadelexperiment)

e Das Buffonsche Nadelexperiment ist ein Beispiel, bei dem das starke Gesetz der grofien Zahlen angewendet
wird.

e Es ist eine der ersten numerischen Methoden, die auf stochastischen Gesetzméfigkeiten beruht.
e Der ,Erfinder” ist Georges Louis Leclerc Comte de Buffon (1707-1788).
e Heute sind solche Verfahren unter der Bezeichnung ,Monte-Carlo-Simulation” bekannt.

e Betrachten das System
K={(z,9): (z,y) €{...,-1,0,1,...} x R} C R?

von parallelen und #quidistanten (vertikalen) Geraden in der euklidischen Ebene R2.

e Werfen eine Nadel mit der Linge 1 ,willkiirlich” in die Ebene R?, wobei mit ,willkiirlich” das folgende
stochastische Modell gemeint ist.

e Betrachten zwei Zufallsvariable S und T, die die zuféllige Lage der Nadel beschreiben, wobei

— S der (orthogonale) Abstand des Nadelmittelpunktes zur néchsten linksliegenden Nachbargeraden von
K ist,

— T der Winkel ist, den die Nadel zum Lot auf die Geraden von K bildet, und
— die Zufallsvariablen S und T unabhéngig und gleichverteilt seien auf den Intervallen [0, 1] bzw. [—7/2,7/2].

e Bestimmen die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
1 1
A—{0<S<icosT}U{l—icosT<S<1},

daf die willkiirlich geworfene Nadel eine der Geraden von K schneidet.
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e Es gilt
1 1
P(4) = P(0<S<§COST)+P(1—§COST<S<1)
/2 w/2
1 1 1 1
= ;/P(0<S<§cost)dt+;/P(l—gcost<S<1)dt
—m/2 —7/2
/2 /2
1 1 1 1
= — / — costdt + — / — costdt
™ 2 by 2
—m/2 —m/2
/2
1 2
= — / costdt = — .
™ T
—m/2

o Aus der Gleichung P(A) = 2/r ergibt sich nun eine Methode zur experimentellen Bestimmung der Zahl 7,
die auf dem Gesetz der grofien Zahlen beruht.

e Seien (S1,T1),. .. ,(Sn,T,) unabhingige und identisch verteilte Zufallsvektoren (mit der gleichen Verteilung
wie (S,T)), die wir als das Ergebnis von n (unabhéngig durchgefiihrten) Nadelexperimenten auffassen.

e Dann sind X;, X5,..., X, mit

X 1, falls S; < 1cosT; oder1—1cosT; < S;
i:

0 sonst
unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariable mit dem Erwartungswert E X; = 2/x.

n
e Aus Theorem 4.22 ergibt sich also, daf das arithmetische Mittel Y,, = n=! 3 X; fast sicher gegen die Zahl
=1
2/7 strebt.
e D.h., fiir grofle n ist 2/Y,, mit hoher Wahrscheinlichkeit eine gute Naherung der Zahl 7.
Beachte Im Internet gibt es zahlreiche Seiten, wo dieses Verfahren implementiert worden ist und mittels

JAVA-Applets auch selbst durchgefiihrt werden kann, vgl. beispielsweise

e http://www.mste.uiuc.edu/reese/buffon /buffon.html

Ein anderer Algorithmus zur experimentellen Bestimmung der Zahl 7 hangt ebenfalls mit einem einfachen geo-
metrischen Sachverhalt zusammen.

e Betrachten das Quadrat
B=[-1,1] x[-1,1] C R?

und den Kreis
C={(z,y): (z,y) € B, 2?2+ < 1}.

e Werfen einen Punkt willkiirlich in die Menge B.

e D.h., wir betrachten zwei unabhingige Zufallsvariable S und T, die jeweils gleichverteilt auf dem Intervall
[-1,1] sind.
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Bestimmen die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
A={(S,T)eC}={S*+T° < 1},

dafs der ,zuféllige Punkt” (S,T) in C C B liegt.

e Es gilt

C]

P(A)=P(S*+T*<1)= ... =15 =

IS

wobei |B|, |C| den Flacheninhalt von B bzw. C bezeichnet.

e Ahnlich wie beim Buffonschen Nadelexperiment ergibt sich nun aus der Gleichung P(A) = 7/4 eine weitere
Methode zur experimentellen Bestimmung der Zahl 7, die auf dem Gesetz der grofien Zahlen beruht und
die sich leicht implementieren 1&ft.

e Seien (S1,T1),. .. ,(Sn, T,) unabhingige und identisch verteilte Zufallsvektoren (mit der gleichen Verteilung
wie (S,T)), die wir als das Ergebnis von n (unabhingig durchgefiihrten) Experimenten auffassen.

e Dann sind X1, Xo,..., X, mit
1, falls SZ+77 <1

X; =
0 sonst

unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariable mit dem Erwartungswert E X; = 7 /4.

n
e Aus Theorem 4.22 ergibt sich also, da das arithmetische Mittel Y;, = n=1! 3 X; fast sicher gegen die Zahl
i=1

/4 strebt.

D.h., fiir grofie n ist 4Y,, mit hoher Wahrscheinlichkeit eine gute Ndherung der Zahl 7.

Beachte

1. Bei der Implementierung dieser Monte-Carlo-Simulation kann man wie folgt vorgehen.

o Erzeuge 2n auf [0, 1] gleichverteilte Pseudozufallszahlen z1, ... , 22, mit einem Zufallszahlengene-
rator.

o Setze s;, =2z; —lund t; =2z, 4;, —1fliri=1,... ,n.

e Setze

1, fallss?+1t7<1
Tr; =
0 sonst

e Berechne 4(zy + ...+ z,)/n.

2. Ein JAVA-Applet, mit dem dieses Simulationsverfahren selbst durchgefiihrt werden kann, findet man
beispielsweise auf der Internet-Seite:

e http://www.daimi.aau.dk/ u951581/pi/MonteCarlo/pimc.html

4.3.4 Zentraler Grenzwertsatz

Neben der stochastischen Konvergenz und der fast sicheren Konvergenz, die in Abschnitt 4.3.2 eingefiihrt wurden,
gibt es noch weitere Konvergenzarten von Zufallsvariablen.

Wir diskutieren nun

e den Begriff Konvergenz in Verteilung und in diesem Zusammenhang
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e eine weitere Kategorie von Grenzwertsitzen, den sogenannten zentralen Grenzwertsatz.
e Dabei wird eine andere Normierung der Summe X; +...4+ X, als beim Gesetz der groffen Zahlen betrachtet.

e Wihrend die Normierung 1/n beim Gesetz der groffen Zahlen zu dem deterministischen Grenzwert p fiihrt,
wird nun die (kleinere) Normierung 1/4/n betrachtet, die zu einem nichtdeterministischen, d.h. zufilligen
Grenzwert fiihrt.

In Verallgemeinerung des zentralen Grenzwertsatzes von DeMoivre-Laplace, der bereits in Abschnitt 3.2.3 erwdhnt
wurde, gilt

Theorem 4.24  Sei X1, Xs,...: — R eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
mit E(X?) < oo und Var X; > 0 fiir allei = 1,2,...; p = EX;, 0 = Var X;. Dann gilt fiir jedes z € R

((X1+...+Xn)
oy/n

wobei ®(x) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

lim P

n—0o0

— <z) = o), (48)

Beweis Der Beweis von Theorem 4.24 ist tiefliegend und geht tiber den Rahmen dieser einfithrenden Vorlesung
hinaus.

Korollar 4.25 Unter den Voraussetzungen von Theorem 4.24 gilt

) (Xa+...+Xp)—np B
Jm PSS <) = e 4s)
fiir jedes x € R, und
. (Xi+...+X,) —np .
Tlim. P(a < " < b) = &(b) — 3(a) (50)

fiir beliebige a,b € R mit a < b.

Beweis Die Behauptung (49) ergibt sich aus (48), weil

- Xi+...+X,) -
lim P<(X1+ + Xo) M<z) = lim limP(( 14+ Xo) < —h)
n—00 a\/ﬁ n—o00 hl0 U\/ﬁ
Xi+...+X,) —
= lim lim P(( 1+ 4 %) E<a-n)
hl0 n—o0 G\/ﬁ
D lim e —h)
10
= 9(2).
Die Behauptung (50) ergibt sich nun aus (48) und (49), denn es gilt
Xi+...+X,) -
lim P(ag( 1t 4 X n“gb)
n—oo a\/ﬁ
_ lim(P((X1+...+Xn)—n,u<b)_P<(X1+...+Xn)—n,u<a))
n—oo ovn - ayv/n
L (X14+...+Xn) —np . (Xi+...+Xp)—np
= i PO <) = Jim PR <)

®(b) — @(a)
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Beachte Es ist die folgende Sprechweise iiblich: Falls (48) fiir jedes x € R gilt, dann sagt man, daff

(Xi+...+Xp)—np
ov/n

in Verteilung gegen die Standardnormalverteilung (bzw. gegen eine N(0, 1)-verteilte Zufallsvariable Y)
strebt.

Y, =

Allgemein definiert man den Begriff der Verteilungskonvergenz von Zufallsvariablen wie folgt.

Definition 4.26  Sei Y,Y7,Y5,... : @ — R eine beliebige Folge von Zufallsvariablen. Man sagt, dafs die
Zufallsvariablen Y1,Ys, ... in Verteilung gegen die Zufallsvariable Y konvergieren, falls
lim P(Y, <y) =P <y) (51)
n—oo

fiir jedes y € R gilt, das ein Stetigkeitspunkt der Verteilungsfunktion Fy ist, d.h. limy o Fy (y —h) = Fy (y).
Schreibweise: Y, —%5 ¥

Beachte

e Die Formel (51) ist offenbar gleichbedeutend mit

lim Fy, (y) = Fy(y)

n—oo

fiir jeden Stetigkeitspunkt y € R der Verteilungsfunktion Fy .
e Man kann dariiber hinaus zeigen, dafs dies wiederum gleichbedeutend ist mit

o0

im [ g(y)dFy, (y) = / o(y) dFy (y) (52)

n—oo
—0Q

fiir jede beschrinkte und stetige Funktion g : R — R, wobei die Integrale in (52) sogenannte Stieltjes-
Integrale sind.

e In diesem Zusammenhang spricht man auch von der schwachen Konvergenz der Verteilung von Y,
gegen die Verteilung von Y.

Beispiel (fehlerbehaftete Messungen)

e So wie in dem Beispiel, das bereits in Abschnitt 4.3.1 betrachtet wurde, nehmen wir an, daf die n-te
Messung einer (unbekannten) Grofe p € R den Wert p + X, (w) liefert fiir w € Q.

Die Mefsfehler X;, X5, ... seien unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariable.
Uber die Verteilung von X, sei lediglich bekannt, daf

EX,=0 und Var X,, = o2. (53)

Ein Ansatz zur ,Schitzung” der unbekannten Grofe p ist durch das arithmetische Mittel

n

1
Yo =— Z(N + X5)
"=
der zufilligen Mefiwerte u + X; gegeben.

Mit Hilfe von Korollar 4.25 1afst sich die Wahrscheinlichkeit P(|Y;, — u| > €), daf der Schétzfehler
|Y,, — | grofer als € ist, ndherungsweise bestimmen.
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e Und zwar gilt fiir grofie n

P(|Yn_//'|>5) =

Y

J\/ﬁ

> Ean)
< aﬁ)

g

ay\/Nn

(
_ 1_P(_e\/E§X1+...+Xn SE\/H)

g a\/Nn g

- (o(2L) - o(-22%)
- afi-8(2)).

—

58
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5 Methoden der Statistik

5.1 Grundideen der statistischen Datenanalyse

Zu den Zielen der mathematischen Statistik gehort die Beschreibung und Untersuchung der Eigenschaften bzw.
Gesetzmafigkeiten von (grofien) Datensdtzen. Dabei kann es sich einerseits um sogenannte

e reale Daten

handeln, die sich z.B. bei der Beobachtung (Messung) von Vorgingen bzw. Strukturen in Natur, Technik oder
Wirtschaft ergeben, oder es kénnen

o synthetische Daten

sein, die bei der Simulation solcher Vorginge bzw. Strukturen durch Computeralgorithmen erzeugt werden.

Die grundlegende Idee der Statistik, um diese Zielstellung zu erreichen, ist die stochastische Modellierung der
vorliegenden Daten.

Dabei nutzt die Statistik die Begriffe und Ergebnisse der Wahrscheinlichkeitsrechnung, die in den vorhergehenden
Abschnitten 2 bis 4 diskutiert wurden, wie:

e Ereignis und Wahrscheinlichkeit
e Zufallsvariable und Verteilung

e Erwartungswert und Varianz

e stochastische Unabhéngigkeit

e Gesetz der grofien Zahlen

e zentraler Grenzwertsatz

5.1.1 Zufallsstichprobe

Der Vektor der vorliegenden Daten (z1, . .. , Z,) kann natiirlich im allgemeinen eine komplizierte Struktur aufweisen.

e Dabei mufs der ,Wert” x; nicht unbedingt eine Zahl sein, sondern z; kann fiir jedes ¢ = 1,...,n selbst
ein Vektor sein, der beispielsweise die Lage, Grofe, Form und Orientierung eines geometrischen Objektes
beschreiben kann.

e Im Rahmen dieser einfithrenden Vorlesung setzen wir jedoch stets voraus, daft z; € R fiir jedes i = 1,... ,n.
e Eine Ausnahme bilden lediglich die in den Abschnitten 5.3.5 und 5.4.3 diskutierten Zwei-Stichproben-
Probleme, bei denen der Fall z; € R? fiir jedes i = 1,... ,n betrachtet wird.

Wir nehmen an, daf die Daten z1,... ,z, die Realisierung eines stochastischen Modells sind.

e Und zwar sei z1, ... , 2, die Realisierung einer Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvari-
ablen X1,...,X, : Q — R, die {iber einem (im allgemeinen nicht naher spezifizierten) Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, F, P) definiert sind.
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e D.h. insbesondere, daf fiir ein w € 0

Xi(w) = Vie{l,...,n}.
e AuRerdem setzen wir stets voraus, daf E (X?) < oo fir i =1,... ,n.

Definition 5.1

1. Der Vektor (x1,... ,z,) heifit (konkrete) Stichprobe.

2. Die Menge R™ aller (potentiell moglichen) Stichproben (z1,... ,z,) heilt Stichprobenraum.
3. Der Zufallsvektor (X,...,X,) heilt Zufallsstichprobe.
4

. Fir jedes i = 1,... ,n heilst z; Stichprobenwert von (z1,... ,2,). Analog hierzu nennt man X; Stich-
probenvariable von (X1,...,X,).
5. Die Dimension n von (x1,... ,&,) bzw. (X1,...,X,) heifst Stichprobenumfang.

Beachte

e Die allgemeine Zielstellung der statistischen Datenanalyse, die in der Einleitung des Abschnittes 5.1
diskutiert wurde, kann nun wie folgt prazisiert werden: Aus den vorliegenden Daten 1, ... ,z, sollen
Schluftfolgerungen iiber Eigenschaften der (unbekannten) Verteilung der Zufallsstichprobe (X1, ..., X,)
gezogen werden.

e Weil wir voraussetzen, daff die Stichprobenvariablen Xj,...,X, unabhingig und identisch verteilt
sind, wird die Verteilung von (X;,...,X,) eindeutig durch die (Rand-) Verteilungsfunktion F' = F,
einer (einzelnen) Stichprobenvariablen bestimmt, vgl. Abschnitt 3.5.2.

e Ausden Daten z1, ... ,z, sollen also Schlufifolgerungen iiber Eigenschaften der unbekannten Verteilungs-
funktion F' gezogen werden.

Um Eigenschaften der Verteilungsfunktion F' zu bestimmen, werden Funktionen ¢ : R® — R betrachtet, die der
Stichprobe (z1,... ,z,) die ,Bewertung” ¢(x1,...,%,) € R zuordnen, vgl. auch Abschnitt 3.6.1. Dies fiihrt zu
der folgenden Begriffsbildung.

Definition 5.2 FEine Borel-mefibare Abbildung ¢ : R® — R heifst Stichprobenfunktion.

Beachte Es ist iiblich, auch die zusammengesetzte Abbildung ¢(Xi,... ,X,) : @ = Rmit o(Xq,...,X,)(w) =
p(X1(w), ..., Xn(w)) Stichprobenfunktion zu nennen, d.h., ¢ ist dann eine Funktion der Zufallsstichprobe
(Xi,-.. X0,

5.1.2 Stichprobenmittel

Wir diskutieren zunéchst die Frage, wie der Erwartungswert u = E X; der Stichprobenvariablen X; aus den
beobachteten Daten zq,... ,z, bestimmt werden kann.

e Hierfiir betrachten wir die Stichprobenfunktion ¢ : R* — R mit ¢(21,...,2,) =n"' Y1 ;.

e D.h., wir betrachten das arithmetische Mittel

1 n
Tn = > @ (1)
i=1

der Stichprobenwerte x1,... ,Zy,.

e Die Zahl T,, wird Stichprobenmittel der (konkreten) Stichprobe (z1,...,%,) genannt.
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e Auflerdem betrachten wir das arithmetische Mittel der Stichprobenvariablen Xi,...,X,, dessen Eigen-
schaften bereits in Abschnitt 4.3.2 im Zusammenhang mit dem Gesetz der grofien Zahlen untersucht worden
sind.

Definiton 5.3 Die Zufallsvariable

heift Stichprobenmittel der Zufallsstichprobe (X, ... , X,).

In Abschnitt 4.3.2 hatten wir uns iiberlegt (vgl. den Beweis von Theorem 4.20), daf sich Erwartungswert und
Varianz von X, wie folgt darstellen lassen.

Theorem 5.4 Es gilt

EX,=p 3)
und
VarX,, = —, 4
ar - 4)
wobei p = EX; und 02 = VarX; den Erwartungswert bzw. die Varianz der Stichprobenvariablen X;
bezeichnen.
Beachte

e Weil das Stichprobenmittel X,, den Erwartungswert u hat (vgl. (3)), kann man X, als einen geeigneten
,Schétzer” der (im allgemeinen unbekannten) Modellcharakteristik p ansehen.

e Wegen (3) sagt man, daR bei der Schitzung von pu durch X, kein ,systematischer Fehler” begangen
wird.

e Der Schitzer X, kann dennoch sehr ungenau sein, wobei man den in (4) gegebenen Wert o”/n als
Kennzahl fiir die Schétzgenauigkeit von X ,, auffassen kann.

e Insbesondere bedeutet (4), dak die Schitzgenauigkeit mit wachsendem Stichprobenumfang n verbessert
wird.

e Dabei ist jedoch zu beachten, dak o2 im allgemeinen ebenfalls unbekannt ist.

e Um die Schitzgenauigkeit von X,, bei vorgegebenem Stichprobenumfang n bestimmen zu kénnen, muf
deshalb auch o2 aus den beobachteten Daten z1, ... ,z, geschitzt werden.

e Diese Fragestellung werden wir in Abschnitt 5.1.3 diskutieren.

Neben den Formeln (3) und (4) fiir Erwartungswert und Varianz des Stichprobenmittels X, sind noch weitere
Aussagen iiber die Verteilung von X,, von Interesse bzw. iiber deren asymptotisches Verhalten fiir grofse n.

Aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen (vgl. Theorem 4.22) bzw. aus dem zentralen Grenzwertsatz (vgl.
Theorem 4.24) ergibt sich unmittelbar

Theorem 5.5 Es gilt

P(nlinéo X, = p) -1 (5)
und
Tim. P(\/ﬁy"a_ E<a) =@ (6)

fiir jedes z € R, wobei ®(z) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.
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Beispiel

e Es interessiert beispielsweise die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {|X, — u| > ¢}, dak das Stich-
probenmittel X,, um mehr als einen vorgegebenen Schwellenwert ¢ > 0 von dem zu schitzenden Wert

1 abweicht.
e Genauso wie in dem Beispiel, das in Abschnitt 4.3.4 diskutiert wurde, ergibt sich aus (6) die Ndherungs-
formel
— ev/n
P( X, — | >¢) ~2(1—<1>(T)) (7)
fiir grofe n.

e Falls 02 unbekannt ist, dann muR o2 (wie bereits oben erwiihnt wurde) ebenfalls aus den vorliegenden
Daten geschiéitzt werden, um mit Hilfe von (7) eine praktikable Niherungsformel fiir die Wahrschein-
lichkeit P(|X,, — p| > €) zu erhalten.

5.1.3 Stichprobenvarianz

Wir untersuchen nun die Frage, wie die Varianz 02 = Var X; der Stichprobenvariablen X; aus den beobachteten
Daten z1,... ,x, bestimmt werden kann. Dabei gehen wir dhnlich wie in Abschnitt 5.1.2 vor.

e Wir betrachten die Stichprobenfunktion ¢ : R” — R mit

1 n
80(3317'-'7xn):n_1;(xi_fn)2a (8)
i=
wobei Z,, in (1) gegeben ist.
e Die in (8) eingefiihrte Grofe wird Stichprobenvarianz der (konkreten) Stichprobe (x1,... ,%,) genannt und
mit s2 bezeichnet.
Definition 5.6 Die Zufallsvariable
1 n
2 _ T )2
Sp=— ;(& Xn)?, 9)

heiftt Stichprobenvarianz der Zufallsstichprobe (Xi,... ,X,).
Theorem 5.7 Es gilt

ES? =o2. (10)

Falls E (X}) < oo fiir i = 1,... ,n, dann gilt auRerdem

1 n—3
2 _ 1 _ 4
Var S = n<u4 n—la ), (11)

wobei ps = E (X}) und o* = (Var X;)? das 4-te Moment bzw. die quadrierte Varianz der Stichprobenvari-
ablen X; bezeichnen.

Beweis

e Wir zeigen nur die Giiltigkeit von (10). Die Giiltigkeit von (11) ergibt sich durch #hnliche Uberlegungen.
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o Aus der Definitionsgleichung (9) von S2 ergibt sich, daf

n
s2 = — Z
=1

n
ZX2—2XX +X2)
=1

-1

n

_I(ZX?—nYi).

=1

e Wegen der Linearitit des Erwartungswertes (vgl. Formel (4.15)) folgt hieraus, daf

ES: = 1(

n—1

NE

E(X?) - nE (X))

-
Il
-

= - i 1 ( (Var X; + (IEXZ.)Q) —n(Var X, + (Eyn)2))

M=

-
I
—

)

= 0'27

wobei sich das vorletzte Gleichheitszeichen aus (3) und (4) ergibt.
e Damit ist (10) bewiesen.

Beachte

e Weil die Stichprobenvarianz S2 den Erwartungswert o2 hat (vgl. (10)), kann S2 als ein geeigneter
Schiitzer der (im allgemeinen unbekannten) Modellcharakteristik o2 angesehen werden.

e Wegen (10) wird bei der Schitzung von o2 durch S? kein systematischer Fehler begangen.

Neben den Formeln (10) und (11) fiir Erwartungswert und Varianz des Stichprobenvarianz S2 sind erneut weitere
Aussagen iiber die Verteilung von S2 bzw. iiber deren asymptotisches Verhalten fiir grofte n von Interesse.

Aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen (vgl. Theorem 4.22) bzw. aus dem zentralen Grenzwertsatz (vgl.
Theorem 4.24) ergibt sich

Theorem 5.8 Es gilt

P( lim S2 = 02) =1. (12)

n—oo
Falls E (X}) < oo fiir i = 1,... ,n, dann gilt auRerdem

Su—o” :c) = 3(x) (13)

V,U4—U4

fiir jedes € R, wobei ®(x) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

lim P(\/ﬁ

n—oo

Beweis

e Wir zeigen nur die Giiltigkeit von (12). Die Herleitung von (13) erfordert Hilfsmittel, die {iber den
Rahmen dieser einfiihrenden Vorlesung hinausgehen.

e Im Beweis von Theorem 5.7 hatten wir gezeigt, dafs

S2 = nil(gxf—nfi). (14)
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e Auflerdem kann man zeigen, daff die Unabhangigkeit und identische Verteiltheit der Stichproben-
variablen X1,..., X, impliziert, daR auch die Zufallsvariablen X7, ..., X2 unabhingig und identisch
veteilt sind.

e Deshalb ergibt sich aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen (vgl. Theorem 4.22), daff mit Wahrschein-

lichkeit 1 o
. 1 2 __ 2
T};H;OEZ;Xi = E(X?)
1=
und
. =2 . 1 2
Jm X = m (032 x)
=

I
IS
>
=

o Hieraus und aus (14) ergibt sich (12).

5.1.4 Empirische Verteilungsfunktion

Aufer der Schitzung von Erwartungswert p und Varianz o? der Stichprobenvariablen X; kann auch deren
Verteilungsfunktion F' aus den vorliegenden Daten x4, ... ,z, geschitzt werden.

o Hierfiir betrachten wir fiir jedes z € R die Stichprobenfunktion ¢, : R®* — R mit

1 )
Soz(wla"'amn):EHZ: ].SZS’I’L,.CCzS.TE}',

wobei |A| so wie bisher die Anzahl der Elemente der Menge A bezeichnet.

e D.h. p;(z1,-..,z,) ist die relative Haufigkeit derjenigen Stichprobenwerte, die den Schwellenwert z nicht
iiberschreiten.

Beachte
e Man kann sich leicht iiberlegen, daf fiir jeden Vektor (x1,...,%,) € R die Abbildung

T = p(T1,... ,2pn) (15)

die Eigenschaften einer Verteilungsfunktion hat.

e Die in (15) gegebene Abbildung wird deshalb empirische Verteilungsfunktion der (konkreten) Stich-
probe (z1,...,Z,) genannt.

Dies fiihrt zu der folgenden Begriffsbildung.
Definition 5.9 Die Abbildung £}, : R x Q — [0, 1] mit
- 1
Balw,w) = ~|{iz 1< <n, Xi(w) <o) (16)

heiftt empirische Verteilungsfunktion der Zufallsstichprobe (X1,...,X,).
Beachte
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e Die in (16) gegebene Abbildung kann man als eine Familie {E},(z), € R} von Zufallvariablen F, (x) :
Q — [0, 1] auffassen.

e Eine solche Familie von Zufallsvariablen wird empirischer Prozef§ genannt.

e Empirische Prozesse sind eine spezielle Klasse stochastischer Prozesse.
Theorem 5.10 Fiir jedes z € R gilt:

1. Die Zufallsvariable nF),(z) ist binomialverteilt mit den Parametern n und p = F(z). D.h., fir k =

0,1,...,n gilt
£ n k n—k
Pnfua) = 1) = () (Fla)*(1 - Fa)" . (17)
2. Insbesondere gilt also
Ef,(z) = F(z) und  VarF,(z) = %F(x)(l _ F(z)). (18)
3,
chaﬁmazF@D=1. (19)

4. Falls 0 < F(z) < 1, dann gilt auferdem fiir jedes y € R

F(z)(1 - F(x))

lim P(vn <y) =2w), (20)

wobei ®(y) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.
Beweis

o Wegen (16) konnen wir die Zufallsvariable nF}, (z) als die Anzahl der Erfolge beim n-maligen Miinzwurf
mit den identischen Erfolgswahrscheinlichkeiten a; = as = ... = a,, = F(z) auffassen, vgl. Beispiel 2
in Abschnitt 3.2.2. Hieraus ergibt sich (17).

e Damit ist auch (18) bewiesen, vgl. Beispiel 1 in den Abschnitten 4.1.1 und 4.1.2.

e Wegen der Darstellungsmoglichkeit von nF),(z) als die Anzahl der Erfolge beim n-maligen Miinzwurf
mit identischen Erfolgswahrscheinlichkeiten ist nk, (z) die Summe von n unabhingigen und identisch
(Bernoulli-) verteilten Zufallsvariablen. Deshalb ergibt sich (19) aus dem starken Gesetz der grofien
Zahlen (vgl. Theorem 4.22).

e Mit der gleichen Begriindung ergibt sich (20) unmittelbar aus dem zentralen Grenzwertsatz (vgl. Theo-
rem 4.24).

Beachte

e Weil die Zufallsvariable F},(z) den Erwartungswert F'(z) hat (vgl. (18), kann F,,(z) als ein geeigneter
Schétzer von F(x) angesehen werden.

e Neben der fast sicheren Konvergenz (19), die fiir jedes (einzelne) z € R gilt, kann man zeigen, daf sich
auch die Verteilungsfunktion F' insgesamt durch den empirischen Prozef {F,(z), € R} im Sinne der
fast sicheren Konvergenz approximieren 1afit.

e Dabei ist die folgende Verschirfung des starken Gesetzes der grofien Zahlen gemeint, die in der Literatur
Satz von Gliwenko/Cantelli genannt wird.
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Theorem 5.11 Sei

Dy, = sup |Fu(z) — F(z)]. (21)
zER
Dann gilt
P(T}ergoDn:O) =1. (22)

Beweis Der Beweis von Theorem 5.11 ist tiefliegend und geht iiber den Rahmen dieser einfithrenden Vorlesung
hinaus.

Beachte Ein JAVA-Applet, mit dem die Aussage des Satzes von Gliwenko/Cantelli, d.h. der Grenziibergang
(22) simuliert werden kann, findet man beispielsweise auf der Internet-Seite:

e http://www.ms.uky.edu/ mai/java/stat/EmpDis.html
Dieses JAVA-Applet simuliert die empirische Verteilungsfunktion E), fiir den Fall, daf F(z) = 1 — exp(—z)
fir z > 0, d.h., F ist die Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung Exp(A) mit dem Parameter A = 1.

Ahnlich wie beim zentralen Grenzwertsatz fiir Summen von unabhiingigen und identisch verteilten Zufallsvari-
ablen (vgl. Theorem 4.24) kann man zeigen, daff auch D,, bei entsprechend gewéhlter Normierung gegen einen
nichtdeterministischen, d.h. zufélligen Grenzwert (im Sinne der Verteilungskonvergenz) strebt.

Dies ist die Aussage des folgenden Theorems, das Satz von Kolmogorow/Smirnow genannt wird.

Theorem 5.12 Falls die Verteilungsfunktion F' der Stichprobenvariablen X; ein stetige Funktion ist, dann gilt
fiir n — oo

vaD, %D, (23)

wobei D eine Zufallsvariable ist, deren Verteilungsfunktion gegeben ist durch

S (—1)* exp(—2k%y?) fiir y > 0,
P(D<y)={ ro (24)

0 fir y < 0.

Beweis Der Beweis von Theorem 5.12 ist tiefliegend und geht iiber den Rahmen dieser einfithrenden Vorlesung
hinaus.

5.2 Schitzung von Parametern

In diesem Abschnitt setzen wir zusatzlich voraus, daf

e die Verteilungsfunktion F' der Stichprobenvariablen X; zu einer vorgegebenen parametrischen Familie von
Verteilungsfunktionen {Fy, 6 € O} gehort,

e wobei die Menge © C R™ Parameterraum genannt wird und m € N eine beliebige, jedoch vorgegebene
natiirliche Zahl ist.

e Mit anderen Worten: Es gelte F' = Fy fiir ein 6 € O,
e wobei jedoch der Parametervektor 6 (bzw. ein Teil seiner Komponenten) unbekannt sei

e und aus den beobachteten Daten z1, ... ,z, geschitzt werden soll.
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Wir nehmen an, daff der Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), {iber dem die Stichprobenvariablen Xi,Xs,...
definiert sind, der sogenannte kanonische Wahrscheinlichkeitsraum ist, vgl. auch das in Abschnitt 4.1.1 diskutierte
Beispiel des wiederholten Wiirfelns. Das heifit, dafs

e N=RxRx..={w:w=(w,ws,...), ; ER Vi=1,2,...}
e und F =B(R) ® B(R) ®...,

e wobei das Wahrscheinlichkeitsmafl P gegeben ist durch:

Pw:we Quwi, <z4yy... ywip, < x4, 1) = Fo(ziy) - .. - Fy(xs,) - (25)

Beachte
e Das in (25) definierte Wahrscheinlichkeitsmafy P bezeichnen wir im folgenden gelegentlich mit Py, um
zu betonen, dafy Py von dem (unbekannten) Parametervektor § € © abhingt.
e Entsprechend verwenden wir die Bezeichnungen E 4 und Vary fiir Erwartungswert bzw. Varianz.

o Falls keine Verwechslung mdglich ist, dann bezeichnen wir auch die Verteilung einer (einzelnen) Stich-
probenvariablen X; mit Py, d.h. Py(X; < x;) = Py((—o00, z;]) = Fy(x;).

Beispiel Die wichtigste parametrische Familie { Py, § € ©} von Verteilungen, die in diesem Abschnitt betrachtet
wird, ist die Normalverteilungsfamilie

{Py, 0 € 0} = {N(,0?), p € R, 02 > 0}. (26)

In diesem Fall ist m =2, ©® = R x (0,00) und (01, 602) = (u,0?).

Beachte Weitere Beispiele von Familien parametrischer Verteilungen, die im bisherigen Verlauf der Vorlesung
betrachtet wurden, sind die
e hypergeometrische Verteilung,
e Binomialverteilung,
e Poisson-Verteilung,

e Exponentialverteilung,

(diskrete bzw. stetige) Gleichverteilung.

5.2.1 Eigenschaften von Parameterschitzern

e Betrachten eine beliebige (Borel-mefbare) Stichprobenfunktion § : R* — © C R™

e und den zugehorigen Schitzer é(X 1,--- ,X,) des Parametervektors 6.

Definition 5.13
e Es gelte E9|9(X1, .oy Xp)| < oo fiir jedes 6 € ©, wobei |9(X1, ..., X,)| die Lange des Zufallsvektors

~

0(Xy,...,X,) bezeichnet.
e Dann heift der Schitzer §(X, ... ,X,)

1. erwartungstreu, falls Egé(Xl, ..y Xp) =6 fiir jedes 0 € O,
2. asymptotisch erwartungstreu, falls li_>m ]Egé(Xl, ..., X,) =0 fiir jedes 6 € 6.
n oo
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Beachte Die folgende Sprechweise ist {iblich:

1. Die Differenz E ¢0(X1, ... , X,) — 6 heift Verzerrung (Synonym: Bias).

2. Falls E4(|6(Xy,...,X,) — 0]?) < 0o, dann heift Eq(|0(X1,...,X,) — 0|2) die erwartete quadratische
Abweichung des Schitzers 6(Xy, ..., X,) von dem zu schitzenden Parametervektor § € © C R™.

Beispiel

¢ Die Stichprobenvariablen X; seien normalverteilt, d.h., es gelte (26).
e Dann ist m = 2.

e Aus (3) und (10) ergibt sich, daR der in (2) bzw. (9) eingefiihrte Schitzer (X ,,S2) des Parametervek-
tors (u,o0?) erwartungstreu ist.

Definition 5.14 Der Schétzer 9(X1, ..., X,) des Parametervektors 6 heifst
1. schwach konsistent, falls fiir n — oo

A st

G(Xl,...,Xn)—)H,
dh. )
lim Py(|0(X1,...,Xn) =0 >e) =0 Ve>0

n—o0

fiir jedes 6 € O.

2. stark konsistent, falls fiir n = oo

d.h.
Po(gij%oo(xl,... LX) :0) =1
fiir jedes 6 € O.
Beispiel

e Die Stichprobenvariablen X; seien normalverteilt, d.h., es gelte (26).
e Dann ergibt sich aus (5) und (12), daf der in (2) bzw. (9) eingefiihrte Schatzer

é(X17 .- 7Xn) = (77175721)

des Parametervektors @ = (u,02) sowohl schwach als auch stark konsistent ist.

Schliefilich wollen wir noch den Begriff der asymptotischen Normalverteiltheit von Schitzern erwdhnen. Hierfiir
beno6tigen wir einen Hilfssatz aus der linearen Algebra, auf dessen Herleitung wir jedoch im Rahmen dieser
Vorlesung nicht eingehen.

Lemma 5.15 Sei K eine symmetrische und positiv definite n xn—Matrix. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte
symmetrische und positiv definite n x n—Matrix L, so dafs

L-L=K. (27)

Beachte

e Die in (27) definierte Matrix L heifit Quadratwurzel von K. (Schreibweise: L = K'/2)
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e Die Quadratwurzel der inversen Matrix K ' wird mit K ~'/2 bezeichnet.

Definition 5.16 Die Kovarianzmatrix Cov8(Xy,. .., X,) des Schitzers (X1, ... , X,) sei fiir jedes n € N und
fiir jedes 6 € © positiv definit. Dann heift der Schétzer 8(X, ... , X, ) des Parametervektors § asymptotisch
normalverteilt, falls

(Covl(Xy, ..., X)) 12 (é(Xl, X)) —EO(Xy, ... ,Xn)) Ly,

wobei Y ~ N(0, I,,,) und I,,, die m-dimensionale Einheitsmatrix bezeichnet.

5.2.2 Momentenmethode

e Die Momentenmethode ist ein spezielles Verfahren zur Gewinnung von Schatzern fiir die unbekannten Kom-
ponenten des Parametervektors 8 = (01,...,0.,).

e Sie beruht auf dem Vergleich von Momenten der Stichprobenvariablen mit den entsprechenden empirischen
Momenten.

Dabei werden die folgenden Modellannahmen gemacht.

o Es gelte E (| X;|") < oo fiir jedes 6 € © und fiir eine natiirliche Zahl r > m.

e Auferdem nehmen wir an, daR fiir jedes k = 1,...,r das k-te Moment u; = E4(X}) der Stichprobenvari-
ablen X; eine (bekannte) Funktion des Parametervektors 8 = (61,... ,60,,) ist.

e D.h., fiir jedes k =1,...,r gelte

ll/k:gk(ela--- ,Gm), (28)

wobei g : R™ — R eine Borel-mefibare Funktion sei.

Die Momentenmethode besteht aus den folgenden Schritten:

e Fiir jedes k =1,...,r bestimmen wir das k-te empirische Moment
1 n
mk = — Z .Z‘f
n i=1
e und 16sen das Gleichungssystem
mk:gk(Ol,...,Gm), k‘:].,...,T (29)
nach den Unbekannten 6, ... ,6,, auf.
Die Losung von (29) bezeichnen wir mit
9(:1:1,... ,Tp) = (91(371,... I ,ém(ml,... ,;cn)) . (30)
Dabei wird vorausgesetzt, dak 6(z1, ... ,z,) eindeutig bestimmt ist und daR die Abbildung
(z1,-..,2n) = O(z1,... ,3,)

eine Stichprobenfunktion ist, die den Stichprobenraum R™ in den Parameterraum © C R™ abbildet.
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Definition 5.17 Der Zufallsvektor é(Xl, ..., X,) heillt Momentenschatzer des Parametervektors 6, wobei in
(30) die Zufallsstichprobe (Xi,... ,X,) anstelle der konkreten Stichprobe (z1,... ,z,) eingesetzt wird.

Beachte

e Es gibt Beispiele parametrischer Verteilungsfamilien, so dafl das Gleichungssystem (29) fiir r = m keine
eindeutig bestimmte Lsung besitzt.

e Dann ist r > m, d.h., die Anzahl der betrachteten Momente kann grofer als die Anzahl der (unbekann-
ten) Parameterkomponenten sein.

e In vielen Féllen ist jedoch das Gleichungssystem (29) fiir r = m eindeutig losbar.

Beispiel Die Stichprobenvariablen X; seien normalverteilt, d.h., es gelte (26). Dann ist

e m =2 mit (61,6:) = (u,0?)
e Auflerdem ist
gi(p,o?)=p  und  gy(pu,0%) =0 +p°

e Das Gleichungssystem (29) hat also die Form
1 .
i
1 o
— Z mf = 6+ ,u2 .
n -
i=1

e Durch Umstellen ergibt sich

s
I
-

=
I
S|+
VM:
&8

und

; _1
AXy,. o, Xp) = — ;X (31)
und
~2 21 - w2
o (Xla 7Xn) - n Z(Xz Xn) (32)

fiir die Modellparameter p bzw. o2.
Beachte

e Aus den Theoremen 5.4 und 5.5 ergibt sich, daf der in (31) gewonnene Schitzer ji(Xy,...,X,) des
Parameters p erwartungstreu und konsistent ist.
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e Aus den Theoremen 5.7 und 5.8 ergibt sich, daf der in (32) gewonnene Schitzer 62(Xy,...,X,) des
Parameters o? asymptotisch erwartungstreu und konsistent ist.

e Wegen des im Vergleich zu S2 modifizierten Normierungsfaktors 1/n ist 6%(X1, ..., X,) jedoch nicht
erwartungstreu.

e Somit ist auch der Schiitzer (i(X1y,...,X,),6%(X1,...,X,)) des Parametervektors (u,c?) lediglich
asymptotisch erwartungstreu und konsistent.

5.2.3 Maximum-Likelihood-Methode

e Eine andere Methode zur Gewinnung von Schitzern fiir die unbekannten Komponenten des Parametervek-
tors 8 = (61,. .. ,0,,) ist die Maximum-Likelihood-Methode.

e Genauso wie bei der Momentenmethode wird auch bei der Maximum-Likelihood-Methode das Ziel ver-
folgt, 8 so zu schitzen, dafl eine moglichst gute Anpassung der Modellcharakteristiken Py bzw. Fy an die
beobachteten Daten erreicht wird.

e Dabei wird bei der Maximum-Likelihood-Methode die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten bestimmter
(infinitesimaler) Ereignisse maximiert.

e Als der ,Erfinder” der Maximum-Likelihood-Methode gilt Sir Ronald Aylmer Fisher (1890-1962).

Wir betrachten nur die beiden (grundlegenden) Fille, daf die Stichprobenvariablen X7, ..., X,, entweder diskret
oder absolutstetig sind. D.h., fiir jedes 8 € © gelte entweder

e Py(X; € C) =1 fiir eine abzdhlbare Menge C' C R,

e wobei wir mit {p(z;8), z € C} die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X; bezeichnen; p(z;8) = Py(X; = z)

oder
T

o Fy(x) = [ f(y;0)dy fiir jedes z € R,

—0Q

e wobei f(-;6) die Dichte von X ist.

Definition 5.18 Die Abbildung L : R” x © — [0, 00) sei durch die folgende Vorschrift gegeben.
e Falls X; diskret ist, dann gelte
L(zy,...,z,;0) = p(x1;0) ... p(xn;0) Y(z1,...,2,) ER?, € 06. (33)
e Falls X; absolutstetig ist, dann gelte
L(z1,...,2n;0) = f(21;0) ... f(xn;0) V(z1,...,2,) ER®, € 0. (34)

Fiir jeden Vektor (z1,...,x,) € R" heift die Abbildung 8 — L(z1,... ,%,;0) die Likelihood-Funktion der
Stichprobe (z1, ... ,Tn)-

Die Idee der Maximum-Likelihood-Methode besteht nun darin, fiir jede (konkrete) Stichprobe (x1,... ,x,) einen
Parametervektor § € © zu bestimmen, so daf der Wert L(x1, ... ,zy;60) der Likelihood-Funktion moglichst groff
wird. Dies fithrt zu der folgenden
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Definition 5.19 Sei §: R* — © C R™ eine Stichprobenfunktion mit

~

L(zy,... ,3,;0) < L(z1, ... ,Z0;0(z1,--- ,Z4)) V(z1,...,2,) ER*, 6 € 0. (35)

Der Zufallsvektor §(X, ... ,X,) wird dann Mazimum-Likelihood-Schiitzer von 6 genannt.

Beispiel
[ ]

Beachte

Eine Warenlieferung eines unbekannten Herstellers bestehe aus 12 Exemplaren eines Artikels.
Dabei sei festgestellt worden, daft eines der 12 Exemplare Ausschuf ist.

Es sei bekannt, daft nur drei potentiell mégliche Hersteller in Frage kommen und daft deren Lieferungen
erfahrungsgemif jeweils einen Ausschufanteil von 6; = 0,05, 2 = 0,10 bzw. 63 = 0, 15 aufweisen.

Frage: Welcher der drei Hersteller war vermutlich der Absender der Warenlieferung?
Modell: Betrachten die Stichprobenvariablen Xi,..., X15 mit

1, falls das i-te Exemplar der Lieferung Ausschufs ist

Xi(w) =
' 0 sonst

und die Familie der drei Bernoulli-Verteilungen {Bin(1,6;),Bin(1,6),Bin(1,65)}, dh. m = 1 und
0= {01;02;93}'

Léosung: Die Stichprobenfunktion .
g : {0, 1}12 — {01,02,03}

wird so gewéhlt, daR fiir jeden Vektor (z1,...,212) € {0,1}'? mit [{i : ; = 1}| = 1 die Wahrschein-
lichkeit
Pg((Xl, . ,X12) = (.’L'l, .. ,.Z'12)) = 0(1 — 0)11

maximal ist.

Es gilt

6 Pg((Xl,...,X12)=(.Z'1,...7.’L'12))

0,05 0,028
0,10 0,031
0,15 0,025

Das Maximum 0,031 steht in der zweiten Zeile dieser Tabelle.

Also ist é(wl, ... ,Z12) = 05, d.h., der Hersteller mit dem Ausschufanteil f2 = 0.10 war vermutlich der
Absender der Lieferung.

Es gibt Beispiele parametrischer Verteilungsfamilien, so daf der mittels (35) definierte Maximum-
Likelihood-Schitzer (X, ... , X,) nicht eindeutig bestimmt ist.

In vielen Féllen 14ft sich das Optimierungsproblem (35) jedoch durch Differenzieren eindeutig 16sen.

Anstelle (35) wird dabei oft die (dquivalente) Bedingung

~

log L(z1,--- ,Tn;0) <logL(z1,... ,2;0(x1,--- ,20n)), Y(z1,-.-,2,) ER", 6 € 6O (36)

betrachtet.
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e Fiir jeden Vektor (z1,...,%n) € R* wird die Abbildung 6 — log L(z1,... ,%,;0) die Loglikelihood-
Funktion der Stichprobe (z1, ... ,,) genannt.

e Sie bietet den Vorteil, daf beim Ubergang zur Loglikelihood-Funktion die Produkte in (33) bzw. (34)
in (einfacher handhabbare) Summen iibergehen.

Beispiele

1. Bernoulli- Verteilung

e Betrachten die Familie {Py, § € ©} = {Bin(1,p), p € [0,1]} der Bernoulli-Verteilungen.
e Dann gilt
p*(1—p)t=2, fallsz € {0,1}

p(z;p) =
0 sonst

e Die Likelihood-Funktion L ist also gegeben durch

n
H pzl(l _p)lizi ) falls (1'1; s Jmn) € {07 l}n

L(z1,... ,zp;p) = i=1
0 sonst
e Fallszy = ... =z, = 0 bzw. 2, = ... = 2, = n, dann sieht man leicht, daf die Abbildung
p— L(x1,...,2,;p) an der Stelle p =10 bzw p =1 ein (eindeutig bestlmmtes) Maximum hat.
e Sei nun (z1,...,%,) € {0,1}" mit 0 < E z; < n. Dann ist
i=1

n

p—)logL(wl,...,mn;p):(in)logp+< ; w)logl—

i=1 =1
eine stetige Funktion im Intervall (0,1), und es gilt

lim log L(x1, ... ,@n;p) = —00 bzw. lim log L(x1, ... ,&n;p) = —00.
p—0 p—1

e Die Abbildung p — log L(x1,... ,z,;p) hat also ein Maximum im Intervall (0, 1).
e Durch Differenzieren nach p ergibt sich

810gL($1a,1-)-- »Tn; D) _ (Zn:x’)z_lg _ (n— zn:g;z)L )

i=1 i=1

e Weil die Gleichung

n

(Eo)h- (- En)ess -

i=1 i=1

die (eindeutig bestimmte) Losung

. 1o _
p($1,---7$n)=ﬁz;$z’ (=a:n)
1=

hat, nimmt die Abbildung p — log L(z1,... ,2,;p) an der Stelle p = T,, ihr Maximum an.
e Also ist der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir den Parameter p gegeben durch

. 1 -
p(Xl,...,Xn)zﬁin (:Xn).
1=
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2. Binomial- Verteilung

Fiir eine beliebige, jedoch vorgegebene (d.h. bekannte) natiirliche Zahl ng > 1 betrachten wir nun
die Familie {Py, 6 € ©} = {Bin(ng,p), p € [0,1]} von Binomialerteilungen.
Dann gilt
(no)p“(l —p)~®, fallsz € {0,1,...,n0}
p(z;p) = z

0 sonst

Genauso wie in Beispiel 1 ergibt sich der Maximum-Likelihood-Schéatzer
. X
p(le- .. 7Xn) = o
No

fiir den (unbekannten) Parameter p.

3. Poisson- Verteilung

Betrachten die Familie {Py, 8§ € ©} = {Poi(\), A > 0} der Poisson-Verteilungen.
Dann gilt

A$

e, fallsze€{0,1,...}
plz; ) =4 !
0 sonst

Auf die gleiche Weise wie in den Beispielen 1 und 2 ergibt sich der Maximum-Likelihood-Schatzer

AX1,..., Xp) = X0

fiir den Parameter .

4. Normalverteilung

Betrachten nun die Familie {Py, § € O} = {N(u,0?), 4 € R, 0% > 0} der Normalverteilungen.

Dann gilt )
f(z;p,0%) = ﬁ@m(—%(m ~ M) ) :

Die Likelihood-Funktion L ist somit gegeben durch

L(zxy,..., % p,0%) = (\/J_Wa)nexp(—;? i(:c, — ,u)z) .
i=1

Fiir die Loglikelihood-Funktion gilt

1 n
log L(21,... ,2n;p,0°) = —nlog(v2mo) — 257 2@ - ).
o
i=1
Durch Differenzieren nach p ergibt sich
dlog L(xy,... ,xn;p,02) 1 & 0?log L(z1,... ,Tn; ,02) 1
n = FZ(xi—u) bzw. i =-— <0.

Fiir jedes (fest vorgegebene) 02 > 0 nimmt also die Abbildung
m—= logL('Z.l: <o 5 Tn; My 02)

ihr Maximum an der Stelle 4 = T,, an.
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e Es ist nun noch das Maximum der Abbildung
0® s log L(x1, ... ,Tn;Tn,0?) (37)

zu bestimmen.

e Weil P(X; = ... = X,) = 0 gilt, konnen wir annehmen, daf nicht alle Stichprobenwerte z1, . .. ,z,
gleich sind.

e Dann ist die Abbildung (37) stetig fiir alle 02 > 0, und es gilt

lim log L(x1,... ,2p;Tn,0°) = —00 bzw. hm log L(z1,... ,&p;Fpn,0°) = —00.
020 0200

e Die Abbildung (37) hat also ein Maximum im Intervall (0, cc).
e Durch Differenzieren nach o2 ergibt sich

Olog L(x1,... ,Tp;Tp,07) n 1 «
B LS

o Weil vorausgesetzt wird, daff nicht alle Stichprobenwerte z1,... ,x, gleich sind, gilt
n
Z(IL’, - fn)2 >0.
i=1
e Deshalb hat die Gleichung
202 04 Z

die (eindeutig bestimmte) Losung

n

. 1 _
02(55'17--- 1 Tn) = EZ(wz _xn)z .

i=1

e Hieraus ergeben sich die Maximum-Likelihood-Schétzer
. ~ R 1 -
X1y, Xp) = X, 02(X15---5Xn):EZ(Xi_Xn)2
fiir die Parameter p und 2.

5. Gleichverteilung

Betrachten die Familie {Py, 8§ € ©} = {U(0,b), b > 0} von Gleichverteilungen.
Dann gilt

%, falls 0 <z < b

f(z;0) =

0 sonst

Die Likelihood-Funktion L ist somit gegeben durch
1

—, fallsO0O<zq,...,2, <)
L@y, ,znib) ={ D" v
0 sonst
o Weil die Abbildung b — L(z1, ... ,2,;b) monoton fallend ist fir b > max{z1,... ,z,} > 0, ergibt

sich der Maximum-Likelihood-Schétzer
b(Xy,...,Xn) =max{Xy,...,Xn}

fiir den Parameter b.
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5.3 Konfidenzintervalle
5.3.1 Modellbeschreibung
In diesem Abschnitt setzen wir (so wie in Abschnitt 5.2) voraus, daff

e die Verteilungsfunktion F' der Stichprobenvariablen X; zu einer vorgegebenen parametrischen Familie von
Verteilungsfunktionen {Fy, § € ©} gehort; © C R™.

Dabei nehmen wir (zur Vereinfachnug der Darlegungen) an, daft

e jeweils nur eine einzelne Komponente 6; des Parametervektors § = (61, ... ,6n,) aus den beobachteten Daten
Z1,-..,%, geschitzt werden soll; j € {1,...,m}.

Genauso wie in Abschnitt 5.2 nehmen wir an, daf§

e der Wahrscheinlichkeitsraum (Q,F, P), iiber dem die Stichprobenvariablen X;, X5, ... definiert sind, der
kanonische Wahrscheinlichkeitsraum dieser Zufallsvariablen ist.

Anstelle eine (einzelne) Stichprobenfunktion zu betrachten, wie wir es in den Abschnitten 5.1 und 5.2 tun,
betrachten wir nun

e zwei Stichprobenfunktionen § : R* — R und 6 : R* — R, so daf§

O(z1,... ,x,) <O(x1,...,2T,) V(z1,...,2,) € R™. (38)

Definition 5.20 Sei v € (0,1) eine beliebige, jedoch fest vorgegebene Zahl. Dann heifit das zufillige Intervall

(0(X1,...,X,),0(X1,...,X,)) Konfidenzintervall fiir §; zum Niveau -, falls

Py(0(Xy,..., Xp) < 0; <O(X1,..., Xn)) >y (39)

fiir jedes 0 € ©.
Beachte

e Die Stichprobenfunktionen § und 6 sind nicht eindeutig bestimmt.

e Sie sollten so gewihlt werden, daf das Konfidenzintervall (8(X1, ... ,X,),0(X1,... , X,)) bei gegebenem
Niveau v moglichst kurz ist.

e Weil das Konfidenzintervall moglichst kurz sein soll, wird anstelle von (39) manchmal auch die folgende
Bedingung betrachtet:

inf Po(0(X1, ., Xn) <0 <O(Xi,., X)) =7 (40)

e Wenn (bei vorgegebenem 6) die Verteilung der Zufallsvariablen (Xy,...,X,) und 8(X1,...,X,)
schwierig handhabbar bzw. unbekannt ist, d.h., wenn es nicht moglich ist, die Giiltigkeit von (39) bzw.
(40) nachzuweisen, dann kann beispielsweise die folgende Bedingung betrachtet werden:

lim Pp(8(X1,...,Xn) <0; <O(Xy,...,Xn)) > (41)

n— 00 - -

fiir jedes 6 € O.

e Falls (41) gilt, dann nennt man (Q(Xl, e X0),0(Xy, ... ,Xn)) Konfidenzintervall fiir §; zum asymp-
totischen Niveau v (bzw. kurz asymptotisches Konfidenzintervall).
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Die praktische Berechnung eines (konkreten) Konfidenzintervalls (6(z1,. .. ,%,),0(z1, ... ,2y)) fiir ; auf der Ba-
sis einer (konkreten) Stichprobe (z1, ... ,z,) besteht aus den folgenden Schritten:

1. Bestimmen zwei Stichprobenfunktionen 6 : R* — R und 6 : R* — R, so daf

e (38) gilt und
e cine der Bedingungen (39)—(41) erfiillt ist.

2. Berechnen die Funktionswerte 8(z1,... ,z,) und 8(z1,... ,2y,).

5.3.2 Konfidenzintervalle bei Normalverteilung; Quantilfunktion

In diesem Abschnitt nehmen wir an, daf die Stichprobenvariablen X;,... , X;, normalverteilt sind, d.h., es gelte
{Ps, 60 € 0} = {N(n,0%), p € R, 0 > 0} .

Dabei bendtigen wir die folgende

Definition 5.21
e Sei F': R — [0, 1] eine beliebige Verteilungsfunktion.
e Die Funktion F~!:[0,1] = R mit
Fl(y) =inf{z: F(z) >y} (42)
heiftt Quantilfunktion von F.
e Seiy € (0,1). Die Zahl F~1(y) wird dann y-Quantil von F genannt.
Beachte

e Wenn F : R — R eine beliebige monoton wachsende rechtsstetige Funktion ist (die nicht unbedingt
eine Verteilungsfunktion sein muf), dann heifit die in (42) definierte Funktion F~! verallgemeinerte
inverse Funktion von F.

e Quantilfunktionen sind also spezielle verallgemeinerte inverse Funktionen.

Bei der Bestimmung von Konfidenzintervallen fiir normalverteilte Stichprobenvariablen wird insbesondere die
Quantilfunktion der Standardnormalverteilung benétigt.

Beachte

e Das y-Quantil der Verteilungsfunktion ® der Standardnormalverteilung wird mit z, bezeichnet.
e Mit anderen Worten: Fiir jedes v € (0,1) ist z, die Losung der Quantilgleichung ®(z.,) = .
e Fiir v > 0,50 kann man das y-Quantil z, aus Tabelle 1 entnehmen.

e Aus der Symmetrieeigenschaft ®(—z) = 1 — ®(z) fiir jedes x € R ergibt sich aufterdem, daf
By = TR1—y (43)

fiir jedes v € (0,1).

Beispiel Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert p (bei bekannter Varianz o?)
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Beachte

Wir nehmen an, daf X; ~ N(u, 0?) fiir ein (unbekanntes) p € R und ein (bekanntes) o2 > 0.

Man kann leicht zeigen, da /n(X, — u)/o ~ N(0,1), vgl. das Beispiel in Abschnitt 3.6.2 bzw. den
Kommentar nach Theorem 3.22.

Hieraus ergibt sich (vgl. auch Beispiel 2 in Abschnitt 4.3.1), daR fiir « € (0,1)
yn — M
o

P(Za/z <vn

< zlfa/2) =l-a.

Unter Beriicksichtigung von (43) ergibt sich somit, daf

X —
P<—Z1—a/2 <vn nJ a < Zl—a/z) =l-a
bzw. - o o o
P(Xn - Z1—a/2% <pl X, +Z1—a/2%) =1l-a.
Also ist mit
— o — — ag
Q(Xl,... ;Xn)ZXn—Z1—a/2% bzw. O(Xl, ;Xn):Xn‘}'Zl—a/Zﬁ (44)

ein Konfidenzintervall (6(X7,...,X,),0(X1,...,X,)) fir u zum Niveau v = 1 — o gegeben.
Fiir die Lange £(X1,...,X,) dieses Konfidenzintervalls gilt

(X, X)) = B(Xn,.n, Xn) —0(Xys... , X,)
20

zl—a/Z% .

Hieraus ergibt sich insbesondere, daf$ £(X7, ..., X,) nicht vom Zufall abhéngt.

Aufierdem erkennen wir, daf die Lange £(X7,...,X,) des in (44) gegebenen Konfidenzintervalls klein
ist, falls das Niveau v = 1 — « klein, die Varianz o2 klein bzw. der Stichprobenumfang n grof ist.

Man kann sich leicht iiberlegen, daff £(X4,... ,X,) < e gilt, falls

o (e w

wobei £ > 0 ein vorgegebener Schwellenwert ist.

Fiir eine (konkrete) Stichprobe (1, ... , ), die wir als Realisierung der Zufallsstichprobe (X1,... , Xp)
auffassen, ergibt sich nun das ,konkrete” Konfidenzintervall (6(z1,...,2n),0(z1,...,7,)) durch Ein-
setzen in (44).

Falls beispielsweise fiir v = 0.95 und ¢ = 0, 10 ein solches Konfidenzintervall fiir die folgenden Daten
41.60, 41.48, 42.34, 41.95, 41.86, 42.18, 41.72, 42.26, 41.81, 42.04 ermittelt werden soll,

dann entnehmen wir zunéchst das Quantil 2y 975 = 1,96 aus Tabelle 1
und erhalten somit fiir n = 10

o 0.1

0(x1,.-. ,%n) =Tp g = 41.924 — 1.96\/;1_0 = 41.862
O(a1,. .. zn) =En+z1_%% = = 41.986

Somit ergibt sich das (konkrete) Konfidenzintervall (41.862,41.986) fiir den Erwartungswert p.
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5.3.3 Statistische Priifverteilungen

Aufer der Quantilfunktion der Standardnormalverteilung werden bei der Bestimmung von Konfidenzintervallen
bei normalverteilten Stichprobenvariablen die Quantilfunktionen weiterer Verteilungen bendtigt.

Dabei werden insbesondere sogenannte Prifverteilungen betrachtet, die wie folgt definiert sind.

Definition 5.22 Seien r, s € N beliebige Zahlen und seien Xy, X1,...,X,,... , X, s unabhingige und N(0, 1)-
verteilte Zufallsvariable. Dann heifit die Verteilung von

x2-Verteilung mit r Freiheitsgraden (Schreibweise: U, ~ x2)

t-Verteilung mit r Freiheitsgraden (Schreibweise: V. ~ t,)

Wew=" S X2/~ 3" X2 F-Verteilung mit (r, ) Freiheitsgraden (Schreibweise: 7., ~ F..,
o rz p Z ; erteilung mit (r, s) Freiheitsgraden (Schreibweise , 5)

i=1 i=r+41

Die Theoreme 3.22 bzw. 3.23 weisen einen Weg, wie man ausgehend von der in (3.6) eingefiihrten Dichte der
Standardnormalverteilung zu Formeln fiir die Dichten der x2-Verteilung, t-Verteilung bzw. F-Verteilung gelangen
kann. Dabei ergibt sich insbesondere

Theorem 5.23 Sei r € N eine beliebige Zahl. Dann sind die Dichten der Zufallsvariablen U, ~ x2 und V;. ~ t,
gegeben durch

£(r=2)/2¢—2/2

————, fallsz >0
fu, (z) = 2r/2T(r/2) (46)
0 sonst
bzw.
I((r+1)/2) 1
= 4
@) == 0y At e (47)
fiir jedes € R, wobei I' : (0,00) = (0,00) die Gammafunktion mit
I(z) = /e*y y* tdy, z>0 (48)
0

bezeichnet; T'(1) =1, ['(1/2) = /7, T(2 + 1) = 2['(2).

Wir bestimmen nun die (gemeinsame) Verteilung des Stichprobenmittels X,, und der Stichprobenvarianz S? bei
normalverteilten Stichprobenvariablen Xi,... , X,,.

Theorem 5.24 Sei (Xi,...,X,) eine normalverteilte Zufallsstichprobe mit X; ~ N(u,o?). Dann sind

Ed 1o 2 1 - T \2
Xn:EZXi und S":n—li_zl(Xi_X")

unabhingige Zufallsvariable, und es gilt

_ 2
X~ Npo?/n)  bow, B 2 (49)

g
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Beweis
e Der Nachweis der Unabhéingigkeit von X,, und S? erfordert Hilfsmittel, die {iber den Rahmen dieser
einfithrenden Vorlesung hinausgehen.

e Andererseits kann man sich leicht iiberlegen, daf X,, ~ N(u,02/n), vgl. das Beispiel in Abschnitt 3.6.2
bzw. den Kommentar nach Theorem 3.22.

e Wir skizzieren hier lediglich eine Begriindung fiir die Giiltigkeit von

(n—1)S3

2
2 ~ Xn—1-

e Offenbar gilt die Identitit

=1 =1
n n
= Y (X=X + 2% — ) Y (X = X)) +0(Kn — )
=1 i=1
=0
n R—
= Z(Xz - ‘Xvn)2 + n(Xn - N)2
=1
e Hieraus ergibt sich, daf}
(X — X2 _
i(Xz_/J’)Z_ZEI( ! Tb) +(\/E(Xn_p’))2
o N o? o '
i=1 N— e —
e ~x32

e Weil die beiden Summanden auf der rechten Seite dieser Gleichung unabhéngig sind, ergibt sich nun
aus der Definition der x2-Verteilung, daf der erste Summand auf der rechten Seite x2_;-verteilt ist.

Korollar 5.25 Sei (X,...,X,) eine normalverteilte Zufallsstichprobe mit X; ~N(u,0?). Dann gilt

Vi(Xn — )

G b (50)

Beweis Weil die Zufallsvariablen X, und S? unabhiingig sind (vgl. Theorem 5.24), kann man sich leicht
iiberlegen, daf auch die Zufallsvariablen /n(*~=£) und \/ﬁ(";% unabhéngig sind. Deshalb ergibt

o

sich unmittelbar aus der Definition 5.22 der t-Verteilung, daff

_ Xn_p’
Vi VT
Sn 1 (n—1)52
n—1 o2

Beachte

e Das y-Quantil der y>-Verteilung mit r Freiheitsgraden wird mit x , bezeichnet, vgl. Tabelle 2.
e Das y-Quantil der t-Verteilung mit r Freiheitsgraden wird mit ¢, , bezeichnet, vgl. Tabelle 3.
e Analog zu der Symmetrieeigenschaft (43) der Quantile der Standardnormalverteilung gilt

tr,’y = _tT‘,l—’y (51)

fiir beliebige r € N und v € (0,1).
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5.3.4 Weitere Konfidenzintervalle bei Normalverteilung

In diesem Abschnitt nehmen wir erneut an, dafs die Stichprobenvariablen X3, ..., X, normalverteilt sind, d.h.,

es gelte

Wir diskutieren die Herleitung von Konfidenzintervallen fiir y bzw. o*.

Beispiel

Beachte

{Py, 6 € ©} = {N(u,0?), p € R, 02 > 0}.
2

Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert p (bei unbekannter Varianz o2)

Im Unterschied zu dem in Abschnitt 5.3.2 diskutierten Beispiel nehmen wir nun an, daf X; ~N(u,0?)
fiir ein (unbekanntes) pu € R und ein (unbekanntes) o2 > 0.

Das in (44) konstruierte Konfidenzintervall fiir p ist jetzt nicht geeignet, weil in (44) die unbekannte
Grofle o vorkommt,.

Wir nutzen vielmehr das Ergebnis von Korollar 5.25 und erkennen, daf fiir jedes « € (0,1)

\/H(Xn — /")

n

P(tn 1,002 < <tntiap)=1-a (52)

bzw. wegen (51)

D.h.

Also ist mit

Sn

0(X1,... 7Xn) = Yn - tn—l,l—a/Z%

bzw. E(Xl,... , Xn) =7n+tn_1,1—a/2% (53)

ein (symmetrisches) Konfidenzintervall fiir g zum Niveau v = 1 — a gegeben.

Dieses Beispiel (und auch die anderen Beispiele) kann dahingehend verallgemeinert werden, daf§ anstelle
von (52) die folgende Gleichung fiir beliebige a4, as € [0,1/2) mit a; + a2 = a € (0, 1) betrachtet wird:

\/H(Xn — N)
< S

P<tn—1,a2 > < tn—l,l—al) =l-a. (54)

n

Hieraus ergibt sich dann das (asymmetrische) Konfidenzintervall (8(X1, ... ,X,),0(X1,...,X,)) fir
@ zum Niveau v = 1 — a mit

— Sn — ~ Sn
Q(Xl,... 7Xn) =Xn_tn71,17a1% bzw. H(Xl, 7Xn) :Xn‘*'tnfl,lfag% - (55)
Fiir ay = 0 ergibt sich insbesondere das sogenannte einseitige Konfidenzintervall (—oo, (X1, .. ,Xn))

fiir g zum Niveau v = 1 — o mit

_ — Sn
0(X1, . X)) = X tni1a .
(X1,...,Xn) +itn-1,1 Jn



5 METHODEN DER STATISTIK 82

e Analog ergibt sich fiir a; = 0 das einseitige Konfidenzintervall (6(X,...,X,),00) fiir u zum Niveau
v=1—a mit

S,
Q(Xla--- ;Xn) =Xn _tn—l,l—a\/_% .

Ahnliche Uberlegungen fiihren nun zu Konfidenzintervallen fiir 2 bei bekanntem bzw. unbekanntem p.

Beispiel Konfidenzintervall fiir die Varianz o? (bei bekanntem Erwartungswert p)
e Weil (X; — p)/o ~ N(0,1), ergibt sich aus der Definition 5.22 der x2-Verteilung, daf nS?/o? eine
x2-verteilte Zufallsvariable ist mit n Freiheitsgraden, wobei
a2 1o 2
Sn = _Z(X’i_lj’) .

n -
=1

e Fiir beliebige a1, as € [0,1/2) mit a1 + a2 = a € (0,1) gilt also

2
n
P(xi < <Xoioay) =1-a. (56)
e Dies ergibt dann das Konfidenzintervall (6(X1,...,X,),0(X1,...,X,)) fir 0® zum Niveauy =1 -«
mit
S2 - S2
0(Xy,... ,Xp) = —om brw.  O(X1,...,Xp) = ot . (57)
Xn,lfal Xn,az

Beispiel Konfidenzintervall fiir die Varianz o? (bei unbekanntem Erwartungswert u)
e Aus Theorem 5.23 ergibt sich, daff fiir beliebige a4, s € [0,1/2) mit oy + a2 = a € (0,1)

(n—1)S2
P(thl,ag < Tn < Xi71,17a1) =l-a. (58)
e Dies ergibt das Konfidenzintervall (6(X1,...,X,),0(X1,...,X,)) fir 02 zum Niveau v = 1 — o mit

(n—1)s3 3 (n—1)S3

Q(le-- - 7Xn) = bzw. H(Xl,. - 7Xn) = (59)

2 2
Xn—l,l—al Xn—l,ag

5.3.5 Zwei-Stichproben-Probleme

In Verallgemeinerung der Situation, die bisher in Abschnitt 5 betrachtetet wurde, sollen nun gleichzeitig zwei
Datensétze (z11,... ,%1n,) und (Z21,... ,Ta2,,) stochastisch modelliert werden.

e Dabei konnen die Stichprobenumfinge ni,n2 € N beliebige Zahlen sein, die nicht notwendig gleich sein
miissen.
e Die (konkreten) Stichproben (zi1,...,%1n,) und (x21,...,T2,,) fassen wir als Realisierungen von zwei

Zufallsstichproben (X11,...,X1pn,) bzw. (Xa1,... , X2y,,) auf.

Wir betrachten nun zwei (unendliche) Folgen Xi1,X12,... und Xs1, Xa2,... von Zufallsvariablen und nehmen
an, dafs
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o die (zweidimensionalen) Zufallsvektoren X7, X5,... mit X; = (X1;, X2;) unabhingig und identisch verteilt
sind,

e die (gemeinsame) Verteilungsfunktion F' von X; zu einer vorgegebenen parametrischen Familie von Verteilungs-
funktionen {Fjy, 6 € ©} gehort, © C R™,

e der Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), {iber dem die Zufallsvektoren X, X5, ... definiert sind, der kanoni-

sche Wahrscheinlichkeitsraum dieser Zufallsvektoren ist.

Beachte Die Komponenten X1; und Xs; von X; miissen jedoch im allgemeinen weder unabhéngig noch identisch
verteilt sind.

Im Rahmen dieser einfiihrenden Vorlesung betrachten wir lediglich den Fall, daf§

e ein (nichtvektorieller) Funktionswert g(8) € R des Parametervektors 8 = (04, ... ,0,,) aus den beobachteten
Daten (z11,...,T1n,) bzw. (Z21,...,%2,,) geschitzt werden soll, wobei g : ® — R eine vorgegebene
Borel-meftbare Funktion sei.

e Dabei diskutieren wir insbesondere die Frage, wie das in Abschnitt 5.3.1 eingefiihrte Modell des Konfidenz-
intervalls verallgemeinert werden kann, um zu Konfidenzintervallen ausgehend von (vektoriellen) Stich-
probenvariablen X; = (Xy;, Xs;) zu gelangen.

Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir n = max{ny,ns} und betrachten

e zwei Stichprobenfunktionen 6 : R — R und 6 : R?” — R, so daf§

O(z1,. .. ,20) < O(x1,...,2,) Y(x1,...,2,) € R?™, (60)
e wobei die Funktionswerte 8(z1, ... ,2,) und (z1, ... ,z,) jedoch nur von den (beobachteten) Komponenten
(z11,--- ,%1n,) und (x21,... ,T2,,) des Vektors (z1,... ,,) abhingen mogen.

Definition 5.26 Sei v € (0,1) eine beliebige, jedoch fest vorgegebene Zahl. Dann heifst das zufillige Intervall

(0(X1,...,X,),0(X1,...,X,)) Konfidenzintervall fiir g(f) zum Niveau v, falls

Py(B(Xy, ..., Xp) <g(0) <O(Xy,...,Xn) 27 (61)
fiir jedes 8 € O.
Beachte

e Bisher hatten wir in Abschnit 5.3 stets den Fall betrachtet, da g(6) = 6; fiir ein j € {1,... ,m}.

o In den folgenden Beispielen hat g(6) die Form g(8) = 8; — 0, bzw. g(0) = 0;/6}, fiir ein vorgegebenes
Paar j,k € {1,... ,m} von Indizes.

Die Stichprobenvariablen X; = (X714, X»;) seien nun normalverteilte Zufallsvektoren, wobei wir in den folgenden
zwei Beispielen auflerdem voraussetzen, daff die Komponenten X;; und X»; von X; unabhingige (jedoch im
allgemeinen nicht identisch verteilte) Zufallsvariable sind.

Beispiel Konfidenzintervall fir die Differenz zweier Erwartungswerte (bei bekannten Varianzen)
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Beispiel

Fiir zwei beliebige, jedoch vorgegebene Zahlen 11,5 € N betrachten wir zwei unabhéngige Zufallsstich-
proben (XII; . 7X1n1) und (le, PN ,XgnQ).

Dabei nehmen wir an, daR Xi; ~ N(u1,0?) und Xo; ~ N(pg,02) fiir (unbekannte) gy, u2 € R und
(bekannte) 02,03 > 0.

Dann sind die Stichprobenmittel X, und X5,, unabhingige Zufallsvariable mit

71"1 ~ N(Nlaaf/nl) ) 72”2 ~ N(N270—§/n2) ’

vgl. das Beispiel in Abschnitt 3.6.2 bzw. den Kommentar nach Theorem 3.22.
Hieraus folgt, da

_ — o o
Xin, — Xop, ~ N<M1 — U2, L4 —2)
1 n9
bzw. o o
Xing — Xony — (11 — p2) ~ N(0,1)
2 2
ot o
1 n9

Also gilt fiir jedes a € (0,1)

2 2
91, %2
n N2

g —7

Die auf diese Weise bestimmten Stichprobenfunktionen 8(X1,. .., X,) und §(Xy,...,X,) ergeben ein
Konfidenzinterval fir p; — g2 zum Niveau vy =1 — a.

Konfidenzintervall fir den Quotienten zweier Varianzen (bei unbekannten Erwartungswerten)
Ahnlich wie in dem vohergehenden Beispiel betrachten wir fiir zwei beliebige, jedoch vorgegebene
Zahlen n1,ns € N zwei unabhéngige Zufallsstichproben (Xi1,... ,X1p,) und (Xo1,..., Xon,)-

Dabei nehmen wir an, daR Xi; ~ N(u1,0?) und Xo; ~ N(pa,02) fiir (unbekannte) i, u2 € R und
(unbekannte) o?,03 > 0.

Dann sind die Stichprobenvarianzen S?, , und ng unabhéngige Zufallsvariable und

gemaf Theorem 5.24 gilt

(n2 - 1)S§ng

2
(n1 — 1)51n1 X2 baw X2
_— 0~ _ . - ~ _1-
O'% ni—1 0,5 n2

Hieraus und aus der Definition der F-Verteilung, die in Abschnitt 5.3.3 eingefiihrt wurde, ergibt sich
S3ns /03

2n9o

2n2l 72 R
2 2 ne—1,n1—1 -
Sin, /01
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Beachte

Beispiel

Also gilt fiir jedes a € (0,1)

S3,,103
P(an 1m-1,5 < o5 7s <Fn2—1,n1—1,1—%) =1-a

- S%nl/a-l
bzw. ,
P(Slnl Eripi-1,2 S%_Slnl Eryipa— 11—7)=l—a,
S2n2 21 O3 52n2 b
=0 _7

wobei Fy,, 1 ,n, 1,y das y-Quantil der F-Verteilung mit (np — 1,n; — 1) Freiheitsgraden bezeichnet, vgl.
Tabellen 4a—4f.

Die auf diese Weise bestimmten Stichprobenfunktionen §(Xy,... ,X,) und (X1, ..., X,) ergeben ein
Konfidenzinterval fiir 67 /02 zum Niveau v =1 — a.

Die in den letzten beiden Beispielen gemachte Modellannahme, daff die Zufallsstichproben (Xi1,... , X1n,)
und (Xo1,...,Xs,,) unabhingig sind, ist manchmal unrealistisch.

Betrachten beispielsweise die folgende Tabelle der Korpergrofen 11, ... , 2112 einer (konkreten) Stich-
probe von 12 Miittern und der Kérpergrofen o, . .. ,x212 ihrer dltesten Tochter.

ry; | 1.65 163 1.67 164 168 162 1.70 1.66 168 1.67 1.69 1.71
T2; | 1.68 1.66 168 1.65 1.69 1.66 168 1.65 1.71 1.67 1.68 1.70

Aus dieser Tabelle ist ersichtlich (und dies stimmt mit unserer Intuition iiberein), dal vermutlich ein
Zusammenhang zwischen den Korpergrofien z1y, ... , 21 12 der Miitter und den Korpergrofen zay, ... , 2212
ihrer &ltesten Tochter besteht.

In diesem Fall ist es nicht sinnvoll anzunehmen, daf (x11,...,%112) und (z21,...,2Z212) die Real-
isierungen von zwei unabhéngigen Zufallsstichproben (Xi1,...,X712) bzw. (Xa1,...,X212) sind.

Dies fiihrt zum Begriff verbundener Stichproben, der in dem folgenden Beispiel erlautert wird.

Konfidenzintervall fir die Differenz der Erwartungswerte von verbundenen Stichproben
Betrachten die Zufallsvektoren Xy, ..., X, mit X; = (X1;, X2;), wobei X1, ... , X, (so wie bisher stets
angenommen) unabhingig und identisch verteilt seien.

Die (einzelnen) Zufallstichproben (X711, ... ,X1,) und (Xs1, ..., Xa,) miissen jedoch jetzt nicht unab-
héngig sein, weshalb man von verbundenen Stichproben spricht.

Wir nehmen an, daf E X1; = p1 und E Xo; = po fiir (unbekannte) u, us € R.

Auferdem seien die Differenzen Y7, ... ,Y, mit Y; = Xy; — X5; unabhingige und identisch (normal-)
verteilte Zufallsvariable mit ¥; ~ N(u1 — u2,0?) fiir ein (unbekanntes) o2 > 0.

Die gleichen Uberlegungen wie im ersten Beispiel des Abschnittes 5.3.4 ergeben nun, daR fiir jedes
€ (0,1)

\/H(Vn — (1 — p2))
SY,n

P(_tn—l,l—a/Q < < tn—l,l—a/Q) =l-a (62)

bzw. g g
- Y, Y.
PYn_tn—l,l—a/ZT;:<,u1 pr <Y +ta_11-a/2 \/—n)zl—a,
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o Also ist mit

SY,n

bzw. 0(X1,...,X,) =Y — (63)

_ Sy
= ntitn_1,1-a/2 /n

Q(Xl, s 7Xn) =Y, - tn—l,l—a/QW

ein (symmetrisches) Konfidenzintervall (Q(Xl, ey X0),0(Xy,. .. ,Xn)) fiir g3 — p2 zum Niveau v =
1 — a gegeben.

Beachte

e Fiir die oben betrachtete (konkrete) Stichprobe (x1,...,z12) der Korpergrofen von 12 Miittern und
ihrer &ltesten Tochter gilt

Yo = —0.0092,  s7,,=0.00039 bzw. s,12=0.0197.

e Fiir v = 0.95 entnehmen wir das Quantil ¢11,0.975 = 2.201 aus Tabelle 3

e und erhalten

_ Sy,12 0.0197
0(x1,...,x =75 — 1 . Vo2 —  _0.0092 — 2.201 ——— = —0.022
_( 1 12) Y12 11,0.975 \/ﬁ \/ﬁ
= _ Sy.12 0.0197
0(x1,...,x = +t . Y22 = _0.0092 4+ 2.201 ——— =0.0033
(z1 12) Y12 11,0.975 1o P

e Somit ergibt sich das (konkrete) Konfidenzintervall (—0.022, 0.0033) fiir p; — po.

5.3.6 Asymptotische Konfidenzintervalle

Wir zeigen fiir zwei Beispiele von Familien parametrischer Verteilungen, wie man mit Hilfe des zentralen Grenz-
wertsatzes (vgl. Theorem 4.24) und des starken Gesetzes der grofsen Zahlen (vgl. Theorem 4.22) asymptotische
Konfidenzintervalle auf einfache Weise herleiten kann.

Dabei kehren wir zunéchst erneut zur Betrachtung von Ein-Stichproben-Problemen zuriick. D.h., wir nehmen an,
dafs ein Datensatz (z1,...,%,) beobachtet wird, den wir als Realisierung einer Zufallsstichprobe (X,...,X},)
auffassen.

Beispiel Konfidenzintervall fir den Erwartungswert A bei Poisson- Verteilung

e Wir nehmen an, daf X; ~ Poi()) fiir ein (unbekanntes) A > 0.
e Weil dann E X; = A und Var X; = X gilt, ergibt sich aus Theorem 4.24, daf fiir jedes a € (0,1)

Xn— A
VA

e Durch Quadrierung der Ungleichungen in (64) und anschliefende Auflésung nach A ergibt sich, dafs
(64) aquivalent ist mit

lim P(—zl_a/2 <n < zl_a/Q) —-1-a. (64)

n—o0

22 Xp22 0 2t
lim P ‘/\ _ (Xn + 17a/2)| < ne1—_q/2 + 1-a/2 —1—a.
n—oo 2n n 4”2
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o Also ist mit

— 22 X, 22 24
O(X1, ..., Xn) = Xn+ 2202 _\/ Mia2 | Floar

— . z2 7 22 Z4
03X, X) = X+ =522 g =l 4 S

ein asymptotisches Konfidenzintervall (8(X1, ... ,X,),0(X1,...,X,)) fir A zum Niveau vy = 1 — «
gegeben.

e Fiir die Lange dieses Konfidenzintervalls gilt

0 an% z4
Xq1,...,X,) —0(Xq,... =9 —a/2 1—a/2 .
0(X1,...,Xn) —0(Xy,...,Xy) \/ - n e

Beachte

e Ein weiteres asymptotisches Konfidenzintervall fiir \ ergibt sich, wenn die Grofe v/A im Nenner von
(64) ersetzt wird durch v/ X,,.

e Aus dem starken Gesetz der groflen Zahlen (vgl. Theorem 4.22) ergibt sich namlich, daf

f.s.

X, = ).

e Man kann zeigen, daf hieraus und aus (64) die Giiltigkeit von

) Xn—A
nh_{gop(—zl—a/z <vn 7 < zl—a/Z) =1l-a (65)
n

fiir jedes a € (0,1) folgt, wobei diese Art von Aussagen in der Literatur der Satz von Slutski genannt
werden. Als ihr  Entdecker” gilt Jewgeni Jewgenjewitsch Slutski (1880-1948).

o Also ist mit

¥ zlfa/2 ~ = ¥ Zl_a/2 _
Q(XI;---aXn)—Xn_ \/ﬁ \/Xna 6(X1,...,Xn)—Xn+ \/ﬁ \/Xn (66)

ein weiteres asymptotisches Konfidenzintervall (6(Xi,...,Xn),0(X1,...,X,)) fir A zum Niveau v =
1 — a gegeben.

e Dieses Konfidenzinterval hat allerdings den Nachteil, daf8 die in (66) gegebene Zufallsvariable 8( X1, ... , X,)
auch negative Werte annehmen kann, obwohl bei der Poisson-Verteilung vorausgesetzt wird, daff A > 0.

e Deshalb kann man anstelle von (66) die Zufallsvariablen

0(X1,. X) = max{0, 5, - ZI\_/%ﬂ \/77} 0(X1,. .., Xn) = Xn + zl\—/%/a VXu

als Endpunkte des Konfidenzintervalls (Q(Xl, ey X0),0(Xy,. .. ,Xn)) fiir A betrachten.

Beispiel Konfidenzintervall fiir die ,,Erfolgswahrscheinlichkeit” p bei Bernoulli-Verteilung

e Wir nehmen an, daR X; ~ Bin(1,p) fiir ein (unbekanntes) p € (0,1).
e Weil dann E X; = p und Var X; = p(1 — p) gilt, ergibt sich aus Theorem 4.24, daf fiir jedes a € (0,1)

lim P( Z1— a/2<\/_ _p
( —p)

n—oo

< zl_aﬂ) —1l-a. (67)
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Beachte

Durch Quadrierung der Ungleichungen in (67) und anschlieflende Aufldsung nach p ergibt sich, daf§
(67) dquivalent ist mit

lim P(8(X1,...,X,) <p<0(Xi,...,Xp))=1—-a,

n—oo
wobei
2
1 - Z1—a/2 \/ ' Sa “i-a/2
0(X X, = X, — 21 X,1-X,
( 1, ’ ) n+2f,a/2 n + 2 a/2 n ( )+ 4
bzw.
2 2
— 1 e zlfa/Z ~ =2 zl*a/2
- = — X _ Xn(l—X _—
H(Xla 7Xn) "+ zf,a/z nAp+ 2 +21_q/2 \/n n( n) + 4

Auf diese Weise ergibt sich ein asymptotisches Konfidenzintervall (8(Xi,... ,X,),0(X1,...,X,)) fir
p zum Niveau vy =1 — a.

Ahnlich wie in dem vorhergehenden Beispiel erhilt man ein einfacheres asymptotisches Konfidenzin-
tervall fiir p, wenn man beriicksichtigt, dafs

X, 25 p

wegen des starken Gesetzes der grofien Zahlen (vgl. Theorem 4.22).
Hieraus und aus (67) ergibt sich (wegen des Satzes von Slutski), daf

. Xn
lim P( 2apy <V < zl_a/z) =1-a. (68)

Also ist mit

bzw.
21 a/2

N

ein weiteres asymptotisches Konfidenzintervall (6(X7,... ,X,),0(X1,...,X,)) fir p zum Niveau v =
1 — a gegeben.

Dieses Konfidenzinterval hat jedoch den Nachteil, daf die Zufallsvariable 8(X1, ... , X,,) negative Werte
und 0(X3,...,X,) Werte grofer als 1 annehmen kann, obwohl bei der Bernoulli-Verteilung vorausge-
setzt wird, daff 0 < p < 1.

0(X1,...,X,) =

0(X1,...,X,) = 21\/6:/2 \/7
\/7

Deshalb betrachtet man die modifizierten Schéitzer

6(X1,..., Xn) = max{0, X, - zl\‘/%/z Xa(1-Xn)}
bzw.

_ _ 21— —

H(Xl,...,Xn):min{l,Xn+ 1\/5/2 Xn(l—Xn)}

als Endpunkte des Konfidenzintervalls (8(X1,...,X,),0(X1,...,X,)) fir p.
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Wir betrachten nun noch zwei Beispiele fiir asymptotische Konfidenzintervalle bei Zwei-Stichproben-Problemen.

e Seien ny,ny € N zwei beliebige, jedoch vorgegebene Zahlen.

e So wie im ersten Teil des Abschnittes 5.3.5 fassen wir die (konkreten) Stichproben (zii,...,Z1n,) und
(21,..- ,%2n,) als Realisierungen von zwei unabhingigen (d.h. nicht verbundenen) Zufallsstichproben
(X]_l, ... 7X1n1) bzw. (Xgl, ... 7X2ng) auf.

Beispiel Konfidenzintervall fiir die Differenz zweier Erwartungswerte (bei Poisson-Verteilung)

e Wir nehmen an, daf X;; ~ Poi(\;) und Xo; ~ Poi(A2) fiir (unbekannte) Ay, A2 > 0.

e Genauso wie bei den beiden vorhergehenden Beispielen ergibt sich dann aus dem zentralen Grenz-
wertsatz, dem starken Gesetz der grofsen Zahlen bzw. dem Satz von Slutski, daff

Xing = Xon, — (A1 = A2) a

—Y,
X1n1 + X2TL2
ni Ny

falls n1,ms — 0o, wobei Y ~ N(0,1).
e Also gilt fiir jedes a € (0,1)

Xim = Xomy — (M — A
lim P(—Zl—a/2 < 1ng — 2n2 il 2) < 21—0/2) =1—« (69)
n1,N2—00 Xin, o,
+
ni N9
e Deshalb ist mit
S - X X
Q(Xl, .. 7Xn) = X1n1 — X2n2 — Z1—a/2 1ny + 2n4
n1 Nno
bzw.
7 ¥ - X X
0(X1,...,Xp) =X1n, — Xon, + Aoy 1ny + 2ns
ny No

ein asymptotisches Konfidenzintervall (6(X1, ..., X,),0(X1,... , X,)) fir \; —A2 zum Niveau y = 1—«
gegeben.

Beispiel Konfidenzintervall fiir den Quotienten zweier Erwartungswerte (bei Poisson-Verteilung)

e So wie in dem vorhergehenden Beispiel nehmen wir an, daf X;; ~ Poi(A1) und Xs; ~ Poi(Ag) fiir
(unbekannte) Ay, A2 > 0.

e Auflerdem gelte fiir eine Zahl p > 0
lim = p.-
n1,N2—00 19

e Dann kann man zeigen, daf fiir jedes a € (0,1)

v ~ nzyzm
\/n1X1 + 12Xy ( = = - p)
" " N1 X1n, +n2Xop,

lim P(_Zl—a/Z S

ni,na—>0o0

< Zl—a/2) =1 -,

TL1X1n1 . n2X2n2
M Xip, +12X2n, M1Xip, +12Xon,
wobei
A2

pzp)\1+)\2 )
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o Also ist mit

X Xin, -n2X.
0(X1,...,X,) = _ MeA2me 1) M1 X 1n, - M24 2y -,
M1 X1n, +n2Xon, (N1 X 1n, +12X2n,)

_ noXon, 1 X1p, - 12X 2n,
0(X1,...,Xn) = — —— + 21_q — —
% ) X 1ny + N2 Xom, a/z\/(mel +naXan,)?

ein asymptotisches Konfidenzintervall (Q(Xl, ey X0),0(Xy,. .. ,Xn)) fiir p zum Niveau v = 1 — «
gegeben.

5.4 Tests statistischer Hypothesen

In diesem Abschnitt priifen wir Hypothesen (d.h. Vermutungen) {iber die Beschaffenheit der unbekannten
Verteilungsfunktion F' der Stichprobenvariablen X;,... , X,,.

e Wir betrachten lediglich sogenannte nichtrandomisierte Tests, d.h., die untersuchte Hypothese wird entweder
verworfen, oder sie wird nicht verworfen.

e Die Entscheidung, ob eine Hypothese akzeptabel ist bzw. verworfen wird, héngt von den beobachten Daten
Z1,... T, ab, d.h. von der beobachteten Realisierung (x1, ... ,z,) der Zufallsstichprobe (Xi,... ,X,).

e Die Entscheidungsregel wird so konstruiert, daff die Wahrscheinlichkeiten moglicher Fehlentscheidungen
vorgegebene Schwellenwerte nicht tiberschreiten.

e Dabei kann man &hnlich wie bei der Konstruktion von Konfidenzintervallen zu einem (vorgegebenen) Kon-
fidenzniveau v = 1 — a vorgehen, die in Abschnitt 5.3 diskutiert worden sind,

e denn bei einem Konfidenzintervall (Q(Xl, ey X0),0(Xy,. .. ,Xn)) fiir einen unbekannten Parameterwert
9(0) kann man « als die ,Fehlerwahrscheinlichkeit” interpretieren, daf g(6) nicht innerhalb der Schranken
Q(Xl, . ;Xn) bzw. 0(X1, PN ;Xn) hegt

5.4.1 Kritischer Bereich; Fehlerwahrscheinlichkeiten

Sei A die Familie der insgesamt in Betracht gezogenen (d.h. potentiell moglichen) Verteilungsfunktionen F' der
Stichprobenvariablen X;; i € {1,... ,n}.

o Zerlegen A in zwei (nichtleere) Teilmengen Ag und Aq, d.h.

A=AgUA, wobei AgNA =0.
e Betrachten die Hypothesen
Hy:F e Ay bzw. HliFEAl,

daft die unbekannte Verteilungsfunktion F' der Stichprobenvariablen X; zu der Teilmenge Ay C A bzw.
A1 C A innerhalb der Familie A der insgesamt in Betracht gezogenen Verteilungsfunktionen gehort.

Dabei ist die folgende Sprechweise iiblich:

e Die Hypothese Hy : F' € Ay heifst Nullhypothese, wihrend Hy : F' € Ay Alternativhypothese genannt wird.

e Die Nullhypothese Hy bzw. die Alternativhypothese H; heiffen einfach, falls die Teilmenge Ag bzw. A;
nur aus einem Element besteht. Ansonsten sagt man, daft Hy bzw. H; zusammengesetzte Hypothesen sind.
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Um zwischen der Nullhypothese Hy und der Alternativhypothese H; abwagen zu konnen, wird ein Test, d.h. eine
Entscheidungsregel nach dem folgenden Prinzip konstruiert:

e Der Stichprobenraum R” wird in zwei Borel-Mengen K und K¢ = R" \ K zerlegt.
e Dabei heifit K C R™ der kritische Bereich (d.h. der Ablehnungsbereich der Nullhypothese Hy).
e Die Nullhypothese Hy wird verworfen (d.h. abgelehnt), falls (z1,...,z,) € K.

e Ansonsten, d.h. falls (z1,... ,z,) ¢ K, wird Hp nicht verworfen.

Mit anderen Worten:
e Betrachten die Stichprobenfunktion ¢ : R® — {0, 1} mit

1, falls (z1,...,2,) € K,
(@155 Tn) = " (70)
0, falls (z1,...,z,) ¢ K.

e Die Nullhypothese Hy wird also verworfen, falls o(z1, ... ,z,) = 1.

e Ansonsten, d.h. falls p(z1,...,2,) =0, wird Hg nicht verworfen.

Dies fiihrt zu der folgenden

Definition 5.27 Sei a € (0,1) eine beliebige (vorgegebene) Zahl. Man sagt, dal die in (70) eingefiihrte
Stichprobenfunktion ¢ : R* — {0,1} ein Test zum Niveau « ist, falls

PF((AO(Xb:Xn):]-)Sa (71)
fiir jedes F' € Ap. Falls aufferdem noch
PF((P(Xl,,Xn)Zl)ZOl (72)

fiir jedes F' € Ay, dann heifst ¢ : R* — {0, 1} ein unverfilschter Test zum Niveau a.

Beachte
e Fiir jedes F' € Ay heifit
an(F) = P(¢(X1,... , Xn) = 1) (: Pr((X1,...,X,) € K))

die Wahrscheinlichkeit fiir Fehler erster Art, und
e fiir jedes F' € A; heifst

BulF) = Pe(@(X1,...,Xa) =0) (= Pe((Xy,... . Xp) ¢ K))

die Wahrscheinlichkeit fiir Fehler zweiter Art.

e Von besonderem Interesse sind Tests, deren Wahrscheinlichkeiten fiir Fehler erster Art eine vorgegebene
Jrrtumswahrscheinlichkeit” a nicht {iberschreiten und fiir die gleichzeitig die Wahrscheinlichkeiten fiir
Fehler zweiter Art moglichst klein sind.



5 METHODEN DER STATISTIK 92

Falls die Familie A der insgesamt in Betracht gezogenen Verteilungsfunktionen F' der Stichprobenvariablen X;
eine parametrische Familie A = {F}, § € ©} von Verteilungsfunktionen ist, dann zerlegen wir A auf die folgende
Weise in zwei Teilmengen Ag und Aj:

e Betrachten eine Zerlegung
©=0yU0,, QN6 =0

des Parameterraumes © in zwei disjunkte Teilmengen Qg, ©1, so daft

AOZ{FQ,QE(")O} bzw. Ay :{Fg,0€®1},

e wobei die Hypothesen Hy und H; dann wie folgt formuliert werden:

H0:0€®0 bzw. H1:H€(’)1.

Beispiel Sei A = {N(u,0?), u € R} die Familie der (eindimensionalen) Normalverteilungen mit einer vorgegebe-
nen (bekannten) Varianz o2. Dann ist

e Hj : i = 0 eine einfache Hypothese,

e wihrend H; : u # 0 eine zusammengesetzte Hypothese ist.

Fiir parametrische Verteilungsfamilien konnen die Begriffe, die in Definition 5.27 eingefiihrt wurden, wie folgt
spezifiziert bzw. durch weitere Begriffe ergéinzt werden.

Definition 5.28

e Im Fall einer parametrischen Familie A = {Fy, 8 € O} von Verteilungsfunktionen heifit die in (70)
eingefiihrte Stichprobenfunktion ¢ : R® — {0,1} ein Parametertest zum Niveau a, falls

Pylp(Xy,..., Xp) =1) <« (73)

fiir jedes 6 € O gilt.

e Falls auflerdem noch
Py(p(X1,..., Xpn)=1)>a (74)

fiir jedes 8 € ©1, dann heifit ¢ : R* — {0, 1} ein unverfilschter Test zum Niveau a.
e Die Abbildung oy, : © = [0,1] mit a, () = Py((p(X1,...,Xpn) = 1) heifit Giitefunktion des Tests .

¢ Die Einschrankung «,, : ©1 — [0, 1] dieser Abbildung auf die Teilmenge ©; des Parameterraumes heifst
die Macht (power) von .

e Der Test ¢ zum Niveau a heiflt konsistent, falls lim «,(0) = 1 fiir jedes 6 € O, gilt.

n—o0
e Seien ¢ : R — {0,1} und ¢’ : R* — {0,1} zwei Parametertests zum Niveau a. Falls die Macht von
¢’ grofer ist als die Macht von ¢, d.h.

Py((p(X1,... . Xn) =1) S Py((¢'(X1,..., Xn) = 1) (75)

fiir jedes 6 € ©1, dann sagt man, dafl der Test ¢’ besser als der Test ¢ ist.

Beachte
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Bei der praktischen Konstruktion des kritischen Bereichs K eines Parametertest zum Niveau a kann
oft wie folgt vorgegangen werden:

e Bestimme eine Stichprobenfunktion 7' : R* — R (genannt Testgrife), so daf
die Zufallsvariable T'(X7y,... , X,,) fiir jedes 6 € O¢ die gleiche (bekannte) Verteilung hat, und
bestimme einen Schwellenwert ¢ > 0, so daf P9(|T(X1, e Xn)| > c) < «a fiir jedes 6 € O gilt.

Dann ist mit K = {(21,... ,2s) : |T(21,...,2,)| > ¢} der kritische Bereich eines Parametertests
zum Niveau a gegeben.

Um einen Test zum Niveau a mit einer mdoglichst grofen Macht zu erhalten, ist es jedoch manchmal
zweckmifiger,

o zwei Schwellenwerte ¢1,c; € RU {+00} mit ¢; < ¢2 zu betrachten, so daf fiir jedes 6 € Oq
Py(ey <T(Xy,...,Xp) <) >1—a.

e Dann ist mit K = R* \ {(z1,...,2n) : a1 < T(x1,...,2,) < c2} der kritische Bereich eines
(asymmetrischen) Parametertests zum Niveau a gegeben.

In den folgenden Abschnitten wird dieses Konstruktionsprinzip anhand einer Reihe von Beispielen naher diskutiert.

5.4.2 Parametertests bei Normalverteilung

Wir nehmen in diesem Abschnitt an, daf die Stichprobenvariablen X7, ..., X,, normalverteilt sind, d.h., es gelte
A C {N(p,0?), p € R,6% > 0}. Wir betrachten also die Familie der (eindimensionalen) Normalverteilungen bzw.
Teilmengen hiervon.

Wir konstruieren zunéchst Tests fiir den Erwartungswert p. Dabei gibt es Ahnlichkeiten zur Konstruktion der
Konfidenzintervalle fiir u, die in Abschnitt 5.3.4 diskutiert werden.

Beispiel
[ ]

Test des Erwartungswertes p (bei bekannter Varianz o?)

Wir nehmen an, da X; ~ N(u,0?) fiir ein (unbekanntes) p € R und ein (bekanntes) o2 > 0.

Fiir einen vorgegebenen (hypothetischen) Zahlenwert pg € R soll die Hypothese Hy : 4 = po (gegen
die Alternative Hy : pu # po) getestet werden, d.h. © = {u: pu € R} mit

©o ={mo} bzw.  O1={pu: p€R u# po}

Wir betrachten die Testgrofie 7 : R* — R mit
T, o) = Vi (76)

und den Schwellenwert ¢ = z;_,/2, d.h. das (1 — a/2)-Quantil der Standardnormalverteilung.
Dann gllt PNO (|T(X1, .e ,Xn)| > Zlfa/Q) = Q.
Die Hypothese Hy : pn = pio wird abgelehnt, falls |T'(z1, ... ,2n)| > 21_q/2-

Fiir a = 0.05 und ¢ = 0.10 wollen wir nun priifen, ob

die Hypothese Hy : yu = 42.0 mit der bereits in Abschnitt 5.3.2 betrachteten (konkreten) Stichprobe
(z1,-..,210) = (41.60, 41.48, 42.34, 41.95, 41.86, 42.18, 41.72, 42.26, 41.81, 42.04)

vereinbar ist.
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e In diesem Fall gilt T10 = 41.924, und aus (76) ergibt sich somit

|T(m‘1,... ,.CL'10)| = ‘\/E @‘

41.924 — 42.0
= vV10 —MMM—
‘ 0 0.10 |

= 240> zp.975 = 1.96,

wobei das Quantil 2y 975 = 1.96 aus Tabelle 1 entnommen wurde.

e Die Hypothese Hy : p = 42.0 wird also verworfen.

Beachte
1. Man kann sich leicht iiberlegen, dafs
o fiir die Giitefunktion a,, : R — [0, 1] dieses Tests
an(p) = PJ(IT(X1,...,X0)| > 21-0/2)

1- ‘I’(Z1—a/2 + NOU_ = \/ﬁ) + ‘I’(—Z1—a/2 + ,uog— a \/ﬁ)

fiir beliebige n € N und p € R gilt.
e Hieraus ergibt sich insbesondere, daf a,(u) > «a fiir beliebige n € N und p € R, und

lim a,(p) =1

n—oo

fiir jedes p # po-
e Der Test ist also unverfalscht und konsistent.

2. Falls die Hypothese Hy : 1 = po gegen die (einseitige) Alternative Hy : u > uo getestet werden soll,
dh. O ={p: peR p > po} mit

O = {wo} bzw. Or={p: peRu>u}t,

dann konnte man zwar so wie bisher vorgehen und fiir die in (76) definierte Testgrofe T

e den kritischen Bereich K = {(z1,...,%5) : [T(21,...,%5)| > 21_q/2} betrachten.
e Ein besserer Test ergibt sich jedoch, wenn der folgende (einseitige) kritische Bereich

K' ={(z1,...,25): T(®1,.-- ,Tp) > 21 o}

betrachtet wird, denn fiir jedes pu > o gilt

1= 0 (10 + BB V) +0(—21 app + BB V) <1- (a0 + B E V).

3. Falls die Hypothese Hy : p = ug gegen die Alternative Hy : u < pg getestet werden soll, dann wird der
kritische Bereich K" = {(z1,... ,2,) : T(21,... ,2,) < —21_o} betrachtet.

Wir diskutieren nun einen Test des Erwartungswertes p, wobei angenommen wird, daff die Varianz o2 ebenfalls
unbekannt ist.
Beispiel Test des Erwartungswertes p (bei unbekannter Varianz o?)

e Im Unterschied zu dem vorhergehenden Beispiel nehmen wir nun an, daf X; ~N(u,o?) fiir ein (un-
bekanntes) 4 € R und ein (unbekanntes) o2 > 0.
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e Fiir einen vorgegebenen (hypothetischen) Zahlenwert puo € R soll erneut die Hypothese Hp : u = pg
(gegen die zweiseitige Alternative Hy : u # po) getestet werden.

e Dies bedeutet, daR jetzt © = {(u,0?) : p € R,0? > 0} mit
O = {(1:0): = pi0,0® >0} baw. Oy = {(10%) : £ pioso® > 0},

d.h., sowohl Hy als auch H; sind jetzt zusammengesetzte Hypothesen.

e Damit hingt auch zusammen, dafs die in (76) betrachtete Testgrofe T' nun nicht mehr geeignet ist,
weil in (76) die unbekannte Grofe o vorkommt.

e Wir betrachten vielmehr die Testgrofe T : R® — R mit

T(z1,... ,20) = v/n S _H0 (77)

Sn
e und den Schwellenwert ¢ = t,,_1,1_4/2, d.h. das (1 —a/2)-Quantil der t-Verteilung mit n — 1 Freiheits-
graden.

e Aus Korollar 5.25 ergibt sich dann, daB P, ,2)(|T(X1,-..,Xn)| > tp-1,1-a/2) = o fiir jedes 0> >0
gilt.
e Die Hypothese Hg : u = pio wird abgelehnt, falls |T'(x1,... ,2n)| > th—1,1-a/2-

Fiir « = 0.05 wollen wir nun priifen, ob

o die Hypothese Hy : p = 42.0 mit der schon in dem vorhergehenden Beispiel betrachteten (konkreten)
Stichprobe

(z1,...,210) = (41.60, 41.48, 42.34, 41.95, 41.86, 42.18, 41.72, 42.26, 41.81, 42.04)
vereinbar ist, wobei jetzt jedoch angenommen wird, daf die Varianz 02 unbekannt ist.
e Es gilt 19 = 41.924 und sfo = 0.0807 bzw. s19 = 0.284.
e Aus (77) ergibt sich somit, daf§

|T(.Z‘1,... ,£E10)| = ‘le %_OMO‘

41.924 — 42.0
N ‘\/E 0.284 ‘

= 0.846 < t9,0.975 = 2.262,
wobei das Quantil 9,975 = 2.262 aus Tabelle 3 entnommen wurde.
e Unter den jetzt gemachten Modellannahmen wird also die Hypothese Hy : p = 42.0 nicht verworfen.

e Der Hauptgrund hierfiir ist, da die Stichprobenvarianz s?, = 0.0807 deutlich grofer ist als der bei dem
vorhergehenden Beispiel betrachtete Wert o2 = 0.01 der (z.B. aufgrund von Vorinformationen) als bekannt
angenommenen Varianz ¢2.

e Mit anderen Worten: Wegen der relativ grofen Stichprobenvarianz s%, wird jetzt die Abweichung 0.076 =
|41.924 — 42.0| des Stichprobenmittels Tj9 = 41.924 von dem hypothetischen Erwartungswert po = 42.0
toleriert, wihrend sie bei dem vorhergehenden Beispiel (vor allem) wegen der kleineren Varianz o2 = 0.01
nicht toleriert wurde.

Beachte
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1. Falls die Hypothese Hy : p = po gegen die Alternative Hy : p > po getestet werden soll, dann wird
(8hnlich wie in dem vorhergehenden Beispiel) fiir die in (77) definierte Testgrofe T' der kritische Bereich
K' betrachtet mit

K' ={(®1,...,2p) : T(®1,... ,2n) > tn-1,1-a} -

2. Analog wird fiir den Test der Hypothese Hy : = po gegen die Alternative Hy : u < po der kritische

Bereich K" betrachtet mit

K"={(z1,...,zn) : T(1,--- ,%n) < —tn—1,1-a} -

Wenn die Varianz o2 der normalverteilten Stichprobenvariablen X7, ... , X, getestet werden soll, dann kann man
dhnlich wie in den beiden vorhergehenden Beispielen argumentieren. Dabei gibt es Ahnlichkeiten zur Konstruktion
der Konfidenzintervalle fiir 02, die in Abschnitt 5.3.4 diskutiert werden.

Beispiel Test der Varianz o® (bei bekanntem Erwartungswert p)

e Wir nehmen an, daf X; ~ N(u,o?) fiir ein (bekanntes) p € R und ein (unbekanntes) o2 > 0.
e Fiir einen vorgegebenen (hypothetischen) Zahlenwert o2 > 0 soll die Hypothese Hy : 02 = 03 (gegen
die Alternative H; : 02 # 03) getestet werden, d.h. © = {0? : 02 > 0} mit
Qo = {03} bzw. 01 ={0?: 0> #0a}}.

e Wir betrachten die Testgrofe T : R® — (0, 00) mit

T(@1,...7n) = —* (78)
0

und die Schwellenwerte ¢; = be’a /o b2w. ¢ = be,lfa /2- Dabei st 52 die in Abschnitt 5.3.4 eingefiihrte
Grofe

n

B= > (- ).
i=1
e Dann gilt P, (Xi,a/2 <T(X1,...,Xn) < X%,l—a/2) =1-a.
e Die Hypothese Hy : 0? = o3 wird abgelehnt, falls T'(z1,...,2,) < Xi,a/z oder T'(z1,...,m,) >
X?L,l—a/2'

Beachte

1. Die Giitefunktion a;, : © — [0, 1] dieses Tests mit

an(0®) = 1=P, (Xfw/2 <T(X1,...,X,) < be’kaﬂ)
02 n5’2 02
= 1—-PFp (0—2Xi,a/2 < J_2n < U_gxi,1—a/2)

hat kein Minimum im Punkt o2 = 0. Der Test ist also nicht unverfélscht.

2. Wenn jedoch beispielsweise die Hypothese Hy : 02 = o7 gegen die (einseitige) Alternative H; : 02 > 03
getestet werden soll, d.h. ©® = {¢? : ¢% > ¢} mit

Q¢ = {73} bzw. 0, = {o*: 0*> > 0},
dann wird der kritische Bereich

K' ={(z1,...,20): T(@1,... ,2p) > X?z,l—a} (79)
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Beispiel

Beachte

1.

betrachtet, und die Giitefunktion a, : @ — [0, 1] mit
an(0?) = Ppe(T(X1,...,Xn) > Xo1-0a)
&2

nSn 0'8 2
= P (7 > ﬁxn,ka)

ist monoton wachsend fiir o > 0. Der einseitige Test ist somit unverfilscht.

. Wegen dieser Monotonieeigenschaft ist durch den in (79) betrachteten kritischen Bereich K’ auch

ein (unverfiilschter) Test zum Niveau o der Hypothese Hy : 02 < 0 gegen die Alternativhypothese
H; : 0? > 0} gegeben.

. Analog liefert der kritische Bereich

K"={(z1,...,2) : T(21,... ,2p) < Xi,a}

einen (unverfilschten) Test zum Niveau o der Hypothesen Hy : 0% = 03 bzw. Hy : 0% > 0 gegen die
Alternativhypothese Hy : 0% < o3.

Test der Varianz o (bei unbekanntem Erwartungswert p)

Wir nehmen nun an, dal X; ~ N(u, o?) fiir ein (unbekanntes) x4 € R und ein (unbekanntes) o2 > 0.

Fiir einen vorgegebenen (hypothetischen) Zahlenwert 03 € R soll die Hypothese Hy : 02 = 03 (gegen
die Alternative H; : 02 # 03) getestet werden, d.h. © = {(u,0?%) : p € R,0? > 0} mit

Q0 = {(n,0%) : peR0? =03} bzw. 01 ={(n,0*) : peRo* #03}.
Wir betrachten die Testgrofe T : R* — (0, 00) mit

(n—1)sy

T(a"la--- rrn): o2
0

und die Schwellenwerte ¢; = X?z—l,a/Q bzw. ¢ = X?z—l,l—a/Q'
Aus Theorem 5.23 ergibt sich, daff

P(WTS (Xi—l,a/2 <T(Xi,...,Xn) < X?L—l,l—a/2) =l-a
fiir jedes p € R.
Die Hypothese Hy : 0 = o3 wird abgelehnt, falls

T(.Z'l, . ,.Z'n) < Xifl,a/2 oder T(mla s 7$n) > X?;,fl,lfa/Z -

Die Giitefunktion a,, : © — [0, 1] dieses Tests mit
an(ps ‘72) =1- P(y,a2) (Xi_1,a/2 <T(Xy,...,Xp) < XZ_1,1_Q/2)

hiingt nicht von g ab und hat (bei fixiertem p) kein Minimum im Punkt o? = 02. Der Test ist also
nicht unverfilscht.

. Wenn jedoch beispielsweise die Hypothese Hy : 02 = 02 gegen die (einseitige) Alternative H; : 02 > 03

getestet werden soll, d.h. © = {(u,0?) : p € R,0? > 02} mit
Q0 = {(1,0%) : pe R 0% =03} bzw. 01 ={(g,0%) : peRo*> >3},
dann wird der kritische Bereich

K'={(z1,...,2): T(@1,... ,2p) > erhl,l,a} (81)
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betrachtet, und die Giitefunktion a, : @ — [0, 1] mit

an(:uv 02) = P(u,az) (T(Xla cee aXn) > X?L—l,l—a)
(n-1)5%2 o
= P(u,o%(T" > pXi—l,l—a)

hingt nicht von g ab und ist monoton wachsend fiir ¢ > o02. Der einseitige Test ist somit unverfilscht.

3. Wegen dieser Monotonieeigenschaft ist durch den in (81) betrachteten kritischen Bereich K" auch
ein (unverfilschter) Test zum Niveau o der Hypothese Hy : 0% < o7 gegen die Alternativhypothese
H; : 0® > 0} gegeben.

4. Analog liefert der kritische Bereich
K" ={(z1,...,2) : T(x1,... ,2p) < xi_La}
einen (unverfiilschten) Test zum Niveau a der Hypothesen Hy : 02 = 02 bzw. Hy : 02 > o gegen die

Alternativhypothese H; : 0% < 0.

5.4.3 Zwei-Stichproben-Tests

So wie in Abschnitt 5.3.5 nehmen wir nun an, daf die Stichprobenvariablen X7,...,X,, (zweidimensionale)
normalverteilte Zufallsvektoren sind mit X; = (Xy;, X»;). Dabei setzen wir zunéchst voraus, daf die Komponenten
X1; und Xy; von X; unabhingige (jedoch im allgemeinen nicht identisch verteilte) Zufallsvariable sind.

Fiir zwei beliebige, jedoch vorgegebene Zahlen ny,ns € N betrachten wir also zwei unabhéngige Zufallsstichproben
(Xn, e ;Xlnl) und (X21, e ,X2n2), wobei wir

e die beobachteten Daten (z11,...,%1n,) und (z21,...,%an,) als Realisierungen von (Xi1,...,X1p,) bzw.
(Xa1,...,Xop,) auffassen und
e zur Vereinfachung der Schreibweise n = max{nj,n2} bzw. z; = (z1;,22) fiir i = 1,... ,n setzen.

Wir diskutieren in diesem Abschnitt nur Beispiele von zweiseitigen Tests. Wie in Abschnitt 5.4.2 gezeigt wurde,
lassen sich dann leicht die entsprechenden einseitigen Tests konstruieren.

Beispiel Test der Gleichheit zweier Erwartungswerte (bei bekannten Varianzen)

e Wir nehmen an, daf X;; ~ N(u1,0?) und Xo; ~ N(usa,02) fiir (unbekannte) puy, u2 € R und (bekannte)
02,02 > 0.

e Dabei soll die Hypothese Hy : u; = pe (gegen die Alternative Hy : p1 # po) getestet werden, d.h.
O = {(p1, p2) * pa, p2 € R} mit

O = {(p1,p2) : g1 = p2}  bzw.  O1 = {(p1, p2) 1 # po}

e Wir betrachten die Testgrofe T' : R2" — R mit

flnl - ang

T(Z1y-.. ,Tp) = —e=t2 (82)
o? U_%
ni Ny

und den Schwellenwert ¢ = 21 _g /2.
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Beispiel

Beispiel

Weil X1, ~ N(u1,02/n1) bzw. Xap, ~ N(ua, 02 /n2), gilt dann
P(lll,llQ) (|T(X15 v 7Xn)| > zl—a/2) =«

fiir alle p1, g2 € R mit gy = po.
Die Hypothese Hy : 11 = p2 wird abgelehnt, falls |T'(z1,... ,2n)| > 21_q/2-

Test der Gleichheit zweier Erwartungswerte (bei gleichen, jedoch unbekannten Varianzen)

Wir nehmen an, daf X1; ~ N(u1,0?) und Xo; ~ N(us,02) fiir (unbekannte) p1, s € R und (unbe-

kannte) 02,02 > 0 mit 0? = 02 = o2.

Dabei soll erneut die Hypothese Hy : 1 = p2 (gegen die Alternative Hy : pu; # p2) getestet werden,
dh. © = {(u1,p2,0%) : p1,p2 € R,0? > 0} mit

G)O = {(Nl’uz’az) P :N2} bzw. 0, = {(Nlau2a02) i 75 /J/Z}

Wir betrachten die Testgrofe T : R?® — R mit

N1 -N2 Tip, — T2n,
T(x1,...,2,) = 83
R N (83

wobei
1 ni n2
2 - - } : = 2 } : = 2
Sn1 ne n + Ny — 9 <z,_1 (mlz -’171111) + ar ($2z $2n2) ) .

Man kann zeigen, daf dann T'(X7,...,Xp) ~ tny4n,—2 fir g1 = po.

Mit dem Schwellenwert ¢ = t,,, 1, _21_q/2 ergibt sich also

P(m,,uz,ﬂ) (|T(X17 e X)) > tn1+n2—2,1—a/2) =

fiir alle pg, g2 € R mit gy = p» und fiir alle o2 > 0.
Die Hypothese Hyg : 1 = p2 wird somit abgelehnt, falls |T'(z1,... ,Zn)| > tn, 4ny—2,1—-a/2-

Test der Gleichheit zweier Varianzen (bei unbekannten Erwartungswerten)

Wir nehmen wir an, daff X1; ~ N(u1,0%) und Xo; ~ N(ua,03) fiir (unbekannte) pi,pu2 € R und
(unbekannte) 02,02 > 0.

Dabei soll die Hypothese Hy : 07 = o2 (gegen die Alternative H; : 02 # 02) getestet werden, d.h.
0= {(ulaNZaU%aU%) D, M2 € R: U%aff% > 0} mit
O = {(#i2,0%03) - 0 =03} baw. Oy = {(jn, 2 0% 03) : 0F £ 03)

Wir betrachten die Testgrofe T : R?® — R mit

Sg’nz
T($17...,$n):2—7 (84)
Slnl
wobei
1 i
_ 2 .
J:

Fiir 07 = 02 gilt dann
T(X1,...,Xn) ~Fpy_1n—1-
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Mit den Schwellenwerten ¢1 = Fy,, _1 n,—1,0/2 Und c2 = Fyp, 1 5, —1,1-a/2 gilt also

P(“lﬂ:“?:o'%v‘f%) (Fnz—l,nl—l,a/Z S T(X17 T 7Xn) S Fnzfl,nlfl,lfa/2) =1-a
fiir alle py, uo € R und fiir alle 02,03 > 0 mit 07 = o2.

Die Hypothese Hy : 02 = 02 wird somit abgelehnt, falls

T(xla'-' 7-7:") < Fnzfl,nlfl,a/2 oder T("El:-" 7'7:") > Fnzfl,n171,lfa/2-

Wir testen nun die Gleichheit zweier Erwartungswerte bei verbundenen Stichproben, vgl. das letzte Beispiel in
Abschnitt 5.3.5.

Dabei setzen wir voraus, daf ny = ns (= n). Die Zufallstichproben (Xi1,...,X1,) und (Xs1,... ,X2,) miissen
jedoch jetzt nicht unabhingig sein.

Beispiel

5.4.4

Wir nehmen an, daf E X;; = p1 und E Xo; = po fiir (unbekannte) uq, pus € R

Auflerdem seien die Differenzen Yi,...,Y, mit Y; = Xy; — X2; unabhingige und identisch (normal-)
verteilte Zufallsvariable mit ¥; ~ N(u; — p2,0?) fiir ein (unbekanntes) o2 > 0.

Es soll die Hypothese Hy : u1 = po (gegen die Alternative Hy : p; # u2) getestet werden, d.h.
© = {(p1, p2,0%) : piy, p2 € R0 > 0} mit

00 = {(p1,p2,0%) : iy =2} bzw.  O1 ={(u1,p2,0%) 1 1 # pa2}

Wir betrachten die Testgrofe T : R2® — R mit

T(z1,... ,o0) = /n 22 | (85)

wobei g, = £ 21% und s2, = 15 El(yz — 7).
1= =
Dann gilt T(X1,... ,X,) ~ tp—1 fir g1 = po.

Mit dem Schwellenwert ¢ = #,,_; ;_4/2 ergibt sich also

P(N17N2a<72) (|T(X17 e 7X")| > tn_l,l_a/2) =a

fiir alle yy, o € R mit p; = po und fiir alle o2 > 0.
Die Hypothese Hy : 11 = p2 wird somit abgelehnt, falls |T'(z1,... ,2n)| > th_11-a/2-

Asymptotische Parametertests

Wir kehren zunéchst zur Betrachtung des Ein-Stichproben-Falles zuriick. D.h., wir nehmen an, daff

e ein Datensatz (x1,...,2,) beobachtet wird, den wir als Realisierung einer Zufallsstichprobe (Xi,... ,Xp)
auffassen.
e Dabei setzen wir jetzt nicht mehr voraus, daf die Stichprobenvariablen X;, X5,... normalverteilt sind,

sondern lediglich, daf§

o die Verteilungsfunktion F' von X; zu einer (beliebigen) parametrischen Familie A = {Fp, § € O} von

Verteilungsfunktionen gehort.
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So wie bisher in Abschnitt 5.4 betrachten wir

e eine Zerlegung © = Q¢ U ©; des Parameterraumes in zwei disjunkte Teilmengen ©g, ®; und
e die zugehorigen Hypothesen Hy : 0 € O bzw. H; : § € 0.
e Auflerdem betrachten wir fiir jedes n = 1,2, ... eine Borel-Menge K,, C R” und

e eine Stichprobenfunktion ¢, : R* — {0, 1} mit

1, falls (z1,...,2,) € K,
On(Z1ye-e  Ty) =
0, falls (z1,...,2,) & K.

Definition 5.29 Sei a € (0,1) ein beliebige (vorgegebene) Zahl. Dann sagt man, daf durch die Folge von
Stichprobenfunktionen {¢,} ein asymptotischer Parametertest zum Niveau a gegeben ist, falls

lim Py(¢n(X,..., Xp) =1) <a

n—oo

fiir jedes 8 € Og gilt.

Ahnlich wie bei der Konstruktion asymptotischer Konfidenzintervalle in Abschnitt 5.3.6 vorgehend, konstruieren
wir nun asymptotische Tests bei Poisson- bzw. Bernoulli-Verteilung.

So wie in Abschnitt 5.4.3 diskutieren wir lediglich Beispiele von zweiseitigen asymptotischen Tests. Hiervon
ausgehend lassen sich dann leicht die entsprechenden einseitigen asymptotischen Tests konstruieren.
Beispiel Test des Erwartungswertes A bei Poisson-Verteilung

e Wir nehmen an, daff X; ~ Poi()) fiir ein (unbekanntes) A > 0.

e Fiir einen vorgegebenen (hypothetischen) Zahlenwert Ag > 0 soll die Hypothese Hy : A = A¢ (gegen
die Alternative Hy : X # Ag) getestet werden, d.h. ® = {A: XA > 0} mit

@0 = {)\0} bzw. (")1 = {)\ A # )\0}

e Wir betrachten die Testgrofe T3, : R — R mit

En - )\0 —_
vn e — falls z, > 0
Tn(z1,... ,2n) = Vn (86)

0, falls z, =0

und den Schwellenwert ¢ = 21 _g /2.

e Dann gilt (vgl. die Uberlegungen im ersten Beispiel des Abschnittes 5.3.6)

nli—>nclop)\o(|Tn(X17--- aXn)| > Zl—a/Z) =a.

e Durch die in (86) eingefiihrte Folge {T,,} von Testfunktionen ist also ein asymptotischer Test des
Erwartungswertes A zum Niveau a gegeben.

e Dabei wird bei der praktischen Anwendung dieses Tests (bei grofiem Stichprobenumfang n) die Hy-
pothese Hy : A = Ao abgelehnt, falls |T5,(z1,... ,20)| > 21_q/2-
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Beispiel Test der ,,Erfolgswahrscheinlichkeit” p bei Bernoulli-Verteilung

e Es gelte nun X; ~ Bin(1,p) fiir ein (unbekanntes) p € (0,1), wobei

e fiir einen vorgegebenen (hypothetischen) Zahlenwert pg € (0,1) die Hypothese Hy : p = po (gegen die
Alternative H; : p # po) getestet werden soll, d.h. @ = {p: p € (0,1)} mit

©0 = {po} bzw. O1={p: p#po}

e Wir betrachten die Testgrofe T;, : R* — R mit

Tn — Po _
\/’ﬁ%, fallsO<a:n<1
To(@1,... %) = VZn(l —7n) (87)
0 sonst,

und den Schwellenwert ¢ = 2;_, /5.

e Dann gilt (vgl. die Uberlegungen im zweiten Beispiel des Abschnittes 5.3.6)

nli—>n;oppo(|Tn(X17 e Xn)| > zl—a/z) e

e Durch die in (87) eingefiihrte Folge {T),} von Testfunktionen ist also ein asymptotischer Test des
Parameters p zum Niveau a gegeben.

e Bei grofem n wird die Hypothese Hy : p = po abgelehnt, falls [T, (x1,... ,25)| > 21_q/2-

Wir betrachten nun noch zwei Beispiele von asymptotischen Tests fiir den Zwei-Stichproben-Fall.

e Seien nq,n2 € N zwei (grofse) vorgegebene Zahlen.

e So wie im ersten Teil des Abschnittes 5.4.3 fassen wir die (konkreten) Stichproben (zi1,...,%1p,) und
(x21,... ,%2n,) als Realisierungen von zwei unabhingigen (d.h. nicht verbundenen) Zufallsstichproben
(Xlla e :X1n1) bzw. (X21, [N ;X2n2) auf.

o Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir n = max{ny,na} bzw. z; = (z1;,22) firi=1,... ,n.

Beispiel Test der Gleichheit zweier Erwartungswerte (bei Poisson-Verteilung)

e Wir nehmen an, daf X;; ~ Poi(\;) und Xo; ~ Poi()2) fiir (unbekannte) A1, A2 > 0.
e Dabei soll die Hypothese Hy : A1 = A2 (gegen die Alternative H; : A1 # A2) getestet werden, d.h.
0= {()\1,)\2) DAL, A > 0} mit
O = {(/\la)‘Z) A= /\2} bzw. 0, = {()\1,)\2) D VS )\2}

e Wir betrachten die Testgrofe T), : R2* — R mit

T —T _ _
—Am - T2ns - falls max{Fin,,ZTon, } > 0
mlnl + 372n2

nq na

0 sonst

und den Schwellenwert ¢ = 21_, /2.
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e Dann gilt (vgl. die Uberlegungen im dritten Beispiel des Abschnittes 5.3.6)
nh—>ngo P()\l,)\z) (|T"(X17 s 7XTL)| > Zl—a/Z) =«

fiir beliebige A1, A2 > 0 mit Ay = As.

e Durch die in (88) eingefiihrte Folge {7} von Testfunktionen ist also ein asymptotischer Test der
Hypothese Hy : Ay = Ay zum Niveau o gegeben.

e Bei grofiem n wird die Nullypothese Ho abgelehnt, falls [T, (z1,. .. , %) > 21_q/2.

Beispiel Test der Gleichheit zweier ,Erfolgswahrscheinlichkeiten” (bei Bernoulli- Verteilung)

e Es gelte nun X;; ~ Bin(1,p;) und X5; ~ Bin(1,ps) fiir (unbekannte) p;,ps € (0,1), wobei

e die Hypothese Ho : p1 = p» (gegen die Alternative Hy : p1 # p2) getestet werden soll, d.h. © =
{(p1,p2) : p1,p2 € (0,1)} mit

©o = {(p1,p2) : p1 =p2}  bzw.  O1 = {(p1,p2) : p1 # P2}

e Wir betrachten die TestgroRe T, : R2® — R mit

falls 0 < T1p, < 1 oder 0 < Tap, <1

El _ fz _ ’
Tn(.’L'l,... ,a:n)z \j#(l_mlﬂd)'{' nn2(1_x2n2)

0 sonst

und den Schwellenwert ¢ = 21 _4 /2.

e Dann ergibt sich (auf die gleiche Weise wie in dem vorhergehenden Beispiel), daf
nlggo Pipy o) ([ Tn(X1, -, Xin)| > zl—a/2) =

fiir beliebige p1,p2 € (0,1) mit p; = po.

e Durch die in (89) eingefiihrte Folge {T,,} von Testfunktionen ist also ein asymptotischer Test der
Hypothese Hy : p1 = pa zum Niveau a gegeben.

e Bei grofiem n wird die Nullypothese Ho abgelehnt, falls [T, (1, ... ,2n)| > 21_q/2-

5.4.5 x2-Anpassungstest; Monte-Carlo-Simulation

In diesem Abschnitt setzen wir nicht voraus, dafs die Familie A der insgesamt in Betracht gezogenen Verteilungs-
funktionen F' der Stichprobenvariablen X; eine parametrische Familie von Verteilungsfunktionen ist.

e Dabei soll die Hypothese Hy : F' = Fy getestet werden, daff die Verteilungsfunktion F' der Stichproben-
variablen X; gleich einer vorgegebenen (hypothetischen) Verteilungsfunktion Fy ist (gegen die Alternativ-
hypothese H; : F # Fp).

e Zur Uberpriifung der Hypothesen
Hy:F=F, versus H, :F #F (90)
werden in der Literatur verschiedene asymptotische Tests vorgeschlagen.

e Ein solches Verfahren ist beispielsweise der sogenannte Kolmogorow-Smirnow-Test, der auf der Untersuchung
der in (16) eingefiihrten empirischen Verteilungsfunktion F;, : R x R® — [0, 1] beruht, wobei

~

1 .
Fn(.Z';.’L'l,...,.’En)Zﬁl{ZZ 1SZSTL,$,S$}|
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e Dabei wird die Testgrofe T, : R* — [0, 00) betrachtet mit

To(z1,-..,20) =/ su§|ﬁ'n(a:;x1,... ,Tn) — Fo(z)|.
zTE

e Die Hypothese Hy : F = Fy wird abgelehnt, wenn T, (x1, ... ,2,) > & _o, wobei &, das (1 — a)-Quantil
der in (24) gegebenen Grenzverteilung bezeichnet.

e Der Kolmogorow-Smirnow-Test hat jedoch den Nachteil, daf die Bestimmung der empirischen Verteilungs-
funktion F,, relativ aufwendig ist, wenn der Stichprobenumfang n grofs ist.

Wir vereinfachen deshalb die urspriingliche Fragestellung (90) auf die folgende Weise.

o Zerlegen den Wertebereich der Stichprobenvariablen X; in r Klassen (ay, b1], ... , (ar, b.] mit
—o<a<b=a<b=...=a <b <0,

wobei r eine (hinreichend grofie) natiirliche Zahl ist.

e Anstelle der Zufallsstichprobe (Xi,...,X,) betrachten wir den Zufallsvektor (Y7,...,Y;) der ,Klassen-
starken”, wobei

Y= [i:1<i<n,a; <X <b}l, j=1...,r. (91)

Lemma 5.30 Der in (91) definierte Zufallsvektor (Y1, ... ,Y;) ist multinomialverteilt mit den Parametern n € N
und p = (p1,-.. ,pr—1) € [0,1]"71 , d.h,, fiir beliebige Zahlen ki,... k. € N mit k1 + ...+ k, = n gilt

n!

— _ _ k k.
P(Yl —kl,... ,YT —kT) = k‘llk‘r' pll pr y (92)
wobei p; = F(b;) — F(a;) fiir jedes j =1,...,r.
Beweis Weil die Stichprobenvariablen X, ... , X,, unabhingig und identisch verteilt sind (mit der Verteilungs-

funktion F), gilt
P(X1 c (ail,bil],.. . ,Xn c (a,-n,b,-n]) = HF(b’;) — F(a,-].)
Jj=1

fiir jede Folge von Intervallen (a;,,b;,],--. , (ai,, b;,]- Hieraus ergibt sich (92) durch Permutation der Stich-
probenvariablen.
Beachte
e Die Multinomialverteilung mit den Parametern n € N und p = (p1,... ,pr—1) € [0,1]" ! bezeichnen

wir mit M,_1(n,p).
e Fiir den Parameter(-vektor) p = (p1, ... ,pr—1) € [0,1]"~! der Multinomialverteilung M,_; (n,p) gilt

r—1
0<p=1-)Y pi<1,

i=1
d.h., die Wahrscheinlichkeit p, wird durch p = (p1,...,pr—1) eindeutig bestimmt.

e Mit anderen Worten: p, ist keine unabhingig von p wihlbare Parameterkomponente.
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e Man kann sich leicht {iberlegen, daf fiir r = 2 die Multinomialverteilung M; (n, p;) mit der Binomial-
verteilung Bin(n, p;) {ibereinstimmt.

Anstelle die urspriingliche Fragestellung (90) zu untersuchen, testen wir nun

e die Hypothese Hg : p = py (gegen die Alternative Hy : p # po) fiir einen vorgegebenen (hypothetischen)
r—1
Vektor po = (po,1;--- ,Po,r—1) € (0,1)"~" mit Y po; < 1.
i=1

e Wir zerlegen also die Familie A der insgesamt in Betracht gezogenen Verteilungsfunktionen F' in die Teil-
mengen

A0={F:F(bj)—F(aj)zpo,j\?’jzl,...,r—l} bzw. A1:A\A0.

e Wir betrachten die Testgrofe T, : R” — [0, 00) mit

2

"\ (yj(z1,--- yTn) —npoj
Tn(wl,...,xn)=z ( ! J) ; (93)
= NPo,;
wobei y;(21,... ,z,) die Anzahl derjenigen Stichprobenwerte 1, ... ,z, bezeichnet, die im Intervall a;, b;]

liegen.
e Mit Hilfe von Lemma 5.30 kann man zeigen, daf

lim Pp(To(X1,..., Xn) > Xo 11-0) =@ (94)

n—o0

fir jede Verteilungsfunktion F' der Stichprobenvariablen X; gilt, fur die po; = F(b;) — F(a;) fir jedes
j=1...,r.

e Bei grofsem n wird die Hypothese Hy : p = py abgelehnt, falls

Tn(.'lfl,... ,.'l]'n) > Xif]_’]_,a- (95)

Beachte

e Als der Entdecker” des Grenzwertsatzes (94) gilt der britische Statistiker Karl Pearson (1857-1936).
e Der asymptotische Test (95), der auf dem Grenzwertsatz (94) beruht, heift x2- Anpassungstest.

Wie das folgende Beispiel zeigt, kann der x2-Anpassungstest zur Uberpriifung der Giite von Zufallszahlen-
generatoren bei der Monte-Carlo-Simulation verwendet werden.
Beispiel Test auf Gleichverteilung

e Wir nehmen an, daf die Daten z1,... ,z, sogenannte Pseudozufallszahlen sind, die von einem Zufalls-
zahlengenerator erzeugt worden sind.

Dabei wollen wir priifen, ob die Stichprobe (z1,...,z,) als Realisierung von Stichprobenvariablen
Xi,...,X, angesehen werden kann, die gleichverteilt im Intervall (0, 1] sind.

Wir zerlegen das Intervall (0,1] in 7 gleichlange Teilintervalle (0,1/r],...,((r —1)/r,1] und

betrachten den (r — 1)-dimensionalen (hypothetischen) Vektor po = (1/r,...,1/r) bzw.
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e die Testgroke T, : R* — [0, 00) mit

<

Tn(ml,-.. 7;(;") — Z (y](ﬂh, 73;”) —n/r)2

= n/r
wobei y;(z1,...,2,) = |{i : 1 <i<mn,j—1<rz; <j}| die Anzahl derjenigen Pseudozufallszahlen
Z1,...,%, bezeichnet, die im Intervall ((j — 1)/r,j/r] liegen.

e Bei grofem n wird die Hypothese Hy : p = po abgelehnt, falls T'(z1,... ,z,) > X?‘—l,l—a‘

Fiir a = 0.05, n = 100 000 und r = 10 wollen wir nun priifen, ob

e die Hypothese der Gleichverteilung mit einer (konkreten) Stichprobe (z1,...,Z100000) von Pseudozufalls-
zahlen vereinbar ist, fiir die sich der folgende Vektor der Klassenhdufigkeiten (y1, ... ,y10) ergibt:
Y1 ‘ Y2 ‘ Y3 ‘ Ya ‘ Ys ‘ Ye ‘ Y7 ‘ Ys ‘ Yo ‘ Y10

9995 | 10045 | 10127 | 9816 | 10130 | 10040 | 9890 | 9858 | 10083 | 10016

e In diesem Fall ist T100000(Z1,--- ; Z100000) = 10.99, und es gilt somit
Tmo 000($1, ..., 2100 000) =10.99 < X3,0.95 = 1692,
wobei das Quantil x3 ¢ g5 = 16.92 aus Tabelle 2 entnommen wurde.

e Die Hypothese der Gleichverteilung wird also nicht verworfen.

Bei der Uberpriifung der Giite von Zufallszahlengeneratoren sind nicht nur Tests auf Gleichverteilung von Inter-
esse. Ein weiteres Glitekriterium besteht darin, ob die von einem Zufallszahlengenerator erzeugten Pseudozufalls-
zahlen x1,xa,... als Realisierungen unabhdngiger Zufallsvariablen X7, Xo,... angesehen werden kénnen.

Der folgende Test auf Unabhiingigkeit fiihrt erneut zur Konstruktion eines y2-Anpassungstests.

Beispiel Test auf Unabhdngigkeit (Run-Test)

e Wir wollen nun priifen, ob die Pseudozufallszahlen x1,2,,... als Realisierungen von unabhingigen
Zufallsvariablen X7, Xs,... angesehen werden konnen, die gleichverteilt im Intervall (0, 1] sind.
e Hierfiir definieren wir die Zufallsvariablen Uy, Us, ... rekursiv durch
Ujt1 =min{i: i >U; + 1, X; > X;1a}, (96)

wobei Uy = min{i 1> 1,X; > Xi_|_1}.
e Die Zufallsvariablen V1, V5,... mit

‘/IZUI; V}+1:Uj+1—Uj—1 fﬁrj:1,2,... (97)

werden dann die Runs der Folge X1, X5, ... genannt.
e Man kann zeigen, daf die in (97) eingefiihrten Zufallsvariablen V},V5,... unabhingig und identisch

verteilt sind mit

k
(k+ 1!

P(V;=k) = k=1,2,..., (98)

falls die Zufallsvariablen X, X, ... unabhingig und (identisch) gleichverteilt im Intervall (0, 1] sind.
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e Es mdgen nun hinreichend viele Pseudozufallszahlen z1,z2 ... erzeugt werden, so daf sich aus ihnen
gemaf (96) und (97) die n Runs vy, ... ,v, ergeben.
e Wir zerlegen die positive Halbachse in r Intervalle (a1,b1], ... , (ar, by], so daff
e die Wahrscheinlichkeiten k
Po,j = Z T j=1,...,r
keNN(a;,b;] k+1)!

anndhernd gleich sind, und

o fiir diese Wahrscheinlichkeiten betrachten wir den (r — 1)-dimensionalen (hypothetischen) Vektor py =
(Po,15- -+ »Do,r—1) bzw.

e die Testgroke T}, : R* — [0, 00) mit

~ (y;(v Un) — npo,;)?
Toorse.. ) = 3 Wil stn) Z 1oy
— npo,;
7j=1
wobei y;(vi,...,vn) =[{i: 1 <i<m, j—1<rv; <j}| die Anzahl derjenigen Runléingen vy, ... ,v,
bezeichnet, die in der j-ten Klasse liegen.
e Bei grofem n, was die Erzeugung entsprechend vieler Pseudozufallszahlen zy,zs, ... erfordert, wird

die Hypothese Hy : p = po abgelehnt, falls T'(vy,... ,v,) > X3—1,1—a-
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6 Tabellen fiir Verteilungsfunktionen und Quantile

Tabelle 1 Verteilungsfunktion ®(z) der Standardnormalverteilung
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x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 | 0,500000 0,503989 0,507978 0,511967 0,515953 0,519939  0,523922  0,527903 0,531881  0,535856
0,1 | 0,539828 0,543795 0,547758 0,551717 0,555670 0,559618  0,563559  0,567495 0,571424  0,575345
0,2 | 0,579260 0,583166 0,587064 0,590954 0,594835 0,598706  0,602568 0,606420 0,610261  0,614092
0,3 | 0617911 0,621719 0,625516 0,629300 0,633072 0,636831  0,640576  0,644309  0,648027  0,651732
0,4 | 0,655422 0,659097 0,662757 0,666402 0,670031 0,673645 0,677242  0,680822  0,684386  0,687933
0,5 | 0,691462 0,694974 0,698468 0,701944  0,705402 0,708840  0,712260 0,715661  0,719043  0,722405
0,6 | 0,725747 0,729069 0,732371 0,735653  0,738914  0,742154 0,745373  0,748571 0,751748  0,754903
0,7 | 0,758036 0,761148 0,764238 0,767305 0,770350 0,773373  0,776373  0,779350  0,782305  0,785236
0,8 | 0,788145 0,791030 0,793892 0,796731 0,799546 0,802338  0,805106 0,807850  0,810570  0,813267
0,9 | 0,815940 0,818589 0,821214 0,823814 0,826391 0,828944 0,831472 0,833977  0,836457  0,838913
1,0 | 0,841345 0,843752 0,846136  0,848495 0,850830 0,853141 0,855428 0,857690 0,859929  0,862143
1,1 | 0,864334  0,866500 0,868643 0,870762 0,872857 0,874928 0,876976 0,878999  0,881000 0,882977
1,2 | 0,884930 0,886860 0,888767 0,890651 0,892512  0,894350 0,896165 0,897958 0,899727  0,901475
1,3 | 0,903199  0,904902  0,906582 0,908241  0,909877 0,911492 0,913085 0,914656 0,916207 0,917736
1,4 | 0,919243  0,920730  0,922196 0,923641  0,925066  0,926471 0,927855 0,929219  0,930563  0,931888
1,5 | 0,933193  0,934478 0,935744  0,936992  0,938220  0,939429  0,940620 0,941792  0,942947  0,944083
1,6 | 0,945201  0,946301  0,947384  0,948449  0,949497  0,950529 0,951543 0,952540 0,953521  0,954486
1,7 | 0,955435  0,956367 0,957284  0,958185  0,959071  0,959941  0,960796 0,961636  0,962462  0,963273
1,8 | 0,964070 0,964852  0,965621 0,966375 0,967116 0,967843 0,968557 0,969258  0,969946  0,970621
1,9 | 0,971284 0,971933  0,972571  0,973197 0,973810 0,974412 0,975002 0,975581 0,976148  0,976705
2,0 | 0,977250 0,977784 0,978308 0,978822 0,979325 0,979818  0,980301  0,980774  0,981237  0,981691
2,1 | 0,982136 0,982571 0,982997 0,983414 0,983823 0,984222 0,984614  0,984997  0,985371  0,985738
2,2 | 0,986097 0,986447 0,986791 0,987126 0,987455 0,987776  0,988089  0,988396  0,988696  0,988989
2,3 | 0,989276 0,989556  0,989830 0,990097 0,990358  0,990613  0,990863 0,991106 0,991344  0,991576
2,4 | 0,991802 0,992024 0,992240 0,992451  0,992656  0,992857  0,993053  0,993244  0,993431  0,993613
2,5 | 0,993790 0,993963  0,994132  0,994297  0,994457  0,994614  0,994766  0,994915  0,995060  0,995201
2,6 | 0,995339 0,995473  0,995603 0,995731 0,995855 0,995975  0,996093  0,996207  0,996319  0,996427
2,7 | 0,996533  0,996636  0,996736  0,996833  0,996928  0,997020  0,997110  0,997197  0,997282  0,997365
2,8 | 0,997445 0,997523  0,997599  0,997673 0,997744  0,997814  0,997882  0,997948  0,998012  0,998074
2,9 | 0,998134 0,998193 0,998250 0,998305 0,998359 0,998411  0,998462  0,998511  0,998559  0,998605
3,0 | 0,998650 0,998694 0,998736 0,998777 0,998817  0,998856  0,998893  0,998930  0,998965  0,998999
3,5 | 0,999767  0,999776  0,999784  0,999792  0,999800  0,999807  0,999815  0,999821  0,999828  0,999835
4,0 | 0,999968 0,999970  0,999971  0,999972  0,999973  0,999974  0,999975  0,999976  0,999977  0,999978
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Tabelle 2 ~-Quantil x7_, der x*-Verteilung mit r Freiheitsgraden

r\7v .005 .01 .025 .05 .10 .90 .95 975 .99 .995
1 .00004 | .00016 | .00098 | .0039 .0158 2.71 3.84 5.02 6.63 7.88
2 .0100 .0201 .0506 .1026 .2107 4.61 5.99 7.38 9.21 10.60
3 0717 115 216 .352 .584 6.25 7.81 9.35 11.34 12.84
4 207 .297 .484 711 1.064 7.78 9.49 11.14 13.28 14.86
5 412 .554 .831 1.15 1.61 9.24 11.07 12.83 15.09 16.75
6 676 .872 1.24 1.64 2.20 10.64 12.59 14.45 16.81 18.55
7 .989 1.24 1.69 2.17 2.83 12.02 14.07 16.01 18.48 20.28
8 1.34 1.65 2.18 2.73 3.49 13.36 15.51 17.53 20.09 21.96
9 1.73 2.09 2.70 3.33 4.17 14.68 16.92 19.02 21.67 23.59
10 2.16 2.56 3.25 3.94 4.87 15.99 18.31 20.48 23.21 25.19
11 2.60 3.05 3.82 4.57 5.58 17.28 19.68 21.92 24.73 26.76
12 3.07 3.57 4.40 5.23 6.30 18.55 21.03 23.34 26.22 28.30
13 3.57 4.11 5.01 5.89 7.04 19.81 22.36 24.74 27.69 29.82
14 4.07 4.66 5.63 6.57 7.79 21.06 23.68 26.12 29.14 31.32
15 4.6 5.23 6.26 7.26 8.55 22.31 25 27.49 30.58 32.80
16 5.14 5.81 6.91 7.96 9.31 23.54 26.30 28.85 32.00 34.27
18 6.26 7.01 8.23 9.39 10.86 25.99 28.87 31.53 34.81 37.16
20 7.43 8.26 9.59 10.85 12.44 28.41 31.41 34.17 37.57 40.00
24 9.89 10.86 12.40 13.85 15.66 33.20 36.42 39.36 42.98 45.56
30 13.79 14.95 16.79 18.49 20.60 40.26 43.77 46.98 50.89 53.67
40 20.71 22.16 24.43 26.51 29.05 51.81 55.76 59.34 63.69 66.77
60 35.53 37.48 40.48 43.19 46.46 74.40 79.08 83.30 88.38 91.95
120 83.85 86.92 91.58 95.70 | 100.62 | 140.23 | 146.57 | 152.21 | 158.95 | 163.64
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Tabelle 3 ~v-Quantil ¢, der t-Verteilung mit r Freiheitsgraden

r\~v| 065 | 07 | 0,75 | 08 | 085 | 09 | 095 | 0975 | 0,99 | 0,995
1 | o510 | 0,727 | 1,000 | 1,376 | 1,963 | 3,078 | 6,314 | 12,706 | 31,821 | 63,656
2 | 0,445 | 0,617 | 0,816 | 1,061 | 1,386 | 1,886 | 2,920 | 4,303 | 6,965 | 9,925
3 | 0424 | 0,584 | 0,765 | 0,978 | 1,250 | 1,638 | 2,353 | 3,182 | 4,541 | 5,841
4 | 0,414 | 0,569 | 0,741 | 0,941 | 1,190 | 1,533 | 2,132 | 2,776 | 3,747 | 4,604
5 | 0,408 | 0,559 | 0,727 | 0,920 | 1,156 | 1,476 | 2,015 | 2,571 | 3,365 | 4,032
6 | 04404 | 0,553 | 0,718 | 0,906 | 1,134 | 1,440 | 1,943 | 2,447 | 3,143 | 3,707
7 | 0402 | 0,549 | 0,711 | 0,896 | 1,119 | 1,415 | 1,895 | 2,365 | 2,998 | 3,499
8 | 0,399 | 0,546 | 0,706 | 0,889 | 1,108 | 1,397 | 1,860 | 2,306 | 2,896 | 3,355
9 | 0,398 | 0,543 | 0,703 | 0,883 | 1,100 | 1,383 | 1,833 | 2,262 | 2,821 | 3,250
10 | 0,397 | 0,542 | 0,700 | 0,879 | 1,093 | 1,372 | 1,812 | 2,228 | 2,764 | 3,169
11 | 0,396 | 0,540 | 0,697 | 0,876 | 1,088 | 1,363 | 1,796 | 2,201 | 2,718 | 3,106
12 | 0,395 | 0,539 | 0,695 | 0,873 | 1,083 | 1,356 | 1,782 | 2,179 | 2,681 | 3,055
13 | 0,394 | 0,538 | 0,694 | 0,870 | 1,079 | 1,350 | 1,771 | 2,160 | 2,650 | 3,012
14 | 0,393 | 0,537 | 0,692 | 0,868 | 1,076 | 1,345 | 1,761 | 2,145 | 2,624 | 2,977
15 | 0,393 | 0,536 | 0,691 | 0,866 | 1,074 | 1,341 | 1,753 | 2,131 | 2,602 | 2,947
16 | 0,392 | 0,535 | 0,690 | 0,865 | 1,071 | 1,337 | 1,746 | 2,120 | 2,583 | 2,921
17 | 0,392 | 0,534 | 0,689 | 0,863 | 1,069 | 1,333 | 1,740 | 2,110 | 2,567 | 2,898
18 | 0,392 | 0,534 | 0,688 | 0,862 | 1,067 | 1,330 | 1,734 | 2,01 | 2,552 | 2,878
19 | 0,391 | 0,533 | 0,688 | 0,861 | 1,066 | 1,328 | 1,729 | 2,093 | 2,539 | 2,861

20 | 0,391 | 0,533 | 0,687 | 0,860 | 1,064 | 1,325 | 1,725 | 2,086 | 2,528 | 2,845
21 | 0,391 | 0,532 | 0,686 | 0,859 | 1,063 | 1,323 | 1,721 | 2,080 | 2,518 | 2,831
22 | 0,390 | 0,532 | 0,686 | 0,858 | 1,061 | 1,321 | 1,717 | 2,074 | 2,508 | 2,819
23 | 0,390 | 0,532 | 0,685 | 0,858 | 1,060 | 1,319 | 1,714 | 2,069 | 2,500 | 2,807
24 | 0,390 | 0,531 | 0,685 | 0,857 | 1,059 | 1,318 | 1,711 | 2,064 | 2,492 | 2,797
25 | 0,390 | 0,531 | 0,684 | 0,856 | 1,058 | 1,316 | 1,708 | 2,060 | 2,485 | 2,787
30 | 0,389 | 0,530 | 0,683 | 0,854 | 1,055 | 1,310 | 1,697 | 2,042 | 2,457 | 2,750
40 | 0,388 | 0,529 | 0,681 | 0,851 | 1,050 | 1,303 | 1,684 | 2,021 | 2,423 | 2,704
50 | 0,388 | 0,528 | 0,679 | 0,849 | 1,047 | 1,299 | 1,676 | 2,009 | 2,403 | 2,678
60 | 0,387 | 0,527 | 0,679 | 0,848 | 1,045 | 1,296 | 1,671 | 2,000 | 2,390 | 2,660
70 | 0,387 | 0,527 | 0,678 | 0,847 | 1,044 | 1,294 | 1,667 | 1,994 | 2,381 | 2,648
80 | 0,387 | 0,526 | 0,678 | 0,846 | 1,043 | 1,292 | 1,664 | 1,990 | 2,374 | 2,639
90 | 0,387 | 0,526 | 0,677 | 0,846 | 1,042 | 1,291 | 1,662 | 1,987 | 2,368 | 2,632
100 | 0,386 | 0,526 | 0,677 | 0,845 | 1,042 | 1,200 | 1,660 | 1,984 | 2,364 | 2,626
150 | 0,386 | 0,526 | 0,676 | 0,844 | 1,040 | 1,287 | 1,655 | 1,976 | 2,351 | 2,609
200 | 0,386 | 0,525 | 0,676 | 0,843 | 1,039 | 1,286 | 1,653 | 1,972 | 2,345 | 2,601
500 | 0,386 | 0,525 | 0,675 | 0,842 | 1,038 | 1,283 | 1,648 | 1,965 | 2,334 | 2,586
1000 | 0,385 | 0,525 | 0,675 | 0,842 | 1,037 | 1,282 | 1,646 | 1,962 | 2,330 | 2,581
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Tabelle 4a ~-Quantil F, ; , der F-Verteilung mit (r, s) Freiheitsgraden
s\r | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 5
1 161 200 216 225 230 234 237 239 241 242 243 244 0,95
4052 | 4999 | 5403 | 5625 | 5764 | 5859 | 5928 | 5981 | 6022 | 6056 | 6082 | 6106 || 0,99
2 18,51 | 19,00 | 19,16 | 19,25 | 19,30 | 19,33 | 19,36 | 19,37 | 19,38 | 19,39 | 19,40 | 19,41 || 0,95
98,49 | 99,00 | 99,17 | 99.25 | 99,30 | 99,33 | 99,34 | 99,36 | 99,38 | 99,40 | 99.41 | 99,42 || 0,99
3 |[1013] 955 | 928 | 912 | 9,01 | 894 | 888 | 884 | 881 | 8,78 | 8,76 | 874 | 0,95
30,82 | 29,46 | 28,71 | 28,24 | 27,91 | 27,67 | 27,49 | 27,34 | 27,23 | 27,13 | 27,05 | 26,92 || 0,99
4 7,71 6,94 | 6,59 | 6,39 | 6,26 6,16 | 6,09 | 6,04 | 6,00 5,96 | 5,93 5,91 0,95
21,20 | 18,00 | 16,69 | 15,98 | 15,52 | 15,21 | 14,98 | 14,80 | 14,66 | 14,54 | 14,45 | 14,37 || 0,99
5 661 | 579 | 541 | 519 | 505 | 495 | 488 | 482 | 4,78 | 4,74 | 470 | 4,68 || 0,95
16,26 | 13,27 | 12,06 | 11,39 | 10,97 | 10,67 | 10,45 | 10,27 | 10,15 | 10,05 | 9,96 | 9,89 || 0,99
6 599 | 5,14 | 476 | 453 | 4,39 | 428 | 421 | 415 | 410 | 4,06 | 403 | 4,00 || 0,95
13,74 | 10,92 | 9,78 | 9,15 | 8,75 | 847 | 826 | 810 | 7,98 | 7,87 | 7,79 | 7,72 || 0,99
7 || 559 | 474 | 435 | 412 | 3,97 | 387 | 3,79 | 3,73 | 3,68 | 3,63 | 3,60 | 3,57 || 0,95
12,25 | 955 | 845 | 7,85 | 7.46 | 7,19 | 7,00 | 6,84 | 6,71 | 6,62 | 6,554 | 6,47 || 0,99
8 532 | 4,46 | 4,07 | 3,84 | 3,60 | 3,58 | 3,50 | 3,44 | 3,39 | 3,34 | 3,31 | 3,28 || 0,95
11,26 | 865 | 7,59 | 7,01 | 6,63 | 6,37 | 6,19 | 6,03 | 591 | 582 | 574 | 567 | 0,99
9 512 | 4,26 | 3,86 | 3,63 | 348 | 3,37 | 3,29 | 323 | 318 | 3,13 | 3,10 | 3,07 || 0,95
10,56 | 8,02 | 6,99 | 6,42 | 6,06 | 580 | 562 | 547 | 535 | 526 | 518 | 5,11 || 0,99
10 || 496 | 410 | 3,71 | 348 | 333 | 322 | 3,14 | 3,07 | 3,02 | 2,97 | 2,94 | 291 || 0,95
10,04 | 7,56 | 6,555 | 599 | 564 | 539 | 521 | 506 | 495 | 485 | 478 | 4,71 | 0,99
11 || 484 | 398 | 359 | 3,36 | 3,20 | 3,09 | 3,01 | 295 | 2,90 | 2,8 | 2,82 | 2,79 || 0,95
965 | 7,20 | 622 | 567 | 532 | 507 | 4,88 | 474 | 4,63 | 4,54 | 4,46 | 440 || 0,99
12 || 475 | 3,88 | 349 | 326 | 311 | 3,00 | 2,92 | 285 | 2,80 | 2,76 | 2,72 | 2,69 || 0,95
933 | 6,93 | 595 | 541 | 506 | 482 | 465 | 450 | 4,39 | 4,30 | 422 | 4,16 || 0,99
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Tabelle 4b y-Quantil F, 5, der F-Verteilung mit (r,s) Freiheitsgraden
s\r 14 16 20 24 30 40 50 75 100 200 500 00 ol
1 245 246 248 249 250 251 252 253 253 254 254 254 0,95
6142 | 6169 | 6208 | 6234 | 6258 | 6286 | 6302 | 6323 | 6334 | 6352 | 6361 | 6366 || 0,99
2 || 19,42 | 19,43 | 19,44 | 1945 | 19,46 | 19,47 | 19,47 | 19,48 | 19,49 | 19,49 | 19,50 | 19,50 || 0,95
99,43 | 99,44 | 99.45 | 99.46 | 99,47 | 99,48 | 99.48 | 99,49 | 99,49 | 99.49 | 99.50 | 99,50 || 0,99
3 8,71 | 869 | 866 | 8,64 | 862 | 860 | 858 | 857 | 856 | 854 | 854 | 853 || 0,95
26,83 | 26,69 | 26,60 | 26,50 | 26,41 | 26,35 | 26,27 | 26,23 | 26,18 | 26,14 | 26,12 | 34,12 || 0,99
4 || 587 | 5,84 | 580 | 577 | 5,74 | 5,71 | 570 | 568 | 566 | 565 | 564 | 563 | 095
14,24 | 14,15 | 14,02 | 13,93 | 13,83 | 13,74 | 13,69 | 13,61 | 13,57 | 13,52 | 13,48 | 13,46 || 0,99
5 464 | 460 | 456 | 453 | 450 | 446 | 444 | 442 | 440 | 4,38 | 437 | 4,36 || 0,95
977 | 9,68 | 9,55 | 947 | 9,38 | 929 | 924 | 917 | 9,13 | 9,07 | 9,04 | 9,02 || 0,99
6 396 | 3,92 | 3,87 | 3,84 | 381 | 3,77 | 3,75 | 3,72 | 3,71 | 3,60 | 3,68 | 3,67 || 0,95
760 | 752 | 739 | 7,31 | 7,23 | 7,14 | 7,09 | 7,02 | 6,99 | 6,94 | 690 | 688 | 0,99
7 || 352 | 3,49 | 344 | 341 | 338 | 3,34 | 332 | 329 | 328 | 325 | 324 | 323 | 095
6,35 | 6,27 | 6,15 | 6,07 | 598 | 590 | 585 | 578 | 575 | 5,70 | 567 | 565 | 0,99
8 3,23 | 3,20 | 3,15 | 3,12 | 3,08 | 3,05 | 3,03 | 3,00 | 2,98 | 2,96 | 2,94 | 2,93 || 0,95
556 | 548 | 536 | 528 | 520 | 511 | 506 | 500 | 4,96 | 491 | 488 | 486 || 0,99
9 302 | 2,98 | 293 | 290 | 2,8 | 2,82 | 2,80 | 2,77 | 2,76 | 2,73 | 2,72 | 2,71 || 0,95
500 | 4,92 | 4,80 | 4,73 | 464 | 4,56 | 451 | 445 | 441 | 436 | 4,33 | 431 | 0,99
10 || 2,86 | 2,82 | 2,77 | 274 | 2,70 | 2,67 | 2,64 | 2,61 | 2,59 | 2,56 | 2,55 | 2,54 || 0,95
460 | 452 | 441 | 433 | 425 | 417 | 412 | 4,05 | 401 | 396 | 393 | 3,91 || 0,99
11 || 2,74 | 2,70 | 265 | 2,61 | 2,57 | 2,53 | 2,50 | 247 | 245 | 242 | 241 | 2,40 || 0,95
429 | 4,21 | 4,10 | 4,02 | 3,94 | 3.8 | 3,80 | 3,74 | 3,70 | 3,66 | 3,62 | 3,60 || 0,99
12 || 2,64 | 2,60 | 2,54 | 2,50 | 2,46 | 2,42 | 240 | 236 | 2,35 | 2,32 | 2,31 | 2,30 || 0,95
405 | 3,98 | 3,86 | 3,78 | 3,70 | 3,61 | 3,56 | 349 | 3,46 | 3,41 | 3,38 | 3,36 | 0,99
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Tabelle 4c  y-Quantil F, , , der F-Verteilung mit (r, s) Freiheitsgraden

s\r| 1 2 3 4 5 6 7 | 8 9 | 10 | 11 | 12 || ~
13 || 4,67 | 3,80 | 3,41 | 3,18 | 3,02 | 2,92 | 2,84 | 2,77 | 2,72 | 2,67 | 2,63 | 2,60 || 0,95
9,07 | 6,70 | 5,74 | 5,20 | 4,86 | 4,62 | 4,44 | 4,30 | 4,19 | 4,10 | 4,02 | 3,96 || 0,99
14 || 4,60 | 3,74 | 3,34 | 3,11 | 2,96 | 2,85 | 2,77 | 2,70 | 2,65 | 2,60 | 2,56 | 2,53 || 0,95
8,86 | 6,51 | 5,56 | 5,03 | 4,69 | 4,46 | 4,28 | 4,14 | 4,03 | 3,94 | 3,86 | 3,80 || 0,99
15 || 4,54 | 3,68 | 3,29 | 3,06 | 2,90 | 2,79 | 2,70 | 2,64 | 2,59 | 2,55 | 2,51 | 2,48 || 0,95
8,68 | 6,36 | 5,42 | 4,80 | 4,56 | 4,32 | 4,14 | 4,00 | 3,89 | 3,80 | 3,73 | 3,67 || 0,99
16 || 4,49 | 3,63 | 3,24 | 3,01 | 2,85 | 2,74 | 2,66 | 2,59 | 2,54 | 2,49 | 2,45 | 2,42 || 0,95
8,53 | 6,23 | 5,29 | 4,77 | 4,44 | 4,20 | 4,03 | 3,89 | 3,78 | 3,69 | 3,61 | 3,55 || 0,99
17 || 445 | 3,59 | 3,20 | 2,96 | 2,81 | 2,70 | 2,62 | 2,55 | 2,50 | 2,45 | 2,41 | 2,38 || 0,95
8,40 | 6,11 | 518 | 4,67 | 4,34 | 4,10 | 393 | 3,79 | 3,68 | 3,59 | 3,52 | 3,45 || 0,99
18 || 4,41 | 3,55 | 3,16 | 2,93 | 2,77 | 2,66 | 2,58 | 2,51 | 2,46 | 2,41 | 2,37 | 2,34 || 0,95
8,28 | 6,01 | 5,09 | 4,58 | 4,25 | 4,01 | 3,85 | 3,71 | 3,60 | 3,51 | 3,44 | 3,37 || 0,99
19 || 4,38 | 3,51 | 3,13 | 2,90 | 2,74 | 2,63 | 2,55 | 2,48 | 2,43 | 2,38 | 2,34 | 2,31 || 0,95
8,18 | 5,93 | 5,01 | 4,50 | 4,17 | 3,94 | 3,77 | 3,63 | 3,52 | 3,43 | 3,36 | 3,30 || 0,99
20 | 4,35 | 3,49 | 3,10 | 2,87 | 2,71 | 2,60 | 2,52 | 2,45 | 2,40 | 2,35 | 2,31 | 2,28 || 0,95
8,10 | 5,85 | 4,94 | 4,43 | 4,10 | 3,87 | 3,71 | 3,56 | 345 | 3,37 | 3,30 | 3,23 || 0,99
21 || 4,32 | 3,47 | 3,07 | 2,84 | 2,68 | 2,57 | 2,49 | 2,42 | 2,37 | 2,32 | 2,28 | 2,25 || 0,95
8,02 | 5,78 | 4,87 | 4,37 | 4,04 | 3,81 | 3,65 | 3,51 | 340 | 3,31 | 3,24 | 3,17 || 0,99
22 | 4,30 | 3,44 | 3,05 | 2,82 | 2,66 | 2,55 | 2,47 | 2,40 | 2,35 | 2,30 | 2,26 | 2,23 || 0,95
7,94 | 5,72 | 4,82 | 4,31 | 3,99 | 3,76 | 3,59 | 3,45 | 3,35 | 3,26 | 3,18 | 3,12 || 0,99
23 || 4,28 | 3,42 | 3,03 | 2,80 | 2,64 | 2,53 | 2,45 | 2,38 | 2,32 | 2,28 | 2,24 | 2,20 || 0,95
7,88 | 5,66 | 4,76 | 4,26 | 3,94 | 3,71 | 3,54 | 3,41 | 3,30 | 3,21 | 3,14 | 3,07 || 0,99
24 || 4,26 | 3,40 | 3,01 | 2,78 | 2,62 | 2,51 | 2,43 | 2,36 | 2,30 | 2,26 | 2,22 | 2,18 || 0,95
782 | 5,61 | 4,72 | 4,22 | 3,90 | 3,67 | 3,50 | 3,36 | 3,25 | 3,17 | 3,09 | 3,03 | 0,99
25 | 4,24 | 3,38 | 2,99 | 2,76 | 2,60 | 2,49 | 2,41 | 2,34 | 2,28 | 2,24 | 2,20 | 2,16 || 0,95
7,77 | 5,57 | 4,68 | 4,18 | 3,86 | 3,63 | 3,46 | 3,32 | 3,21 | 3,13 | 3,05 | 2,99 || 0,99
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6 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE

Tabelle 4d vy-Quantil F, ; , der F-Verteilung mit (r,s) Freiheitsgraden

s\r| 14 | 16 | 20 | 24 | 30 | 40 | 50 | 75 | 100 | 200 | 500 | oo v
13 || 2,55 | 2,51 | 2,46 | 2,42 | 2,38 | 2,34 | 2,32 | 2,28 | 2,26 | 2,24 | 2,22 | 2,21 || 0,95
3,85 | 3,78 | 3,67 | 3,59 | 3,51 | 342 | 3,37 | 3,30 | 3,27 | 3,21 | 3,18 | 3,16 || 0,99
14 || 248 | 2,44 | 2,39 | 2,35 | 2,31 | 2,27 | 2,24 | 2,21 | 2,19 | 2,16 | 2,14 | 2,13 || 0,95
3,70 | 3,62 | 3,51 | 3,43 | 3,34 | 3,26 | 3,21 | 3,14 | 3,11 | 3,06 | 3,02 | 3,00 || 0,99
15 || 243 2,39 | 2,33 [ 2,29 | 2,25 | 2,21 | 2,18 | 2,15 | 2,12 | 2,10 | 2,08 | 2,07 || 0,95
3,56 | 3,48 | 3,36 | 3,20 | 3,20 | 3,12 | 3,07 | 3,00 | 2,97 | 2,92 | 2,89 | 2,87 || 0,99
16 || 2,37 | 2,33 | 2,28 | 2,24 | 2,20 | 2,16 | 2,13 | 2,09 | 2,07 | 2,04 | 2,02 | 2,01 || 0,95
345 | 3,37 | 3,25 | 3,18 | 3,10 | 3,01 | 2,96 | 2,89 | 2,86 | 2,80 | 2,77 | 2,75 || 0,99
17 || 2,332,220 | 223|219 | 215|211 | 208|204 202|199 | 1,97 | 1,96 | 0,95
3,35 | 3,27 | 3,16 | 3,08 | 3,00 | 2,92 | 2,86 | 2,79 | 2,76 | 2,70 | 2,67 | 2,65 || 0,99
18 || 2,29 | 2,25 | 2,19 | 2,15 | 2,11 | 2,07 | 2,04 | 2,00 | 1,98 | 1,95 | 1,93 | 1,92 || 0,95
3,27 | 3,19 | 3,07 | 3,00 | 2,91 | 2,83 | 2,78 | 2,71 | 2,68 | 2,62 | 2,59 | 2,57 || 0,99
19 || 2,26 | 2,21 | 2,15 | 2,11 | 2,07 | 2,02 | 2,00 | 1,96 | 1,94 | 1,91 | 1,90 | 1,88 || 0,95
3,19 | 3,12 | 3,00 | 2,92 | 2,84 | 2,76 | 2,70 | 2,63 | 2,60 | 2,54 | 2,51 | 2,49 || 0,99
20 || 2,23 218|212 |208|204|1,9 | 1,9 | 1,92 | 1,90 | 1,87 | 1,85 | 1,84 || 0,95
3,13 | 3,05 | 2,94 | 2,86 | 2,77 | 2,69 | 2,63 | 2,56 | 2,53 | 2,47 | 2,44 | 2,42 | 0,99
21 || 2,20 | 2,15 | 2,09 | 2,05 | 2,00 | 1,96 | 1,93 | 1,89 | 1,87 | 1,84 | 1,82 | 1,81 || 0,95
3,07 | 2,99 | 2,88 | 2,80 | 2,72 | 2,63 | 2,58 | 2,51 | 2,47 | 2,42 | 2,38 | 2,36 || 0,99
22 || 2,18 | 2,13 | 2,07 | 2,03 | 1,98 | 1,93 | 1,91 | 1,87 | 1,84 | 1,81 | 1,80 | 1,78 || 0,95
3,02 | 2,94 | 2,83 | 2,75 | 2,67 | 2,58 | 2,53 | 2,46 | 2,42 | 2,37 | 2,33 | 2,31 || 0,99
23 || 2,04 | 2,10 | 2,05 | 2,00 | 1,96 | 1,91 | 1,88 | 1,84 | 1,82 | 1,79 | 1,77 | 1,76 || 0,95
2,97 | 2,89 | 2,78 | 2,70 | 2,62 | 2,53 | 2,48 | 2,41 | 2,37 | 2,32 | 2,28 | 2,26 || 0,99
24 || 2,13 (20920219 (194|180 | 1,86 | 182|180 1,76 | 1,74 | 1,73 || 0,95
2,93 | 2,85 | 2,74 | 2,66 | 2,58 | 2,49 | 2,44 | 2,36 | 2,33 | 2,27 | 2,23 | 2,21 || 0,99
25 || 2,11 (2,06 |200|1,9 | 1,92 1,87 | 184|180 | 1,77 | 1,74 | 1,72 | 1,71 || 0,95
2,89 | 2,81 | 2,70 | 2,62 | 2,54 | 2,45 | 2,40 | 2,32 | 2,29 | 2,23 | 2,19 | 2,17 || 0,99
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6 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE

Tabelle 4e y-Quantil F;., , der F-Verteilung mit (r,s) Freiheitsgraden

s\r || 1 2 3 4 5 6 7 | 8 9 | 10 | 11 | 12 || ~
26 || 4,22 | 3,37 | 2,98 | 2,74 | 2,59 | 2,47 | 2,39 | 2,32 | 2,27 | 2,22 | 2,18 | 2,15 || 0,95
7,72 | 5,53 | 4,64 | 4,14 | 3,82 | 3,59 | 3,42 | 3,29 | 3,17 | 3,09 | 3,02 | 2,96 || 0,99
27 || 4,21 | 3,35 | 2,96 | 2,73 | 2,57 | 2,46 | 2,37 | 2,30 | 2,25 | 2,20 | 2,16 | 2,13 || 0,95
7,68 | 549 | 4,60 | 4,11 | 3,79 | 3,56 | 3,39 | 3,26 | 3,14 | 3,06 | 2,98 | 2,93 || 0,99
28 || 4,20 | 3,34 | 2,95 | 2,71 | 2,56 | 2,44 | 2,36 | 2,29 | 2,24 | 2,19 | 2,15 | 2,12 || 0,95
7,64 | 545 | 4,57 | 4,07 | 3,76 | 3,53 | 3,36 | 3,23 | 3,11 | 3,03 | 2,95 | 2,90 || 0,99
29 || 4,18 | 3,33 | 2,93 | 2,70 | 2,54 | 2,43 | 2,35 | 2,28 | 2,22 | 2,18 | 2,14 | 2,10 || 0,95
7,60 | 5,42 | 4,54 | 4,04 | 3,73 | 3,50 | 3,33 | 3,20 | 3,08 | 3,00 | 2,92 | 2,87 || 0,99
30 || 4,17 | 3,32 | 2,92 | 2,69 | 2,53 | 2,42 | 2,34 | 2,27 | 2,21 | 2,16 | 2,12 | 2,09 || 0,95
7,56 | 5,39 | 4,51 | 4,02 | 3,70 | 3,47 | 3,30 | 3,17 | 3,06 | 2,98 | 2,90 | 2,84 | 0,99
40 || 4,08 | 3,23 | 2,84 | 2,61 | 245 | 2,34 | 2,25 | 2,18 | 2,12 | 2,07 | 2,04 | 2,00 || 0,95
7,31 | 518 | 4,31 | 3,83 | 3,51 | 3,29 | 3,12 | 2,09 | 2,88 | 2,80 | 2,73 | 2,66 || 0,99
50 || 4,03 | 3,18 | 2,79 | 2,56 | 2,40 | 2,29 | 2,20 | 2,13 | 2,07 | 2,02 | 1,98 | 1,95 || 0,95
717 | 5,06 | 4,20 | 3,72 | 3,41 | 3,18 | 3,02 | 2,88 | 2,78 | 2,70 | 2,62 | 2,56 || 0,99
60 | 4,00 | 3,15 | 2,76 | 2,52 | 2,37 | 2,25 | 2,17 | 2,10 | 2,04 | 1,99 | 1,95 | 1,92 || 0,95
7,08 | 4,98 | 4,13 | 3,65 | 3,34 | 3,12 | 2,95 | 2,82 | 2,72 | 2,63 | 2,56 | 2,50 || 0,99
70 || 3,98 | 3,13 | 2,74 | 2,50 | 2,35 | 2,23 | 2,14 | 2,07 | 2,01 | 1,97 | 1,93 | 1,89 || 0,95
7,01 | 4,92 | 4,08 | 3,60 | 3,29 | 3,07 | 2,91 | 2,77 | 2,67 | 2,59 | 2,51 | 2,45 || 0,99
80 | 3,96 | 3,11 | 2,72 | 2,48 | 2,33 | 2,21 | 2,12 | 2,05 | 1,99 | 1,95 | 1,91 | 1,88 || 0,95
6,96 | 4,88 | 4,04 | 3,56 | 3,25 | 3,04 | 2,87 | 2,74 | 2,64 | 2,55 | 2,48 | 2,41 || 0,99
100 || 3,94 | 3,09 | 2,70 | 2,46 | 2,30 | 2,19 | 2,10 | 2,03 | 1,97 | 1,92 | 1,88 | 1,85 || 0,95
6,90 | 4,82 | 3,98 | 3,51 | 3,20 | 2,99 | 2,82 | 2,69 | 2,59 | 2,51 | 2,43 | 2,36 || 0,99
200 || 3,89 | 3,04 | 2,65 | 2,41 | 2,26 | 2,14 | 2,05 | 1,98 | 1,92 | 1,87 | 1,83 | 1,80 || 0,95
6,76 | 4,71 | 3,88 | 3,41 | 3,11 | 2,90 | 2,73 | 2,60 | 2,50 | 2,41 | 2,34 | 2,28 || 0,99
1000 || 3,85 | 3,00 | 2,61 | 2,38 | 2,22 | 2,10 | 2,02 | 1,95 | 1,89 | 1,84 | 1,80 | 1,76 || 0,95
6,66 | 4,62 | 3,80 | 3,34 | 3,04 | 2,82 | 2,66 | 2,53 | 2,43 | 2,34 | 2,26 | 2,20 || 0,99
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6 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE

Tabelle 4f +-Quantil F, ; , der F-Verteilung mit (r,s) Freiheitsgraden

s\r| 14 | 16 | 20 | 24 | 30 | 40 | 50 | 75 | 100 | 200 | 500 | oo v
26 || 2,00 | 2,05 | 1,99 | 1,95 | 1,90 | 1,85 | 1,82 | 1,78 | 1,76 | 1,72 | 1,70 | 1,69 || 0,95
2,86 | 2,77 | 2,66 | 2,58 | 2,50 | 2,41 | 2,36 | 2,28 | 2,25 | 2,19 | 2,15 | 2,13 || 0,99
27 || 2,08 | 2,03 |1,97 | 1,93 | 1,88 | 1,84 | 1,80 | 1,76 | 1,74 | 1,71 | 1,68 | 1,67 || 0,95
2,83 | 2,74 | 2,63 | 2,55 | 2,47 | 2,38 | 2,33 | 2,25 | 2,21 | 2,16 | 2,12 | 2,10 || 0,99
28 || 2,06 |202|1,96 | 1,91 (187|181 |1,78|1,75| 1,72 | 1,69 | 1,67 | 1,65 || 0,95
2,80 | 2,71 | 2,60 | 2,52 | 2,44 | 2,35 | 2,30 | 2,22 | 2,18 | 2,13 | 2,09 | 2,06 || 0,99
29 || 2,05 (200 1,94 | 1,90 | 1,85 | 1,80 | 1,77 | 1,73 | 1,71 | 1,68 | 1,65 | 1,64 || 0,95
2,77 | 2,68 | 2,57 | 2,49 | 241 | 2,32 | 2,27 | 2,19 | 2,15 | 2,10 | 2,06 | 2,03 || 0,99
30 || 2,04]1,99|1,93|1,89 | 1,84 1,79 | 1,76 | 1,72 | 1,69 | 1,66 | 1,64 | 1,62 || 0,95
2,74 | 2,66 | 2,55 | 2,47 | 2,38 | 2,20 | 2,24 | 2,16 | 2,13 | 2,07 | 2,03 | 2,01 || 0,99
40 || 1,95 | 1,90 | 1,84 | 1,79 | 1,74 | 1,69 | 1,66 | 1,61 | 1,59 | 1,55 | 1,53 | 1,51 || 0,95
2,56 | 249 | 2,37 | 2,29 | 2,20 | 2,11 | 2,05 | 1,97 | 1,94 | 1,88 | 1,84 | 1,81 || 0,99
50 || 1,90 | 1,85 | 1,78 | 1,74 | 1,69 | 1,63 | 1,60 | 1,55 | 1,52 | 1,48 | 1,46 | 1,44 || 0,95
246 | 2,39 | 2,26 | 2,18 | 2,10 | 2,00 | 1,94 | 1,86 | 1,82 | 1,76 | 1,71 | 1,68 || 0,99
60 || 1,86 | 1,81 | 1,75 | 1,70 | 1,65 | 1,59 | 1,56 | 1,50 | 1,48 | 1,44 | 1,41 | 1,39 || 0,95
240 | 2,32 2,20 | 2,12 | 2,03 | 1,93 | 1,87 | 1,79 | 1,74 | 1,68 | 1,63 | 1,60 || 0,99
70 || 1,84 | 1,79 | 1,72 | 1,67 | 1,62 | 1,56 | 1,53 | 1,47 | 1,45 | 140 | 1,37 | 1,35 || 0,95
2,35 | 2,28 | 2,15 | 2,07 | 1,98 | 1,88 | 1,82 | 1,74 | 1,69 | 1,62 | 1,56 | 1,53 || 0,99
80 || 1,82 | 1,77 | 1,70 | 1,65 | 1,60 | 1,54 | 1,51 | 1,45 | 1,42 | 1,38 | 1,35 | 1,32 || 0,95
2,32 [ 2,24 | 2,11 | 2,03 | 1,94 | 1,84 | 1,78 | 1,70 | 1,65 | 1,57 | 1,52 | 1,49 || 0,99
100 || 1,79 | 1,75 | 1,68 | 1,63 | 1,57 | 1,51 | 1,48 | 1,42 | 1,39 | 1,34 | 1,30 | 1,28 || 0,95
2,26 | 2,19 | 2,06 | 1,98 | 1,89 | 1,79 | 1,73 | 1,64 | 1,59 | 1,51 | 1,46 | 1,43 || 0,99
200 || 1,74 | 1,69 | 1,62 | 1,57 | 1,52 | 1,45 | 1,42 | 1,35 | 1,32 | 1,26 | 1,22 | 1,19 || 0,95
2,17 | 2,09 | 1,97 | 1,88 | 1,79 | 1,69 | 1,62 | 1,53 | 1,48 | 1,39 | 1,33 | 1,28 || 0,99
1000 || 1,70 | 1,65 | 1,58 | 1,53 | 1,47 | 1,41 | 1,36 | 1,30 | 1,26 | 1,19 | 1,13 | 1,08 || 0,95
2,09 | 2,01 | 1,89 | 1,81 | 1,71 | 1,61 | 1,54 | 1,44 | 1,38 | 1,28 | 1,19 | 1,11 || 0,99
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