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1 Einleitung

e In dieser Vorlesung werden Begriffe und Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik weiter
vertieft, die teilweise bereits im Grundkurs "Stochastik fiir Wirtschaftswissenschaftler” eingefiithrt worden
sind.

e Das Ziel der Vorlesung Wirtschaftsstatistik besteht vor allem darin, solche Begriffe und Methoden der
— beschreibenden Statistik
sowie der
— beurteilenden Statistik

auf anschauliche Weise zu behandeln, die bei der Gewinnung, Darstellung und Beschreibung von Wirtschafts-
daten sowie bei deren Analyse, Bewertung und Interpretation niitzlich sind.

e Die beschreibende Statistik (auch deskriptive Statistik bzw. explorative Datenanalyse genannt) befasst sich
hauptséchlich damit,

— Daten, die aus der Beobachtung von interessierenden Sachverhalten, Objekten bzw. Vorgéingen gewon-
nen werden, in geeigneter Form darzustellen und zu beschreiben.

e Bei der Untersuchung von grofen Datenmengen geht es dabei oft um eine geeignete Strukturierung der
Daten, beispielsweise um eine geeignete Zusammenfassung/Komprimierung von Teildatensétzen bzw. deren
graphische Darstellung, um somit wesentliche Eingenschaften der Daten stérker hervorzuheben (und Neben-
sachliches in den Hintergrund zu riicken).

e Die beurteilende Statistik (auch schliefende, induktive bzw. inferentielle Statistik genannt) nutzt
— Begriffe und Methoden der mathematischen Stochastik.

e Hierdurch wird eine wesentlich tiefergehende Analyse, Bewertung und Interpretation der Daten ermoglicht.

Die Vorlesung Wirtschaftsstatistik besteht aus zwei Teilen:

1. Grundideen der beschreibenden Statistik, insbesondere

e Methoden der Datengewinnung (Datenerhebung, experimentelle Datengewinnung, Monte-Carlo-Simu-
lation)

e Kenngrofien zur Beschreibung von univariaten Daten (Makzahlen fiir Lage und Streuung der Daten,
Konzentrationsmafe, relative Hiufigkeiten, empirische Verteilungsfunktion),

¢ Kenngrofen zur Beschreibung von bivariaten Daten (Kontingenztafeln, Zusammenhangsmafie)
2. Regressions- und Varianzanalyse, insbesondere

e cinfache bzw. multiple lineare Regression (Schitzen und Testen von Modellparametern; Prognose von
Zielgrofen)

e cinfaktorielle bzw. mehrfaktorielle Varianzanalyse (mit festen Effekten)
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Die folgende Liste von einfiihrenden Lehrbiichern umfasst lediglich eine kleine Auswahl von Texten, die neben
dem Vorlesungsskript fiir ein ergédnzendes und vertiefendes Studium empfohlen werden kénnen.

Bamberg, G. und Baur, F., Statistik. Oldenburg-Verlag, Miinchen, 2001.
Bosch, K., Elementare Finfihrung in die angewandte Statistik. Vieweg-Verlag, Braunschweig, 2000.
Bosch, K., Statistik- Taschenbuch (3. Aufl.). Oldenbourg-Verlag, Miinchen, 1998

Fahrmeir, L., Kiinstler, R., Pigeot, I. und Tutz, G., Statistik: Der Weg zur Datenanalyse (4. Aufl.).
Springer-Verlag, Berlin, 2002.

Hartung, J., Elpelt, B. und Klésener, K.-H., Statistik: Lehr- und Handbuch der angewandten Statistik.
Oldenbourg-Verlag, Miinchen, 2002.

Kazmier, L.J., Wirtschaftsstatistik. McGraw-Hill, London, 1996.

Mosler, K. und Schmid, F., Beschreibende Statistik und Wirtschaftsstatistik. Springer-Lehrbuch, Berlin
2003.

Schlittgen, R. und Streitberg, B., Zeitreihenanalyse. Oldenbourg-Verlag, Miinchen, 1999.

Storm, R., Wahrscheinlichkeitsrechnung, mathematische Statistik und Qualitdtskontrolle. Hanser-Fachbuch-
verlag, Leipzig, 2001.
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2 Grundideen der beschreibenden Statistik

2.1 Methoden der Datengewinnung
Die Gewinnung von Daten erfolgt durch die Beobachtung/Registrierung interessierender Merkmale von

e realen Sachverhalten, Objekten bzw. Vorgéingen in Wirtschaft, Industrie, Natur und Gesellschaft (durch
direkte Messung, Inventur, Befragung, etc.),

e Ergebnissen aus

— Labor- bzw. Feldversuchen,

— virtuellen Experimenten per Computer-Simulation.

Die beobachteten Merkmale werden dabei durch Kenngrofien bzw. Variablen ausgedriickt.

2.1.1 Klassifikation von Merkmalen/Kenngréfien/Variablen

Es gibt mehrere unterschiedliche Moglichkeiten zur Klassifikation von Merkmalen bzw. der zugehorigen Kenn-
grofen/Variablen:

1. Diskrete und stetige Variablen

e Eine Moglichkeit, Merkmale bzw. die zugehdrigen Kenngrofen/Variablen zu klassifizieren, besteht
darin, die Anzahl der Ausprigungen/Werte zu betrachten, die die Merkmale/Kenngrofen/Variablen
annehmen koénnen.

— Wenn die Menge der angenommenen Werte endlich oder abzihlbar unendlich ist — zum Beispiel
die (endliche) Menge {1,...,n} der ersten n natiirlichen Zahlen oder die (abzéhlbar unendliche)
Menge N = {1,2,...} aller natiirlichen Zahlen — dann heift das Merkmal bzw. die zugehorige
Kenngrofe/ Variable diskret.

— Ansonsten, d.h., wenn die Menge der angenommenen Werte nicht abzdahlbar ist — zum Beispiel die
Menge R = (—o0, 00) aller reellen Zahlen oder das Intervall [0, 1] —, dann spricht man von stetigen
Variablen.

e Beispiele

— Diskrete Variablen treten oft bei der Registrierung von Anzahlen auf; beispielsweise bei der Beo-
bachtung von Personen- bzw. Objektgruppen mit bestimmten Eigenschaften.

— Aber auch bei der Gruppierung bzw. Kategorisierung von Auspriagungen, die eigentlich eher von
stetiger Natur sind, treten diskrete Variablen auf.

— So kann bei grofen Datenmengen die Gruppierung der Rohdaten zur Erhthung der Ubersichtlich-
keit beitragen.

— Dariiber hinaus kann die Darstellung von Variablen, die eigentlich stetig sind, als diskrete Variablen
beispielsweise auch auf dem begrenzten Auflésungsvermogen von Messgerédten beruhen.

— Solche Zwischenformen von Merkmalen/Kenngrofien/Variablen werden manchmal quasi-stetige
Variablen genannt.

2. Klassifikation gemdfl dem Skalenniveau

e Eine andere Art, Merkmalen/Kenngrofen/Variablen zu klassifizieren, beruht auf dem Skalenniveau,
auf dem ein Merkmal ,,gemessen” wird.

— Ein Merkmal bzw. die zugehorige Kenngrofie/Variable heifit nominalskaliert, wenn die Auspragun-
gen Namen oder Kategorien sind, die keine lineare Ordnung aufweisen. Den Auspriagungen werden
dennoch meistens (natiirliche) Zahlen zugeordnet, die jedoch lediglich der Kodierung dienen und
keine numerischen Werte im iiblichen Sinne sind.
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Im Gegensatz hierzu heifit ein Merkmal bzw. die zugehdrige Kenngrofse/Variable ordinalskaliert,
wenn die Ausprigungen (beispielsweise der Grofe nach) geordnet werden kénnen.

Wenn die Auspragungen linear geordnet werden kénnen und wenn die Differenzen zwischen den
Ausprigungen eine einheitliche Interpretation besitzen, dann spricht man von intervallskalierten
Merkmalen/Kenngrofien/Variablen (bzw. von der Intervallskala der Ausprigungen).

Wenn dariiber hinaus die Quotienten der Ausprigungen von intervallskalierten Merkmalen/Kenn-
grofen/Variablen ebenfalls eine inhaltliche Interpretation besitzen, dann spricht man von verhdlt-
nisskalierten Merkmalen /Kenngrofen/Variablen.

Merkmale/Kenngrofen /Variablen, die sowohl intervall- als auch verhéltnisskaliert sind, nennt man
auch kardinalskaliert bzw. metrisch skaliert.

¢ Besipiele

Typischerweise wird die Zugehorigkeit von Personen bzw. Objekten zu bestimmten Gruppen durch
nominalskalierte Variablen beschrieben. Beispiele hierfiir sind die Staatsbiirgerschaft, die Religion-
szugehorigkeit, das Geschlecht von Personen bzw. der Verwendungszweck oder das Herkunftsland
von Produkten etc.

Als typische Beipiele fiir ordinalskalierte Variablen, die nicht intervallskaliert sind, gelten Schul-
noten bzw. Warnstufen (etwa bei Sturm- oder Lawinengefahr). Denn der Abstand zwischen den
Noten 1 und 2 hat beispielsweise eine villig andere Bedeutung als der Abstand zwischen den Noten
4 und 5.

Ein Beispiel fiir intervallskalierte Variablen, die jedoch nicht verhdltnisskaliert sind, ist die in Grad
Celsius gemessene Temperatur, bei der man keinen sinnvollen Nullpunkt angeben kann. Somit
besitzen Temperaturquotienten keine sinnvolle quantitative Interpretion.

Typische Beispiele fiir verhiltnisskalierte Variablen sind der aktuelle Wert einer Wahrung (bei-
spielsweise gegeniiber dem Euro), der Luftdruck (bezogen auf den Normaldruck von 1 at).

3. Qualitative und quantitative Variablen

e Auflerdem werden Merkmale/Kenngrofen/Variablen danach unterschieden, ob sie eher eine Qual-
itdtsstufe oder ein Ausmaf beschreiben.

Von qualitativen Variablen spricht man, wenn es nur endlich viele Ausprigungen gibt und wenn
diese Ausprigungen nominalskaliert sind.

Dariiber hinaus sieht man auch ordinalskalierte Merkmale als qualitativ an, wenn die Auspriagun-
gen eher eine Qualitatsstufe als ein Ausmall darstellen.

Bei Auspragungen, die eher ein Ausmaf bzw. eine Intensitit darstellen, spricht man dagegen von
quantitativen Variablen.

¢ Beispiele

Die obengenannten Zugehorigkeitsrelationen werden ausnahmslos durch qualitative (nominalska-
lierte) Variablen erfasst.

Ordinalskalierte Variablen kénnen entweder qualitative, aber auch quantitative Variablen sein. Die
obengenannten Beispiele der Schulnoten bzw. Warnstufen sind eher qualitativer Natur.

Dagegen fiihrt das Messen von betriebsswirtschaftlichen Ergebnissen (wie Umsatz, Gewinn, Verlust

etc.) zu quantitativen Variablen. Dies gilt auch fiir physikalische Kenngrofen wie Temperatur oder
Druck.

4. Univariate und multivariate Variablen

e Falls die Bewertung der interessierenden Merkmale/Kenngrofien/Variablen durch reelle Zahlen erfolgt,
dann spricht man von univariaten Variablen.

e Dieser Fall tritt dann auf, wenn nur ein einzelnes Merkmal /Kenngrofe/Variable interessiert.

e Falls jedoch die Bewertung der interessierenden Merkmale/Kenngrofien/Variablen durch mehrdimen-
sionale Vektoren von reelle Zahlen erfolgt, dann spricht man von multivariaten Variablen.
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¢ Ein typisches Beispiel fiir diese Situtation liegt dann vor, wenn man sich gleichzeitig fiir mehrere (uni-
bzw. multivariate) Merkmale /Kenngrofen/Variablen interessiert.

Zusammenfasung: Typen von Merkmalen/Kenngrofien/Variablen

diskret endlich oder abzdhlbar unendlich viele Auspragungen/Werte

stetig alle (reellen) Zahlen eines Intervalls kdnnen mégliche Ausprigungen/Werte sein

nominalskaliert Ausprigungen sind Namen, Ordnung nicht sinnvoll

ordinalskaliert Ausprégungen/Werte kénnen geordnet, aber Absténde nicht interpretiert werden

intervallskaliert Auspriagungen /Werte sind Zahlen, deren Absténde interpretiert werden kénnen

verhdltnisskaliert Ausprégungen/Werte besitzen absoluten Nullpunkt, der sinnvoll interpretiert werden
kann

kardinalskaliert bzw. | Merkmale/Kenngrofien/Variablen, die sowohl intervall- als auch verhéltnisskaliert

metrisch skaliert sind,

qualitativ endlich viele Ausprigungen/Werte, typischerweise nominalskaliert,

gegebenenfalls auch ordinalskaliert

quantitativ Ausprigungen /Werte stellen Ausmafs bzw. Intensitéit
univariat Auspragungen /Werte sind reelle Zahlen
multivariat Ausprégungen /Werte sind Vektoren

2.1.2 Datenerhebung

Wenn die Gewinnung von Daten durch die Beobachtung/Registrierung interessierender Merkmale /Kenngrofen/
Variablen von realen Sachverhalten, Objekten bzw. Vorgingen (durch direkte Messung, Inventur, Befragung,
etc.) erfolgt, dann spricht man von Datenerhebung. Dabei gibt es verschiedene Arten der Datenerhebung.

1. Primdr- und sekunddrstatistische Erhebung

e Man spricht von primdrstatistischer Erhebung, wenn die Daten speziell im Zusammenhang mit der
interessierenden Fragestellung erhoben werden, bzw. von

o sekunddrstatistischer Erhebung, wenn die Daten bereits vorhanden sind und beispielsweise lediglich aus
groferen Datenbesténden/Datenbanken extrahiert werden miissen.
e Beachte:
— Wenn nicht die Rohdaten selbst, sondern nur vorverarbeitete (beispielsweise aggregierte/kompri-
mierte) Daten vorliegen, dann spricht man von tertidrstatistischer Datenerhebunyg.

— In der Regel sind Rohdaten besser als stark aggregierte/komprimierte Daten fiir statistische Analy-
sen geeignet.

2. Fehlende Daten
e Durch das Zusammenfassen, d.h. das Aggregieren bzw. Komprimieren von Daten entsteht stets ein

Informationsverlust.

e Ein dhnliches Problem sind fehlende Daten. Dieser Effekt tritt hdufig bei der Befragung von Personen
auf und kann die Ergebnisse statistischer Analysen negativ beeinflussen.
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e Ein anderes Beispiel, bei dem die Problematik fehlender Daten typischerweise vorkommt, ist die statis-
tische Bildanalyse. Denn die Daten, die den Rand von digitalen Bildern beschreiben, sind oft weniger
informativ als die Daten, die den inneren Bildbereich beschreiben.

e Wenn der Entstehungsmechanismus bekannt ist, der zum Fehlen von Daten fiihrt, dann kann dies
allerdings durch eine entsprechende Wahl der statistischen Analyse-Methoden korrigiert werden.

e Zum Beispiel werden bei der Analyse von Bilddaten sogenannte randkorrigierte Schitzer betrachtet.
3. Teil- und Vollerhebung

¢ Hiufig wird die Beobachtung interessierender Merkmale/Kenngrofen /Variablen lediglich fiir einen Teil
der (insgesamt verfiigharen) realen Sachverhalte, Objekte bzw. Vorginge durchgefiihrt.

e Man spricht dann vom Ziehen einer Stichprobe aus der insgesamt (zumindest prinzipiell) verfiigbaren
Grundgesamtheit von Sachverhalten/Objekten/Vorgingen bzw. von einer Teilerhebung.

e Manchmal (beispielsweise bei Volkszahlungen) werden die interessierenden Merkmale/Kenngrofen/
Variablen jedoch fiir simtliche Einheiten der Grundgesamtheit beobachtet /registriert. In diesem Fall
spricht man von einer Vollerhebung.

e Ein typisches Beispiel fiir Teilerhebungen ist die Qualitdtskontrolle von Produkten, bei der eine Voller-
hebung hiufig aus Kostengriinden bzw. wegen des hohen zeitlichen Auswandes nicht sinnvoll ist.

2.1.3 Gewinnung von experimentellen Daten

e Eine andere Methode der Datengewinnung beruht auf der Durchfiihrung von Ezperimenten im Rahmen von
Labor- bzw. Feldversuchen:

— Beobachtet, d.h. registriert werden dabei die interessierenden Merkmale/Kenngréfien/Variablen der
Versuchsergebnisse.

— Typische Beispiele sind biologische, physikalische bzw. chemische Experimente, die in Forschungslabors
durchgefiihrt werden.

— Bei wirtschaftswissenschaftlichen Studien werden die Experimente vorwiegend als Feldversuche durch-
gefiihrt, wobei wesentlich umfangreichere Stichproben (beispielsweise von potentiellen Kunden) als bei
Laborversuchen betrachtet werden.

— Das Ziel solcher Studien kénnen zum Beispiel Marktanalysen sein, bei denen die Nachfrage nach (neu
entwickelten) Produkten untersucht wird.

— Experimentelle medizinische Studien von (zuféllig ausgewéhlten) Patientengruppen kénnen sowohl als
klinische Studie (d.h. als Laborversuch) bzw. als Feldstudie durchgefiihrt werden.

— Diese Studien kénnen beispielsweise das Ziel haben, die Wirkung von neu entwickelten Medikamenten
bzw. Therapien zu beurteilen.

¢ Naturwissenschaftliche Experimente weisen wesentliche Unterschiede im Vergleich zu wirtschaftswissen-
schaftlichen bzw. medizinischen Experimenten auf:

— Wihrend bei naturwissenschaftlichen Experimenten unter gleichbleibenden Bedingungen kontrolliert
Daten gesammelt werden konnen, ist dies bei wirtschaftswissenschaftlichen und medizinischen Unter-
suchungen oftmals nicht mdéglich.

— Ein Grund hierfiir ist, dass wirtschaftswissenschaftliche und medizinische Untersuchungen teilweise auf
Personenbefragungen beruhen, wodurch die Kontrollierbarkeit der Versuchsbedingungen nur in einem
geringerem Mafe als bei naturwissenschaftlichen Experimenten gew&hrleistet ist.

Die Erzeugung von Daten im Zusammenhang mit der Durchfiihrung von Experimenten muss sorgféltig vorbereitet
werden. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von Versuchsplanung. Dabei sind insbesondere die folgenden
Punkte zu beachten.



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 10

1. Ziele der Untersuchungen

Zunichst miissen die Ziele der Untersuchungen abgesteckt werden.

Wesentlich fiir die Effizienz und den Erfolg der Untersuchungen ist, dass sémtliche Arbeiten bereits in
diesem frithen Stadium in enger Abstimmung zwischen dem Statistiker und seinen Kooperationspart-
nern erfolgen.

Insbesondere miissen zunéchst die relevanten Merkmale/Kenngrofen/Variablen der interessierenden
Sachverhalte/Objekte/Vorgénge spezifiziert werden.

Eine anschliefende Literatur-Recherche (beispielsweise per Internet) kann Informationen dariiber lie-
fern, ob dhnliche Fragestellungen bereits in anderen Projekten untersucht worden sind.

Im Ergebnis hiervon konnen schon vorhandene Modellierungs- und Lésungsandtze mit in die eigenen
Untersuchungen einbezogen werden.

Die Literatur-Recherche kann jedoch auch dazu fiihren, dass die urspriinglich festgelegten Ziele der
Untersuchungen préazisiert bzw. korrigiert werden miissen.

2. Planung der Ezxperimente

Nachdem die Ziele der Untersuchungen festgelegt worden sind, sollte eine sorgfiltige Planung der
Experimente folgen.

Dabei héngt die Planung der Rahmenbedingungen, des Umfanges bzw. der Zeitdauer, die fiir die
Durchfiihrung der Experimente veranschlagt werden, natiirlich von den vorhandenen finanziellen und
technischen Ressourcen ab.

Bei wirtschaftswissenschaftlichen und medizinischen Untersuchungen, die auf Personenbefragungen
beruhen, ist zunéchst das Vorgehen bei der Auswahl der Probanden festzulegen.

In diesem Zusammenhang ist die Randomisierung der Stichprobe ein wichtiges Prinzip, um Verfilschun-
gen (beispielsweise durch die bewusste Auswahl von besonders geeigneten Personen) zu vermeiden und
somit eine reprasentative Stichprobe von Probanden zu erhalten.

Bei medizinischen Studien wird, zusétzlich zu der eigentlichen Gruppe der behandelten Probanden,
oftmals noch eine Placebo- bzw. Kontrollgruppe betrachtet, um eine mdglichst objektive Beurteilung
der Versuchsergebnisse zu ermdglichen.

Bei der Planung der Experimente miissen auch bereits erste Vorstellungen dariiber entwickelt werden,
— welche relevanten Merkmale/Kenngrofen/Variablen der interessierenden Sachverhalte/Objekte/
Vorginge auf welche Weise untersucht werden sollen,

— welche Merkmale/Kenngrofien /Variablen als (einstellbare) Ausgangsgrofen und welche Merkmale/
Kenngrofen/Variablen als (beobachtbare) Zielgrofien aufgefasst werden,

— wie die gewonnenen Daten dargestellt und statistisch verarbeitet werden sollen.
Um mehr Planungssicherheit fiir umfangreiche Feldversuche zu erlangen, ist es manchmal sinnvoll,

zunéchst eine Pilotstudie durchzufiihren. Die Ergebnisse solcher Pilotstudien kénnen dann zur Planung
der eigentlichen Experimente verwendet werden.

3. Erfassung/Protokollierung der Daten

Die Protokollierung der Daten beginnt mit der Darlegung der Ziele der Untersuchungen und der Doku-
mentation der Versuchsplanung.

Das Protokoll sollte auferdem Angaben iiber die verwendeten Methoden zur Darstellung und statisti-
schen Verarbeitung der Daten enthalten.

Die gewonnenen Daten, die aus den Einstellungen bzw. Messungen sémtlicher Einfluss- bzw. Zielgrofien
resultieren, sollten moglichst detailliert erfasst und protokolliert werden.

Das Aggregieren bzw. Komprimieren von Rohdaten, das bei umfangreichen Feldversuchen aus Ka-
pazititsgriinden geboten sein kann, fiihrt stets zu Informationsverlusten und sollte deshalb nur bei
begriindeter Notwendigkeit erfolgen.
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e Bei wirtschaftswissenschaftlichen und medizinischen Untersuchungen, die auf Personenbefragungen
beruhen, sollten simtliche relevanten Daten iiber die Probanden im Protokoll erfasst werden (auch
iiber diejenigen Probanden, die im Verlauf der Experimente aus der Studie austreten).

2.1.4 Datengewinnung durch Computer-Simulation

e Neben der Gewinnung von experimentellen Daten im Rahmen von realen Labor- bzw. Feldversuchen er-
langte die Erzeugung sogenannter synthetischer Daten durch Computer-Simulation in den letzten Jahren
eine immer gréfsere Bedeutung.

¢ Die Griinde fiir die zunehmende Niitzlichkeit von Computer-Simulationen bei der Untersuchung von inter-
essierenden Sachverhalten/Objekten/Vorgingen sind vielfiltig:

— An erster Stelle ist hier natiirlich das rasant wachsende Leistungsvermoégen moderner Computer-
Systeme zu nennen, das sich in den letzten Jahren in einem ungeahnten Ausmaf weiterentwickelt
hat und dabei Moglichkeiten eréffnet, die noch vor kurzem vollig unvorstellbar waren.

— Im Zusammenhang damit ist die Datengwinnung durch Computer-Simulation oft viel kostengiinstiger
und mit weniger Zeitaufwand verbunden als die herkdmmliche Gewinnung von experimentellen Daten
im Rahmen von realen Labor- bzw. Feldversuchen.

— Auferdem lassen sich (virtuelle) Computer-Experimente unter gleichbleibenden Versuchsbedingungen
beliebig oft wiederholen, wogegen beispielsweise bei naturwissenschaftlichen Experimenten das unter-
suchte Objekt wiahrend der Versuche oft beschédigt bzw. zerstort wird.

e Ein weiterer Grund fiir die Niitzlichkeit von Computer-Simulationen besteht darin, dass

— der Umfang und die Struktur der zu analysierenden Datensétze oft sehr komplex ist,

— die Verarbeitung und Bewertung der Daten dann typischerweise auf mathematischen Modellen beruht,
deren charakteristische Eigenschaften nicht (oder nur teilweise) mit geschlossenen analytischen Formeln
beschrieben werden kénnen,

— die Computer-Simulation der betrachteten Modelle in diesem Fall ein niitzliches (alternatives) Analyse-
Tool ist.

e Computer-Experimente zur Untersuchung von interessierenden Sachverhalten/Objekten/Vorgéingen beru-
hen auf stochastischen Simulationsalgorithmen. Man spricht deshalb auch von Monte-Carlo-Simulation.
Dabei gibt es unterschiedliche Arten von Simulationsalgorithmen.

1. Die Grundlage zur Monte-Carlo-Simulation von (einzelnen) Merkmalen/Kenngréfien/Variablen bilden
Zufallszahlen- Generatoren.

— Dies sind Algorithmen, durch die Realisierungen von Zufallsvariablen per Computer erzeugt werden
konnen, die Pseudozufallszahlen genannt werden.

— Den Ausgangspunkt bilden dabei sogenannte Standard- Zufallszahlen-Generatoren, durch die Reali-
sierungen von Zufallsvariablen erzeugt werden konnen, die auf dem Einheitsintervall [0, 1] gleich-
verteilt sind, sogenannte Standard-Pseudozufallszahlen.

— Hiervon ausgehend lassen sich dann durch gewisse Transformations- bzw. Verwerfungsmethoden
auch Pseudozufallszahlen fiir Zufallsvariablen mit anderen Verteilungen erzeugen, zum Beispiel fiir
binomialverteilte, Poisson-verteilte oder normalverteilte Zufallsvariablen.

2. Computer-Experimente zur Untersuchung der zeitlichen Entwicklung von Sachverhalten/Objekten/
Vorgéngen beruhen auf anspruchsvolleren Algorithmen der dynamischen Monte-Carlo-Simulation.

— Eine zentrale Rolle spielen dabei die Algorithmen der Markov-Chain-Monte-Carlo-Simulation
(MCMC-Simulation), durch die zeitstationdire Gleichgewichtszustinde von Sachverhalten/Objek-
ten/Vorgingen ndherungsweise simuliert werden kénnen.
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— Ein anderes Beispiel, bei denen Algorithmen der MCMC-Simulation angewendet werden, ist die
statistische Analyse von Bilddaten.

— Eine aktuelle Forschungsthematik, zu der in den letzten Jahren zahlreiche Publikationen ver-
Offentlicht wurden, sind sogenannte Kopplungsalgorithmen der perfekten MCMC-Simulation.

— Durch solche Kopplungsalgorithmen kénnen beispielsweise zeitstationdre Gleichgewichtszusténde
von Sachverhalten/Objekten/Vorgingen nicht nur niherungsweise, sondern in einem gewissen
Sinne ,,perfekt” simuliert werden kénnen.

2.2 Kenngrofsen zur Beschreibung von univariaten Daten

¢ Die beschreibende Statistik stellt eine Reihe von Kenngrdfsen bereit, durch die wesentliche Eigenschaften
bzw. GesetzméfRigkeiten von (groffen) Datensétzen auf tibersichtliche Weise dargestellt werden kénnen. Der

Vektor (x1, ... ,z,) der vorliegenden Daten x4, ... , 2, kann dabei im allgemeinen eine komplizierte Struktur
aufweisen.

e Der ,Wert” x; muss ndmlich nicht unbedingt eine Zahl sein, sondern z; kann fiir jedes i = 1,... ,n ein Vektor
oder eine Matrix sein, die beispielsweise die Ausprigungen mehrerer Merkmale gleichzeitig beschreiben
kdnnen.

e In diesem Abschnitt setzen wir jedoch voraus, dass xz; € R fiir jedes ¢ = 1,...,n, d.h., wir betrachten

sogenannte univariate Daten.
e Wir beginnen zunéchst mit der Einfiihrung einiger allgemeiner Grundbegriffe der beschreibenden Statistik.

— Der Datenvektor (z1, ... ,2,) wird (konkrete) Stichprobe genannt.

— Die Menge C' C R™ aller (potentiell moglichen) Stichproben (z1, ... ,z,) heilit Stichprobenraum.
— Fiir jedes i = 1,... ,n nennt man x; den i-ten Stichprobenwert von (z1,... ,%y).

— Die Anzahl n der Komponenten von (z1, ... ,2,) heilit Stichprobenumfang.

— Unter einer Kenngrifle der Stichprobe (1, ... ,x,) verstehen wir dabei eine Abbildung

(1, xn) —> @(x1,. .. ,Ty), (1)

die jeder Stichprobe (zi,...,z,) einen ,Kennwert” ¢(z1,... ,z,) zuordnet.

— Die in (1) betrachtete Abbildung wird auch Stichprobenfunktion genannt.

2.2.1 Lagemalfizahlen

In diesem Abschnitt betrachten wir eine spezielle Klasse von Kenngrofsen der Stichprobe (x4, ... ,z,), sogenannte
Mafzahlen, die die Lage der Daten beschreiben und die kurz Lagemafzahlen genannt werden.

1. Stichprobenmittel

e Wir betrachten zunéchst die Stichprobenfunktion ¢ : R — R mit
( =13y )
P T, y Tn n Zl Ti s
1=

d.h., wir betrachten das arithmetische Mittel T,, = (x1 + ...+ x,)/n der Stichprobenwerte z1,... ,z,.

e Die Zahl T,, wird Stichprobenmittel der (konkreten) Stichprobe (z1,... ,z,) genannt.
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e Beispiel

— Waihrend eines bestimmten Zeitraumes verkauften die 8 Angestellten der Abteilung ,.Lebensver-
sicherungen” eines Versicherungsunternehmens jeweils die folgenden Anzahlen von Lebensver-
sicherungsvertrigen: 9, 12, 5, 13, 7, 11, 24, 11.

— Wir fassen diese Daten als Stichprobenwerte z1, ... ,zg einer Stichprobe vom Umfang n = 8 auf.
— Das Stichprobenmittel Tg dieser Stichprobe betrigt

= =115
8 )

. _128333, 9+12+45+13+7+11+24+11
8—8Z:1 i

d.h.,; im Mittel wurden von den Angestellten jeweils 11.5 Vertrige wahrend des betrachteten
Zeitraumes verkauft.

e Beachte

— In der obenbetrachteten Beispiel-Stichprobe ist die maximale Anzahl der abgeschlossenen Vertrage
um mehr als 10 Vertrage grofer als die zweitgrofite Anzahl.

— Streicht man den Maximalwert 24 aus dieser Stichprobe, so verédndert sich das Stichprobenmittel
Tg = 11.5 zu 7y = 9.7.

— Das Stichprobenmittel reagiert also offensichtlich ,empfindlich” auf extreme Werte, sogenannte
Ausreiffer, in den Daten.

e Weitere Eigenschaften des Stichprobenmittels
— Es gilt stets

n

Y (wi—Tn) =0, (3)

i=1

d.h., das Stichprobenmittel F,, 1asst sich als Schwerpunkt der Daten z1,... ,x, interpretieren.

— Auferdem kann man zeigen, dass das Stichprobenmittel Z,, die Summe der quadratischen Ab-
weichungen

n

6(2;1’1,.. . :xn) = Z(xl - 2)2

i=1
minimiert, d.h., es gilt

e(Tn; 1, ,&pn) = Iznei]IR}e(z;a:l,... , T -

2. Stichprobenmedian
e Lagemafzahlen, die den Einfluss von Extremwerten begrenzen, heifien resistent oder robust. Eine
derartige robuste Lagemafzahl ist der Stichprobenmedian.

e Hierfiir ordnet man die Stichprobenwerte zi, ... ,z, der Gréfke nach. Dies ergibt die geordnete Stich-
probe (T(1),... ,T(y)) mit 21y < ... < 3(y).

e Insbesondere gilt

T(1) = 1r<nii£1n x; und T(n) = MAX i, (4)
d.h., z(1) bzw. () sind das Minimum bzw. das Mazimum der Stichprobenwerte 1, ... ,z,, die auch

mit Tmin DZW. ZTmax bezeichnet werden.

e In diesem Zusammenhang wird auch die Stichprobenspannweite Xmax — Tmin = T(n) — Z(1) betrachtet,
die jedoch eine Mafizahl fiir die Streuung der Daten ist; vgl. Abschnitt 2.2.2.



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 14

e Manchmal ist es zweckmafiger, anstelle des Stichprobenmittels T,, den Stichprobenmedian Tmeq zu
betrachten, wobei

T((n+1)/2) falls n ungerade,
Tmed = (5)
(m(n/Q) + w((n/2)+1))/2, falls n gerade,

e Beachte
— Der Stichprobenmedian ist also ebenfalls ein Mittelwert: Jeweils die Hélfte der Stichprobenwerte
Z1,-..,Zy ist kleiner bzw. grofer als der Stichprobenmedian Tpmeq -

— Ein Vorteil des Stichprobenmedians x,eq besteht darin, dass z,eq wesentlich weniger als Z,, von
den extremalen Stichprobenwerten x (1) und z(,) abhéngt.

— Fiir das obenbetrachtete Zahlenbeispiel der Anzahlen von jeweils verkauften Lebensversicherungs-
vertrigen gilt £meq = 11, und zwar sowohl fiir die gesamte Stichprobe aller n = 8 Stichprobenwerte
als auch fiir die Teilstichprobe von n — 1 = 7 Stichprobenwerten, fiir die der ,Ausreifserwert” 24
gestrichen wurde.

e Eine weitere allgemeine Eigenschaft des Medians #meq ist die Minimierung der Summe der absoluten
Abweichungen

n

e'(z;21,... ,an) = Z\xl—z\

i=1
minimiert, d.h., es gilt

¢ (Tmed; 21, .., @n) = Mine (2521, T0) -

3. Empirische Quantile

e In Verallgemeinerung des Medians xmeq betrachtet man fiir jedes p € (0,1) der Begriff des p—Quantils
zp der Stichprobe (z1,... ,2y).

e Dabei geht man erneut von der geordneten Stichprobe (z(1y,...,%(,)) mit 21y < ... < 3(,) aus und
definiert das p—Quantil z, wie folgt:

Z([np]+1) 5 falls np nicht ganzzahlig,
= (6)
(ar(np) + :U(np+1))/2, falls np ganzzahlig,

wobei [np] die grofite ganze Zahl bezeichnet, die kleiner oder gleich np ist.

e Beachte

— Durch das p—Quantil 2z, werden die Stichprobenwerte zi,... ,z, in zwei Teilmengen zerlegt, so
dass mindestens p-100% der Stichprobenwerte kleiner oder gleich z, und mindestens (1 —p) - 100%
der Stichprobenwerte grofer oder gleich z, sind.

— Mit anderen Worten: Fiir das p-Quantil z, gilt:

Anzahl{i: 1<i<n,z; <z} >p and Anzahl{i: 1<i<n, z; > z,}
n n

>1-—p.

— Insbesondere ist das 0.5-Quantil zq5 gleich dem Median z,eq der Stichprobe (zy,... ,z,).
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— Auferdem ergibt sich aus der Definitionsgleichung (6), dass z(;) = zp, falls np < 1, und z(,) = 2,
falls np > n — 1, d.h., das Minimum z(;y und das Maximum z,,) der Stichprobenwerte x1,... ,z,
kénnen auch als Quantile aufgefasst werden.

— Weitere wichtige Quantile sind die sogenannten Quartile zg 25 und zg.75.
¢ Fiir das obenbetrachtete Zahlenbeispiel der Anzahlen von jeweils verkauften Lebensversicherungsvertri-
gen gilt n =8 und zg25 = (74 9)/2 =8 und 29,75 = (12 + 13)/2 = 12.5.
4. Modus
e Derjenige Wert der Stichprobenwerte x4, ... , z,, der am haufigsten auftritt, wird Modus der Stichprobe
genannt und mit xn,.q bezeichnet.
e Beachte

— Der Modus zpeq ist die wichtigste Lagemafizahl fiir nominalskalierte Merkmale.
— Fiir das obenbetrachtete Zahlenbeispiel ist der Modus xmeq gleich 11.

e Fiir intervallskalierte Merkmale konnen das Stichprobenmittel Z,,, der Median zyeq und der Modus
Tmod auch zur Beschreibung der Symmetrie bzw. Schiefe der Stichprobe benutzt werden. Man spricht
von einer

— symmetrischen Verteilung der Stichprobenwerte, falls T,, & Tmed & Zmod,
— linkssteilen Verteilung der Stichprobenwerte, falls T,, > Zmed > Tmod,
— rechtssteilen Verteilung der Stichprobenwerte, falls T,, < Zmed < Zmod-

5. Geometrisches und harmonisches Mittel

e Neben dem eigentlichen (arithmetischen) Stichprobenmittel und dem Median werden in der Literatur

noch weitere Ansétze zur Mittelung der Stichprobenwerte z1, ... ,z, betrachtet:
— Das geometrische Mittel der Stichprobenwerte 1, ... ,z, ist gegeben durch
Tgeo = (T1 ... -xn)l/"
— und das harmonische Mittel von z1,... ,x, ist gegeben durch
_ 1
e T T
n i=1 Li

e Beispiele

i) Das geometrische Mittel Tgeo wird im Zusammenhang mit Wachstumsfaktoren von Besténden be-
trachtet (beispielsweise in der Finanz- und Versicherungswirtschaft, aber auch bei biologischen

Wachstumsmodellen):
— Ausgehend von einem Anfangsbestand bg sei by, by, ... , b, eine Folge von Bestandsdaten, die
zu n + 1 aufeinanderfolgenden (dquidistanten) Zeitpunkten beobachtet wurden.
— Dabei wird vorausgesetzt, dass b; > 0 fiir jedes i = 0,1,... ,n gilt.
— Man nennt x; = b;/b;—1 den i-ten Wachstumsfaktor und (b;—b;_1)/b;—1 die i-te Wachstumsrate
firi=1,...,n.

Offenbar gilt
bn = b(] Ty ... Tp bzw. bn = b(] (Egeo)n

d.h., das geometrische Mittel Zgeo kann man als Mittelung der Wachstumsfaktoren z¢,... ,z,
auffassen.
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— AufRerdem ergibt sich durch Logarithmieren, dass
1 1
InZgeo = - Zl In z; und somit InZgeo <Tp, = - Zl i,
= 1=

wobel Tgeo = Tp, genau dann, wenn x; = ... = Zy.

— Das (arithmetische) Stichprobenmittel Z,, wiirde also einen (gegeniiber Zge,) liberhShten mitt-
leren Wachstumsfaktor liefern.

ii) Das harmonische Mittel Zya, wird beispielsweise bei der Berechnung von mittleren Geschwindigkei-
ten verwendet.

— Seien 1, ... ,x, die Dateniibertragungsraten, mit denen n Nachrichten der Linge ¢ iibertragen
werden.

— Dann ist (¢/z1) + ...+ (¢/2,) die Gesamtdauer, die fiir die Ubertragung der n Nachrichten
bendtigt wird.

— Die mittlere Dateniibertragungsrate ist dann gegeben durch

_ b4+ ...+¢
T =g
— .4+ —
I In
2.2.2 Malfizahlen fiir die Streuung der Daten
Wir betrachten nun Kenngrofen der Stichprobe (x4, ... ,z,), die die Streuung der Daten z1, ... ,z, beschreiben.

1. Stichprobenvarianz und Stichproben-Standardabweichung

e Zunichst betrachten wir die Stichprobenfunktion @ : R® — R mit

- 1 < _ 2
Qp(wlaawn):ﬁzl(ml_mn) ) (7)
1=
die die mittlere quadratische Abweichung der Stichprobenwerte z1,. .. ,z, vom (arithmetischen) Stich-
probenmittel Z,, beschreibt.

e Anstelle der in (7) gegebenen Stichprobenfunktion wird in der beschreibenden Statistik jedoch hiufig
die (modifizierte) mittlere quadratische Abweichung ¢ : R* — R mit

<p(:£1,...,xn):nilz(:ﬂi—fn)Q (8)

betrachtet, die Stichprobenvarianz bzw. empirische Varianz heifft (und mit s2 bezeichnet wird).

e Manchmal betrachtet man die Wurzel s, = \/s2 von s2, die Stichproben-Standardabweichung bzw.
empirische Standardabweichung genannt wird.

e Beachte
— Wegen der Schwerpunkteigenschaft (3) des Stichprobenmittels Z,,, d.h. .7 | (z; —F,) = 0, ist die
n-te Abweichung x,, — T,, bereits durch die Abweichungen 1 — %, ... , 2,1 — T, der ersten n — 1
Stichprobenwerte x1,... ,z,—1 vom Stichprobenmittel Z,, eindeutig bestimmt.

— Somit sind nur n — 1 Abweichungen frei wiahlbar, weshalb man in der Definitionsgleichung (8) von
s? nicht durch n, sondern durch die Anzahl n — 1 der sogenannten Freiheitsgrade dividiert.

o Weitere Eigenschaften der Stichprobenvarianz
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i) Alternative Darstellungsformel fiir s>
— Aus der Definitionsgleichung (8) von s2 folgt, dass

1
sy = Z(mz — )’

n—1~:4
i=1
= ! i(wg—%’»f +72)
n—ll,:1
1 - 2 -2
= n_l(in—nxn).
i=1

— Es gilt also die folgende (alternative) Darstellungsformel fiir die Stichprobenvarianz s2:

n
si:nil(Zx?—nE%). (9)
i=1

ii) Stichprobenvarianz von linear transformierten Stichproben

— Fiir beliebige, jedoch fest vorgegebene Zahlen a, 8 € R sei die Stichprobe (y1, ... ,yn) gegeben
durch y; = a + pBz; fiir jedes i = 1,... ,n, d.h., die Stichprobenwerte y1,... ,y, ergeben sich
durch eine lineare Transformation der urspriinglichen Stichprobenwerte z1,... ,z,.

— Mit der Schreibweise §,, = (y1 + ...+ yn)/n ergibt sich dann, dass

n

1
812’L(y17"' ayn) = Z(yl_yn)2

n—1 P
1 - 2
= n_lz(a+ﬂxi—(a—[ﬁn))
i=1
1 " 2
= ﬁQn 1 Z(azl —Tn) =B85 (T1, .., T),
i=1
— Es gilt also
si(yl,... ,Yn) = [323%(:01,... y Tn) . (10)

e Beispiel

— Gegeben seien die Stiickzahlen
42,46,41,39,42,40,43,40,41,44,42,42,41,40,42,42,41,43, 39,40

eines bestimmten Erzeugnisses, die an n = 20 aufeinanderfolgenden Tagen von der Produktions-
abteilung eines Unternehmens hergestellt worden sind.

— Fiir diese Stichprobe gilt offenbar zmin = 39 bzw. Tmax = 46, woraus sich die Stichprobenspann-
weite Tmax — Tmin = 46 — 39 = 7 ergibt.
— Auferdem gilt Too = 41.5 und Z?il x? = 34500, so dass sich aus der Darstellungsformel (9) die

folgenden Werte fiir die Stichprobenvarianz s3, bzw. die Stichproben-Standardabweichung sag
ergeben:

1
530 = o (34500 — 20 - (41.5)%) = 2.89,  s99 = 1.70.

2. Empirischer Variationskoeffizient
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e Fiir die Stichprobe (zi,...,%,) mit dem Stichprobenmittelwert T, und der Stichproben-Standard-
abweichung s,, wird der empirische Variationskoeffizient durch den Quotienten s, /T, definiert.

e Der Quotient s, /T, wird manchmal auch Variabilititskoeffizient genannt.

3. Empirischer Quantilabstand

e In Verallgemeinerung der bereits erwdhnten Stichprobenspannweite Tmin — Tmax = T(n) — T(1) wird
manchmal auch fiir beliebiges p € (0,1/2) der empirische Quantilabstand z;_, — z, betrachtet, der
ebenfalls eine Kenngrofie zur Beschreibung der Streuung der Daten zq,. .. , x, ist.

e Insbesondere wird hiufig der sogenannte Interquartilsabstand zg 75 — zg.25 betrachtet.
e Beachte

Die Quartile zg.25 und zg.75, das Minimum z.,, das Maximum z.ax sowie den Median Zpeq
nennt man die Finf-MafSzahlen-Charakteristik (bzw. kurz Fiinfer-Charakteristik) der Stichprobe
(II:' . :xn)'

Durch die Fiinfer-Charakteristik (Zmin, 20.25, Zmed; 20.75, Lmax ) ldsst sich die Stichprobe (z1,... ,z,)
in vier Teilstichproben zerlegen, wobei diese Teilstichproben jeweils etwa ein Viertel der Stich-
probenwerte zq,... ,x, enthalten.

Wenn zusétzlich noch die Quantile zg g5 und zg 95 betrachtet werden, dann ergibt sich die Siebener-
Charakteristik (Zmin, 20.05, 20.25, Tmed, 20.75, 20.95, Tmax) der Stichprobe (z1,... ,x,).

Es ist {iblich, solche Zerlegungen der Stichprobe (x1,...,z,) durch einen sogenannten Boz-Plot
graphisch darzustellen.

Fiir das obenbetrachtete Beispiel von Stiickzahlen eines bestimmten Ereignisses ergibt sich der
folgende Box-Plot der Siebener-Charakteristik, wobei in diesem Fall zmin = zg.05 gilt:

0.1+

0.05

—0.05 A

—0.1

40 42 44 46
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2.2.3 Konzentrationsmafie

e In diesem Abschnitt setzen wir voraus, dass

— das beobachtete Merkmal /Kenngréfe/Variable kardinalskaliert ist,
— sémtliche Stichprobenwerte x1, ... ,x, nichtnegativ sind und

— die sogenannte Gesamtmerkmalssumme x1 + ...+ x, positiv ist, d.h. Z?:l z; > 0.

e Typische Beispiele solcher Merkmale/Kenngrofen/Variablen sind der Umsatz bzw. der Gewinn von Un-
ternehmen, das Einkommen bzw. die Anzahl von Beschiiftigten.

e Um die Bezeichnungsweise moglichst einfach zu halten, nehmen wir dariiber hinaus (0.B.d.A.) an, dass die
Stichprobenwerte x1, ... ,z, der Grofse nach geordnet sind, d.h., es gelte

(‘rla"' 7In) = (I(l), ax(n))

Wir betrachten nun die folgenden beiden Charakteristiken zur Beschreibung von univariaten Daten, die in der
Literatur Konzentrationsmaje genannt werden.

1. Lorenzkurve

e Fiir jedes j = 1,...,n betrachtet man die sogenannte relative Merkmalssumme
i n
b=Ya) S,
i=1 i=1
die die j kleinsten Stichprobenwerte z1,...,; auf sich ,konzentrieren”, welche den Anteil u; = j/n

von samtlichen Stichprobenwerten ausmachen.

e Den Polygonzug, der durch die n + 1 Punkte (0,0) = (ug,vo), (u1,v1),..., (Un,vn) = (1,1) verlduft,

3

nennt man Lorenzkurve der (geordneten) Stichprobe (z1,...,%,).
¢ Beachte
— Anstelle der (auf die Zahl Eins bezogenen) Anteile u; und der relativen Merkmalssummen v;
betrachtet man manchmal die prozentualen Anteile 100u;, 100v;.

— Man kann sich leicht {iberlegen, dass jede Lorenzkurve monoton wachsend und konvezx (d.h. nach
unten gewolbt) ist.

— Die ,Stirke der Konzentration” der relativen Merkmalsummen in einem bestimmten Teilbereich
der (geordneten) Stichprobe ist proportional zu der vertikalen Abweichung der Lorenzkurve von
der (geradlinigen) Diagonalen, die die beiden Punkte (0,0) und (1, 1) direkt miteinander verbindet.

e Beispiel

— Wir betrachten 5 Unternehmen aus einundderselben Branche, von denen 3 Unternehmen einen
Marktanteil von jeweils 10%, ein Unternehmen einen Marktanteil von 20% und ein Unternehmen
einen Marktanteil von 50% haben moge.

— Als (geordnete) Stichprobe ergibt sich dann (1, ... ,z5) = (10,10, 10, 20, 50), und als Lorenzkurve
ergibt sich der Polygonzug durch die (prozentualen Anteil-) Punkte

(0,0), (20, 10), (40, 20), (60, 30), (80, 50), (100, 100)

mit der graphischen Darstellung
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2. Gini-Koeffizient

e Weil sich die Stirke der Konzentration durch die Entfernung der Lorenzkurve von der NO-Diagonalen
ausdriicken l&sst, ist es naheliegend, in die Definition eines weiteren Konzentrationsmafes die Fliche
zwischen der Lorenzkurve und der NO-Diagonalen einzubeziehen.

e Dabei betrachtet man den Quotienten dieses Flacheninhaltes zum ,Gesamtflicheninhalt” des rechtwin-
kligen Dreiecks, das durch die Punkte (0,0), (1,0) und (1, 1) gebildet wird, und nennt diesen Quotienten
Gini-Koeffizient der (geordneten) Stichprobe (z1,... ,z,).

e Mit anderen Worten: Der Gini-Koeffizient ~y ist gegeben durch

Fldcheninhalt zwischen Diagonale und Lorenzkurve

K Flacheninhalt zwischen Diagonale und u-Achse

= 2. Flicheninhalt zwischen Diagonale und Lorenzkurve.

e Hieraus ergibt sich durch eine einfache Rechnung, dass

n
23 ip; — (n+1)
=1

= i= y 11
gl - : (11)
wobei p; = Cﬂz/( CUZ)
i=1
e Beachte
— Falls sémtliche Stichprobenwerte z1,...,x, gleich sind, d.h. bei sogenannter Nullkonzentration
mit x4 = ... = x,, gilt v = 0.

— Andererseits gilt v = (n — 1)/n beil mazimaler Konzentration, d.h., falls z; = ... =z, =0 und

T, > 0.
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— Der maximal mégliche Wert des Gini-Koeffizienten v hangt somit vom Stichprobenumfang ab.
— Aus diesem Grund wird manchmal der normierte Gini-Koeffizient v* betrachtet, wobei

n

Y =n_17-

e Beispiel

— Fiir das obenbetrachtete Beispiel der Marktanteile der 5 Unternehmen gilt n =5 und

0.1 firi=1,2,3,

pi=49 02 firi=4,

0.5 fiiri=>5.
— Hieraus folgt, dass
1
v = (2(0.14+0.24 0.3+ 0.8+ 2.5) — 6)
1
= —-18=0.36
5

bzw. v* = 0.45.

2.2.4 Absolute und relative Hiufigkeiten; Histogramm

1. Absolute und relative Haufigkeiten

e Die Stichprobenwerte 1, ... ,z, werden manchmal auch als Urliste bzw. als Roh- oder Primdrdaten
bezeichnet.
e Weil die direkte Auflistung der Rohdaten zi,...,z, mit wachsendem Stichprobenumfang n schnell

uniibersichtlich wird, ist es manchmal zweckmé&fig bzw. notwendig, die Rohdaten in einer anderen
Form darzustellen.

e So kann es beispielsweise bei diskreten Merkmalen/Kenngrofen/Variablen sinnvoll sein, anstelle der
Rohdaten zq,... ,z, zunédchst

— die Folge der vorhandenen bzw. potentiell moglichen Auspragungen/Werte ¢y, ... , ¢, (ohne Be-
riicksichtigung eventuell vorkommender Wiederholungen) zu betrachten und der Grofie nach zu
ordnen, d.h. ¢; < ¢2 < ... < ¢, und dann

— fiir jedes j = 1,... ,k die absolute Haufigkeit h; = h(c;) bzw. die relative Hiufigkeit f; = h;/n der
Auspréigung ¢; zu bestimmen.

e Beispiel
— Wir betrachten die Anzahlen xy,... , 219 kariéser Zdhne von 10 Schiilern, wobei

i‘12345678910

51 1.0 5 1 0 2 0 0
— Dann ergeben sich die folgenden absoluten bzw. relativen Haufigkeiten der Auspriagungen c;:

|0 1 2 3 4 5
hjl 4 3 1 0 0 2
fi 104 03 01 0 0 02

g
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Beachte
— Wenn der Stichprobenumfang n grof ist, dann ist die Menge {c1,... ,¢;} der iberhaupt vorhan-
denen bzw. potentiell moglichen Auspragungen/Werte typischerweise deutlich kleiner (und damit
wesentlich iibersichtlicher) als die Menge der Rohdaten {z1,... ,z,}.

— Bei stetigen bzw. quasi-stetigen Merkmalen /Kenngrofen /Variablen kénnen ebenfalls absolute bzw.
relative Hiufigkeiten betrachtet werden, wenn die Rohdaten vorher auf geeignete Weise zu Klassen
zusammengefasst und die Haufigkeiten dann fiir die gruppierten Daten bestimmt werden.

— Dabei ist jedoch zu beachten, dass die Gruppierung/Aggregation von Daten stets mit einem In-
formationsverlust verbunden ist.

2. Histogramm

Wir betrachten nun Merkmale/Kenngrofen/Variablen, die zumindest ordinalskaliert sind, und zerlegen
die (reelle) Zahlengerade R in k Intervalle [a;, b;), die sich unmittelbar aneinander anschliefen, d.h.

—xc=a;<bi=ay<by=...=a; <b, =+0.

Fiir jedes j = 1,... , k betrachten wir die absolute Haufigkeit h; bzw. die relative Hiufigkeit f; = h;/n
derjenigen Stichprobenwerte z1,... ,z,, die in das Intervall [a;,b;) fallen.

Ein Histogramm ist ein Siulendiagramm, wobei den Klassen [a1,b1),. .. ,[ak,br) Sdulen zugeordnet
werden, deren Flicheninhalte jeweils gleich oder proportional zu den absoluten bzw. relativen Hau-
figkeiten hy,... , hg bzw. fi,..., fr sind.

Beispiel

— Fiir den obenbetrachteten Datensatz der Anzahlen karitser Zahne bei einer Gruppe von 10 Schiilern
besteht keine Notwendigkeit, die 6 beobachteten Werte 0, 1,2, 3, 4,5 zu einer kleineren Anzahl von
Klassen zusammenzufassen.

— Um ein Siulendiagramm zu erhalten, werden dennoch die ,Intervall-Klassen”
[—o0,1),[1,2),...,[4,5),[5,, ]

betrachtet, wobei diese Zerlegung der Zahlengerade R zu den (bereits obenerwihnten) absoluten
Héaufigkeiten 4,3, 1,0, 0,2 fihrt.
— Hieraus ergibt sich das folgende Histogramm:

rel. Haufigkeit abs. Haufigkeit
0.4 L4
0.3 - -3
0.2 A 2
0.1 -
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2.2.5 Kumulierte Hiufigkeiten; empirische Verteilungsfunktion

¢ Anstelle der absoluten Héufigkeiten h; bzw. der relativen Hiufigkeiten f; = h;/n werden manchmal die
kumulierten Haufigkeiten

J
Hj:zhi bzw. Fj:zfi’
] =1

derjenigen Stichprobenwerte z1, ... ,z, betrachtet, die in die ersten j Intervalle [a;, b;) [a;,b;) fallen.

gy

e Beachte
— Die kumlierten Hiufigkeiten Hy, Hs, ..., Hy bzw. Fy, Fy, ..., F} bilden monoton wachsende Zahlen-
folgen.

— Fiir den obenbetrachteten Datensatz der Anzahlen karidser Zahne ergibt sich das folgende Histogramm
(der kumulierten Hiufigkeiten):

rel. Haufigkeit abs. Haufigkeit
1.0 10
0.9 9
0.8 8
0.7 7
0.6 6
0.5 5
0.4 4
0.3 3
0.2 2
0.1 1
1 2 3 4 5
e Meistens werden die kumlierten Haufigkeiten Hy, Hs, ... , Hy bzw. Fy, F5, ..., F}y als monoton wachsende

Treppenfunktionen H : R — [0,n] bzw. F : R — [0, 1] dargestellt.

e Die Darstellung der relativen kumulierten Hiufigkeiten Fi, Fs, ..., F} durch eine Treppenfunktion fiihrt
dann zu der sogenannten empirischen Verteilungsfunktion F : R — [0, 1] mit

F(z) = Fj (:f1+...+fj), falls a; < z < b;.

e Beachte
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2.3

2.3.1

— Der Funktionswert F'(z) der empirischen Verteilungsfunktion F' : R — [0,1] an der Stelle z € [a;, b;)
ist der Anteil derjenigen Stichprobenwerte x1,... ,zy, die in die ersten j Klassen [a1,b1),... ,[a;,b;)
fallen.

— Das heifst insbesondere, dass die empirische Verteilungsfunktion eine monoton wachsende Funktion ist.

— Fiir jedes j = 1,...,k — 1 springt die empirische Verteilungsfunktion F' an der Intervallgrenze b; (=
a;+1) um die relative Haufigkeit f;1 nach oben.

— Dabei ist an den Sprungstellen der obere Wert der zugehtrige Funktionswert, d.h., die empirische
Verteilungsfunktion ist eine rechtsseitig stetige Funktion.

— Falls die Intervall-Klassen [a1,b1),... ,[ar, br) so gewdhlt sind, dass by < min{zy,...,z,} und ap >
max{z,..., T}, dann gilt auferdem F(z) = 0 fiir jedes x < by bzw. F(z) =1 fiir jedes z > ag.

Kenngrofien zur Beschreibung von bivariaten Daten
In diesem Abschnitt betrachten wir gleichzeitig zwei Stichproben (zi,...,z,) und (y1,...,y,) von zwei

diskreten Merkmalen/Kenngréfen/Variablen, die wir mit X bzw. Y bezeichnen.

Neben Stichproben von diskreten Merkmalen/Kenngrofien/Variablen werden wir auch (gruppierte/ aggre-
gierte) Stichproben von stetigen sowie quasi-stetigen Merkmalen/Kenngrifen/Variablen betrachten, die
durch Einteilung der Daten in endlich viele Klassen ,diskretisiert” worden sind.

Dabei nehmen wir an, dass beide Stichproben den gleichen Stichprobenumfang n haben.

Die Ausprigungen/Werte von X bezeichnen wir (so wie bisher) mit ¢p,...,cg,, und die Ausprigun-
gen/Werte von Y bezeichnen wir mit dy, ... ,dg,.

Von besonderem Interesse ist die Untersuchung der Frage, ob ein Zusammenhang (also eine Kontingenz)
zwischen den Ausprigungen/Werten von X bzw. Y besteht.

Kontingenztafel der absoluten Haufigkeiten

Analog zur Notation, die in Abschnitt 2.2.4 fiir den univariaten Fall eingefiihrt wurde, bezeichnen wir mit
hij = h(c;,d;) fiir jedes ¢ = 1,...,k; und fiir jedes j = 1,...,ky die absolute Hdufigkeit, mit der die
Kombination (¢;, d;) der Auspriagungen ¢; und d; in den Paaren (z,,y,) der Stichproben (z1,... ,z,) bzw.
(y1,-..,yn) auftritt.

Bei der tabellarischen Darstellung der absoluten Héufigkeiten h;; = h(c;, d;) werden auch die sogenannten
Randhdufigkeiten

hi-:hi1+---+hik2 Vi=1,...,k (12)
bzw.
h.j:h1j+...+hk1j Vi=1,... ke (13)

der Ausprigungen/Werte von X bzw. Y betrachtet, die sich ergeben, wenn lediglich die Ausprigun-
gen/Werte von X (ohne Beriicksichtigung der Auspragungen/Werte von Y') bzw. umgekehrt lediglich die
Auspriagungen/Werte von YV (ohne Beriicksichtigung der Ausprigungen/Werte von X) betrachtet werden.

Die Punktnotation h;. bzw. h.; in (12) bzw. (13) macht dabei deutlich, ob {iber j bzw. i summiert wird.

Fiir die Gesamtsumme n sdmtlicher Haufigkeiten wird manchmal die Notation h.. verwendet, wobei

k1 ka ki ko

ho=Yhi=Yh; (=33 hy=n).

i=1 j=1 i=1 j=1
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e Unter der ki x ko—Kontingenztafel der absoluten Haufigkeiten von X und Y versteht man die folgende

Tabelle:
di ... dp
C1 h11 P hlkg hl-
Co h21 P h2k2 h2,
Ckl hk11 PP hk1k2 hkl .
hiy ... hoy | h.(=n)

e Beispiel (vgl. L. Fahrmeir, R. Kiinstler, I. Pigeot, G. Tutz (2000) Statistik. Springer, Berlin, S. 111 ff.)

— Bei einer Befragung von 447 méinnlichen deutschen Arbeitslosen, die vom Deutschen Institut fiir
Wirtschaftsforschung (DIW) durchgefiihrt wurde, wurden u.a. die folgenden beiden Merkmale erfasst:
1. Ausbildungsniveau mit den vier Auspragungen ,keine Ausbildung” (K), ,Lehre” (L), fachspezifische

Ausbildung” (F), ,Hochschulabschluss” (H) sowie
2. Dauer der Arbeitslosigkeit mit den Kategorien ,Kurzzeitarbeitslosigkeit” (< 6 Monate), ,mittel-
fristige Arbeitslosigkeit” (7-12 Monate), ,Langzeitarbeitslosigkeit” (> 12 Monate)

— Dabei ergaben sich die folgenden Haufigkeiten:

< 6 Monate 7-12 Monate > 12 Monate
keine Ausbildung 86 19 18 123
Lehre 170 43 20 233
fachspez. Ausbildung 40 11 5 56
Hochschulabschluss 28 4 3 35
324 7 46 447

2.3.2 Kontingenztafeln fiir relative bzw. bedingte Héufigkeiten

e Wenn anstelle der absoluten Haufigkeiten h;; = h(c;,d;) die relativen Haufigkeiten f;; = h(ci,d;)/n be-
trachtet werden, dann ergibt sich die folgende k; x ko—Kontingenztafel der relativen Haufigkeiten der Kom-

binationen der Ausprégungen/Werte ¢;,d;) von X bzw. Y

dy dp,
c | fu o fiw | S
&) f21 f2k2 fa.
Cly fk11 fk1k2 fkl'
fi ... ks 1

e Dabei sind
fi-=fa+ ...+ fir, Vi=1,...,k
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bzw.
fJ:flj++fklj V]ZI,,]CQ
die relativen Randhdufigkeiten der Auspragungen/Werte von X bzw. Y.

e Bei der Untersuchung der Frage, ob Zusammenhdinge zwischen den Ausprigungen/Werten von X bzw. Y
bestehen, interessieren dariiber hinaus noch die bedingten relativen Hdaufigkeiten

i -j

wobei 8 = 0 gesetzt wird.

e Dabei sind fy (1 |i),..., fy(ks | i) die relativen Haufigkeiten derjenigen Ausprigungen/Werte von Y, die
zusammen mit der (fest vorgegebenen) Ausprigung ¢; von X auftreten.

e Man spricht deshalb auch von den bedingten relativen Haufigkeiten fy (1 | i),..., fy (k2 | i) der Auspré-
gungen/Werte von Y unter der Bedingung, dass X = ¢;.

e Umgekehrt heiffen fx (1] j),..., fx (k1 | j) die bedingten relativen Haufigkeiten der Ausprigungen/Werte
von X unter der Bedingung, dass Y = d;.

e Fiir das in Abschnitt 2.3.1 betrachtete Beispiel, bei dem die Merkmale ,,Ausbildungsniveau” und ,Dauer
der Arbeitslosigkeit” betrachtet wurden, ergibt sich dann die folgende 4 x 3—Kontingenztafel der bedingten
relativen Haufigkeiten:

< 6 Monate 7-12 Monate > 12 Monate
keine Ausbildung 0.699 0.154 0.147 1
Lehre 0.730 0.184 0.086 1
fachspez. Ausbildung 0.714 0.197 0.089 1
Hochschulabschluss 0.800 0.114 0.086 1

2.3.3 Zusammenhangsmafie

1. Bedingte und relative Chancen

e Wir betrachten zunéchst den Spezialfall ky = ks = 2, d.h., die Merkmale/Kenngrofen/Variablen X
und Y besitzen jeweils nur zwei verschiedene Ausprigungen/Werte.

¢ Die entsprechende 2 x 2-Kontingenztafel hat somit die Form
di  do
c1 | hir hia | by
c2 | har hay | ha.
h.y h.s n

e Fiir jedes i = 1,2 heiflt der Quotient der bedingten relativen Hiufigkeiten

fr@T1d) ~ hiafhii hiy (15)

Y(dy,da | ci) =

die bedingte Chance fiir X = ¢;, wobei h;s > 0 vorausgesetzt wird.
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e Hieraus ergibt sich ein einfaches Zusammenhangsmafl zwischen den Chancen der ersten bzw. zweiten
Zeile der 2 x 2-Kontingenztafel, das relative Chance genannt wird und gegeben ist durch den Quotienten

’Y(d1=d2 | 01) _ hi1has
’Y(d1=d2 | 02) hizha1 ’

y(di,da | c1,c2) = (16)

wobei hia, ho; > 0 vorausgesetzt wird.

e Beispiel

Fiir das in Abschnitt 2.3.1 diskutierte Beispiel betrachten wir jetzt nur die Ausprigungen ,fach-
spezifische Ausbildung” (F) bzw. ,Hochschulabschluss” (H) fiir das Merkmal ,,Ausbildungsniveau”
sowie die Ausprigungen ,Kurzzeitarbeitslosigkeit” (< 6 Monate) bzw. ,mittel- und langfristige
Arbeitslosigkeit” (> 7 Monate) fiir das Merkmal ,Dauer der Arbeitslosigkeit”.

Dann ergibt sich die folgende 2 x 2—Kontingenztafel der absoluten Hiufigkeiten:

c1 | 40 16

Co 28 7

Die ,bedingte Chance” y(d;,ds | ¢1) von Personen mit fachspezifischer Ausbildung, kurzfristig
arbeitslos zu sein (gegeniiber einer mittel- bzw. langfristigen Arbeitslosigkeit), ist also gegeben
durch

40

"}/(dl,dg ‘ Cl) = E =25.

Fiir Personen mit Hochschulabschluss ergibt sich dagegen der Wert

28
’y(dl,dg ‘ CQ) = 7 =4.0.
Fiir die ,relative Chance” ergibt sich
280 70
Y(dy,dy | c1,¢0) = R oIn - 0.625,

d.h., fiir Personen mit Hochschulabschluss stehen somit die ,,Chancen” deutlich besser.

e Beachte

Die Begriffe der bedingten bzw. relativen Chance lassen sich vollig analog auch fiir den Fall
definieren, dass Merkmale mit mehr als 2 Auspridgungen betrachtet werden.

Die relative Chance zwischen X = ¢; und X = ¢; beziiglich der bedingten Chancen von Y = d;
und Y = d; ist dann gegeben durch

y(djdy | ei) _ highoy

Y(dj. dj | e)  hij hirj

W(djﬁdj’ | ci=ci’) =

2. x2-Koeffizient

e Wir definieren nun den x2-Koeffizienten der beiden Stichproben (z1,...,z,) und (yi,... ,¥yn),

der eine weitere Mafzahl zur Beschreibung des (eventuell vorhandenen) Zusammenhanges zwischen
den Werten der Stichproben (z1,...,z,) und (y1,...,yn) der beiden Markmale X und Y ist,
wobei wir das Nichtvorhandensein eines solchen Zusammenhanges mit Hilfe der bedingten relativen
Haufigkeiten fy (j | ¢) beschreiben, die in (14) eingefiihrt worden sind.

e Man erwartet, dass die bedingten relativen Haufigkeiten {fy(j | i), 7 =1,...,ko} in diesem Fall
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— nicht von i abhingen,
— was gleichbedeutend damit ist, dass
n hey . .
fy(]|l)=7 Vi=1,...,ky, j=1,... k.

e Mit anderen Worten: Falls die Auspridgungen/Werte der Merkmale /Kenngrofen/Variablen X und YV
keinen Zusammmenhang aufweisen (d.h. unabhéngig sind), dann sollte die (in diesem Fall) erwartete
Hiufigkeit h;; = h(c;,d;), mit der die Kombination (¢;,d;) der Auspragungen ¢; und d; auftritt, fiir
jedesi=1,... k; unf fir jedes j =1,... ko

— der folgenden Gleichung geniigen:

hi. n ’

— d.h., gegeben sein durch den Produkt-Ansatz

e Beachte
— Falls die Ausprigungen/Werte der Merkmale/Kenngrofen/Variablen X und Y keinen Zusammen-
hang aufweisen, dann sollten sich die (tatséchlich beobachteten) Haufigkeiten h;; und die (zu
erwartenden) Haufigkeiten h;; nicht zu sehr voneinander unterscheiden.

— Als Zusammenhangsmafl betrachtet man deshalb den x2-Koeffizienten T, der eine sogenannte
Testgrofie ist und gegeben ist durch

o2
k1 ko (h” _ hz.h-])
— n
T=32 (17)
i=1 j=1
n
wobei vorausgesetzt wird, dass sémtliche Randhaufigkeiten hy ., ... , hy, . sowie h.1,... ,h. g, posi-

tiv sind, und die Division durch Ei]’ = (h;. h.;)/n lediglich der Normierung dient.
— Im Spezialfall einer 2 x 2-Kontingenztafel

dy ds
1 hi1 hi2 hi1 + hio
C2 hay has hat + haso
hi1 + ha1 hia + hao n

ldsst sich der in (17) definierte y2-Koeffizient T leicht berechnen, denn in diesem Fall gilt

_ n (h11 has — hia ho1)?
T= , (18)
(h11 + ha2)(h11 + ho1)(hi2 + haa)(ho1 + haa)

wobei vorausgesetzt wird, dass die Randhaufigkeiten hi1 + hia, hi1 + ho1, hi2 + haoo und hoy + hao
positiv sind.
e Fiir den in (17) definierten x2-Koeffizienten gilt stets T' > 0, wobei
— T grofs ist, wenn ein Zusammenhang zwischen X und Y besteht,
— T klein ist, wenn X und Y voneinander unabhéngig sind.
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e Um genauer sagen zu kénnen, wann T als klein bzw. grofs anzusehen ist, sind tieferliegende mathema-
tische Modelle der beurteilenden Statistik erforderlich, insbesondere sogenannte Signifikanztests zum
Uberpriifen von Modellannahmen; vgl. beispielsweise das Kapitel 3 des jetzigen Vorlesungsskriptes.

3. Kontingenzkoeffizient

e Der in (17) definierte x?-Koeffizient T hat den Nachteil, dass der Wertebereich von T' vom Umfang n
der Stichproben (z1,...,z,) bzw. (y1,... ,yn) abhéngt.

e Dieser Nachteil wird eliminiert, wenn anstelle des y2-Koeffizienten T' der Kontingenzkoeffizient T'
betrachtet wird,

— der gegeben ist durch

T
T = , 19
n+T " (19)

— wobei T" nur Werte zwischen 0 und T}, = \/(kmin — 1)/kmin annehmen kann; kmin = min{k;, k2 }.

4. Korrigierter Kontingenzkoeffizient

e Ein gewisser Nachteil des Kontingenzkoeffizienten T’ besteht noch darin, dass der Wertebereich der
Testgrofe T' von den Anzahlen ki, ko der Ausprdgungen von X bzw. Y abhéngt.

e Durch einen weiteren Normierungsschritt wird deshalb der sogenannte korrigierte Kontingenzkoeffizient
T* eingefiihrt, der gegeben ist durch

Tl

= !
Tmax

T*

und der nur Werte im Einheitsintervall [0, 1] annehmen kann.
e Beispiel

— Fiir das in Abschnitt 2.3.1 eingefiihrte Beispiel betrachten wir nun die Auspriagungen ,keine Ausbil-
dung” bzw. ,Lehre” fiir das Merkmal ,, Ausbildungsniveau” sowie die Auspragungen ,mittelfristige
Arbeitslosigkeit” (7-12 Monate) bzw. ,langfristige Arbeitslosigkeit (> 12 Monate) fiir das Merkmal
,Dauer der Arbeitslosigkeit”.

— Dann ergibt sich die folgende 2 x 2—Kontingenztafel der absoluten Haufigkeiten:

di dy
ci |19 18 | 37
(20)
co | 43 20 | 63
62 38 | 100
— Hieraus und aus (18) ergibt sich, dass
100 (19 -20 — 18 - 43)2
_ 100(19:20 - 18-43)7 _, qo5 (21)

37-63-62-38
sowie T' = 0.165 bzw. T* = 0.234.
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2.4 Beschreibung von metrischen bivariaten Daten

e Wir betrachten nun den Fall, dass

— der Umfang n der Stichproben (z1,...,z,) und (y1,...,yn) grof ist und dass sie
— die Ausprigungen/Werte von metrisch skalierten Merkmalen/Kenngrofen/Variablen X bzw. Y ent-
halten.

e Dann ist es sinnvoll, neben den in Abschnitt 2.3 diskutierten Methoden, noch weitere Verfahren zur Darstel-
lung und Beschreibung des bivariaten Datensatzes (1,y1),- .. , (Zn, yn) heranzuziehen.

2.4.1 Streudiagramm (Scatterplot)

¢ Eine einfache graphische Darstellung des bivariaten Datensatzes (z1,¥1),. .. , (€5, Yn) ist durch ein sogenan-
ntes Streudiagramm gegeben, wobei

— die Daten (z1,%1), ..., (Zn,yn) als Punkte in der euklidischen Ebene R? aufgefasst und in ein (orthog-
onales) kartesisches Koordinatensystem eingezeichnet werden, so dass

— die z-Werte auf der Abszissenachse und die y-Werte auf der Ordinatenachse aufgetragen werden.
e Beispiel (vgl. Casella/Berger (2002) Statistical Inference, Duxbury, S. 540 ff.)

— Im Weinanbau werden die jeweils im Herbst geernteten Ertriige in Tonnen je 100 m? (t/ar) gemessen.

— Es ist bekannt, dass der Jahresertrag bereits im Juli ziemlich gut prognostiziert werden kann, und zwar
durch die Bestimmung der mittleren Anzahl von Beeren, die je Traube gebildet worden sind.

— Dabei fassen wir den Jahresertrag als Zielvariable (V') auf, und die mittlere Clusterzahl je Traube (X)
als Ausgangsvariable.

— Beobachtet wurden die folgenden Ausprigungen/Werte:

Jahr Ertrag (y;) Clusterzahl (z;)

1971 5.6 116.37
1973 3.2 82.77
1974 4.5 110.68
1975 4.2 97.50
1976 5.2 115.88
1977 2.7 80.19
1978 4.8 125.24
1979 4.9 116.15
1980 4.7 117.36
1981 4.1 93.31
1982 44 107.46
1983 5.4 122.30

Die Daten des Jahres 1972 fehlen, weil in diesem Jahr das untersuchte Weinanbaugebiet von einem
Wirbelsturm verwiistet worden war.

— Fiir diesen Datensatz ergibt sich das folgende Streudiagramm:
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2.4.2 Empirische Kovarianz; empirischer Korrelationskoeffizient

1. Empirische Kovarianz

31

e Aus dem Streudiagramm des Beispiels, das in Abschnitt 2.4.1 betrachtet wurde, ergibt sich die Ver-

mutung, dass

— ein Zusammenhang zwischen den Merkmalen ,Clusterzahl je Traube” (X) und ,Jahresertrag’(Y’)

besteht, denn

— flir wachsende Werte des Merkmals X weist auch das Merkmal Y tendenzméfig grofere Werte

auf.

e Eine Mafzahl zur Beschreibung eines solchen Zusammenhanges ist die empirische Kovarianz

der Stichproben (z1,...

die Stichprobenmittel von (z1,...,z,) bzw. (y1,...

e Beachte

1 n
Yn = " Zyz
i=1

,Yn) bezeichnen.
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— Ein Nachteil des in (22) definierten Zuhammenhangsmafkes besteht darin, dass siy skalenabhéngig
ist, d.h., von der Grofe der Stichprobenwerte z,... ,z, bzw. y1,... ,y, abhingt.

— Dieser Nachteil wird eliminiert, wenn anstelle der empirischen Kovarianz siy der empirische Kor-
relationskoeffizient betrachtet wird.

2. Empirischer Korrelationskoeffizient

e Die Grofe

Pay =

S-S w-g)? VI

i=1 i=1

heilit empirischer Korrelationskoeffizient der Stichproben (zi,...,z,) und (y1,...,yn), wobei die

Stichprobenvarianzen s2, und Szy gegeben sind durch

1 2 1 N2
sim:n_lg(m—xn), szy:n_lg(w—yn).

e Man kann zeigen, dass fiir den in (23) definierten empirischen Korrelationskoeffizienten pg, stets
—1<pyy <1 (24)

gilt, wobei

— |pay| grok ist, wenn ein Zusammenhang zwischen X und Y besteht, und
— |pzy]| klein ist, wenn X und Y voneinander unabhingig sind.

e Insbesondere kann man zeigen, dass
— pay = 1, falls sdmtliche Punkte (z1,y1),...,(2n,yn) auf einer Geraden mit positivem Anstieg
liegen,
bzw.

— poy = —1, falls sémtliche Punkte (z1,y1),...,(%n,yn) auf einer Geraden mit negativem Anstieg
liegen.

e Der empirische Korrelationskoeffizient p,, misst dariiber hinaus in dem folgenden Sinne die Stdirke des
linearen Zusammenhanges zwischen den Ausprigungen/Werten der Merkmale X und Y:

— Je ndher die Punkte (x1,y1),- .-, (Zn,yn) an einer Geraden mit positivem Anstieg liegen, um so
néher liegt der empirische Korrelationskoeffizient p,, bei 1, und

— je ndher die Punkte (z1,91),..., (Zn,yn) an einer Geraden mit negativem Anstieg liegen, um so
ndher liegt der empirische Korrelationskoeffizient p,, bei —1.

e Eine (grobe) Klassifikation des Zusammenhanges der Merkmale X und Y kann somit wie folgt beschrie-
ben werden:
— ,schwacher Zusammenhang”, falls |p,,| < 0.5,
— ,mittlerer Zusammenhang?”, falls 0.5 < [p4,] < 0.8,
— ,starker Zusammenhang?”, falls |pg,| > 0.8.
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3. Alternative Darstellung des empirischen Korrelationskoeffizienten pg,

e Man kann zeigen, dass sich der in (23) definierte empirische Korrelationskoeffizient p,, darstellen lésst
in der Form

n
Z TiYi — NTnlY,
Pzy = = ) (25)
n n
(3ot —nz2) (S w2 - n22)
i=1 =1

wobei diese alternative Darstellung des empirischen Korrelationskoeffizienten p,, giinstiger fiir das
praktische Rechnen ist.

¢ Ubungsaufgabe. Bestimmen Sie fiir die in Abschnitt 2.4.1 betrachteten Daten iiber den Jahresertrag
bzw. die mittlere Clusterzahl je Traube

— die Stichprobenmittel T12 und 7,5 sowie
— den empirischen Korrelationskoeflizienten p,,.

4. Empirischer Korrelationskoeffizient bei bindren Daten

e Auflerdem ldsst sich fiir bindre Daten, d.h., falls die Stichprobenwerte zy,...,2, und y,...,y, nur
0 oder 1 sein kdnnen, noch eine weitere niitzliche Darstellungsformel fiir den empirischen Korrelation-
skoeffizienten p,, angeben.

e Mit der in Abschnitt 2.3.1 eingefiihrten Notation gilt dann
oy = hi1 hag = his hoy
Y \/(hn + h12)(hi1 + ho1)(hi2 + hoo)(hor + has)

(26)

wobei h;; = h(c;,d;) fiir jedes ¢ = 1,...,k; unf fiir jedes j = 1,...,k, die absolute Haufigkeit
bezeichnet, mit der die Kombination (c;,d;) der Ausprigungen ¢; € {0,1} und d; € {0,1} in den
Stichproben (z1,... ,x,) bzw. (y1,... ,ys) auftritt.

e Beachte

— Wenn man die Formeln (18) und (26) miteinander vergleicht, dann erkennt man, dass der -
Koeffizient 7" und der empirische Korrelationskoeffizient p,, bei bindren Daten wie folgt zusam-
menhéngen: Es gilt

T

— Wir betrachten nun erneut das in Abschnitt 2.3.1 eingefiihrte Beispiel mit den Ausprigungen
ykeine Ausbildung” bzw. ,Lehre” fiir das Merkmal ,,Ausbildungsniveau” sowie den Auspragungen
,mittelfristige Arbeitslosigkeit” (7-12 Monate) bzw. ,langfristige Arbeitslosigkeit (> 12 Monate)
fiir das Merkmal ,,Dauer der Arbeitslosigkeit”.

— Wenn wir dabei die Eintragungen der 2 x 2-Kontingenztafel (20) in die Darstellungsformel (26)
einsetzen, dann ergibt sich, dass

Pzy = —0.168.
— Hieraus und aus (27) ergibt sich dariiber hinaus, dass
T = np3, = 100-0.02826 = 2.826,

was mit dem Ergebnis (21) iibereinstimmt, das bereits am Ende von Abschnitt 2.3.3 ermittelt
wurde.
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5. Invarianzeigenschaft bei linearer Daten- Transformation

e Die Deutung des empirischen Korrelationskoeffizienten p,, als Mafzahl zur Quantifizierung des (lin-
earen) Zusammenhanges zwischen den Ausprigungen zweier Merkmale X und Y wird auch durch die
folgende Invarianzeigenschaft von |py,| bei linearer Daten-Transformation gestiitzt.

e Aufler den urspriinglichen Stichprobenwerten x4, ... ,x, bzw. y1,... ,y, betrachten wir noch die linear
transformierten Stichprobenwerte ', ... , &), bzw. yi,... ,y,, wobel z} = a + Byx; bzw. y} = oy +Byy;
fiir jedes ¢ = 1,... ,n und fiir gewisse Konstanten a,,a, € R und §,, 8, # 0.

e Es gilt dann

Pay falls 3. By > 0 bzw. 8;, 3, <0,
Px'y’ = (28)
—pay falls B, >0, B, <0 bzw. 8, <0, 3, > 0.

2.4.3 Herleitung der Formeln fiir p,,

1. Herleitung der Formel (24)
e Mit den abkiirzenden Bezeichnungen

_ x; — Tp _ Yi = Yn
U = ————, V] = ————

gilt offenbar

Zuizo, Zu?zl und ivizo, iv?zl
i=1 i=1

i=1 i=1

sowie
n
Pzy = Z U;V; -
i=1
e Somit gilt fiir jedes ¢ € R

n n n n
0< E (u; — cv;)? = E uf —2c E wv; + ¢ E v? .
i=1 i=1 i=1 i=1

—— ——
=1 =1

n
e Hieraus ergibt sich insbesondere fiir ¢ = > w;v;, dass
i=1

n 2
0 S 1- (Z Uﬂ}i> s
i=1

=Pzy

e Dies impliziert, dass p3, <1 bzw. —1 < p,y, < 1, womit die Giiltigkeit von (24) bewiesen ist.

2. Herleitung der Formel (25)
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e Durch Ausmultiplizieren des Zahlers in (23) ergibt sich, dass

i ((mi = Zn)(yi — ?n)) Z (Cﬂzyz —TnYi — YpTi + fn%)

i=1 i=1

n
i=1

e Auf dhnliche Weise erhalten wir die Identitaten

n n n
Z(w, —T,)? = Z(mf - 22,F, +72) = fo - n72
i=1 i=1 i=1
und
n n n
Swi-7.) =Y W - 29, +T2) =Yyl — 7.
i=1 i=1 i=1

e Wenn diese Ausdriicke in (23) eingesetzt werden, ergibt sich nun miihelos die Formel (25).

3. Herleitung der Formel (26)

e Fiir bindre Daten gilt offenbar
n
> miyi=hy,  nFn=hy+hy, 0P, =h+hy
i=1

sowie n = hi1 + hia + hai + hoa, wobei h;; die in Abschnitt 2.3.1 eingefiihrte absolute Haufigkeit ist.

e Durch Einsetzen in (25) ergibt sich nun, dass
n
Z TiYi — nfnyn
i=1

n n
(3ot —nz2) (Yo w2 -7
i=1 i=1

(ha1 + ha2a)(h12 + h22)
hit + hia + hot + ha

(ha1 + hao)? (hi2 + hao)?
Bot = o) — B 4 hoo) —
\/(( 7 han) hit 4+ hi2 + hoy + h22) (( 12 + haz) hit + hi2 + har + h22)

Pzy =

h22 -

(h11 + haa + ha1r + hao)hos — (hot + haa)(hi2 + ha2)
\/(h21 + haa)(h11 + hi2)(hia + h22)(hi1 + hi2)

hi1has — hiahay
\/(h21 + haa)(h11 + hi2)(hia + ha2)(hi1 + hia)

e Damit ist (26) bewiesen.

4. Herleitung der Formel (28)

¢ Die Invarianzeigenschaft (28) des empirischen Korrelationskoeffizienten ergibt sich unmittelbar aus der
Definitionsgleichung (23).
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e Falls z,... .2, bzw. yi,... ,y),, wobel z} = ay + Byx; bzw. y; = ay + Byy; fir jedesi =1,... ,n und
fiir gewisse Konstanten oy, a, € R und 8,, 8, # 0, dann gilt ndmlich, dass

n

> (@ -7 - 7))

i=1

pz/y/ =
~ 2 ~ 2
> (@ =7)" (v - 7h)
i=1 i=1

n

S (0 + Bori = (0 + BTy + By — (ay + ByF,))

_ i=1
Z(ax + Bei — (az + ﬁxfn))Q Z(ay + Byyi — (ay + ﬁyyn))Q
i=1 i=1
Bz By
Ballg,] P

e Damit ist (28) bewiesen.

2.4.4 Riénge von Stichprobenwerten; Rang-Korrelationskoeffizient

1. Rdnge von Stichprobenwerten

Eine weitere Mafzahl zur Beschreibung des (gebenenfalls vorhandenen) Zusammenhanges zwischen den
Stichproben (x1,...,2,) und (y1,...,yn) der Merkmale/Kenngrofen/Variablen X bzw. Y erhalten wir,
e wenn wir die sogenannten Rénge der Stichprobenwerte z1, ... ,z, bzw. y1,... ,y, betrachten.

e Hierfiir gehen wir von den geordneten Stichproben (z(y),...,%(n)) bzw. (ya),... ,Ym)) mit z) <
T(n) bzw. y1y < ... <y aus, die bereits in Abschnitt 2.2.1 betrachtet wurden.

e Dabei nehmen wir (der Einfachheit wegen) an, dass
z) < ... < Z(p) und Yy < - <Y

d.h., simtliche Werte in den Stichproben (z1,... ,z,) bzw. (y1,... ,yn) seien voneinander verschieden.

e Fiir jedesi € {1,...,n} gibt es dann eine (eindeutig bestimmte) Zahl j € {1,... ,n}, so dass z; = z(;
gilt.

e Die auf diese Weise (fiir jedes i € {1,...,n}) gegebene Zahl j = j(i) heifst der Rang des Stichproben-
wertes z;, wobei der Rang von z; mit rg (z;) bezeichnet wird.

e Der Rang rg (y;) des Stichprobenwertes y; wird auf analoge Weise definiert.

2. Rang-Korrelationskoeffizient

¢ Der Rang-Korrelationskoeffizient p!,, (auch Spearmans Korrelationskoeffizient genannt) ist der in (23)

bzw. (25) gegebene empirische Korrelationskoeffizient fiic die Rangstichproben (rg(z1),... ,rg(zy,))
und (I‘g (yl), ) I'g (yn)), dh,
— es gilt

> rg(wi)rg (yi) — nig,TE,
!’ i=1 : (29)

Pay =
($rwtte - i) (o e 2)
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— wobei die Mittelwerte Tg, bzw. g, der Rénge der Stichproben (z1,...,7,) bzw. (y1,...,Yn)
gegeben sind durch

1 & 1 <. n+l I 1 . n+1
rgm=ﬁi;rg(wi)=ﬁzz: o Ty =) g = Y =

i=1 i=1 i=1

e Aus der Definitionsgleichung (29) folgt, dass

— der Rang-Korrelationskoeffizient pl,, robuster ist als der in Abschnitt 2.4.2 eingefiihrte empirische
Korrelationskoeffizient p,,, d.h.,

— das ZusammenhangsmaR p;, reagiert weniger stark als p,, auf extreme Wertepaare (z;, y;).

der Rang-Korrelationskoeffizient p/,, nimmt Werte im Intervall [~1, 1] an, wobei

- p;y eine Mafzahl fiir den monotonen Zusammenhang zwischen den Stichproben (zi,... ,z,) und
(y1,--- ,yn) ist,

— im Unterschied zum empirischen Korrelationskoeffizienten p,,, der eine Mafzahl fiir den linearen
Zusammenhang zwischen (z1,... ,z,) und (y1,...,yx) ist.

Dabei ist pl,, = 1,
— falls fiir beliebige Paare i,j € {1,... ,n} mit i # j die Ungleichung z; < z; genau dann gilt, wenn
Yi <Yj.
— In diesem Fall liegen sdmtliche Rangpaare (rg (x;),rg (y;)) fiir 2 = 1,... ,n auf einer Geraden mit
positivem Anstieg.

Der umgekehrte Extremfall p}, = —1 ist gegeben,
— falls fiir beliebige Paare i,j € {1,... ,n} mit i # j die Ungleichung z; < z; genau dann gilt, wenn
Yi > Yj.
— In diesem Fall liegen sdmtliche Rangpaare (rg (z;),rg (y;)) fiir i = 1,... ,n auf einer Geraden mit
negativem Anstieg.

3. Alternative Darstellungsformel

Falls simtliche Werte in den Stichproben (z1, ... ,z,) bzw. (y1,...,yn) voneinander verschieden sind, dann
lésst sich der Rang-Korrelationskoeffizient p},, auch in der folgenden Form darstellen:

6 (g (z:) — g (4:))”

" i=1

wobei diese alternative Darstellung des Korrelationskoeffizienten pl,, giinstiger fiir das praktische Rechnen
ist.

4. Invarianzeigenschaft bei monotoner Daten-Transformation

e Aufler den urspriinglichen Stichprobenwerten x1,...,x, bzw. yi,...,y, betrachten wir nun noch
die monoton transformierten Stichprobenwerte x',...,x), bzw. yi,...,y,, wobei =i = g(z;) bzw.
y; = h(y;) fir jedes i = 1,...,n und fiir Funktionen g, h : R — R, die entweder (streng) monoton
wachsend oder fallend sind.

e Bei solchen monotonen Daten-Transformationen

— &dndern sich die Rénge der Stichprobenwerte nicht, falls g bzw. h monoton wachsend ist,
— oder sie kehren sich um, falls g bzw. h monoton fallend ist.
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¢ Unmittelbar aus der Definitionsgleichung (29) des Rang-Korrelationskoeffizienten p},, ergibt sich somit,
dass
Py, falls g, h wachsend oder g, h fallend,

Pay = (31)
—pyr, falls g wachsend und h fallend (oder umgekehrt).

5. Stichproben mit Bindungen

e Wenn nicht sdmtliche Werte in den Stichproben (z1,... ,x,) bzw. (y1,... ,yn) voneinander verschieden
sind, d.h.,
— wenn es Werte gibt, die mehrfach in (z1,...,2,) bzw. (y1,...,ys) vorkommen,

— dann spricht man von Stichproben mit Bindungen.

e In diesem Fall bildet man sogenannte Durchschnittsrange, die jedoch bewirken, dass die Zuordnung
i+ j(i) der Rénge nicht mehr eineindeutig ist.
e Falls beispielsweise

— der Stichprobenwert 6.90 zweimal in der Stichprobe vorkommt und falls es nur einen Wert gibt,
der kleiner als 6.90 ist,

— so wird den beiden Stichprobenwerten, die gleich 6.90 sind, jeweils der Rang rg (6.90) = (2+3)/2 =
2.5 zugeordnet (wobei die Riange 2 und 3 dann entfallen).

e Mit Hilfe dieses allgemeineren Rang-Begriffes lisst sich der Rang-Korrelationskoeffizient pl,, auch fiir
Stichproben mit Bindungen durch die Definitionsgleichung (29) bestimmen.

6. Beispiel (vgl. J. Hiisler, H. Zimmermann (2001) Statistische Prinzipien fiir medizinische Projekte. Huber-
Verlag, Bern, S. 183 ff.)

¢ Im Rahmen einer medizinischen Studie wurde das Geburtsgewicht (in g) von 20 Sduglingen sowie die
Gewichtszunahme (in g) der Sduglinge zwischen dem 70. und 100. Tag untersucht.

e Dabei wurden die folgenden Daten beobachtet:

Saugling | Geburts- | Gewichts- || Sdugling | Geburts- | Gewichts-
gewicht | zunahme gewicht | zunahme
T Yi Ti Yi
1 2740 2550 11 3260 820
2 3180 1790 12 3350 1190
3 3150 1870 13 3630 1360
4 3030 2040 14 3630 1420
5 3370 1470 15 3490 1960
6 2610 2130 16 3290 1670
7 3570 2150 17 3540 770
8 2270 3350 18 3570 1700
9 2300 3400 19 3460 2010
10 2380 3230 20 3570 2490
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e Fiir diesen Datensatz ergibt sich das folgende Streudiagramm:
3500
3000
2500 - ’ v
2000 | * +,
1500 - . .
1000 -
2200 2400 2600 2800 3000 3200 3400 3600
e Auflerdem ergeben sich die folgenden Werte fiir
— Stichprobenmittel bzw. Standardabweichung der Geburtsgewichte z1,... , zaq:
Tao = 3169.5, sy = 460.6,
— Stichprobenmittel bzw. Standardabweichung der Gewichtszunahmen yq, ... ,ya29:
Yoo = 1968.5, sy = 750.8,
— sowie fiir den empirischen Korrelationskoeffizienten:
Pay = —0.762. (32)

e Beachte

Die beiden Merkmale ,,Geburtsgewicht” und ,Gewichtszunahme” sind negativ korreliert, d.h.,

kleine Geburtsgewichte sind mit grofen Gewichtszunahmen (und umgekehrt grofie Geburtsgewichte
mit kleinen Gewichtszunahmen) zwischen dem 70. und 100. Tag verbunden.

Der in (32) gegebene empirische Korrelationskoeffizient p,, liegt jedoch nicht in unmittelbarer
Néhe von —1, d.h. die Wertepaare (x;,y;) liegen nicht sehr nahe an einer Geraden (mit negativem
Anstieg), vgl. auch das Streudiagramm.

Aus dem Streudiagramm ist aufierdem ersichtlich, dass der (n&herungsweise) lineare Zusammen-
hang zwischen den Merkmalen ,Geburtsgewicht” und ,,Gewichtszunahme” iberwiegend durch eine
kleine Anzahl von Wertepaaren (z;,y;) mit (extrem) geringem Geburtsgewicht x; getragen wird.

. ,21320)
. ,Ya0) naher bei 0 liegt als der in (32) gegebene empirische Korrelationskoeffizient pg,,.

Dies lasst vermuten, dass der Rang-Korrelationskoeffizient p;y der beiden Stichproben (z1, ..
und (y1, ..
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e In der folgenden Tabelle sind die Ringe der Stichprobenwerte x1, ... , 29 bzw. y1,... ,y29 gegeben:
Saugling Rang Rang Saugling Rang Rang
Geb.-gewicht | Gew.-zunahme Geb.-gewicht | Gew.-zunahme
rg (;) rg (yi) rg (z;) rg (yi)
1 5 17 11 9 2
2 8 9 12 11 3
3 7 10 13 19.5 4
4 6 13 14 19.5 5
5 12 6 15 14 11
6 4 14 16 10 7
7 17 15 17 15 1
8 1 19 18 17 8
9 2 20 19 13 12
10 3 18 20 17 16
e Fiir diesen Datensatz ergibt sich das folgende Streudiagramm:

20+ +

15- +
yi

10+ -

57 +
0 5 15 20
Xi
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e In dem Streudiagramm der Rénge ist der (negativ korrelierte) lineare Zusammenhang der beiden Merk-
male ,Geburtsgewicht” und ,Gewichtszunahme” weniger deutlich (als vorher in dem Streudiagramm
der Rohdaten) ausgepragt.

e Das wird auch durch den Rang-Korrelationskoeffizient p;y = —0.56 unterstrichen, den man durch
Einsetzen in die Definitonsgleichung (29) erhalt und der deutlich n&her bei 0 liegt als p,, = —0.762.

2.5 Lineare Regression

2.5.1 Modellbeschreibung

e Wir betrachten die Stichproben (z1,... ,x,) und (y1,...,ys) von Ausprigungen zweier metrisch skalierter
Merkmale/Kenngrofen/Variablen X bzw. Y, wobei wir Y als Zielvariable und X als Ausgangsvariable
deuten.

e Falls der Betrag |p,,| des empirischen Korrelationskoeffizienten der Stichproben (z1,... ,2,) und (y1, ... ,Yn)
grofs ist, dann ist es sinnvoll anzunehmen, dass ein Zusammenhang zwischen den Auspriagungen ¥1,... ,Yn
der Zielvariablen Y und den Ausprigungen x1, ... ,x, der Ausgangsvariablen X besteht.

e Diesen Zusammenhang modellieren wir dann wie folgt:
— Wir nehmen an, dass es eine Funktion ¢ : R — R und reelle Zahlen ¢1,... ,&, gibt mit

— Dabei gehen wir davon aus, dass sowohl die sogenannte Regressionsfunktion ¢ : R — R als auch
die Storgréfien €1,... &y, durch die beispielsweise Messfehler modelliert werden kénnen, nicht direkt
beobachtbar (und somit unbekannt) sind.

e Beachte

— Ein wichtiger Spezialfall liegt vor, wenn die Regressionsfunktion ¢ : R — R eine lineare Funktion ist,
die sogenannte Regressionsgerade, d.h., wenn es reelle Zahlen «, 8 gibt mit

o(x) =a+ fr, VzeR, (34)

wobei a die Regressionskonstante und 3 der Regressionskoeffizient genannt wird.
— Das in (33) betrachtete Modell fiir den Zusammenhang zwischen den Ausprigungen yi,...,y, der
Zielvariablen Y und den Ausprigungen zi,...,x, der Ausgangsvariablen X wird dann (einfaches)

lineares Regressionsmodell genannt.

2.5.2 Methode der kleinsten Quadrate

e Wir nehmen nun an,

— dass die Regressionsfunktion ¢ : R — R die in (34) gegebene Form besitzt, d.h., wir betrachten das
lineare Regressionsmodell,

— und passen die Gerade ¢(x) = a + fz, die auch Ausgleichsgerade genannt wird, mit der Methode der
kleinsten Quadrate an die Datenpunkte (z1,%1),... ,(Zn,yn) an.

o Mit anderen Worten: Wir zeigen,
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— wie die unbekannten Modellparameter o und 3 zu wéhlen sind, um den mittleren quadratischen Fehler

1 n

2
e(a,B) = -~ Zl(yz — (a+ Bz;)) (35)
=
zu minimieren, und setzen dabei voraus,
— dass n > 2 und dass nicht alle Auspridgungen z;, ..., 2, von X einander gleich sind.
e Und zwar minimiert dann der Vektor (a, B) mit
2

~_ A a_ Sacy
a=7, — T, und B=— (36)

Szz

den mittleren quadratischen Fehler e(a, 3),

— wobei T,, 7,, so wie bisher die Stichprobenmittel von (z1,...,2,) bzw. (y1,... ,yn) bezeichnen, d.h.

1« 1«
fn:_Exia yn:_E Yi,
n 4 n-
i=1 =1
2

— und die Stichprobenvarianzen s2, 5@2;1; bzw. die Stichprobenkovarianz s;, gegeben sind durch

Six = Z(‘rl _En)2 ’ Siy = Z(‘rl _En)(yl _yn)a SZy = n_1 Z(yz _yn)2 :

, n—14 ,
i=1 i=1 =1

e Beachte

— Die in (36) angegebene Losung (&,B) des Minimierungsproblems ldsst sich wie folgt herleiten.

— Wenn man die Funktion e(a, 8) nach « differenziert, so erkennt man, dass fiir jedes 8 € R die Zahl

n

a = ﬁ;(yi - Bx;) =7, — BT,

den Wert des folgenden Ausdruckes minimiert:

n n

D (i = (ot )" = 37 ((wi = Boi) = )
i=1 i=1
— Mit anderen Worten: Fiir jedes 5 € R ist

n n

_ 2 _ 2
> (i = Bxi) — @, — BFn))” = (i = 9,) — Bzi — F))
i=1 i
_ 2 2 2.2
- (TL - 1) (Syy - zﬂszy + ﬂ Smm)
der kleinste Wert des mittleren quadratischen Fehlers.

— Durch Differenzieren dieses Ausdruckes nach g8 ergibt sich nun, dass das globale Minimum an der
folgenden Stelle angenommen wird;

e Beispiel

— Fiir das in Abschnitt 2.4.4 betrachtete Beispiel der beiden Merkmale ,,Geburtsgewicht” und ,,Gewichts-
zunahme” ergibt sich, dass @ = 5905 und 3 = —1.242.
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— An das Streudiagramm dieses Datensatzes lasst sich somit die folgende Regressionsgerade anpassen:

3500

3000

2500 +

Y 2000 - .

1500 .

1000

+

220400 2600 2800 3000 3200 3400 3600 3800
Xi
e Beachte

— Der in (35) definierte mittlere quadratische Fehler e(a, §) ist der mittlere quadratische vertikale Ab-
stand zwischen den ,beobachteten” Punkten (z;,y;) und den entsprechenden Punkten (z;,¢(z;)) auf
der Regressionsgeraden ¢(z) = @ + Bz an den Stellen x4, ... ,z,.

— Anstelle der vertikalen Abstdnde kann man beispielsweise auch die horizontalen Abstinde betrachten.
Durch Vertauschen der Rollen von z und y ergibt sich dann, dass

82

a' =7z, — Y, und B = %
Syy

die optimalen Werte der Parameter o', 3’ € R der (inversen) Regressionsgeraden ¢'(y) = z = o' + 8'y
sind.
— Wenn wir diese Geradengleichung nach y auflésen, dann ergibt sich die Gleichung
o 1
Yy=—- ﬁ + E €T,
wobei allerdings die Werte —&’/B’ und B! fiir Regressionskonstante bzw. Regressionskoeffizient im
allgemeinen verschieden von den optimalen Werten & bzw. § sind, die in (36) hergeleitet worden sind.

¢ Ubungsaufgabe

— Bestimmen Sie fiir das in Abschnitt 2.4.1 betrachtete Beispiel der Merkmale ,Clusterzahl je Traube”
unsd ,Jahresertrag” die Werte @ und 3 sowie @’ und 8’ und zeichnen Sie die beiden Regressionsgeraden
in das Streudiagramm dieses Datensatzes ein.

— Prognostizieren Sie mit Hilfe der Regressionsgerade y = a + B:c den Jahresertrag, der einer mittleren
Clusterzahl von 100 Beeren je Traube entsprechen wiirde.
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2.5.3 Giite der Modellanpassung; Quadratsummen-Zerlegung

e In diesem Abschnitt diskutieren wir eine Mafszahl, die

— die Anpassungsgiite des Regressionsmodells § = a + Bx an die beobachteten Werte y1,...,y, der
Zielvariablen Y beschreibt,

— falls die Regressionskonstante & und der Regressionskoeffizient 3 durch (36) gegeben sind.
e In diesem Zusammenhang betrachten wir

— fiir jedes i = 1,... ,n die Abweichung &; = y; —¥; des beobachteten Wertes y; von dem entsprechenden
Wert ; = a + Bz; der Regressionsfunktion y = a + Sz,

— wobei die Abweichungen €1, ... ,&, auch Residuen genannt werden und

— der in (35) eingefiihrte mittlere quadratische Fehler e(a@, 8) das arithmetische Mittel
~ 1 - ~2
e(a,B) = - 252’
i=1

der Abweichungsquadrate %, ... |£2 ist.

e Esist klar, dass die Anpassungsgiite des Regressionsmodells § = a+[§x an die beobachteten Werte y1,... ,yn
der Zielvariablen Y um so schlechter ist,

— je groker die sogenannte Residualstreuung e(Q, 3) ist,

— wobei diese (absolute) Abweichungsmafizahl noch mit der Gesamtstreuung 1/n ;| (y; — 7,)* der
beobachteten Werte y1, ... ,y, normiert wird.

e Dies fiihrt dann zu der Bestimmtheitsmajfzahl

n

> wi—)°

die auch Determinationskoeffizient genannt wird.
e Beachte
1. Das Bestimmtheitsma® R? nimmt nur Werte zwischen 0 und 1 an, d.h., es gilt stets
0<R*<1. (38)

— Dies ergibt sich aus der folgenden Quadratsummen-Zerlegung

S -5, =Y G -T2+ > (i - 5)°. (39)
i=1 i=1 i=1
— Denn offenbar gilt R? < 1, und aus (39) folgt, dass
Swi—5) D Wi—0.)7— > (i — ) > @i —7,)
i=1 i=1 i=1 (39) i=1
R =1- % = - = = >0.

Z(?Ji -7,)° Z(yi -7,)’° Z(yi - 7,)°

i=1 i=1 i=1
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— Die hierbei verwendete Quadratsummen-Zerlegung (39) ldsst sich wie folgt (durch Einfligen der

,nahrhaften” Null 7;

n

Z(yl _yn)2 =

i=1

2. Auflerdem gilt

— ;) herleiten, denn es gilt

n

Z((?Ji - i)+ (Ui — ?n))Q

D (i =) +2) (v

i=1 i=1 i=1

R*=p.,,

(40)

— d.h., das BestimmtheitsmaR R? stimmt mit dem Quadrat des empirischen Korrelationskoeffizienten
pzy Uberein, der in Abschnitt 2.4.2 eingefiihrt wurde, wobei sich die Giiltigkeit von (40) aus den

folgenden Uberlegungen ergibt.
— Aus (36) folgt zunichst, dass das arithmetische Mittel 3 von i, . .

y,, ibereinstimmt, denn es gilt

— Hieraus ergibt sich, dass

n n

Z(ﬂz —yn)Q = Z(ZZ —5)2 = Z a

i=1 i=1

s~
=~ @+ fr) =a+pT, = (3,

i=1

n

_ﬂfn) +ﬂfn :yn'

ammnS
o}
_|_
=@
&8
B
+
=)
3 )
3

\/
Il
Q)

-
I
K|
3

und somit
n N n
Z(@ = Yn) 3 Z(% —Tp)” 2 \2 .9 9 2
R2 — i=1 i=1 (3:6) (Sacy) Sza Szy _ p2
> Wi —7,) > (Wi =) v

., Jn mit dem Stichprobenmittel
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3.1

Regressions- und Varianzanalyse

Wir zeigen nun, wie die in Abschnitt 2 diskutierten Begriffe und Techniken der beschreibenden Statistik
weiterentwickelt werden kénnen,

— um (neben der Darstellung bzw. Beschreibung von Datensétzen) eine tiefergehende Analyse, Bewertung
und Interpretation der Daten zu ermdglichen,

— wobei Begriffe und Techniken der beurteilenden Statistik (auch schliefende, induktive bzw. inferentielle
Statistik genannt) genutzt werden,

— die auf Methoden der mathematischen Stochastik beruhen.

Dabei werden Begriffe und Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik vertieft, die teilweise
bereits im Grundkurs "Stochastik fir Wirtschaftswissenschaftler"” eingefithrt worden sind.

Insbesondere bendtigen wir solche Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik wie

— Zufallsvariable, Verteilung, Erwartungswert, Varianz bzw.
— Zufallsstichprobe, Parameterschitzer, Konfidenzintervall, Signifikanztest,

wobei die Kenntnis dieser Begriffe und ihrer grundlegenden Eigenschaften vorausgesetzt wird (und sie des-
halb hier nur gelegentlich kurz wiederholt werden).

Einfache lineare Regression

So wie bisher gehen wir bei der einfachen linearen Regression von zwei Datensétzen (21, ... ,2,) € R” und
(y1,--- ,yn) € R aus, deren Eigenschaften jedoch nun mit Hilfe eines stochastischen Modells untersucht
werden sollen.

Dabei fassen wir die (nicht beobachtbaren!) Storgrofen €1, ... &, in der Regressionsgleichung (2.33)

— als Realisierungen von n (stochastisch) unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen auf,
— durch die beispielsweise zuféllige Messfehler modelliert werden kénnen und
— die wir (der Einfachheit der Schreibweise wegen) ebenfalls mit ¢y, ... ,&, bezeichnen.

Wir nehmen also insbesondere an, dass

— die zufélligen Storgrofen eq,...,e, : @ — R Abbildungen sind, die {iber einem (nicht ndher spezi-
fizierten) Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P) definiert sind.

— Dabei gelte fiir jedes i =1,... ,n

Ee; =0, Vare; = o2, (1)
wobei 02 > 0 ein gewisser (im allgemeinen unbekannter) Modellparameter ist.
Die beobachteten Zielwerte yi, ... ,y, fassen wir als Realisierungen von n Zufallsvariablen Y7,... Y, auf,
die auf die folgende Weise von den (deterministischen) Auspriagungen x1, ... ,z, der Ausgangsvariablen und
von den (zufélligen) Stoérgrofen e1, ... ,&, abhingen:
Yi=a+pz; +¢e;, Vi=1,...,n. (2)
Beachte
— Die Zielvariablen Y1, . .. Y, sind zwar (stochastisch) unabhéngige, jedoch typischerweise nicht identisch
verteilte Zufallsvariablen.
— Aus den allgemeinen Rechenregeln fiir Erwartungswert bzw. Varianz ergibt sich fiir jedes i =1,... ,n
EY; = a+ Bz;, VarY; = o2. (3)

— Die Regressionskonstante o und der Regressionskoeffizient 3 sowie die Varianz g2 der Storgrofen sind
unbekannte Modellparameter, die aus den beobachteten Daten zy,...,z, und ¥yi,...,y, geschitzt
werden sollen.
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3.1.1 Kleinste-Quadrate-Schétzer

e Zur Erinnerung: Bei der Konstruktion von Schdtzern fiir (reellwertige) Modellparameter geht man wie folgt
vor.

— Man betrachtet eine Abbildung ¢ : R — R, die den beobachteten Daten yi,...,y,, d.h. jeder
Realisierung (y1, ... ,yn) der Zufallsstichprobe (Yi,...,Y,), den Schdtzwert p(y1,... ,yn) zuordnet.

— Der zugehorige Schdatzer ist dann die (reellwertige) Zufallsvariable p(Y7,...,Y,) : @ = R, die sich
ergibt, wenn die Abbildungen Y7,...,Y, : Q@ = R und ¢ : R" — R nacheinander ausgefiihrt werden.

— Zur Vereinfachung der Schreibweise werden wir gelegentlich sowohl den Schétzer als auch den (aus den
jeweils beobachteten Daten bestimmten) Schitzwert mit p(Y7,...,Y,,) bezeichnen.

e Mit der bereits in Abschnitt 2.5.2 diskutierten Methode der kleinsten Quadrate erhalten wir die folgenden
Schitzer a, 3 bzw. S? fiir die Modellparameter o, 3 und o?:

a=i(%—7f”(mi_f")2>m, oy Ty, (4)

und

e Hieraus ergibt sich fiir die Erwartungswerte dieser Schitzer, dass
Ea=a, EB=8, ES?=02, (6)

— d.h., die Modellparameter a, 3 bzw. o2 werden im Mittel durch @, 3 bzw. S? ,richtig” geschiitzt.

— Mit anderen Worten: a, B bzw. S? sind sogenannte erwartungstreue Schitzer fiir o, 3 bzw. o2.

e Fiir die Varianzen der Schétzer & und B gilt:

n
D 2
i—1 ~
nl— s Varﬂ = ﬁ .
nZ(:ﬂz —Ty)? Z;(wz —Ty)?
i=1

Vara =

e Beachte

— Die in (4) betrachteten Schitzer @ und B fiir & bzw. (3 sind sogenannte lineare Schdtzer, d.h., sie sind
Linearkombinationen der Stichprobenvariablen Y7,... Y.

-~

— Die linearen Schéitzer @ und B sind im allgemeinen nicht unabhéngig, denn fiir die Kovarianz Cov (a, §)
von @ und S gilt:

Cov(a,f) = - ——2— . (8)



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 48

3.1.2 Normalverteilte Stérgréfien

e Um Aussagen iiber die Verteilungen der in (4) bzw. (5) betrachteten Kleinste-Quadrate-Schitzer &, B und
S? machen zu kénnen, bendtigen wir Verteilungsannahmen iiber die (zufilligen) StérgroRen 1, ... e,

— Zusétzlich zu den Modellannahmen, die bisher in Abschnitt 3.1 gemacht wurden, setzen wir deshalb von

nun an voraus, dass n > 2 und dass die (unabhéngigen und identisch verteilten) Stérgrofen 1, ... , e,
normalverteilt sind.

— Zur Erinnerung: Seien 1 € R und 02 > 0 beliebige, jedoch fest vorgegebene Zahlen. Man sagt, dass
die Zufallsvariable Z : @ — R normalverteilt ist mit dem Erwartungswert E Z = p und der Varianz

Var Z = ¢? (und verwendet dann die Schreibweise Z ~ N(u,0?)), falls die Dichte von Z gegeben ist
durch

Y
fZ(x) = \/2;7 exp<_%> ) VIE]R,

mit der graphischen Darstellung:
0.8+ n

1 \
0.6 P

7777777777777777 N(=2,4)
Ngo,l)

—————————————— N(3,0.25)

— Wegen (1) gilt dann &; ~ N(0,02), d.h., der Erwartungswert E ¢; der normalverteilten Stérgrofe e; ist
0 und die Varianz Vare; von ¢; ist o2 fiir jedes i = 1,... ,n.

— Mit anderen Worten: Die Wahrscheinlichkeitsdichte f.(x) der Zufallsvariablen e1,... &, ist gegeben
durch

1 x?
fe(z) = Nomos exp(—@> , VzeR.

— Wegen der Invarianzeigenschaften der Normalverteilung unter Linear-Transformation folgt hieraus

aulerdem, dass die (unabhéngigen, jedoch im allgemeinen nicht identisch verteilten) Zielvariablen
Y1, ..., Y, ebenfalls normalverteilt sind, wobei

Y; ~ N(a + Bz;,0%), Vi=1,...,n. (9)
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e Weil die Kleinste-Quadrate-Schétzer a und B\ Linearkombinationen der unabhingigen und normalverteilten
Zielvariablen Y7, ... Y, sind, ergibt sich nun aus (4) und (9) (wegen der sogenannten Faltungsstabilitit der
Normalverteilung)

Y

— dass auch die Zufallsvariablen & und B normalverteilt sind, wobei

3 ) )

O ) L (i e | (10)
ny (zi =)’ > (@i =)

i=1

i=1
— Aufserdem kann man zeigen, dass der aus & und B gebildete Zufallsvektor (a,B) unabhéngig ist von
dem Kleinste-Quadrate-Schiitzer S2,

— wobei die Zufallsvariable (n — 2)S?/0? eine sogenannte x2- Verteilung mit n — 2 Freiheitsgraden hat,

d.h.,
(n —2)8?
P (1)
e Zur Erinnerung: Sei r € N eine beliebige natiirliche Zahl, und seien Zi,...,Z, :  — R unabhingige und

N(0, 1)-verteilte Zufallsvariablen.

— Dann sagt man, dass die Zufallsvariable U, = Y.'_, Z? eine x?-Verteilung mit r Freiheitsgraden hat.
(Schreibweise: U, ~ x2).
— Die Dichte von U, ist gegeben durch

r—2)/2 ,—2/2

AR >0
fu,(x) = 22T (r/2) ~ ’ (12)
0 sonst,,

wobei T'(1) =1, I'(1/2) = /7 und T'(p + 1) = pT'(p), mit der graphischen Darstellung:
1.6

1.4

————  chisq(1)
,,,,,,,,,,,,,, chisq(2)
,,,,,,,,,,,,,,,, chisq(3)
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— Die y2-Verteilungen bilden eine Klasse von sogenannten statistischen Priifverteilungen, die bei der
Konstruktion von Signifikanztests bzw. Konfidenzintervallen niitzlich sind, vgl. die nachfolgenden
Abschnitte 3.1.3-3.1.6.

3.1.3 t-Tests fiir Regressionskonstante und Regressionskoeffizient

1. Null-Hypothese und Alternativ-Hypothese

e Fiir das Regressionsmodell mit normalverteilten Storgréfsen kann man sogenannte t- Tests konstruieren,

— um Hypothesen {iber die Regressionskonstante o bzw. den Regressionskoeffizienten 8 zu veri-
fizieren,

— wobei die in Abschnitt 3.1.2 betrachteten Verteilungseigenschaften der Kleinste-Quadrate-Schétzer
a, B und S? niitzlich sind.

e Fiir vorgegebene (hypothetische) Werte aq, 8y € R der Modellparameter a und 3 sind dabei haupt-
sdchlich die folgenden Hypothesen-Paare von Interesse:

i) zweiseitige Hypothesen
Hy:a = aq versus Hy : a # ag bzw. Hy: 3 =g versus Hy : 8 # (g
ii) einseitige Hypothesen (nach oben)
Hy:a > ag versus Hy : a < agp bzw. Hy : 3> (g versus Hy : B < (g
iii) einseitige Hypothesen (nach unten)
Hy:a < ag versus Hy : a > agp bzw. Hy : B < Bg versus Hy : B > [

e Das Grundprinzip, um zwischen der jeweiligen Null-Hypothese Hy und der zugehorigen Alternativ-
Hypothese H; abwégen zu kénnen, lautet:

— Falls die beobachteten Daten die Null-Hypothese Hy nicht rechtfertigen, dann wird Hy (zugunsten
von Hp) abgelehnt.
— Ansonsten wird die Null-Hypothese Hy nicht abgelehnt.

2. Konstruktion von Testgrifsen

e Um eine solche Testentscheidung treffen zu kénnen, werden Zufallsvariable konstruiert,

— die Testgrife genannt werden und deren Verteilung nicht von den unbekannten Modellparametern
abhéngt.

— Zur Verifizierung der obenbetrachteten Hypothesen-Paare werden insbesondere Testgrofien kon-
struiert, die t-verteilt sind, wobei die t-Verteilung eine weitere statistische Priifverteilung ist.

e Zur Erinnerung: Sei r € N eine beliebige natiirliche Zahl, und seien Z und U, unabhingige Zufalls-

variablen mit Z ~ N(0,1) und U, ~ x2.
— Dann sagt man, dass die Zufallsvariable
U
V, =27 / iy
r
t-verteilt ist mit r Freiheitsgraden. (Schreibweise: V. ~ t,.)
— Die Dichte von V,. ist gegeben durch

T((r+1)/2) 1
L(r/2)  ro (1402 /r)00/27

mit, der graphischen Darstellung;:

fv.(v) = Vv e R, (13)



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 51

0.51

e Aus den Verteilungs- und Unabhéngigkeitseigenschaften der Kleinste-Quadrate-Schitzer @, 3 und S2,
die in Abschnitt 3.1.2 diskutiert worden sind, ergibt sich nun unmittelbar, dass

. a-a ~ s (14)
s\/ (2 72)/ (0 = 1)s3,)
und
BB __ (15)

3. Entscheidungsregel und Signifikanzniveau

e Zur Erinnerung

— Die Entscheidungsregel von statistischen Signifikanztests wird so konstruiert, dass die Wahrschein-
lichkeit zu Fehlentscheidungen zu gelangen, unter einem vorgegebenem Schwellenwert liegt.

— Insbesondere sollen richtige Null-Hypothesen nur extrem selten abgelehnt werden.

— Die Wahrscheinlichkeit einer solchen Fehlentscheidung nennt man Wahrscheinlichkeit des Fehlers
erster Art.

— Ublicherweise werden fiir diese Wahrscheinlichkeit die Werte 0.01, 0.05 oder 0.1 vorgegeben und
Signifikanzniveau des Tests genannt.

— Dementsprechend wird die Null-Hypothese, falls sie richtig ist, mit der Wahrscheinlichkeit v = 0.99,
0.95 bzw. 0.90 nicht verworfen.

e Wir erldutern nun, wie die obenbetrachten Hypothesen-Paare fiir das Regressionsmodell mit nor-
malverteilten Storgrofen verifiziert werden kénnen.
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— Beim Test der Hypothese Hy : a = ag zum Niveau 1—v € (0, 1) (gegen die Alternative Hy : a # ayg)
wird die Nullhypothese H, abgelehnt, falls

|a—a0‘

wobei t, _51_(1-4)/2 das (1 — (1 —~)/2)-Quantil der t-Verteilung mit n — 2 Freiheitsgraden be-
zeichnet.

> th21-(1-7)/2> (16)

— Analog wird beim Test der Hypothese Hy : 3 = 39 zum Niveau 1—v € (0,1) (gegen die Alternative
H, : 3 # (o) die Nullhypothese H, abgelehnt, falls

\B—ﬂo\

/ n—1)s2, 2,1—(1—v)/2 - (17)

— Von besonderem Interesse ist der Test der Hypothese Hy : 8 = 0 (gegen die Alternative Hy : 8 # 0),
wobei die Nullhypothese Hy abgelehnt wird, falls

I I

N CE tho2,1-(1-7)/2- (18)

e Fiir einseitige Hypothesen werden dhnliche Entscheidungsregeln betrachtet:

— So wird beispielsweise beim Test der Hypothese Hy : @ > ag zum Niveau 1 — v € (0,1) (gegen die
Alternative H; : a < ag) die Nullhypothese Hy abgelehnt, falls

a—OéO

— Umgekehrt wird beim Test der Hypothese Hy : a < ag zum Niveau 1 — v € (0,1) (gegen die
Alternative H; : a > ag) die Nullhypothese Hy abgelehnt, falls

< —tpo2q- (19)

a—ag

S\/(Zn:l xf)/(n(n —1)s2,)

— Beim Testen von einseitigen Hypothesen iiber den Parameter 8 wird analog vorgegangen, wobei
nun die Ungleichung (17) anstelle von (16) entsprechend modifiziert wird.

> tyon. (20)

e Zur Erinnerung: Seien r € N und p € (0,1) beliebige, jedoch fest vorgegebene Zahlen. Dann wird das
p-Quantil t, , der t-Verteilung mit r Freiheitsgraden wie folgt definiert.
— Sei V,. ~ t, eine t-verteilte Zufallsvariable, und sei fy, : R — R die Dichte von V..

— Dann ist t,, derjenige Schwellenwert, fiir den die Werte von V, mit Wahrscheinlichkeit p kleiner
(oder gleich) als t, , sind.

— Mit anderen Worten: Fiir beliebige r € N und p € (0.5, 1) geniigt das p- Quantil t, , der folgenden
Quantilgleichung:

fv.()dv =p, (21)

mit, der graphischen Darstellung;:
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1-p

f(x) A

1-p

—t(r,p)

t(r,p)

93

— Das p-Quantil t, , kann durch die (numerische) Losung der Integralgleichung (21) bestimmt wer-
den, vgl. die Tabelle der Quantile der t-Verteilung in Abschnitt 4.

e Beachte

— Die Quantile der t-Verteilung besitzen die folgende Symmetrieeigenschaft

trp = —

tr,l—p )

Vpe(0,1).

(22)

— Die in (16), (17) bzw. (18) betrachteten Ereignisse treten also jeweils mit der ,Fehlerwahrschein-
lichkeit” 1 — v ein, falls die betreffende Null-Hypothese richtig ist.

4. Beispiel (vgl. L.J. Kazmier (1999) Wirtschaftsstatistik. McGraw-Hill, S. 256 ff.)

e Eine Speditionsfirma will anhand von 10 zufillig ausgewéhlten Lkw-Lieferungen untersuchen,

— ob ein bzw. welcher Zusammenhang zwischen der Linge des Transportweges (in km) und der
Lieferzeit (in Tagen) von der Abholbereitstellung bis zum Eintreffen der Lieferung beim Empfénger

besteht.

— Dabei wurden die folgenden Daten erhoben:

Nummer der Lieferung | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Weglénge (in km) 825 | 215 | 1070 | 550 | 480 | 920 | 1350 | 325 | 670 | 1215
Lieferzeit (in Tagen) 35110 | 40 | 20| 10| 30| 45 | 15| 30| 50

wobei die beobachteten Weglangen als Ausprigungen der Ausgangsvariablen und die zugehorigen
Lieferzeiten als Zielwerte aufgefasst werden.

— Aus diesen Daten ergibt sich das Streudiagramm:
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200 400 600 800 1000 1200 1400

e Auflerdem ergeben sich geméif (4) die folgenden Schitzwerte
— fiir den Regressionskoeffizienten 3 bzw. die Regressionskonstante a:
2

S ~ p— A_
S;“v’ =0.0036, a =710 — BTio =0.12.

//6\:

T

— Somit kénnen wir die geschétzte Regressionsgerade § = 0.12 + 0.0036x in das Streudiagramm
einfligen:

14 +

200 400 600 800 1000 1200 1400

xi

e Fiir die geschitzten Lieferzeiten 7; bzw. die Residuen &; der beobachteten Weglingen x; ergibt sich:
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Nummer der Lieferung 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

beobachtete Lieferzeit 3.5 1.0 4.0 2.0 1.0 3.0 4.5 1.5 3.0 5.0

geschétzte Lieferzeit 3.08 088|396 | 2.09 | 1.84 | 3.42 | 497 | 1.28 | 2.52 | 4.48

Residuum 0.42 | 0.12 | 0.04 | -0.09 | -0.84 | -0.42 | -0.47 | 0.22 | 0.48 | 0.52

e Als

Schitzwert der Varianz o2 der StdrgroRen 1, ... &1 ergibt sich somit gemif (5)

2 _ 1=z 2
S =3 Zsi%0.48 .
i=1

e Um zu priifen, ob ein (signifikanter) Zusammenhang zwischen der Linge des Transportweges und der
Lieferzeit besteht, wird nun

5. Beispiel

die Hypothese Hy : 8 = 0 (gegen die Alternative H; : 8 # 0) zum Niveau 1 — v = 0.05 getestet
werden.

Aus den beobachteten Daten ergibt sich, dass

10 10
Tio =762, Y 27 =7104300, ,|> 2?- 107}, =1139.24
=1 i=1
und somit
1B _0.0036 0.0036

=9.00.

S/\/Zgl m? _ 105%0 0.48/1139.24  0.0004
Andererseits gilt tg 9.975 = 2.306.

Gemifs (18) wird also die Hypothese Hy : 8 = 0 abgelehnt, d.h., es besteht ein signifikanter
Zusammenhang zwischen der Linge des Transportweges und der Lieferzeit.

(Zusammenhang von Geburtsgewicht und Gewichtszunahme)

e Fiir die bereits in den Abschnitten 2.4.4 und 2.5.2 betrachteten Daten iiber das Geburtsgewicht von
n=20 Sauglingen sowie deren Gewichtszunahme zwischen dem 70. und 100. Tag untersuchen wir nun
noch die Frage,

ob auf der Basis dieses Datensatzes auf einen (statistisch signifikanten) linearen Zusammenhang
von Geburtsgewicht und Gewichtszunahme geschlossen werden kann.

Mit anderen Worten: Wir priifen die Hypothese Hy : 8 = 0 (gegen die Alternative Hy : 3 # 0)
zum Niveau 1 — v = 0.05.

Fiir den Kleinste-Quadrate-Schétzer B des Modellparameters 3 hatten wir in Abschnit 2.5.2 den
Schitzwert 8 = —1.242 ermittelt.

Auferdem kann man zeigen, dass S/1/19 s2, = 0.249. Fiir die in (18) betrachtete Testgrofe ergibt
sich somit der Wert

& =4.99 .

S/\/19s2,
Andererseits gilt t15,0.975 = 2.10 < 4.99. Der beobachtete Wert der in (18) betrachteten Testgrofe
fallt somit in den Ablehnungsbereich der Null-Hypothese Hy : 8 = 0.

Demzufolge ist der lineare Zusammenhang von Geburtsgewicht und Gewichtszunahme statistisch
signifikant.
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e Beachte

— Die Hypothese, dass die Regressionsgerade durch den Nullpunkt verlauft (d.h. Hy : o = 0), wird
bei diesem Beispiel ebenfalls verworfen,

— denn fiir 1 — = 0.05 gilt

5905

S\/(20 #?)/(20-1952,) e
i=1

=742 > 210 =ti3,0.975 .

3.1.4 Konfidenzintervalle

1. Konfidenzintervalle fiir die Modellparameter o und 3

e Zur Erinnerung: Bei der Konstruktion von Konfidenzintervallen fiir (reellwertige) Modellparameter,
die auch Vertrauensintervalle genannt werden, geht man wie folgt vor.

— Man betrachtet zwei Abbildungen @1, 2 : R* = R, die den beobachteten Daten yq,... ,y,, d.h.
jeder Realisierung (yi,...,yn) der Zufallsstichprobe (Y7,...,Y,,), die Schitzwerte 1 (y1,... ,¥n)
bzw. p2(y1,... ,yn) zuordnen, und zwar so, dass

©1(Y1,- - s Yn) < P2(Y1,- -+ ,Yn) -

— Die zugehorigen Schitzer ¢ (Yq,...,Y,) und p2(Y7, ... ,Y},) ergeben dann ein zufdlliges Intervall
(p1(Y1,...,Yn), ¢2(Y1,...,Y,)), das den unbekannten Modellparameter § € R (zumindest) mit
einer vorgegebenen Uberdeckungswahrscheinlichkeit vy € (0,1) enthalten soll.

— Mit anderen Worten: Die Schitzer ¢1(Y7,...,Y,) und ¢o(Y1, ... ,Y,,) liefern ein Konfidenzintervall
fiir # zum Niveau -y, falls

]P((pl(yla"'aYn)<0<(p2(Yla"'7Yn))27' (23)

— Die ,Nichtiiberdeckungswahrscheinlichkeit” 1 — v wird Irrtumswahrscheinlichkeit genannt. Sie
entspricht der in Abschnitt 3.1.3 betrachteten Fehlerwahrscheinlichkeit erster Art.

e Aus (16) und (17) ergeben sich ohne weiteres die folgenden Konfindenzintervalle zum Niveau v € (0, 1)
fiir die Modellparameter a und 3. Und zwar gilt jeweils mit Wahrscheinlichkeit ~

n n

G —tn a2y (03) /(= 1)s3,) <a <a+tu o qoypS,| (3 a2) /(- 1)s3,)
B B (24)

und
B = tno1(-72S/ V(= 1D)s2, < B < B+ tnsa-y8/ V(0 =1)s2,. (25)

¢ Beispiele
i) Zusammenhang von Weglinge und Lieferzeit

— Fiir die in Abschnitt 3.1.3 betrachteten Daten iiber Wegléngen und Lieferzeiten von 10 zuféllig
ausgewahlten Lkw-Lieferungen hatten wir gezeigt, dass der Zusammenhang von Weglange und
Lieferzeit statistisch signifikant ist.

— Auferdem hatten wir gezeigt, dass
S 048
o 1139.24
\/Zgl z? — 1073,

= 0.0004 .
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ii)

— Aus (25) ergibt sich somit das folgende Konfidenzintervall fiir § zum Niveau v = 0.95:
(0.0036 F 2.306 - 0.0004) = (0.0036 F 0.0009) = (0.0027, 0.0045) .

Zusammenhang von Geburtsgewicht und Gewichtszunahme

— Wir betrachten erneut die Daten iiber die Merkmale ,Geburtsgewicht” von Sduglingen sowie
deren ,Gewichtszunahme” zwischen dem 70. und 100. Tag, fiir die in Abschnitt 3.1.3 ein
statistisch signifikanter Zusammenhang zwischen diesen beiden Merkmalen ermittelt wurde.

— Aus (25) ergibt sich das folgende Konfidenzintervall fiir 8 zum Niveau v = 0.95:

(—1.262 F 2.10 - 0.249) = (—1.765, —0.719) .

2. Konfidenzintervall fiir den erwarteten Zielwert o + Bxg

e Auf dhnliche Weise kann man auch ein Konfidenzintervall zum Niveau v € (0,1) fiir den erwarteten
Zielwert oo + Bxqg herleiten, der einem vorgegebenen Ausgangswert zg € R entspricht.

Von besonderem Interesse ist dabei natiirlich der Fall, dass g & {z1,... ,2,}, d.h., wenn an der
Stelle 2o keine Daten erhoben werden.

Sei also zp € R eine (geeignet gewéhlte) reelle Zahl mit
min{z1,...,ep} < o < max{zi,...,Tn}. (26)

Dann ist durch den Ansatz @ + [/3\:00 ein erwartungstreuer Schétzer fiir a + fz¢ gegeben mit

3+ B~ N (ot o, o (14 222D, @)

Mit Wahrscheinlichkeit v gilt somit, dass
G+ Bro—7<a+Brg<a+Bro+r, (28)

wobei

1 (w0 — Fn)?
T= tnm(lv)ms\/g O

e Beachte

Bei gegebenen Daten (1,¥1),. .., (%n,yn) ist die Linge des in (28) hergeleiteten Konfidenzinter-
valls fiir  + Bz eine monoton nichtfallende Funktion des Abstandes |zg — %/, die ihr Minimum
im Punkt 29 = Z,, annimmt.

Die in (28) hergeleitete Intervallschitzung fiir a+ Sz ist also dann am genauesten, wenn der Wert
xo im ,Zentrum” der (Ausgangs-) Werte x1, ... ,z, liegt.

Andererseits konnen Ergebnisse entstehen, die offenkundig falsch sind, falls 2 eine der beiden
Ungleichungen in (26) nicht erfiillt.

So wiirde sich aus den Daten iiber die Merkmale Geburtsgewicht von Sduglingen und deren
Gewichtszunahme beispielsweise fiir das ,Geburtsgewicht” zo = 0 eine geschétzte Gewichtszu-
nahme von @ + Bxo = 5905 ergeben.

e Beispiel

Aus den in Abschnitt 3.1.3 betrachteten Daten iiber Weglingen und Lieferzeiten von 10 zufillig
ausgewéhlten Lkw-Lieferungen ergibt sich fiir die Weglénge zo = 1000, dass

& + Bag = 0.11 4 0.0036 - 1000 = 3.71 .
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— Auferdem gilt

1 1000 — 762)2
046 | & 4 —1000-762)
10 © 7104300 — (7620)2/10

~ 0.17.

— Aus (28) ergibt sich somit das folgende Konfidenzintervall zum Niveau vy = 0.95 fiir die erwartete
Lieferzeit « + 8 - 1000 bei der (angenommenen) Weglinge von g = 1000:

(3.71 ¥ 2.306- 0.17) = (3.71 £ 0.39) = (3.32, 4.10).

3.1.5 Prognose von Zielwerten

e In (28) ist ein zufilliges Intervall gegeben, in dem

— der (unbekannte) Erwartungswert EYy = a + Bz der Zufallsvariable Yy = a + Bz + £ mit der
(vorgegebenen) Wahrscheinlichkeit v liegt, wobei

— die Storgréfe g9 normalverteilt und unabhingig von den Stérgrofen e1, ... &, ist; g9 ~ N(0,02).

e Wir bestimmen nun ein zufilliges Intervall, in dem nicht der Erwartungswert E Yy, sondern die Zielgrofe
Yo selbst mit der Wahrscheinlichkeit v liegt.

— Dabei seien L,U : Q — R zwei Zufallsvariablen, so dass P(L < U) =1 und P(L < Yy < U) > 7 gilt.

— Das zufillige Intervall (L, U) wird dann Prognoseintervall fiir die Zielvariable Y zum Niveau v genannt.

e Man kann zeigen, dass mit Wahrscheinlichkeit v

(/)Z+BIO—TI<Y()<(/)Z+BI0+T/ (29)
gilt, wobei
1 (xo — Tpn)?
e 14+—- 4+ ——.
T n—2,1—(1 7)/25\/ + . + (n—1)s2,
e Beispiel

— Aus den in Abschnitt 2.4.4 betrachteten Daten iiber die Merkmale ,Geburtsgewicht” von Siuglingen
sowie deren ,Gewichtszunahme” zwischen dem 70. und 100. Tag ergibt sich, dass

1 _7,)?
S\/l PR k) S
n 1)s

(n =1

— Aus (29) ergibt sich somit das folgende Prognoseintervall zum Niveau v = 0.95 fiir die Gewichts-
zunahme Yy = a + 3 - 2700 4 €¢ bei dem (angenommenen) Geburtsgewicht von zy = 2700:

(2552 F 2.10 - 590.7) = (1312, 3792)..
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3.1.6 Simultane Konfidenzbereiche; Konfidenzbénder

1. Simultane Konfidenzbereiche

e Auf dhnliche Weise wie in Abschnitt 3.1.4 kann man sogenannte simultane Konfidenzbereiche zum
Niveau v € (0, 1)

— gleichzeitig fiir mehrere erwartete Zielwerte o + fzo;, ¢ = 1,...,m angeben, die vorgegebenen
(Ausgangs-) Werten g1, . .. , Zom € R entsprechen.

— Dabei ist erneut der Fall zg1,... ,2om & {1,...,2,} von besonderem Interesse, d.h., wenn an
den Stellen zq1, ..., zgom keine Daten erhoben werden.

— Man kann ndmlich zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit mindestens gleich -~ ist, dass
62+Bx0i _Ti” < a+ fBrg < (/JZ-I-BIOZ' +Ti” (30)

gleichzeitig fiir jedes i = 1,... ,m gilt, wobei

1 (xoi - fn)Q
T = tn—271—(1—7)/(2m)5\/ﬁ * (n—1)s3,

e Das kartesische Produkt 4; x ... x A,, der m Intervalle 4; = (a + BCUOZ' -7/, a+ Bmgi + TZ.”) in (30)
heilt simultaner Konfidenzbereich fiir den Vektor (a + Bzo1, ... ,a + Brom)-

2. Konfidenzbinder

e Wir gehen nun noch einen Schritt weiter als in (30) und fragen,

— ob es eine Zahl a, > 0 gibt, so dass die Wahrscheinlichkeit mindestens gleich v ist, dass gleichzeitig
fiir jedes z € R

~ 3 1 (z —T,)? P 1 (2 — Tp)?
a+ Bz —ayS E+m<a+ﬂz<a+ﬁz+%5 ﬁ-}—m (31)

— Die Menge B, C R? mit
~ 3 1 (21 —Ty)? PPN 1 (21 —Tp)?
— 2, n n
BW—{(Zl,ZQ)ER .a+,8z1—a75 E+m<22<a+ﬁ21+075 E—Fm
(32)

heifft dann Konfidenzband zum Niveau v fiir die Regressionsgerade y = a + (.
e Bei der Losung dieser Fragestellung ist die F-Verteilung niitzlich, die ebenfalls eine Klasse von statis-
tischen Priifverteilungen bildet.

— Zur Erinnerung: Seien r,s > 1 beliebige natiirliche Zahlen, und seien U,, U} : Q — (0, 0c) unab-
hiingige x2-verteilte Zufallsvariablen mit U, ~ x2 und U} ~ x2.

— Man sagt dann, dass die Zufallsvariable

U./r
W = s

F-verteilt ist mit (r,s) Freiheitsgraden. (Schreibweise: W, 5 ~ F,. ;)
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— Die Dichte von W, ; ist gegeben durch

ﬂ (C)r/2 o falls z > 0
fw,,(z) = F(%)F(g) s (1 n 2 w) (r+s)/2 "’ ’ (33)
0 sonst,

mit, der graphischen Darstellung;:

1.4+

1.2

0.8
0.6
0.4{ ,"’ '

e Man kann zeigen, dass durch die in (32) definierte Menge B, C R? ein Konfidenzband zum Niveau ~y
fiir die Regressionsgerade y = a + Bz gegeben ist, wenn a. wie folgt gewihlt wird:

Ary = 4/ 2F27n—277 .

e Beachte

— Es ist klar, dass t,,_21_(1—~)/(2m) > \/2F2,n—2,, fiir jedes hinreichend groke m gilt .

— Hieraus folgt, dass der simultane Konfidenzbereich, der in (30) betrachtet wurde, fiir grofe m
groflerist als der simultane Konfidenzbereich, der sich aus dem in (31) betrachteten Konfidenzband
ergibt.

— Auf den ersten Blick scheint dies ein Widerspruch zu sein, weil in (31) die Uberdeckungseigenschaft
fiir alle z € R gefordert wird, wihrend diese Eigenschaft in (30) nur fiir endlich viele Ausgangswerte
Zo1,... ,Tom betrachtet wird.

— Der Grund, dass (31) fiir groke m zu kleineren (d.h. besseren) simultanen Konfidenzbereichen
filhrt, besteht darin, dass bei der Herleitung von (30) die sogenannte Bonferroni-Ungleichung
der Wahrscheinlichkeitsrechnung verwendet wird, die fiir grofe m nur eine sehr ungenaue untere

Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit P(ﬂ;’;l Ai) liefert, wobei

A; = ((/)Z+B$0i—7'”, a+3x0,»+7-”).

e Beispiele
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— Aus den Daten iiber Wegldngen und Lieferzeiten ergibt sich das folgende Konfidenzband zum
Niveau v = 0.95, das an der Stelle T,, = 762 die kleinste Breite aufweist:

6-

yi 34

0200 400 600 800 1000 1200 1400

Xi

— Auf dhnliche Weise ergibt sich aus den Daten iiber die beiden Merkmale ,Geburtsgewicht” und
,Gewichtszunahme” das folgende Konfidenzband zum Niveau v = 0.95, das an der Stelle 7,, = 3170
die kleinste Breite aufweist:
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3.2 Einfaktorielle Varianzanalyse
3.2.1 Modellannahmen

e Wir nehmen nun an, dass die Zielvariablen Y7,...,Y, durch das folgende stochastische Modell gegeben
sind.

— Und zwar zerlegen wir die Zufallsstichprobe (Y1,...,Y;,) in k Teilstichproben (Yi;, j = 1,...,n;),
wobei angenommen wird, dass n; > 1 fiir jedes i = 1,...,k und Zle n; = n.

— Auflerdem setzen wir voraus, dass die Stichprobenvariablen, die zu einundderselben Teilstichprobe
gehoren, jeweils den gleichen Erwartungswert haben.

e Mit anderen Worten: Wir nehmen an, dass
Yij =0; +¢45, Vi=1,...,k,j=1,...,n; (34)
gilt, wobei
— 01,...,0; € R (unbekannte) Modellparameter sind,
— die Storgrofen €;; : © — R unabhéngig sind mit
Eeij =0, Vare;; = o, Vi=1,...,k j=1,... ,n; (35)
— und die Varianzen o7, ... ,07 > 0 ebenfalls unbekannte Modellparameter sind.
e Beachte

— Die Nummern i = 1,..., k der Teilstichproben (Yj;, j = 1,... ,n;) werden als Stufen eines Einflussfak-
tors gedeutet.

— Von besonderem Interesse ist der Fall, dass o7 = ... = ¢} = ¢? > 0. In diesem Fall spricht man von
homoskedastischen Stérgrofien, ansonsten von heteroskedastischen StorgréfSen.
— Die obengemachten Modellannahmen bedeuten insbesondere, dass die beobachteten Werte y1,... ,yn
der Zielvariablen Y7, ... Y, wie folgt tabellarisch strukturiert werden kénnen:
Stufe 1 2 3 e k
Y1 Y21 Y31 T Yk1
Y12 Y22 Y2 | - Yk2
Yk3
Y3ns
Yiny
Yans yknk

— Der Begriff,Varianzanalyse” bedeutet nicht, dass die Varianzen der Stichprobenvariablen Y;; untersucht
werden, sondern es handelt sich um die Analyse der Variabilitit der Erwartungswerte 61, ... , 0.

— In der englischsprachigen Literatur ist die Abkiirzung ANOVA {iblich (ANOVA = analysis of variance).

e Beispiel (vgl. L.J. Kazmier (1999) Wirtschaftsstatistik. McGraw-Hill, S. 235 ff.)

— Eine Gruppe von 12 Personen fiihrte das folgende Copmuter-Experiment durch.
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— Dabei standen 3 verschiedene Tastaturen zur Verfiigung, um einen vorgegebenen Text jeweils eine
Minute lang in einen PC einzugeben.

— Es nutzen 5 Personen die erste Tastatur, 3 Personen die zweite Tastatur und 4 Personen die dritte
Tastatur, wobei jeweils die folgenden Anzahlen von Wértern je Minute in den PC eingegeben wurden:

Tastatur | 1 2 3
79| 74| 81
83 | 8 | 65
62 | 72| 79
51 55
77

— Der Einflussfaktor , Tastatur” hat also in diesem Fall k£ = 3 ,Stufen” mit ny = 5, no = 3 bzw. nz = 4.

— Die Grofen 61, > bzw. 63 sind dabei jeweils die erwarteten Anzahlen von Wortern, die mit der ersten,
zweiten bzw. dritten Tastatur je Minute in den PC eingegeben werden.

3.2.2 Klassische ANOVA-Nullhypothese; Kontraste

e Die klassische ANOVA-Nullhypothese besteht darin zu priifen,

— ob die Erwartungswerte 61, ... ,8; der Stichprobenvariablen Y;; gleich sind, also nicht von der Nummer
1 der betrachteten Teilstichprobe abhéingen,

— d.h., wir priifen die Hypothese, ob die Stufen des Einflussfaktors keine statistische Signifikanz haben.
e Beachte

— Beim Testen der ANOVA-Nullhypothese Hy : 8; = ... = 6}, ist es niitzlich zu beachten, dass diese
Hypothese mit Hilfe von sogenannten Kontraste ausgedriickt werden kann.

— Unter einem Kontrast versteht man dabei die folgenden Abbildung:
k

t — Zaiti mit Zle a; = 0,
i=1

wobei t = (t1,... ,t;) € R* ein beliebiger Vektor von Variablen und a = (ay,... ,a;) € R* ein Vektor
von (bekannten) Konstanten ist.

e Man kann némlich zeigen, dass die Giiltigkeit von 6, = ... = 6, gleichbedeutend damit ist, dass Zle a;0; =
0 fiir jedes a € A, wobei

Az{a:(al,...,ak):ayéo,iai:0}
i=1

und o = (0,...,0) den Nullvektor bezeichnet.

e Die ANOVA-Nullhypothese Hy : 6; = ... = 0y kann somit in der folgenden Form geschrieben werden:
Ho: Y ait;=0 fiir jedes a € A, (36)

3

d.h., jeder Kontrast nimmt im Punkt t = (61,... ,0;) den Wert 0 an.
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e Um einen Test zur Verifizierung der ANOVA-Nullhypothese (36) zu konstruieren, wird nun zunéchst

— die Hypothese Hy : Zle a;0; = 0 fir einen vorgegebenen Kontrast a € A betrachtet,

— d.h., es wird zunéchst ein hypothetischer Wert fiir die Linearkombination Zle a;0; der Erwartungs-
werte 61,... ,0; getestet.

3.2.3 t-Test und Konfidenzintervall fiir Linearkombinationen von Erwartungswerten

e Seia=(ay,...,a;) € RF ein beliebiger Vektor.

— Um einen Test zur Verifizierung der Hypothese H : Zle a;0; = 0 bzw. ein Konfidenzintervall fiir die
Linearkombination Zle a;0; der Erwartungswerte 61, ... ,6; bzw. herzuleiten,

— betrachten wir die folgenden Summen bzw. Mittelwerte der Stichprobenvariablen:

n; k
j=1 i=1

bzw.

_ 1 & _
Yi-=n—izlYij, Y,;=
]:

Enlies

k
SVi. Yo=Y (38)
i=1 i

e Dabei werden wir von nun an ausschlieflich homoskedastische Stérgrdfsen betrachten, die normalverteilt
sind,

— d.h., wir setzen voraus, dass 07 = ... =0} =02 >0
— und dass g;; ~ N(0,0?) fir allei =1,... ,kund j = 1,... ,n;.

e Man kann dann die Giiltigkeit der folgenden Verteilungs- und Unabhdangigkeitseigenschaften zeigen:
1. Fiir jedes a = (a1,...,a;) € R¥ gilt

k 2
_ a;
;aiyi- ~ N(Z aib;, o’ Z —) ; Tp ~ Xnek s (39)
P

i=1 i=1

2. die Zufallsvariablen Zle a;Y ;. und S? sind unabhiingig, wobei

k n;
Sp= e YD (- T (40)

i=1 j=1

die sogenannte gepoolte Stichprobenvarianz (pooled sample variance) ist.

e Hieraus und aus der Definition der t-Verteilung (vgl. Abschnitt 3.1.3) folgt, dass fiir jedes a # o

k _ k
Z alYl — Z aiei
i=1 i=1 ~ tnfk . (41)

e Beachte
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— Aus (41) ergibt sich ein Test der Hypothese Hy : Zle a;0; = 0 zum Niveau 1 — v € (0,1) (gegen die
Alternative Hj : Zle a;0; #0).
— Dabei wird die Nullhypothese Hy abgelehnt, falls

k _
Z a,Y,
= > tn_ki—(1—y)/2 (42)

— Auferdem ergibt sich aus (41) ohne weiteres das folgende Konfidenzintervall zum Niveau v € (0, 1) fiir
Zle a;0;, denn mit Wahrscheinlichkeit v gilt

k ko o k k
— a“ —
Zaiyi- — tp—k1—(1=~)/2 A | S5 Z n—’ < Zaiei < Zaiyi- +lnk1—(1—7)/2 (43)
i=1 i=1 " =1 i=1
e Durch eine geeignete Wahl des Vektors a = (aj,...,ar) € R ergeben sich aus (42) Tests spezifischer
Eigenschaften der Erwartungswerte 61, ... , 0.

1. Fiira=(1,-1,0,...,0) ergibt sich aus (42) ein
— Test der Hypothese Hy : 8; = 65 zum Niveau 1 —« € (0,1) (gegen die Alternative H; : 6, # 65).
— Dabei wird die Nullhypothese Hy abgelehnt, falls

Y. -7,
‘ - 2 > tn_ki—(1—y)/2 - (44)

(5 + )

ni na

2. Fira=(1,-1/2,-1/2,0,...,0) ergibt sich aus (42) ein
— Test der Hypothese Hg : 61 = (A2 + 63)/2 zum Niveau 1 — v € (0,1) (gegen die Alternative
Hy : 0, 75 (02 +03)/2)
— Dabei wird die Nullhypothese Hy abgelehnt, falls

>tk —(1—=9)/2 - (45)

e Beispiel

— Fiir das in Abschnitt 3.2.1 betrachtete Beispiel der Eingabe von Wortern iiber drei verschiedene Tas-
taturen wollen wir nun priifen, ob sich die beiden ersten Tastaturen hinsichtlich der jeweils erwarteten
Anzahlen der eingegebenen Worter je Minute signifikant voneinander unterscheiden (1 — v = 0.05).

— Mit anderen Worten: Wir testen die Hypothese Hy : §; = 03 zum Niveau 1 — v = 0.05.

— Hierfiir berechnen wir zunéchst den beobachteten Wert der Testgrofe in (44), wobei sich fiir die Schétzer
Y., Y., Vs und S? die folgenden Werte ergeben:

Y, =704, Y, =770, Y5 =70.0
und

S2 =

2= (86741267 + 847 41942 + 662+ 32 + 82 4 5% + 117 4+ 52 + 92 + 157) = 141,47,

Nel i
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— Hieraus folgt, dass

Y -7, A4-=T7.
‘ L =Y, ‘:‘ 0= 770 | _ 76 < 2.262 = t9 g 075

s (% N %) 141.47-0.53

— Die Hypothese Hy : 61 = 6, dass die Erwartungswerte #; und 6, fiir die ersten beiden Tastaturen
gleich sind, wird also nicht verworfen.

3.2.4 F-Test der ANOVA-Nullhypothese; Quadratsummenzerlegung

e Zur Erinnerung:
— Die ANOVA-Nullhypothese Hy : 6; = ... = 6}, ist dquivalent mit der Hypothese Hy : @ € [) Oa,

acA
wobei 6 = (6, ... ,0;) und
k
0. = {9, =(0],...,0): > aib) = o}.
i=1

— Fiir jeden (einzelnen) Kontrast a € A hatten wir in Abschnitt 3.2.3 die Hypothese Hg 4 : 6 € O, zum
Niveau 1 — v € (0,1) (gegen die Alternative Hy o : 0 ¢ ©,) getestet.

— Dabei wurde die Nullhypothese Hy o : 8 € O, abgelehnt, falls die Testgréfe

L
Z alYl
T,= |2 (46)
einen gewissen Schwellenwert ¢, iiberschreitet, der nur von 7 (jedoch nicht von a) abhéngt.
e Dies fiihrt zu folgendem Ansatz, um die klassische ANOVA-Nullhypothese Hg : 6; = ... = 0, d.h. die
Hypothese Hyp : 6 € [ ©a (gegen die Alternative H; : @ ¢ () ©,) zu testen:
acA acA
— Weil Hy genau dann abgelehnt wird, wenn die Hypothese Hp » : 0 € O, fiir ein a € A abgelehnt wird
und
— weil somit der Ablehnungsbereich der ANOVA-Nullhypothese Hy : 81 = ... = 0, die Vereinigung der

Ablehnungsbereiche der Hypothesen Hj 5 ist,
— ist es naheliegend, die Hypothese Hj genau dann abzulehnen, wenn

sup T2 > c?y , (47)
acA

wobei der Schwellenwert c?y so gewahlt wird, dass die Wahrscheinlichkeit des in (47) betrachteten

Ereignisses unter Hy nicht grofer als 1 — « ist.

e Man kann nun zeigen, dass unter H, folgendes gilt:

k 53 - \2

T2 = =L ~ Frqp 48
k—ligﬁ a (k—l)Sg k—1,n—k ( )

wobei Fi_1 ,_¢ die bereits in Abschnitt 3.1.6 erwdhnte F-Verteilung mit (k — 1,n — k)-Freiheitsgraden
bezeichnet.
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e Die ANOVA-Nullhypothese Hy : 61 = ... = 0} wird somit abgelehnt, falls

M=

1

(k—1)S

.
Il

> Frotn—k,y - (49)

e Beachte
— Durch die folgende Quadratsummenzerlegung ergibt sich eine anschauliche Deutung von Zihler und
Nenner der in (49) betrachteten Testgrofe.

— Man kann némlich zeigen, dass

k n;

D RPITER SRS PN NS SLNE o) SIS ) (0

i=1 j=1 i=1 i=1 j=1
— Die Doppelsumme auf der linken Seite von (50) kann als eine Mafzahl fiir die (Gesamt-) Variabilitdt
der Stichprobenvariablen {Yi;, i =1,... ,k, j =1,... ,n;} aufgefasst werden.

— Die erste Summe auf der rechten Seite von (50) ist eine Mafszahl fiir die Variabilitit zwischen den
Stufen des Einflussfaktors, wihrend die Doppelsumme auf der rechten Seite von (50) eine Mafzahl fiir
die Variabilitidt innerhalb der Stufen des Einflussfaktors ist.

— Wegen

52 =
Pp—k &=
=1 j=1
ist die in (49) betrachtete Testgrofe also proportional zu dem Quotienten, der aus der Variabilitét
zwischen den Stufen des Einflussfaktors und der Variabilitdt innerhalb der Stufen gebildet wird.

— Die durch (49) gegebene Entscheidungsregel bedeutet somit, dass die ANOVA-Nullhypothese Hy : 6; =
... = 0 abgelehnt wird, falls die Variabilitét zwischen den Stufen signifikant grofer als die Variabilitét
innerhalb der Stufen des Einflussfaktors ist.

e Beispiel

— Fiir das bereits in den Abschnitten 3.2.1 bzw. 3.2.3 betrachtete Beispiel der Eingabe von Wértern
iiber drei verschiedene Tastaturen wollen wir nun priifen, ob sich die drei Tastaturen hinsichtlich der
jeweils erwarteten Anzahlen der eingegebenen Worter je Minute signifikant voneinander unterscheiden
(1 —~ =0.05).

— Mit anderen Worten: Wir testen die ANOVA Nullhypothese Hy : 8; = 83 = 63 zum Niveau 1—+ = 0.05.

— Hierfiir berechnen wir zunéchst den beobachteten Wert der Testgrofie in (49), wobei sich fiir die Schétzer

Y1, Y5, Y3, Y. und S} die folgenden Werte ergeben:
Y. =704, Y, =770, Y. =170.0, Y. =719, Sy =141.47
und somit
S (Vs — V)
; (Vi Vo))" o (70.4 — 71.9)2 + 3+ (77.0 — 71.9)% + 4 - (70.0 — 71.9)2

(k—1)52 2. 14147

— Andererseits gilt Fa 9,0.950 = 4.26 > 0.37, weshalb Hy : 8; = 0 = 65 nicht abgelehnt wird.
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3.3 Multiple lineare Regression
3.3.1 Modellbeschreibung

e Wir betrachten die folgende Verallgemeinerung des in Abschnitt 3.1 diskutierten (einfachen) linearen Regres-
sionsmodells mit deterministischen Ausgangswerten zy,... ,x, eines einzelnen Einflussfaktors.

e Dabei lassen wir nun zu, dass die Zielvariablen Y7,...,Y, nicht nur von den Werten z1,...,x, eines
einzelnen Einflussfaktors abhiingen, d.h., wir betrachten m — 1 Einflussfaktoren, wobei m > 2 eine beliebige,
jedoch fest vorgegebene natiirliche Zahl ist; n > m.

e Mit anderen Worten: Wir nehmen an, dass die Zielvariablen Yi,... .Y, von (m — 1)-dimensionalen vekto-
riellen Ausgangswerten (z12,...,Z1m),--- ,(Tn2,--- ,Tnm) abhéngen, d.h., es gelte
Yi=w(zio, .. yZim) +€i, Vi=1,...,n, (51)
wobei

— die Regressionsfunktion ¢ : R™! — R gegeben ist durch

@2, Tm) = B+ Poa + .. + B, V(22 .., m) € RTT! (52)
mit der Regressionskonstante 8; (= @) € R und den Regressionskoeflizienten 8, ..., 8n € R,
— die zufilligen Storgrofen e1,... ,&, : @ — R unabhéngig sind mit
Ee; =0, Vare; = o (53)

fiir eine gewisse (unbekannte) Zahl o2 > 0.

e Die unbekannten Modellparameter 3i,..., 3, und o2 sind aus den vorliegenden Daten yi,...,y, bzw.
T12y .+ yTlmy +++ 5 Tp2ye.. , Tnm 2zU schitzen.
e Beachte

— In Matrixschreibweise ldsst sich das in (51) und (52) gegebene multiple lineare Regressionsmodell wie
folgt formulieren:

Y =XB+e, (54)
wobei
Y, 1 z10 ... zim B €1
Y = s X = ,3 = ) €= (55)
Yn 1 Tn2 oo Tnm ﬂm En

— Dabei wird X die Designmatriz des Regressionsmodells genannt.
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3.3.2 Kleinste-Quadrate-Schétzer bei zwei Einflussfaktoren

e In diesem Abschnitt diskutieren wir zunichst den Spezialfall von zwei Einflussfaktoren, d.h. m = 3 und

n > 3, wobei die Modellparameter 31, 32, B3 und o2 erneut mit der Methode der kleinsten Quadrate geschiitzt
werden.

e Dabei ergeben sich Kleinste-Quadrate-Schétzer fiir 31, 82, 83 durch Mnimierung des mittleren quadratischen
Fehlers

(B o, ) = = D i = (Br + o + Boris))’ (56)

i=1

bzw. durch partielle Differentiation der Funktion e(f81, 82, 33) nach den Variablen 8, 2 bzw. 33 und durch
anschliefendes Nullsetzen der Ableitungen.

e Hieraus folgt, dass die Kleinste-Quadrate-Schétzer 51,32,53 fiir 31, B2, B3 den Normalengleichungen

n n n
nPr+BY zipt+ By wim = Y Vi,
i=1 i=1 i=1

n n n n

. N ,

B E Zio + Ba E T + B3 E Tz = E Y5,
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n

. . . )

B1 E Zi3 + B2 E TioTiz + Bs E T3 E zi3Y;
im1 i=1 i=1 i=1

geniigen miissen, deren Losung gegeben ist durch

~ ~

B = ?—5-232 — T30,
2 = ca3(zio —Ta) — coz (w3 — T3)
Be = 5 Y;, (57)
i—1 C22C33 — C53
n — —
-~ C2\Tij3 —T.3) — C23\Tjg — T.2
=

2
C92C33 — C
i—1 22€33 23

~ wobeil Y =Y | Yi/nbzw. T; =31, x;;/n fiir j = 2,3 und
Cj1jz = Z(xijl - E'J&) (‘rijz - E'jz) fiir j1,j2 =2,3 (58)
i=1
— und wobei vorausgesetzt wird, dass
C29C33 — 033 > 0. (59)
e Beachte

— Die Bedingung (59) ist gleichbedeutend damit, dass die Designmatrix

1 z2 @3

1 zpo Zps

vollen Spaltenrang rg (X) = 3 hat, d.h., dass det X # 0 bzw. dass X aus drei linear unabhingigen
Spaltenvektoren besteht.
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— Man kann zeigen, dass die Kleinste-Quadrate-Schétzer 31,32,33 fir Bi1, B2, f3 erwartungstreu sind,

d.h., es gilt

EB =6,

— Die (zufiillige) Abbildung ¥ : R* — R mit

~

EfB =0,

E 35 =08s.

Y (x2,23) = By + Bozy + Baxs,

(60)

(61)

die jedem Wertepaar (z1,x2) der beiden Einflussfaktoren die Zufallsvariable ?(wl, x9) zuordnet, heifit

empirische Regressionsebe

ne.

— Auferdem kann man zeigen, dass die ,Reststreueung” S? um die empirische Regressionsebene, die

gegeben ist durch

ein erwartungstreuer Schiitzer fiir o2 ist, d.h., es gilt ES? = o

e Beispiel

9 1

n—3

n

i=1

2

Z(Yz — 51 - 523%2 - 533%3)2 )

(62)

(vgl. R. Storm (2001) Wahrscheinlichkeitsrechnung, mathematische Statistik und statistische
Qualitdtskontrolle, Fachbuchverlag Leipzig, S. 260 ff.)

— In einem Unternehmen der Metallindustrie soll untersucht werden, inwiefern die Giite eines Erzeug-
nisses von zwei technologischen (Einfluss-) Faktoren des Produktionsprozesses abhingt.

— Dabei wird die Stahlproduktion eines Stahlwerkes betrachtet, wobei die Stahlausbeute (Zielvariable,
gemessen in Prozent) in Abhéngigkeit von der Anzahl der bisher erfolgten Abstiche (1.Einflussfaktor)
und dem Schwefelgehalt (2. Einflussfaktor, gemessen in Prozent) untersucht wird.

— Die Qualitédtskennzahl ,Stahlausbeute” wurde fiir 26 Proben des Erzeugnisses bestimmt, wobei fiir die
technologischen Einflussfaktoren ,,Anzahl der Abstiche” bzw. ,Schwefelgehalt” jeweils unterschiedliche
(Ausgangs-) Werte beobachtet wurden:

Nummer der Probe 1 2 3 4 5 6 7 8§ 9 10 11 12 13
Wert des 1. Faktors (z;2) | 53 34 39 39 28 39 39 15 19 27 23 24 25
Wert des 2. Faktors (z;3) | 8 8 7 9 9 8 9 12 12 8 8 8 8
Qualitatskennzahl (y;) 19 70 0 77 8 70 0 100 78 78 98 59 87
Nummer der Probe 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
Wert des 1. Faktors (x;2) | 27 9 37 20 23 11 10 13 45 6 7 15 22
Wert des 2. Faktors (z;3) 8 7 25 10 9 7 9 g 13 12 7 12 11
Qualitatskennzahl (y;) 70 100 42 96 76 82 100 97 68 92 95 96 91

— Aus diesen Daten ergeben sich die folgenden Werte fiir die GréRen, die in den Definitionsgleichungen
(57) der Schétzer (31, B2, 83 vorkommen:

T = 24.96,

T =9.69,

7= T74.08,

Coo = 3995,

— Durch Einsetzen der ermittelten Werte in (57) ergibt sich nun, dass

By = 114.972,

By = —1.695,

By = 0.146.

C33 = 326,

Co3z = 155.

— Somit erhalten wir die geschitzte Regressionsebene y(za,z3) = 114.972 — 1.695x5 + 0.14623:
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— Fiir die in (62) betrachtete Restreueung S? ergibt sich schlieRlich der Schiitzwert S? = 411.09 bzw.
S = 20.28.

3.3.3 Vektor- bzw. Matrixschreibweise

e Wir kehren nun zu dem (allgemeinen) multiplen linearen Regressionmodell mit einer beliebigen Anzahl m —1
von Einflussfaktoren zuriick, das bereits in Abschnitt 3.3.1 betrachtet wurde.

— So wie bisher schitzen wir die unbekannten Modellparameter 31, ... , 8, mit der Methode der kleinsten
Quadrate aus den beobachteten Daten

(Z12, - T1m)s - s (Tn2s e v s Tpm) € R™TH und Yr ... ,yn € R.

— Mit anderen Worten: Es soll ein Zufallsvektor B = (Bl, . ,Bm) bestimmt werden, so dass der mittlere
quadratische Fehler

e(B) = L D (Vi— (Bi + Bamin + ... + Bnim))’

i=1

(63)

fir 8 = B minimal wird, wobei wir voraussetzen, dass n > m und dass der Rang der Matrix X gleich
m ist.

e Ahnlich wie bei der Herleitung von (57) (d.h. bei der Losung des entsprechenden Minimierungsproblems
im Fall zweier Einflussfaktoren) kann man zeigen, dass fiir eine beliebige Anzahl von Einflussfaktoren

B=X"X)'XxTY (64)

— das (eindeutig bestimmte) Minimum des in (63) betrachteten Abweichungsmfies ist,

— wobei XT die transponierte m x n Matrix bezeichnet, die sich durch Vertauschung der Zeilen und
Spalten von X ergibt,

— und (XTX)~! die inverse Matrix von X T X ist.
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e Beachte

— Der Rangrg (A) einer Matrix A ist die maximale Anzahl der linear unabhéngigen Zeilenvektoren (bzw.
Spaltenvektoren) von A.

— Zur Erinnerung: Die Vektoren ay,... ,a; € R™ heifen linear abhdngig, falls es reelle Zahlen ¢y, ... , ¢4 €
R gibt, die nicht alle gleich Null sind, so dass cia; + ... + ¢;a¢ = 0. Anderenfalls heifien die Vektoren
ai,...,a; € R™ linear unabhdingig.

— Weil wir voraussetzen, dass die Designmatrix X vollen (Spalten-) Rang rg (X) = m hat, ist die sym-
metrische m x m Matrix X "X regulir, d.h., es gilt det(XTX) # 0.

— Somit ist X "X auch invertierbar, d.h., es gibt eine (eindeutig bestimmte) m x m Matrix (X TX)™!,
so dass

XTX)"(XTX) = (XTX)(XTX) " =1,
wobei I = (§;;) die m x m-dimensionale Einheitsmatriz bezeichnet mit

1, fallsi=j,
0, fallsi#j,

51']' =

e Beachte

— Der in (64) gegebene Kleinste-Quadrate-Schétzer ,@ = (Bl, .. Bm) fiir den Parametervektor 3 =

~

(Biy...,Bm) ist ein sogenannter linearer Schitzer, d.h., B = (XTX) !X TY ist eine lineare Funktion
der Zufallsstichprobe Y = (Y3,...,Y,).

— Der Schéitzer ﬁ hat die folgenden Giiteeigenschaften:

1. Es gilt EB = 3 fiir jedes B8 € R™, d.h., B ist erwartungstreu.
2. Fiir jeden anderen linaren erwartungstreuen Schitzer B = (81, ... , Bp) fiir B gilt

Var 3; < Var f3; , Vi=1,...,m, (65)

wobei die Gleichheit in (65) genau dann fiir jedes i = 1,... ,m gilt, wenn B = B, d.h., ﬁ ist bester
linearer erwartungstreuer Schétzer fiir 3.

— Die (zufiillige) Abbildung ¥ : R"~! — R mit
?(X) = Bl + BQCEQ +...+ Emwm ) (66)

die jedem Vektor x = (x2,... , %, ) von Werten der Einflussfaktoren die Zufallsvariable }A’(X) zuordnet,
heifst empirische Regressionshyperebene.

— Auflerdem kann man in Verallgemeinerung von (62) zeigen, dass die ,Reststreueung” S? um die em-
pirische Regressionshyperebene, die gegeben ist durch

§?= 1 (Y-XB) (Y- XB), (67)

ein erwartungstreuer Schiitzer fiir o2 ist, d.h., es gilt E S? = o2.

3.3.4 t-Tests und Konfidenzintervalle fiir Regressionskonstante und Regressionskoeffizienten

e Zusétzlich zu den Modellannahmen, die bisher in Abschnit 3.3 gemacht wurden, setzen wir nun voraus, dass
die zufélligen Storgrofen ey, ... ,e, normalverteilt sind. Wegen (53) gilt somit
g; ~ N(O, 0'2)

3

Vi=1,...,n. (68)
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e Ahnlich wie bei den t-Tests, die in Abschnitt 3.1.3 fiir das einfache lineare Regressionsmodell betrachtet

wurden, kénnen wir dann Hypothesen iber einzelne Komponenten des Parametervektors 8 = (31,... ,Bm)
testen:
— Um einen hypothetischen Wert (g ; der j-ten Komponente 3; des Parametervektors 3 = (61, .. , Bm)
zu testen, betrachten wir dabei die Testgrofke
B: — B;
Tj="2~L ~ thm, (69)

Szl
wobei 277 die (j,7)-te Eintragung der (inversen) Matrix (X T X)~! bezeichnet; j € {1,... ,m}.

— Beim Test der Hypothese Hy : 3; = (p,; zum Niveau 1—v € (0,1) (gegen die Alternative Hy : 3; # (o.;)
wird die Nullhypothese Hy abgelehnt, falls

‘Bj = Bo.j
> ty_mi(1— , 0
Sm > n m,l (1 7)/2/ (7)

wobei t,, _p, 1-(1—)/2 das (1—(1—7)/2)-Quantil der t-Verteilung mit n —m Freiheitsgraden bezeichnet.
e Beachte

— Fir j € {2,...,m} ist der Test der Hypothese Hy : 8; = 0 (gegen die Alternative Hy : §; # 0)
von besonderem Interesse, weil damit verifiziert werden kann, inwieweit die Zielvariablen Y7,...,Y,
statistisch signifikant von dem (j — 1)-ten Einflussfaktor abhéingen.

— Bei diesem Test auf Signifikanz des (j — 1)-ten Einflussfaktors wird die Nullhypothese Hy abgelehnt,
falls

13i]
SV i

— Auferdem ergibt sich aus (69) das folgende Konfidenzintervall fiir §; zum Niveau v € (0,1):

> tnfm,lf(lffy)/Q . (71)

~

ﬂj - tnfm,lf(lffy)/Q SVaii < ﬂj < Bj + tnfm,lf(lffy)/Q SVxii. (72)

e Beispiel

— Fiir den bereits in Abschnitt 3.3.2 betrachteten Spezialfall von zwei Einflussfaktoren, d.h. m = 3,
lassen sich die in (69) betrachteten Testgrofen Tb und T3 in der folgenden Form schreiben:

T, = M ~ t, 3 bzw. T; = M ~ tn 3, (73)
S, |—=2 g 2
C22C33 — 033 C22€33 — 033

wobei die Grofen ¢;; und S = v/ S? in (58) bzw. (62) gegeben sind.

— Wir betrachten nun erneut den in Abschnitt 3.3.2 gegebenen Beispiel-Datensatz und priifen, ob die
Zielvariable ,Stahlausbeute” statistisch signifikant von den beiden technologischen Einflussfaktoren
»2Anzahl der bisherigen Abstiche” und ,,Schefelgehalt” des Produktionsprozesses abhéingt.

Mit anderen Worten: Wir verifizieren die Hypothesen
Hy : By =0 (versus Hy : 82 #0) bzw. Hy : 83 =0 (versus Hy : 83 # 0).
— In Abschnitt 3.3.2 hatten wir gezeigt, dass

Bo=—1.605, B;3=0.146, S=20.28, coo=3995, c33 =326, co3=155.
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— Durch Einsetzen in (73) ergeben sich nun unter Hg : 32 = 0 bzw. Hy : 33 = 0 die folgenden ,, Testwerte”
zum Niveau 1 — v = 0.05:

Ty = -5.23 bzw. T3 =0.13.

— Weil |T| = 5.23 > 2.07 = t23,0.975 gilt, wird die Null-Hypothese Hy : 2 = 0 verworfen, d.h., die Quali-
tatskennzahl  Stahlausbeute” hingt statistisch signifikant von dem ersten technlogischen Einflussfaktor
»2Anzahl der bisherigen Abstiche” ab.

— Andererseits gilt |T53] = 0.13 < 2.07 = t23,0.975, d.h., die Abhéingigkeit der Qualititskennzahl ,Stahlaus-
beute” von dem zweiten technlogischen Einflussfaktor ,Schwefelgehalt” ist statistisch nicht gesichert.

— Aus (73) ergeben sich dariiber hinaus die Konfidenzintervalle (—2.366, —1.024) und(—2.201, 2.493) fiir
B> bzw. (3, wenn dabei das Konfidenzniveau v = 0.950 betrachtet wird.

3.3.5 Giite der Modellanpassung; Overall-F-Test

e Ahnlich wie bei der einfachen linearen Regression (vgl. Abschnitt 2.5.3) gilt auch bei der multiplen linearen
Regression
— die Quadratsummen-Zerlegung

n n n

Y-V =D (V=Y 4 ) (V- V) (74)

i=1 i=1 i=1

der ,Gesamtstreuung” 37, (V; — Y)? in die sogenannte ,erklirte Streueung” 37, (Vi — V)2 und die
+Reststreuung” > 1 (Y; — Y;)?, wobei

~ o~ o~ ~ = Yi+...4Y,
Vi =Bi+ Botrio oo Bntim . bzw. V= St
— Fiir den Quotienten
> (Ti-7)
RR= (75)
> (Vi-1)°
i=1

von erkldrter Streuung und Gesamtstreuung ergibt sich aus (74), dass
0<R:<1.

— Das sogenannte Bestimmtheitsmaf R? ist eine Mafizahl fiir die Anpassungsgiite der geschéitzten Regres-
sionshyperebene Y (x) = 81+ S22 +. . .+ Bmam an die beobachteten Werte y1, . .. , y, der Zielvariablen
Yi,...,Y,.

e Beachte

— Derin (71) betrachtete t-Test dient lediglich zur Verifizierung der statistischen Signifikanz von einzelnen
Einflussfaktoren.

— Man kann jedoch einen (simultanen) F-Test konstruieren, um die statistische Signifikanz von samtlichen
Einflussfaktoren gleichzeitig zu priifen.

— Dabei wird die Hypothese Hy : f2 = B3 = ... = Bm = 0 (gegen die Alternative H;y : 3; # 0 fiir ein
Jj€{2,...,m}) getestet.



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE

— Unter Hj gilt ndmlich

n—m R?

- —Nme n—m
m—11-R? b

wobei R? die in (75) gegebene MaRzahl ist.
— Die Hypothese Hy : B2 = 83 = ... = 3, = 0 wird abgelehnt, falls T'> Fp,_1 5, ~-

75

(76)



4 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE

4 Tabellen fiir Verteilungsfunktionen und Quantile

Tabelle 1 Verteilungsfunktion ®(z) der Standardnormalverteilung

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 | 0,500000 0,503989 0,507978 0,511967 0,515953 0,519939  0,523922  0,527903  0,531881  0,535856
0,1 | 0,539828 0,543795 0,547758 0,551717 0,555670 0,559618  0,563559  0,567495  0,571424  0,575345
0,2 | 0,579260 0,583166 0,587064  0,590954  0,594835 0,598706 0,602568  0,606420 0,610261  0,614092
0,3 | 0,617911 0,621719 0,625516 0,629300 0,633072 0,636831  0,640576 0,644309 0,648027  0,651732
0,4 | 0,655422 0,659097 0,662757 0,666402 0,670031 0,673645 0,677242 0,680822  0,684386  0,687933
0,5 | 0,691462 0,694974 0,698468 0,701944 0,705402 0,708840 0,712260 0,715661 0,719043  0,722405
0,6 | 0,725747 0,729069 0,732371  0,735653  0,738914  0,742154  0,745373  0,748571 0,751748  0,754903
0,7 | 0,758036 0,761148 0,764238 0,767305 0,770350 0,773373  0,776373  0,779350  0,782305  0,785236
0,8 | 0,788145 0,791030 0,793892  0,796731 0,799546 0,802338 0,805106 0,807850  0,810570  0,813267
0,9 | 0,815940 0,818589 0,821214 0,823814 0,826391 0,828944 0,831472  0,833977 0,836457  0,838913
1,0 | 0,841345 0,843752 0,846136 0,848495 0,850830 0,853141  0,855428  0,857690  0,859929  0,862143
1,1 | 0,864334 0,866500 0,868643 0,870762 0,872857  0,874928  0,876976  0,878999  0,881000  0,882977
1,2 | 0,884930 0,886860 0,888767 0,890651 0,892512  0,894350  0,896165 0,897958  0,899727  0,901475
1,3 | 0,903199 0,904902 0,906582 0,908241  0,909877  0,911492  0,913085 0,914656 0,916207 0,917736
1,4 | 0919243 0,920730 0,922196 0,923641 0,925066 0,926471  0,927855 0,929219  0,930563  0,931888
1,5 | 0933193 0,934478 0,935744 0,936992  0,938220  0,939429  0,940620 0,941792  0,942947  0,944083
1,6 | 0945201 0,946301 0,947384 0,948449  0,949497  0,950529  0,951543  0,952540 0,953521  0,954486
1,7 | 0,955435  0,956367 0,957284  0,958185  0,959071  0,959941  0,960796 0,961636  0,962462  0,963273
1,8 | 0,964070 0,964852 0,965621 0,966375 0,967116  0,967843  0,968557  0,969258  0,969946  0,970621
1,9 | 0,971284 0,971933 0,972571 0,973197 0,973810  0,974412  0,975002 0,975581 0,976148  0,976705
2,0 | 0,977250 0,977784  0,978308 0,978822 0,979325 0,979818  0,980301  0,980774  0,981237  0,981691
2,1 | 0,982136 0,982571 0,982997 0,983414 0,983823 0,984222 0,984614  0,984997 0,985371  0,985738
2,2 | 0,986097 0,986447  0,986791 0,987126 0,987455 0,987776 0,988089  0,988396  0,988696  0,988989
2,3 | 0,989276  0,989556  0,989830  0,990097 0,990358  0,990613  0,990863  0,991106  0,991344  0,991576
2,4 | 0,991802 0,992024  0,992240 0,992451 0,992656 0,992857  0,993053  0,993244  0,993431  0,993613
2,5 | 0,993790 0,993963  0,994132  0,994297  0,994457 0,994614  0,994766  0,994915  0,995060  0,995201
2,6 | 0,995339  0,995473  0,995603  0,995731 0,995855 0,995975 0,996093  0,996207  0,996319  0,996427
2,7 | 0,996533  0,996636  0,996736  0,996833  0,996928  0,997020 0,997110  0,997197  0,997282  0,997365
2,8 | 0,997445 0,997523  0,997599  0,997673  0,997744 0,997814  0,997882  0,997948  0,998012  0,998074
2,9 | 0,998134 0,998193  0,998250  0,998305 0,998359  0,998411  0,998462  0,998511  0,998559  0,998605
3,0 | 0,998650 0,998694  0,998736  0,998777 0,998817  0,998856  0,998893  0,998930  0,998965  0,998999
3,5 | 0,999767  0,999776  0,999784  0,999792  0,999800  0,999807  0,999815  0,999821  0,999828  0,999835
4,0 | 0,999968 0,999970  0,999971  0,999972  0,999973  0,999974  0,999975  0,999976  0,999977  0,999978
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4 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE

Tabelle 2a -Quantil xfﬂ der x2-Verteilung mit r Freiheitsgraden

r\y .005 01 025 .05 10 90 95 975 99 995
1 .00004 | .00016 | .00098 | .0039 | .0158 2.71 3.84 5.02 6.63 7.88
2 .0100 .0201 .0506 | .1026 | .2107 4.61 5.99 7.38 9.21 10.60
3 0717 115 216 .352 084 6.25 7.81 9.35 11.34 | 12.84
4 207 297 484 711 1.064 7.78 9.49 11.14 13.28 14.86
5 412 054 .831 1.15 1.61 9.24 11.07 | 12.83 15.09 16.75
6 .676 .872 1.24 1.64 2.20 10.64 12.59 14.45 16.81 18.55
7 989 1.24 1.69 2.17 2.83 12.02 14.07 | 16.01 18.48 | 20.28
8 1.34 1.65 2.18 2.73 3.49 13.36 15.51 17.53 | 20.09 | 21.96
9 1.73 2.09 2.70 3.33 4.17 14.68 16.92 19.02 | 21.67 | 23.59
10 2.16 2.56 3.25 3.94 4.87 15.99 18.31 2048 | 23.21 25.19
11 2.60 3.05 3.82 4.57 5.58 17.28 19.68 | 21.92 | 24.73 | 26.76
12 3.07 3.57 4.40 5.23 6.30 18.55 21.03 | 23.34 | 26.22 | 28.30
13 3.57 4.11 5.01 5.89 7.04 19.81 22,36 | 24.74 | 27.69 | 29.82
14 4.07 4.66 5.63 6.57 7.79 21.06 | 23.68 | 26.12 | 29.14 | 31.32
15 4.6 5.23 6.26 7.26 8.55 22.31 25 27.49 | 30.58 | 32.80
16 5.14 5.81 6.91 7.96 9.31 23.54 | 26.30 | 28.85 | 32.00 | 34.27
18 6.26 7.01 8.23 9.39 10.86 | 25.99 | 28.87 | 31.53 | 34.81 | 37.16
20 7.43 8.26 9.59 10.85 | 12.44 | 2841 31.41 34.17 | 37.57 | 40.00
24 9.89 10.86 12.40 | 13.85 | 15.66 | 33.20 | 36.42 | 39.36 | 42.98 | 45.56
30 13.79 14.95 16.79 | 18.49 | 20.60 | 40.26 | 43.77 | 46.98 | 50.89 | 53.67
40 20.71 22.16 | 24.43 | 26.51 | 29.05 | 51.81 55.76 | 59.34 | 63.69 | 66.77
60 | 35.53 | 37.48 | 4048 | 43.19 | 46.46 | 74.40 | 79.08 | 83.30 | 88.38 | 91.95
120 | 83.85 | 86.92 | 91.58 | 95.70 | 100.62 | 140.23 | 146.57 | 152.21 | 158.95 | 163.64
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4 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE

Tabelle 2b y-Quantil x ., der x*-Verteilung mit r Freiheitsgraden

n\y | 0,7 0,75 0,8 0,85 0,9 0,95 | 0,975 | 0,99 | 0,995
1 1,07 1,32 1,64 2,07 2,71 3,84 5,02 6,63 7,88
2 2,41 2,77 3,22 3,79 4,61 5,99 7,38 9,21 10,60
3 3,66 4,11 4,64 5,32 6,25 7,81 9,35 11,34 | 12,84
4 4,88 5,39 5,99 6,74 7,78 9,49 | 11,14 | 13,28 | 14,86
5 6,06 6,63 7,29 8,12 9,24 | 11,07 | 12,83 | 1509 | 16,75
6 7,23 7,84 8,56 9,45 | 10,64 | 12,59 | 14,45 | 16,81 | 18,55
7 8,38 9,04 9,80 10,75 | 12,02 | 14,07 | 16,01 | 18,48 | 20,28
8 9,52 10,22 | 11,03 | 12,03 | 13,36 | 15,51 | 17,53 | 20,09 | 21,95
9 10,66 | 11,39 | 12,24 | 13,29 | 14,68 | 16,92 | 19,02 | 21,67 | 23,59
10 | 11,78 | 12,55 | 13,44 | 14,53 | 15,99 | 18,31 | 2048 | 2321 | 25,19
11 12,90 | 13,70 | 14,63 | 15,77 | 17,28 | 19,68 | 21,92 | 24,73 | 26,76
12 | 14,01 | 14,85 | 1581 | 16,99 | 18,55 | 21,03 | 23,34 | 26,22 | 28,30
13 | 15,12 | 15,98 | 16,98 | 18,20 | 19,81 | 22,36 | 24,74 | 27,69 | 29,82
14 | 1622 | 17,02 | 18,15 | 19,41 | 21,06 | 23,68 | 26,12 | 29,14 | 31,32
15 | 17,32 | 18,25 | 19,31 | 20,60 | 22,31 | 25,00 | 27,49 | 30,58 | 32,80
16 | 1842 | 19,37 | 20,47 | 21,79 | 2354 | 2630 | 28,85 | 32,00 | 34,27
17 | 19,51 | 20,49 | 21,61 | 22,98 | 24,77 | 27,59 | 30,19 | 33,41 | 35,72
18 | 20,60 | 21,60 | 22,76 | 24,16 | 25,99 | 28,87 | 31,53 | 34,81 | 37,16
19 | 21,69 | 22,72 | 23,90 | 25,33 | 27,20 | 30,14 | 32,85 | 36,19 | 38,58
20 | 22,77 | 23,83 | 2504 | 26,550 | 28,41 | 31,41 | 34,17 | 37,57 | 40,00
21 | 23,86 | 24,93 | 26,17 | 27,66 | 29,62 | 32,67 | 3548 | 38,93 | 41,40
22 | 2494 | 26,04 | 27,30 | 28,82 | 30,81 | 33,92 | 36,78 | 40,29 | 42,80
23 | 26,02 | 27,14 | 28,43 | 29,98 | 32,01 | 35,17 | 38,08 | 41,64 | 44,18
24 | 27,10 | 28,24 | 29,55 | 31,13 | 33,20 | 36,42 | 39,36 | 42,98 | 45,56
25 | 28,17 | 29,34 | 30,68 | 32,28 | 34,38 | 37,65 | 40,65 | 44,31 | 46,93
30 | 33,53 | 34,80 | 36,25 | 37,99 | 40,26 | 43,77 | 46,98 | 50,89 | 53,67
40 | 44,16 | 4562 | 47,27 | 49,24 | 51,81 | 5576 | 59,34 | 63,69 | 66,77
50 | 54,72 | 56,33 | 58,16 | 60,35 | 63,17 | 67,50 | 71,42 | 76,15 | 79,49
60 | 6523 | 66,98 | 68,97 | 71,34 | 74,40 | 79,08 | 83,30 | 88,38 | 91,95
70 | 75,69 | 77,58 | 79,71 | 82,26 | 85,53 | 90,53 | 95,02 | 100,43 | 104,21
80 | 86,12 | 88,13 | 90,41 | 93,11 | 96,58 | 101,88 | 106,63 | 112,33 | 116,32
90 | 96,52 | 98,65 | 101,05 | 103,90 | 107,57 | 113,15 | 118,14 | 124,12 | 128,30
100 | 106,91 | 109,14 | 111,67 | 114,66 | 118,50 | 124,34 | 129,56 | 135,81 | 140,17
150 | 158,58 | 161,29 | 164,35 | 167,96 | 172,58 | 179,58 | 185,80 | 193,21 | 198,36
200 | 209,99 | 213,10 | 216,61 | 220,74 | 226,02 | 233,99 | 241,06 | 249,45 | 255,26
500 | 516,09 | 520,95 | 526,40 | 532,80 | 540,93 | 553,13 | 563,85 | 576,49 | 585,21
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4 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE

Tabelle 3 ~v-Quantil ¢, der t-Verteilung mit r Freiheitsgraden

r\y| o065 | o7 | 0,75 | 08 | 085 | 09 | 095 | 0975 | 099 | 0,995
1 0,510 | 0,727 | 1,000 | 1,376 | 1,963 | 3,078 | 6,314 | 12,706 | 31,821 | 63,656
2 0,445 | 0,617 | 0,816 | 1,061 | 1,386 | 1,886 | 2,920 | 4,303 | 6,965 | 9,925
3 0,424 | 0,584 | 0,765 | 0,978 | 1,250 | 1,638 | 2,353 | 3,182 | 4,541 | 5,841
4 0,414 | 0,569 | 0,741 | 0,941 | 1,190 | 1,533 | 2,132 | 2,776 | 3,747 | 4,604
5 0,408 | 0,559 | 0,727 | 0,920 | 1,156 | 1,476 | 2,015 | 2,571 | 3,365 | 4,032
6 0,404 | 0,553 | 0,718 | 0,906 | 1,134 | 1,440 | 1,943 | 2,447 | 3,143 | 3,707
7 | 0,402 | 0,549 | 0,711 | 0,896 | 1,119 | 1,415 | 1,895 | 2,365 | 2,998 | 3,499
8 0,399 | 0,546 | 0,706 | 0,889 | 1,108 | 1,397 | 1,860 | 2,306 | 2,896 | 3,355
9 0,398 | 0,543 | 0,703 | 0,883 | 1,100 | 1,383 | 1,833 | 2,262 | 2,821 | 3,250
10 | 0,397 | 0,542 | 0,700 | 0,879 | 1,093 | 1,372 | 1,812 | 2,228 | 2,764 | 3,169
11 | 0,396 | 0,540 | 0,697 | 0,876 | 1,088 | 1,363 | 1,796 | 2,201 | 2,718 | 3,106
12 | 0,395 | 0,539 | 0,695 | 0,873 | 1,083 | 1,356 | 1,782 | 2,179 | 2,681 | 3,055
13 | 0,394 | 0,538 | 0,694 | 0,870 | 1,079 | 1,350 | 1,771 | 2,160 | 2,650 | 3,012
14 | 0,393 | 0,537 | 0,692 | 0,868 | 1,076 | 1,345 | 1,761 | 2,145 | 2,624 | 2,977
15 | 0,393 | 0,536 | 0,691 | 0,866 | 1,074 | 1,341 | 1,753 | 2,131 | 2,602 | 2,947
16 | 0,392 | 0,535 | 0,690 | 0,865 | 1,071 | 1,337 | 1,746 | 2,120 | 2,583 | 2,921
17 | 0,392 | 0,534 | 0,689 | 0,863 | 1,069 | 1,333 | 1,740 | 2,110 | 2,567 | 2,898
18 | 0,392 | 0,534 | 0,688 | 0,862 | 1,067 | 1,330 | 1,734 | 2,101 | 2,552 | 2,878
19 | 0,391 | 0,533 | 0,688 | 0,861 | 1,066 | 1,328 | 1,729 | 2,093 | 2,539 | 2,861
20 | 0,391 | 0,533 | 0,687 | 0,860 | 1,064 | 1,325 | 1,725 | 2,086 | 2,528 | 2,845
21 | 0,391 | 0,532 | 0,686 | 0,859 | 1,063 | 1,323 | 1,721 | 2,080 | 2,518 | 2,831
22 | 0,390 | 0,532 | 0,686 | 0,858 | 1,061 | 1,321 | 1,717 | 2,074 | 2,508 | 2,819
23 | 0,390 | 0,532 | 0,685 | 0,858 | 1,060 | 1,319 | 1,714 | 2,069 | 2,500 | 2,807
24 | 0,390 | 0,531 | 0,685 | 0,857 | 1,059 | 1,318 | 1,711 | 2,064 | 2,492 | 2,797
25 | 0,390 | 0,531 | 0,684 | 0,856 | 1,058 | 1,316 | 1,708 | 2,060 | 2,485 | 2,787
30 | 0,389 | 0,530 | 0,683 | 0,854 | 1,055 | 1,310 | 1,697 | 2,042 | 2,457 | 2,750
40 | 0,388 | 0,529 | 0,681 | 0,851 | 1,050 | 1,303 | 1,684 | 2,021 | 2423 | 2,704
50 | 0,388 | 0,528 | 0,679 | 0,849 | 1,047 | 1,299 | 1,676 | 2,009 | 2,403 | 2,678
60 | 0,387 | 0,527 | 0,679 | 0,848 | 1,045 | 1,296 | 1,671 | 2,000 | 2,390 | 2,660
70 | 0,387 | 0,527 | 0,678 | 0,847 | 1,044 | 1,294 | 1,667 | 1,994 | 2,381 | 2,648
80 | 0,387 | 0,526 | 0,678 | 0,846 | 1,043 | 1,292 | 1,664 | 1,990 | 2,374 | 2,639
90 | 0,387 | 0,526 | 0,677 | 0,846 | 1,042 | 1,291 | 1,662 | 1,987 | 2,368 | 2,632
100 | 0,386 | 0,526 | 0,677 | 0,845 | 1,042 | 1,290 | 1,660 | 1,984 | 2,364 | 2,626
150 | 0,386 | 0,526 | 0,676 | 0,844 | 1,040 | 1,287 | 1,655 | 1,976 | 2,351 | 2,609
200 | 0,386 | 0,525 | 0,676 | 0,843 | 1,039 | 1,286 | 1,653 | 1,972 | 2,345 | 2,601
500 | 0,386 | 0,525 | 0,675 | 0,842 | 1,038 | 1,283 | 1,648 | 1,965 | 2,334 | 2,586

1000 | 0,385 | 0,525 | 0,675 | 0,842 | 1,037 | 1,282 | 1,646 | 1,962 | 2,330 | 2,581




4 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE 80
Tabelle 4a ~-Quantil F, ; , der F-Verteilung mit (r, s) Freiheitsgraden

s\r 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12 ¥

1 161 200 216 225 230 234 237 239 241 242 243 244 0,95

4052 | 4999 | 5403 | 5625 | 5764 | 5859 | 5928 | 5981 | 6022 | 6056 | 6082 | 6106 || 0,99

2 18,51 | 19,00 | 19,16 | 19,25 | 19,30 | 19,33 | 19,36 | 19,37 | 19,38 | 19,39 | 19,40 | 19,41 || 0,95

98,49 | 99,00 | 99,17 | 99,25 | 99,30 | 99,33 | 99,34 | 99,36 | 99,38 | 99,40 | 99,41 | 99.42 || 0,99

3 10,13 | 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,88 8,84 8,81 8,78 8,76 8,74 0,95

30,82 | 29,46 | 28,71 | 28,24 | 2791 | 27,67 | 27,49 | 27,34 | 27,23 | 27,13 | 27,05 | 26,92 || 0,99

4 771 | 6,94 | 659 | 639 | 626 | 6,16 | 6,09 | 6,04 | 6,00 | 59 | 593 | 591 | 0,95

21,20 | 18,00 | 16,69 | 15,98 | 15,52 | 15,21 | 14,98 | 14,80 | 14,66 | 14,54 | 14,45 | 14,37 || 0,99

5 6,61 | 579 | 541 | 519 | 5,05 | 495 | 488 | 482 | 478 | 474 | 470 | 4,68 || 095

16,26 | 13,27 | 12,06 | 11,39 | 10,97 | 10,67 | 10,45 | 10,27 | 10,15 | 10,05 | 9,96 | 9,89 || 0,99

6 599 | 514 | 476 | 4,53 | 439 | 428 | 421 | 415 | 4,10 | 4,06 | 4,03 | 4,00 || 095

13,74 | 10,92 | 9,78 | 9,15 | 8,75 | 847 | 826 | 810 | 7,98 | 7,87 | 7,79 | 7.72 || 0,99

7 559 | 474 | 435 | 412 | 397 | 387 | 3,79 | 3,73 | 3,68 | 3,63 | 3,60 | 3,57 || 095

12,25 | 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 7,00 6,84 6,71 6,62 6,54 6,47 0,99

8 532 | 4,46 | 4,07 | 3,84 | 369 | 358 | 350 | 344 | 339 | 334 | 331 | 3,28 || 095

11,26 | 865 | 7,59 | 7,01 | 6,63 | 637 | 6,19 | 6,03 | 591 | 582 | 5,74 | 567 || 0,99

9 512 | 4,26 | 3.86 | 3,63 | 348 | 337 | 329 | 323 | 3,18 | 3,13 | 3,10 | 3,07 || 095

10,56 | 8,02 | 6,99 | 642 | 6,06 | 580 | 562 | 547 | 535 | 526 | 5,18 | 511 || 0,99

10 || 496 | 410 | 3,71 | 348 | 333 | 322 | 3,14 | 3,07 | 3,02 | 297 | 2,94 | 291 | 0,95

10,04 | 7,56 | 6,55 | 599 | 564 | 539 | 521 | 506 | 495 | 485 | 478 | 471 || 0,99

11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,86 2,82 2,79 0,95

965 | 7.20 | 622 | 567 | 532 | 507 | 488 | 474 | 463 | 454 | 4,46 | 4,40 || 0,99

12 || 475 | 388 | 349 | 326 | 3,11 | 3,00 | 292 | 285 | 2,80 | 2,76 | 2,72 | 2,69 || 0,95
933 | 693 | 595 | 541 | 506 | 482 | 465 | 450 | 439 | 430 | 4,22 | 4,16 || 0,99




4 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE 81
Tabelle 4b ~-Quantil F, 5, der F-Verteilung mit (r, s) Freiheitsgraden
s\r 14 16 20 24 30 40 50 75 100 200 500 o0 vy
1 245 246 248 249 250 251 252 253 253 254 254 254 0,95
6142 | 6169 | 6208 | 6234 | 6258 | 6286 | 6302 | 6323 | 6334 | 6352 | 6361 | 6366 || 0,99
9 || 19,42 | 19,43 | 19,44 | 19,45 | 19,46 | 19,47 | 19,47 | 19,48 | 19,49 | 19,49 | 19,50 | 19,50 || 0,95
99,43 | 99,44 | 99.45 | 99.46 | 99,47 | 99,48 | 99.48 | 99.49 | 99.49 | 99,49 | 99,50 | 99,50 || 0,99
3 8,71 8,69 8,66 8,64 8,62 8,60 8,58 8,57 8,56 8,54 8,54 8,53 0,95
26,83 | 26,69 | 26,60 | 26,50 | 26,41 | 26,35 | 26,27 | 26,23 | 26,18 | 26,14 | 26,12 | 34,12 || 0,99
4 587 | 5,84 | 580 | 577 | 574 | 5,71 | 5,70 | 568 | 566 | 565 | 564 | 563 | 095
14,24 | 14,15 | 14,02 | 13,93 | 13,83 | 13,74 | 13,69 | 13,61 | 13,57 | 13,52 | 13,48 | 13,46 || 0,99
5 4,64 | 460 | 4,56 | 453 | 450 | 4,46 | 444 | 442 | 440 | 438 | 437 | 436 | 0,95
977 | 968 | 955 | 947 | 938 | 929 | 924 | 917 | 9,13 | 9,07 | 9,04 | 9,02 | 099
6 396 | 392 | 387 | 384 | 381 | 377 | 375 | 3,72 | 3,71 | 3,69 | 3,68 | 3.67 || 095
7,60 7,52 7,39 7,31 7,23 7,14 7,09 7,02 6,99 6,94 6,90 6,88 0,99
7 352 | 349 | 344 | 341 | 338 | 334 | 332 | 329 | 328 | 325 | 3,24 | 323 || 095
6,35 6,27 6,15 6,07 5,98 5,90 5,85 5,78 5,75 5,70 5,67 5,65 0,99
8 323 | 320 | 3,15 | 3,12 | 3,08 | 305 | 3,03 | 3,00 | 298 | 296 | 2,94 | 2,93 || 095
556 | 548 | 536 | 528 | 520 | 511 | 506 | 500 | 496 | 491 | 488 | 4,86 || 0,99
9 302 | 2,98 | 293 | 290 | 286 | 2,82 | 2.80 | 2,77 | 2,76 | 273 | 2,72 | 2,71 || 095
500 | 4,92 | 480 | 473 | 4,64 | 456 | 451 | 445 | 441 | 436 | 4,33 | 4,31 || 0,99
10 || 2,86 | 2,82 | 2,77 | 2,74 | 2,70 | 2,67 | 2,64 | 2,61 | 2,59 | 2,56 | 2,55 | 2,54 || 0,95
4,60 | 452 | 441 | 433 | 425 | 417 | 412 | 405 | 401 | 396 | 3,93 | 391 | 0,99
11 || 2,74 | 2,70 | 2,65 | 2,61 | 2,57 | 2,53 | 2,50 | 247 | 245 | 2,42 | 241 | 240 || 0,95
429 | 421 | 410 | 402 | 394 | 38 | 3,80 | 3,74 | 370 | 3,66 | 3.62 | 3,60 | 0,99
12 || 2,64 | 2,60 | 2,54 | 2,50 | 2,46 | 2,42 | 240 | 236 | 2,35 | 2,32 | 2,31 | 2,30 || 0,95
4,05 | 398 | 3,86 | 378 | 3,70 | 3,61 | 3,56 | 3,49 | 346 | 341 | 338 | 3,36 | 0,99




4 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE

Tabelle 4c  y-Quantil F, ; ., der F-Verteilung mit (r, s) Freiheitsgraden

s\r| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12 5
13 || 4,67 | 3,80 | 3,41 | 3,18 | 3,02 | 2,92 | 2,84 | 2,77 | 2,72 | 2,67 | 2,63 | 2,60 || 0,95
9,07 | 6,70 | 5,74 | 5,20 | 4,86 | 4,62 | 4,44 | 4,30 | 4,19 | 4,10 | 4,02 | 3,96 || 0,99
14 || 4,60 | 3,74 | 3,34 | 3,11 | 2,96 | 2,85 | 2,77 | 2,70 | 2,65 | 2,60 | 2,56 | 2,53 || 0,95
8,86 | 6,51 | 5,56 | 5,03 | 4,69 | 4,46 | 4,28 | 4,14 | 4,03 | 3,94 | 3,86 | 3,80 || 0,99
15 || 4,54 | 3,68 | 3,29 | 3,06 | 2,90 | 2,79 | 2,70 | 2,64 | 2,59 | 2,55 | 2,51 | 2,48 || 0,95
8,68 | 6,36 | 5,42 | 4,89 | 4,56 | 4,32 | 4,14 | 4,00 | 3,89 | 3,80 | 3,73 | 3,67 || 0,99
16 || 4,49 | 3,63 | 3,24 | 3,01 | 2,85 | 2,74 | 2,66 | 2,59 | 2,54 | 2,49 | 2,45 | 2,42 || 0,95
8,53 | 6,23 | 529 | 4,77 | 4,44 | 420 | 4,03 | 3,89 | 3,78 | 3,69 | 3,61 | 3,55 || 0,99
17 || 4,45 | 359 | 3,20 | 2,96 | 2,81 | 2,70 | 2,62 | 2,55 | 2,50 | 2,45 | 2,41 | 2,38 || 0,95
8,40 | 6,11 | 5,18 | 4,67 | 4,34 | 4,10 | 3,93 | 3,79 | 3,68 | 3,59 | 3,52 | 3,45 || 0,99
18 || 4,41 | 355 | 3,16 | 2,93 | 2,77 | 2,66 | 2,58 | 2,51 | 2,46 | 2,41 | 2,37 | 2,34 || 0,95
8,28 | 6,01 | 5,09 | 4,58 | 4,25 | 4,01 | 3,85 | 3,71 | 3,60 | 3,51 | 3,44 | 3,37 || 0,99
19 || 4,38 | 3,51 | 3,13 | 2,90 | 2,74 | 2,63 | 2,55 | 2,48 | 2,43 | 2,38 | 2,34 | 2,31 || 0,95
8,18 | 5,93 | 5,01 | 4,50 | 4,17 | 3,94 | 3,77 | 3,63 | 3,52 | 3,43 | 3,36 | 3,30 || 0,99
20 || 4,35 | 3,49 | 3,10 | 2,87 | 2,71 | 2,60 | 2,52 | 2,45 | 2,40 | 2,35 | 2,31 | 2,28 || 0,95
8,10 | 5,85 | 4,94 | 443 | 4,10 | 3,87 | 3,71 | 3,56 | 3,45 | 3,37 | 3,30 | 3,23 || 0,99
21 || 4,32 | 347 | 3,07 | 2,84 | 2,68 | 2,57 | 2,49 | 2,42 | 2,37 | 2,32 | 2,28 | 2,25 || 0,95
8,02 | 5,78 | 4,87 | 4,37 | 4,04 | 3,81 | 3,65 | 3,51 | 3,40 | 3,31 | 3,24 | 3,17 || 0,99
22 || 4,30 | 3,44 | 3,05 | 2,82 | 2,66 | 2,55 | 2,47 | 2,40 | 2,35 | 2,30 | 2,26 | 2,23 || 0,95
7,94 | 572 | 4,82 | 4,31 | 3,99 | 3,76 | 3,59 | 3,45 | 3,35 | 3,26 | 3,18 | 3,12 || 0,99
23 || 4,28 | 342 | 3,03 | 2,80 | 2,64 | 2,53 | 2,45 | 2,38 | 2,32 | 2,28 | 2,24 | 2,20 || 0,95
7.88 | 5,66 | 4,76 | 4,26 | 3,94 | 3,71 | 3,54 | 3,41 | 3,30 | 3,21 | 3,14 | 3,07 || 0,99
24 || 4,26 | 3,40 | 3,01 | 2,78 | 2,62 | 2,51 | 2,43 | 2,36 | 2,30 | 2,26 | 2,22 | 2,18 || 0,95
782 | 5,61 | 4,72 | 4,22 | 3,90 | 3,67 | 3,50 | 3,36 | 3,25 | 3,17 | 3,09 | 3,03 || 0,99
25 || 4,24 | 3,38 [ 2,09 | 2,76 | 2,60 | 2,49 | 2,41 | 2,34 | 2,28 | 2,24 | 2,20 | 2,16 || 0,95
777 | 5,57 | 4,68 | 4,18 | 3,86 | 3,63 | 3,46 | 3,32 | 3,21 | 3,13 | 3,05 | 2,99 || 0,99
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4 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE

Tabelle 4d v-Quantil F, 5, der F-Verteilung mit (r, s) Freiheitsgraden

s\r| 14 | 16 | 20 | 24 | 30 | 40 | 50 | 75 | 100 | 200 | 500 | oo 5
13 || 2,55 | 2,51 | 2,46 | 2,42 | 2,38 | 2,34 | 2,32 | 2,28 | 2,26 | 2,24 | 2,22 | 2,21 || 0,95
385 | 3,78 | 3,67 | 3,59 | 3,51 | 3,42 | 3,37 | 3,30 | 3,27 | 3,21 | 3,18 | 3,16 || 0,99
14 || 248 | 2,44 | 2,39 | 2,35 | 2,31 | 2,27 | 2,24 | 2,21 | 2,19 | 2,16 | 2,14 | 2,13 || 0,95
3,70 | 3,62 | 3,51 | 3,43 | 3,34 | 3,26 | 3,21 | 3,14 | 3,11 | 3,06 | 3,02 | 3,00 || 0,99
15 || 243|239 | 2,33 2,29 | 225|221 | 218|215 | 212210 | 2,08 | 2,07 || 0,95
3,56 | 3,48 | 3,36 | 3,29 | 3,20 | 3,12 | 3,07 | 3,00 | 2,97 | 2,92 | 2,89 | 2,87 || 0,99
16 || 2,37 | 2,33 | 2,28 | 2,24 | 2,20 | 2,16 | 2,13 | 2,09 | 2,07 | 2,04 | 2,02 | 2,01 || 0,95
345 | 3,37 | 3,25 | 3,18 | 3,10 | 3,01 | 2,96 | 2,89 | 2,86 | 2,80 | 2,77 | 2,75 || 0,99
17 || 2,332,209 | 223219215211 |208 204202199 1,97 1,96 | 095
3,35 | 3,27 | 3,16 | 3,08 | 3,00 | 2,92 | 2,86 | 2,79 | 2,76 | 2,70 | 2,67 | 2,65 || 0,99
18 || 2,29 | 2,25 | 2,19 | 2,15 | 2,11 | 2,07 | 2,04 | 2,00 | 1,98 | 1,95 | 1,93 | 1,92 || 0,95
327 | 3,19 | 3,07 | 3,00 | 2,91 | 2,83 | 2,78 | 2,71 | 2,68 | 2,62 | 2,59 | 2,57 || 0,99
19 || 2,26 | 2,21 | 2,15 | 2,11 | 2,07 | 2,02 | 2,00 | 1,96 | 1,94 | 1,91 | 1,90 | 1,88 || 0,95
319 | 3,12 | 3,00 | 2,92 | 2,84 | 2,76 | 2,70 | 2,63 | 2,60 | 2,54 | 2,51 | 2,49 || 0,99
20 || 223|218 | 2,12 2,08 |2,04| 199|196 | 1,92 | 1,90 | 1,87 | 1,85 | 1,84 || 0,95
313 | 3,05 | 2,94 | 2,86 | 2,77 | 2,69 | 2,63 | 2,56 | 2,53 | 2,47 | 2,44 | 2,42 || 0,99
21 || 2,20 | 2,15 | 2,09 | 2,05 | 2,00 | 1,96 | 1,93 | 1,89 | 1,87 | 1,84 | 1,82 | 1,81 || 0,95
3,07 | 2,99 | 2,88 | 2,80 | 2,72 | 2,63 | 2,58 | 2,51 | 2,47 | 2,42 | 2,38 | 2,36 || 0,99
22 || 2,18 | 2,13 | 2,07 | 2,03 | 1,98 | 1,93 | 1,91 | 1,87 | 1,84 | 1,81 | 1,80 | 1,78 || 0,95
3,02 | 294 | 2,83 | 2,75 | 2,67 | 2,58 | 2,53 | 2,46 | 2,42 | 2,37 | 2,33 | 2,31 || 0,99
23 || 2,14 | 2,10 | 2,05 | 2,00 | 1,96 | 1,91 | 1,88 | 1,84 | 1,82 | 1,79 | 1,77 | 1,76 || 0,95
2,97 | 2,89 | 2,78 | 2,70 | 2,62 | 2,53 | 2,48 | 2,41 | 2,37 | 2,32 | 2,28 | 2,26 || 0,99
24 || 2,13 2,09 | 2,02 | 1,98 | 1,94 | 1,89 | 1,86 | 1,82 | 1,80 | 1,76 | 1,74 | 1,73 || 0,95
2,93 | 2,85 | 2,74 | 2,66 | 2,58 | 2,49 | 2,44 | 2,36 | 2,33 | 2,27 | 2,23 | 2,21 || 0,99
25 || 2,11 | 2,06 | 2,00 | 1,96 | 1,92 | 1,87 | 1,84 | 1,80 | 1,77 | 1,74 | 1,72 | 1,71 || 0,95
2,80 | 2,81 | 2,70 | 2,62 | 2,54 | 2,45 | 2,40 | 2,32 | 2,29 | 2,23 | 2,19 | 2,17 || 0,99
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4 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE

Tabelle 4e v-Quantil F, 5, der F-Verteilung mit (r, s) Freiheitsgraden

s\r| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12 5
26 || 4,22 | 337 [ 2,08 | 2,74 | 2,59 | 247 | 2,39 | 2,32 | 2,27 | 2,22 | 2,18 | 2,15 || 0,95
772 | 5,53 | 4,64 | 4,14 | 3,82 | 3,59 | 3,42 | 3,29 | 3,17 | 3,09 | 3,02 | 2,96 || 0,99
27 || 4,21 | 3,35 | 2,96 | 2,73 | 2,57 | 2,46 | 2,37 | 2,30 | 2,25 | 2,20 | 2,16 | 2,13 || 0,95
7.68 | 5,49 | 4,60 | 4,11 | 3,79 | 3,56 | 3,39 | 3,26 | 3,14 | 3,06 | 2,98 | 2,93 || 0,99
28 || 4,20 | 3,34 | 2,05 | 2,71 | 2,56 | 2,44 | 2,36 | 2,29 | 2,24 | 2,19 | 2,15 | 2,12 || 0,95
7.64 | 5,45 | 4,57 | 4,07 | 3,76 | 3,53 | 3,36 | 3,23 | 3,11 | 3,03 | 2,95 | 2,90 || 0,99
29 || 4,18 | 3,33 [ 2,03 | 2,70 | 2,54 | 2,43 | 2,35 | 2,28 | 2,22 | 2,18 | 2,14 | 2,10 || 0,95
7,60 | 542 | 454 | 4,04 | 3,73 | 3,50 | 3,33 | 3,20 | 3,08 | 3,00 | 2,92 | 2,87 || 0,99
30 || 4,17 | 3,32 | 2,92 | 2,69 | 2,53 | 2,42 | 2,34 | 2,27 | 2,21 | 2,16 | 2,12 | 2,09 || 0,95
7.56 | 5,39 | 4,51 | 4,02 | 3,70 | 3,47 | 3,30 | 3,17 | 3,06 | 2,98 | 2,90 | 2,84 || 0,99
40 || 4,08 | 3,23 | 2,84 | 2,61 | 2,45 | 2,34 | 2,25 | 2,18 | 2,12 | 2,07 | 2,04 | 2,00 || 0,95
731 | 518 | 4,31 | 3,83 | 3,51 | 3,29 | 3,12 | 2,99 | 2,88 | 2,80 | 2,73 | 2,66 || 0,99
50 || 4,03 | 3,18 | 2,79 | 2,56 | 2,40 | 2,29 | 2,20 | 2,13 | 2,07 | 2,02 | 1,98 | 1,95 || 0,95
717 | 5,06 | 4,20 | 3,72 | 3,41 | 3,18 | 3,02 | 2,88 | 2,78 | 2,70 | 2,62 | 2,56 || 0,99
60 || 4,00 | 3,15 | 2,76 | 2,52 | 2,37 | 2,25 | 2,17 | 2,10 | 2,04 | 1,99 | 1,95 | 1,92 || 0,95
7,08 | 4,98 | 4,13 | 3,65 | 3,34 | 3,12 | 2,95 | 2,82 | 2,72 | 2,63 | 2,56 | 2,50 || 0,99
70 || 3,98 | 3,13 | 2,74 | 2,50 | 2,35 | 2,23 | 2,14 | 2,07 | 2,01 | 1,97 | 1,93 | 1,89 || 0,95
7,01 | 4,92 | 4,08 | 3,60 | 3,20 | 3,07 | 2,91 | 2,77 | 2,67 | 2,59 | 2,51 | 2,45 || 0,99
80 || 396|311 |272|248 (233|221 212205199 195|191 | 1,88 | 095
6,96 | 4,88 | 4,04 | 3,56 | 3,25 | 3,04 | 2,87 | 2,74 | 2,64 | 2,55 | 2,48 | 2,41 || 0,99
100 || 3,94 | 3,09 | 2,70 | 2,46 | 2,30 | 2,19 | 2,10 | 2,03 | 1,97 | 1,92 | 1,88 | 1,85 || 0,95
6,90 | 4,82 | 3,98 | 3,51 | 3,20 | 2,99 | 2,82 | 2,69 | 2,59 | 2,51 | 2,43 | 2,36 || 0,99
200 || 3,89 | 3,04 | 2,65 | 2,41 | 2,26 | 2,14 | 2,05 | 1,98 | 1,92 | 1,87 | 1,83 | 1,80 || 0,95
6,76 | 4,71 | 3,88 | 3,41 | 3,11 | 2,90 | 2,73 | 2,60 | 2,50 | 2,41 | 2,34 | 2,28 || 0,99
1000 || 3,85 | 3,00 | 2,61 | 2,38 | 2,22 | 2,10 | 2,02 | 1,95 | 1,89 | 1,84 | 1,80 | 1,76 || 0,95
6,66 | 4,62 | 3,80 | 3,34 | 3,04 | 2,82 | 2,66 | 2,53 | 2,43 | 2,34 | 2,26 | 2,20 || 0,99
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4 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE

Tabelle 4f 4-Quantil F, ; , der F-Verteilung mit (r, s) Freiheitsgraden

s\r| 14 | 16 | 20 | 24 | 30 | 40 | 50 | 75 | 100 | 200 | 500 | oo 5
26 || 2,10 | 2,05 | 1,99 | 1,95 | 1,90 | 1,85 | 1,82 | 1,78 | 1,76 | 1,72 | 1,70 | 1,69 || 0,95
2,86 | 2,77 | 2,66 | 2,58 | 2,50 | 2,41 | 2,36 | 2,28 | 2,25 | 2,19 | 2,15 | 2,13 || 0,99
27 || 2,08 | 2,03 | 1,97 | 1,93 | 1,88 | 1,84 | 1,80 | 1,76 | 1,74 | 1,71 | 1,68 | 1,67 || 0,95
2,83 | 2,74 | 2,63 | 2,55 | 2,47 | 2,38 | 2,33 | 2,25 | 2,21 | 2,16 | 2,12 | 2,10 || 0,99
28 || 2,06 | 2,02 | 1,96 | 1,91 | 1,87 | 1,81 | 1,78 | 1,75 | 1,72 | 1,69 | 1,67 | 1,65 || 0,95
2,80 | 2,71 | 2,60 | 2,52 | 2,44 | 2,35 | 2,30 | 2,22 | 2,18 | 2,13 | 2,09 | 2,06 || 0,99
29 || 2,05|2,00| 1,94 | 1,90 | 1,85 | 1,80 | 1,77 | 1,73 | 1,71 | 1,68 | 1,65 | 1,64 || 0,95
2,77 | 2,68 | 2,57 | 2,49 | 2,41 | 2,32 | 2,27 | 2,19 | 2,15 | 2,10 | 2,06 | 2,03 || 0,99
30 || 204]199]1,93| 1,89 | 1,84 |1,79 | 1,76 | 1,72 | 1,69 | 1,66 | 1,64 | 1,62 || 0,95
2,74 | 2,66 | 2,55 | 2,47 | 2,38 | 2,29 | 2,24 | 2,16 | 2,13 | 2,07 | 2,03 | 2,01 || 0,99
40 || 1,95 1,90 | 1,84 | 1,79 | 1,74 | 1,69 | 1,66 | 1,61 | 1,59 | 1,55 | 1,53 | 1,51 || 0,95
2,56 | 2,49 | 2,37 [ 2,29 | 2,20 | 2,11 | 2,05 | 1,97 | 1,94 | 1,88 | 1,84 | 1,81 || 0,99
50 || 1,90 | 1,85 | 1,78 | 1,74 | 1,69 | 1,63 | 1,60 | 1,55 | 1,52 | 1,48 | 1,46 | 1,44 || 0,95
246 | 2,39 | 2,26 | 2,18 | 2,10 | 2,00 | 1,94 | 1,86 | 1,82 | 1,76 | 1,71 | 1,68 || 0,99
60 || 1,86 | 1,81 | 1,75 | 1,70 | 1,65 | 1,59 | 1,56 | 1,50 | 1,48 | 1,44 | 1,41 | 1,39 || 0,95
240 | 2,32 [ 2,20 | 2,12 | 2,03 | 1,93 | 1,87 | 1,79 | 1,74 | 1,68 | 1,63 | 1,60 || 0,99
70 || 1,84 | 1,79 | 1,72 | 1,67 | 1,62 | 1,56 | 1,53 | 1,47 | 1,45 | 1,40 | 1,37 | 1,35 || 0,95
2,35 | 2,28 | 2,15 | 2,07 | 1,98 | 1,88 | 1,82 | 1,74 | 1,69 | 1,62 | 1,56 | 1,53 || 0,99
80 || 1,82 1,77 | 1,70 | 1,65 | 1,60 | 1,54 | 1,51 | 145 | 1,42 | 1,38 | 1,35 | 1,32 || 0,95
2,32 | 2,24 | 2,11 | 2,03 | 1,04 | 1,84 | 1,78 | 1,70 | 1,65 | 1,57 | 1,52 | 1,49 || 0,99
100 || 1,79 | 1,75 | 1,68 | 1,63 | 1,57 | 1,51 | 1,48 | 1,42 | 1,39 | 1,34 | 1,30 | 1,28 || 0,95
2,26 | 2,19 | 2,06 | 1,98 | 1,89 | 1,79 | 1,73 | 1,64 | 1,59 | 1,51 | 1,46 | 1,43 || 0,99
200 || 1,74 | 1,69 | 1,62 | 1,57 | 1,52 | 145 | 1,42 | 1,35 | 1,32 | 1,26 | 1,22 | 1,19 || 0,95
2,17 | 2,09 | 1,97 | 1,88 | 1,79 | 1,69 | 1,62 | 1,53 | 1,48 | 1,39 | 1,33 | 1,28 || 0,99
1000 || 1,70 | 1,65 | 1,58 | 1,53 | 1,47 | 1,41 | 1,36 | 1,30 | 1,26 | 1,19 | 1,13 | 1,08 || 0,95
2,09 | 2,01 | 1,80 | 1,81 | 1,71 | 1,61 | 1,54 | 1,44 | 1,38 | 1,28 | 1,19 | 1,11 || 0,99
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