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1 EINLEITUNG 41 Einleitung� In dieser Vorlesung werden Begri�e und Methoden der Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung und Statistik weitervertieft, die teilweise bereits im Grundkurs "Sto
hastik für Wirts
haftswissens
haftler" eingeführt wordensind.� Das Ziel der Vorlesung Wirts
haftsstatistik besteht vor allem darin, sol
he Begri�e und Methoden der� bes
hreibenden Statistiksowie der� beurteilenden Statistikauf ans
hauli
heWeise zu behandeln, die bei derGewinnung, Darstellung und Bes
hreibung von Wirts
hafts-daten sowie bei deren Analyse, Bewertung und Interpretation nützli
h sind.� Die bes
hreibende Statistik (au
h deskriptive Statistik bzw. explorative Datenanalyse genannt) befasst si
hhauptsä
hli
h damit,� Daten, die aus der Beoba
htung von interessierenden Sa
hverhalten, Objekten bzw. Vorgängen gewon-nen werden, in geeigneter Form darzustellen und zu bes
hreiben.� Bei der Untersu
hung von groÿen Datenmengen geht es dabei oft um eine geeignete Strukturierung derDaten, beispielsweise um eine geeignete Zusammenfassung/Komprimierung von Teildatensätzen bzw. derengraphis
he Darstellung, um somit wesentli
he Eingens
haften der Daten stärker hervorzuheben (und Neben-sä
hli
hes in den Hintergrund zu rü
ken).� Die beurteilende Statistik (au
h s
hlieÿende, induktive bzw. inferentielle Statistik genannt) nutzt� Begri�e und Methoden der mathematis
hen Sto
hastik.� Hierdur
h wird eine wesentli
h tiefergehende Analyse, Bewertung und Interpretation der Daten ermögli
ht.Die Vorlesung Wirts
haftsstatistik besteht aus zwei Teilen:1. Grundideen der bes
hreibenden Statistik, insbesondere� Methoden der Datengewinnung (Datenerhebung, experimentelle Datengewinnung, Monte-Carlo-Simu-lation),� Kenngröÿen zur Bes
hreibung von univariaten Daten (Maÿzahlen für Lage und Streuung der Daten,Konzentrationsmaÿe, relative Häu�gkeiten, empiris
he Verteilungsfunktion),� Kenngröÿen zur Bes
hreibung von bivariaten Daten (Kontingenztafeln, Zusammenhangsmaÿe)2. Regressions- und Varianzanalyse, insbesondere� einfa
he bzw. multiple lineare Regression (S
hätzen und Testen von Modellparametern; Prognose vonZielgröÿen)� einfaktorielle bzw. mehrfaktorielle Varianzanalyse (mit festen E�ekten)



1 EINLEITUNG 5Die folgende Liste von einführenden Lehrbü
hern umfasst ledigli
h eine kleine Auswahl von Texten, die nebendem Vorlesungsskript für ein ergänzendes und vertiefendes Studium empfohlen werden können.� Bamberg, G. und Baur, F., Statistik. Oldenburg-Verlag, Mün
hen, 2001.� Bos
h, K., Elementare Einführung in die angewandte Statistik. Vieweg-Verlag, Brauns
hweig, 2000.� Bos
h, K., Statistik-Tas
henbu
h (3. Au�.). Oldenbourg-Verlag, Mün
hen, 1998� Fahrmeir, L., Künstler, R., Pigeot, I. und Tutz, G., Statistik: Der Weg zur Datenanalyse (4. Au�.).Springer-Verlag, Berlin, 2002.� Hartung, J., Elpelt, B. und Klösener, K.-H., Statistik: Lehr- und Handbu
h der angewandten Statistik.Oldenbourg-Verlag, Mün
hen, 2002.� Kazmier, L.J., Wirts
haftsstatistik. M
Graw-Hill, London, 1996.� Mosler, K. und S
hmid, F., Bes
hreibende Statistik und Wirts
haftsstatistik. Springer-Lehrbu
h, Berlin2003.� S
hlittgen, R. und Streitberg, B., Zeitreihenanalyse. Oldenbourg-Verlag, Mün
hen, 1999.� Storm, R., Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung, mathematis
he Statistik und Qualitätskontrolle. Hanser-Fa
hbu
h-verlag, Leipzig, 2001.



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 62 Grundideen der bes
hreibenden Statistik2.1 Methoden der DatengewinnungDie Gewinnung von Daten erfolgt dur
h die Beoba
htung/Registrierung interessierender Merkmale von� realen Sa
hverhalten, Objekten bzw. Vorgängen in Wirts
haft, Industrie, Natur und Gesells
haft (dur
hdirekte Messung, Inventur, Befragung, et
.),� Ergebnissen aus� Labor- bzw. Feldversu
hen,� virtuellen Experimenten per Computer-Simulation.Die beoba
hteten Merkmale werden dabei dur
h Kenngröÿen bzw. Variablen ausgedrü
kt.2.1.1 Klassi�kation von Merkmalen/Kenngröÿen/VariablenEs gibt mehrere unters
hiedli
he Mögli
hkeiten zur Klassi�kation von Merkmalen bzw. der zugehörigen Kenn-gröÿen/Variablen:1. Diskrete und stetige Variablen� Eine Mögli
hkeit, Merkmale bzw. die zugehörigen Kenngröÿen/Variablen zu klassi�zieren, bestehtdarin, die Anzahl der Ausprägungen/Werte zu betra
hten, die die Merkmale/Kenngröÿen/Variablenannehmen können.� Wenn die Menge der angenommenen Werte endli
h oder abzählbar unendli
h ist � zum Beispieldie (endli
he) Menge f1; : : : ; ng der ersten n natürli
hen Zahlen oder die (abzählbar unendli
he)Menge N = f1; 2; : : :g aller natürli
hen Zahlen � dann heiÿt das Merkmal bzw. die zugehörigeKenngröÿe/Variable diskret.� Ansonsten, d.h., wenn die Menge der angenommenen Werte ni
ht abzählbar ist � zum Beispiel dieMenge R = (�1;1) aller reellen Zahlen oder das Intervall [0; 1℄ �, dann spri
ht man von stetigenVariablen.� Beispiele� Diskrete Variablen treten oft bei der Registrierung von Anzahlen auf; beispielsweise bei der Beo-ba
htung von Personen- bzw. Objektgruppen mit bestimmten Eigens
haften.� Aber au
h bei der Gruppierung bzw. Kategorisierung von Ausprägungen, die eigentli
h eher vonstetiger Natur sind, treten diskrete Variablen auf.� So kann bei groÿen Datenmengen die Gruppierung der Rohdaten zur Erhöhung der Übersi
htli
h-keit beitragen.� Darüber hinaus kann die Darstellung von Variablen, die eigentli
h stetig sind, als diskrete Variablenbeispielsweise au
h auf dem begrenzten Au�ösungsvermögen von Messgeräten beruhen.� Sol
he Zwis
henformen von Merkmalen/Kenngröÿen/Variablen werden man
hmal quasi-stetigeVariablen genannt.2. Klassi�kation gemäÿ dem Skalenniveau� Eine andere Art, Merkmalen/Kenngröÿen/Variablen zu klassi�zieren, beruht auf dem Skalenniveau,auf dem ein Merkmal �gemessen� wird.� Ein Merkmal bzw. die zugehörige Kenngröÿe/Variable heiÿt nominalskaliert, wenn die Ausprägun-gen Namen oder Kategorien sind, die keine lineare Ordnung aufweisen. Den Ausprägungen werdendenno
h meistens (natürli
he) Zahlen zugeordnet, die jedo
h ledigli
h der Kodierung dienen undkeine numeris
hen Werte im übli
hen Sinne sind.



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 7� Im Gegensatz hierzu heiÿt ein Merkmal bzw. die zugehörige Kenngröÿe/Variable ordinalskaliert,wenn die Ausprägungen (beispielsweise der Gröÿe na
h) geordnet werden können.� Wenn die Ausprägungen linear geordnet werden können und wenn die Di�erenzen zwis
hen denAusprägungen eine einheitli
he Interpretation besitzen, dann spri
ht man von intervallskaliertenMerkmalen/Kenngröÿen/Variablen (bzw. von der Intervallskala der Ausprägungen).� Wenn darüber hinaus die Quotienten der Ausprägungen von intervallskalierten Merkmalen/Kenn-gröÿen/Variablen ebenfalls eine inhaltli
he Interpretation besitzen, dann spri
ht man von verhält-nisskalierten Merkmalen/Kenngröÿen/Variablen.� Merkmale/Kenngröÿen/Variablen, die sowohl intervall- als au
h verhältnisskaliert sind, nennt manau
h kardinalskaliert bzw. metris
h skaliert.� Besipiele� Typis
herweise wird die Zugehörigkeit von Personen bzw. Objekten zu bestimmten Gruppen dur
hnominalskalierte Variablen bes
hrieben. Beispiele hierfür sind die Staatsbürgers
haft, die Religion-szugehörigkeit, das Ges
hle
ht von Personen bzw. der Verwendungszwe
k oder das Herkunftslandvon Produkten et
.� Als typis
he Beipiele für ordinalskalierte Variablen, die ni
ht intervallskaliert sind, gelten S
hul-noten bzw. Warnstufen (etwa bei Sturm- oder Lawinengefahr). Denn der Abstand zwis
hen denNoten 1 und 2 hat beispielsweise eine völlig andere Bedeutung als der Abstand zwis
hen den Noten4 und 5.� Ein Beispiel für intervallskalierte Variablen, die jedo
h ni
ht verhältnisskaliert sind, ist die in GradCelsius gemessene Temperatur, bei der man keinen sinnvollen Nullpunkt angeben kann. Somitbesitzen Temperaturquotienten keine sinnvolle quantitative Interpretion.� Typis
he Beispiele für verhältnisskalierte Variablen sind der aktuelle Wert einer Währung (bei-spielsweise gegenüber dem Euro), der Luftdru
k (bezogen auf den Normaldru
k von 1 at).3. Qualitative und quantitative Variablen� Auÿerdem werden Merkmale/Kenngröÿen/Variablen dana
h unters
hieden, ob sie eher eine Qual-itätsstufe oder ein Ausmaÿ bes
hreiben.� Von qualitativen Variablen spri
ht man, wenn es nur endli
h viele Ausprägungen gibt und wenndiese Ausprägungen nominalskaliert sind.� Darüber hinaus sieht man au
h ordinalskalierte Merkmale als qualitativ an, wenn die Ausprägun-gen eher eine Qualitätsstufe als ein Ausmaÿ darstellen.� Bei Ausprägungen, die eher ein Ausmaÿ bzw. eine Intensität darstellen, spri
ht man dagegen vonquantitativen Variablen.� Beispiele� Die obengenannten Zugehörigkeitsrelationen werden ausnahmslos dur
h qualitative (nominalska-lierte) Variablen erfasst.� Ordinalskalierte Variablen können entweder qualitative, aber au
h quantitative Variablen sein. Dieobengenannten Beispiele der S
hulnoten bzw. Warnstufen sind eher qualitativer Natur.� Dagegen führt das Messen von betriebsswirts
haftli
hen Ergebnissen (wie Umsatz, Gewinn, Verlustet
.) zu quantitativen Variablen. Dies gilt au
h für physikalis
he Kenngröÿen wie Temperatur oderDru
k.4. Univariate und multivariate Variablen� Falls die Bewertung der interessierenden Merkmale/Kenngröÿen/Variablen dur
h reelle Zahlen erfolgt,dann spri
ht man von univariaten Variablen.� Dieser Fall tritt dann auf, wenn nur ein einzelnes Merkmal/Kenngröÿe/Variable interessiert.� Falls jedo
h die Bewertung der interessierenden Merkmale/Kenngröÿen/Variablen dur
h mehrdimen-sionale Vektoren von reelle Zahlen erfolgt, dann spri
ht man von multivariaten Variablen.



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 8� Ein typis
hes Beispiel für diese Situtation liegt dann vor, wenn man si
h glei
hzeitig für mehrere (uni-bzw. multivariate) Merkmale/Kenngröÿen/Variablen interessiert.Zusammenfasung: Typen von Merkmalen/Kenngröÿen/Variablendiskret endli
h oder abzählbar unendli
h viele Ausprägungen/Wertestetig alle (reellen) Zahlen eines Intervalls können mögli
he Ausprägungen/Werte seinnominalskaliert Ausprägungen sind Namen, Ordnung ni
ht sinnvollordinalskaliert Ausprägungen/Werte können geordnet, aber Abstände ni
ht interpretiert werdenintervallskaliert Ausprägungen/Werte sind Zahlen, deren Abstände interpretiert werden könnenverhältnisskaliert Ausprägungen/Werte besitzen absoluten Nullpunkt, der sinnvoll interpretiert werdenkannkardinalskaliert bzw. Merkmale/Kenngröÿen/Variablen, die sowohl intervall- als au
h verhältnisskaliertmetris
h skaliert sind,qualitativ endli
h viele Ausprägungen/Werte, typis
herweise nominalskaliert,gegebenenfalls au
h ordinalskaliertquantitativ Ausprägungen/Werte stellen Ausmaÿ bzw. Intensitätunivariat Ausprägungen/Werte sind reelle Zahlenmultivariat Ausprägungen/Werte sind Vektoren2.1.2 DatenerhebungWenn die Gewinnung von Daten dur
h die Beoba
htung/Registrierung interessierender Merkmale/Kenngröÿen/Variablen von realen Sa
hverhalten, Objekten bzw. Vorgängen (dur
h direkte Messung, Inventur, Befragung,et
.) erfolgt, dann spri
ht man von Datenerhebung. Dabei gibt es vers
hiedene Arten der Datenerhebung.1. Primär- und sekundärstatistis
he Erhebung� Man spri
ht von primärstatistis
her Erhebung, wenn die Daten speziell im Zusammenhang mit derinteressierenden Fragestellung erhoben werden, bzw. von� sekundärstatistis
her Erhebung, wenn die Daten bereits vorhanden sind und beispielsweise ledigli
h ausgröÿeren Datenbeständen/Datenbanken extrahiert werden müssen.� Bea
hte:� Wenn ni
ht die Rohdaten selbst, sondern nur vorverarbeitete (beispielsweise aggregierte/kompri-mierte) Daten vorliegen, dann spri
ht man von tertiärstatistis
her Datenerhebung.� In der Regel sind Rohdaten besser als stark aggregierte/komprimierte Daten für statistis
he Analy-sen geeignet.2. Fehlende Daten� Dur
h das Zusammenfassen, d.h. das Aggregieren bzw. Komprimieren von Daten entsteht stets einInformationsverlust.� Ein ähnli
hes Problem sind fehlende Daten. Dieser E�ekt tritt häu�g bei der Befragung von Personenauf und kann die Ergebnisse statistis
her Analysen negativ beein�ussen.



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 9� Ein anderes Beispiel, bei dem die Problematik fehlender Daten typis
herweise vorkommt, ist die statis-tis
he Bildanalyse. Denn die Daten, die den Rand von digitalen Bildern bes
hreiben, sind oft wenigerinformativ als die Daten, die den inneren Bildberei
h bes
hreiben.� Wenn der Entstehungsme
hanismus bekannt ist, der zum Fehlen von Daten führt, dann kann diesallerdings dur
h eine entspre
hende Wahl der statistis
hen Analyse-Methoden korrigiert werden.� Zum Beispiel werden bei der Analyse von Bilddaten sogenannte randkorrigierte S
hätzer betra
htet.3. Teil- und Vollerhebung� Häu�g wird die Beoba
htung interessierender Merkmale/Kenngröÿen/Variablen ledigli
h für einen Teilder (insgesamt verfügbaren) realen Sa
hverhalte, Objekte bzw. Vorgänge dur
hgeführt.� Man spri
ht dann vom Ziehen einer Sti
hprobe aus der insgesamt (zumindest prinzipiell) verfügbarenGrundgesamtheit von Sa
hverhalten/Objekten/Vorgängen bzw. von einer Teilerhebung.� Man
hmal (beispielsweise bei Volkszählungen) werden die interessierenden Merkmale/Kenngröÿen/Variablen jedo
h für sämtli
he Einheiten der Grundgesamtheit beoba
htet/registriert. In diesem Fallspri
ht man von einer Vollerhebung.� Ein typis
hes Beispiel für Teilerhebungen ist die Qualitätskontrolle von Produkten, bei der eine Voller-hebung häu�g aus Kostengründen bzw. wegen des hohen zeitli
hen Auswandes ni
ht sinnvoll ist.2.1.3 Gewinnung von experimentellen Daten� Eine andere Methode der Datengewinnung beruht auf der Dur
hführung von Experimenten im Rahmen vonLabor- bzw. Feldversu
hen:� Beoba
htet, d.h. registriert werden dabei die interessierenden Merkmale/Kenngröÿen/Variablen derVersu
hsergebnisse.� Typis
he Beispiele sind biologis
he, physikalis
he bzw. 
hemis
he Experimente, die in Fors
hungslaborsdur
hgeführt werden.� Bei wirts
haftswissens
haftli
hen Studien werden die Experimente vorwiegend als Feldversu
he dur
h-geführt, wobei wesentli
h umfangrei
here Sti
hproben (beispielsweise von potentiellen Kunden) als beiLaborversu
hen betra
htet werden.� Das Ziel sol
her Studien können zum Beispiel Marktanalysen sein, bei denen die Na
hfrage na
h (neuentwi
kelten) Produkten untersu
ht wird.� Experimentelle medizinis
he Studien von (zufällig ausgewählten) Patientengruppen können sowohl alsklinis
he Studie (d.h. als Laborversu
h) bzw. als Feldstudie dur
hgeführt werden.� Diese Studien können beispielsweise das Ziel haben, die Wirkung von neu entwi
kelten Medikamentenbzw. Therapien zu beurteilen.� Naturwissens
haftli
he Experimente weisen wesentli
he Unters
hiede im Verglei
h zu wirts
haftswissen-s
haftli
hen bzw. medizinis
hen Experimenten auf:� Während bei naturwissens
haftli
hen Experimenten unter glei
hbleibenden Bedingungen kontrolliertDaten gesammelt werden können, ist dies bei wirts
haftswissens
haftli
hen und medizinis
hen Unter-su
hungen oftmals ni
ht mögli
h.� Ein Grund hierfür ist, dass wirts
haftswissens
haftli
he und medizinis
he Untersu
hungen teilweise aufPersonenbefragungen beruhen, wodur
h die Kontrollierbarkeit der Versu
hsbedingungen nur in einemgeringerem Maÿe als bei naturwissens
haftli
hen Experimenten gewährleistet ist.Die Erzeugung von Daten im Zusammenhang mit der Dur
hführung von Experimenten muss sorgfältig vorbereitetwerden. Man spri
ht in diesem Zusammenhang au
h von Versu
hsplanung. Dabei sind insbesondere die folgendenPunkte zu bea
hten.



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 101. Ziele der Untersu
hungen� Zunä
hst müssen die Ziele der Untersu
hungen abgeste
kt werden.� Wesentli
h für die E�zienz und den Erfolg der Untersu
hungen ist, dass sämtli
he Arbeiten bereits indiesem frühen Stadium in enger Abstimmung zwis
hen dem Statistiker und seinen Kooperationspart-nern erfolgen.� Insbesondere müssen zunä
hst die relevanten Merkmale/Kenngröÿen/Variablen der ínteressierendenSa
hverhalte/Objekte/Vorgänge spezi�ziert werden.� Eine ans
hlieÿende Literatur-Re
her
he (beispielsweise per Internet) kann Informationen darüber lie-fern, ob ähnli
he Fragestellungen bereits in anderen Projekten untersu
ht worden sind.� Im Ergebnis hiervon können s
hon vorhandene Modellierungs- und Lösungsanätze mit in die eigenenUntersu
hungen einbezogen werden.� Die Literatur-Re
her
he kann jedo
h au
h dazu führen, dass die ursprüngli
h festgelegten Ziele derUntersu
hungen präzisiert bzw. korrigiert werden müssen.2. Planung der Experimente� Na
hdem die Ziele der Untersu
hungen festgelegt worden sind, sollte eine sorgfältige Planung derExperimente folgen.� Dabei hängt die Planung der Rahmenbedingungen, des Umfanges bzw. der Zeitdauer, die für dieDur
hführung der Experimente verans
hlagt werden, natürli
h von den vorhandenen �nanziellen undte
hnis
hen Ressour
en ab.� Bei wirts
haftswissens
haftli
hen und medizinis
hen Untersu
hungen, die auf Personenbefragungenberuhen, ist zunä
hst das Vorgehen bei der Auswahl der Probanden festzulegen.� In diesem Zusammenhang ist die Randomisierung der Sti
hprobe ein wi
htiges Prinzip, um Verfäls
hun-gen (beispielsweise dur
h die bewusste Auswahl von besonders geeigneten Personen) zu vermeiden undsomit eine repräsentative Sti
hprobe von Probanden zu erhalten.� Bei medizinis
hen Studien wird, zusätzli
h zu der eigentli
hen Gruppe der behandelten Probanden,oftmals no
h eine Pla
ebo- bzw. Kontrollgruppe betra
htet, um eine mögli
hst objektive Beurteilungder Versu
hsergebnisse zu ermögli
hen.� Bei der Planung der Experimente müssen au
h bereits erste Vorstellungen darüber entwi
kelt werden,� wel
he relevanten Merkmale/Kenngröÿen/Variablen der ínteressierenden Sa
hverhalte/Objekte/Vorgänge auf wel
he Weise untersu
ht werden sollen,� wel
he Merkmale/Kenngröÿen/Variablen als (einstellbare) Ausgangsgröÿen und wel
he Merkmale/Kenngröÿen/Variablen als (beoba
htbare) Zielgröÿen aufgefasst werden,� wie die gewonnenen Daten dargestellt und statistis
h verarbeitet werden sollen.� Um mehr Planungssi
herheit für umfangrei
he Feldversu
he zu erlangen, ist es man
hmal sinnvoll,zunä
hst eine Pilotstudie dur
hzuführen. Die Ergebnisse sol
her Pilotstudien können dann zur Planungder eigentli
hen Experimente verwendet werden.3. Erfassung/Protokollierung der Daten� Die Protokollierung der Daten beginnt mit der Darlegung der Ziele der Untersu
hungen und der Doku-mentation der Versu
hsplanung.� Das Protokoll sollte auÿerdem Angaben über die verwendeten Methoden zur Darstellung und statisti-s
hen Verarbeitung der Daten enthalten.� Die gewonnenen Daten, die aus den Einstellungen bzw. Messungen sämtli
her Ein�uss- bzw. Zielgröÿenresultieren, sollten mögli
hst detailliert erfasst und protokolliert werden.� Das Aggregieren bzw. Komprimieren von Rohdaten, das bei umfangrei
hen Feldversu
hen aus Ka-pazitätsgründen geboten sein kann, führt stets zu Informationsverlusten und sollte deshalb nur beibegründeter Notwendigkeit erfolgen.



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 11� Bei wirts
haftswissens
haftli
hen und medizinis
hen Untersu
hungen, die auf Personenbefragungenberuhen, sollten sämtli
he relevanten Daten über die Probanden im Protokoll erfasst werden (au
hüber diejenigen Probanden, die im Verlauf der Experimente aus der Studie austreten).2.1.4 Datengewinnung dur
h Computer-Simulation� Neben der Gewinnung von experimentellen Daten im Rahmen von realen Labor- bzw. Feldversu
hen er-langte die Erzeugung sogenannter synthetis
her Daten dur
h Computer-Simulation in den letzten Jahreneine immer gröÿere Bedeutung.� Die Gründe für die zunehmende Nützli
hkeit von Computer-Simulationen bei der Untersu
hung von inter-essierenden Sa
hverhalten/Objekten/Vorgängen sind vielfältig:� An erster Stelle ist hier natürli
h das rasant wa
hsende Leistungsvermögen moderner Computer-Systeme zu nennen, das si
h in den letzten Jahren in einem ungeahnten Ausmaÿ weiterentwi
kelthat und dabei Mögli
hkeiten erö�net, die no
h vor kurzem völlig unvorstellbar waren.� Im Zusammenhang damit ist die Datengwinnung dur
h Computer-Simulation oft viel kostengünstigerund mit weniger Zeitaufwand verbunden als die herkömmli
he Gewinnung von experimentellen Datenim Rahmen von realen Labor- bzw. Feldversu
hen.� Auÿerdem lassen si
h (virtuelle) Computer-Experimente unter glei
hbleibenden Versu
hsbedingungenbeliebig oft wiederholen, wogegen beispielsweise bei naturwissens
haftli
hen Experimenten das unter-su
hte Objekt während der Versu
he oft bes
hädigt bzw. zerstört wird.� Ein weiterer Grund für die Nützli
hkeit von Computer-Simulationen besteht darin, dass� der Umfang und die Struktur der zu analysierenden Datensätze oft sehr komplex ist,� die Verarbeitung und Bewertung der Daten dann typis
herweise auf mathematis
hen Modellen beruht,deren 
harakteristis
he Eigens
haften ni
ht (oder nur teilweise) mit ges
hlossenen analytis
hen Formelnbes
hrieben werden können,� die Computer-Simulation der betra
hteten Modelle in diesem Fall ein nützli
hes (alternatives) Analyse-Tool ist.� Computer-Experimente zur Untersu
hung von interessierenden Sa
hverhalten/Objekten/Vorgängen beru-hen auf sto
hastis
hen Simulationsalgorithmen. Man spri
ht deshalb au
h von Monte-Carlo-Simulation.Dabei gibt es unters
hiedli
he Arten von Simulationsalgorithmen.1. Die Grundlage zur Monte-Carlo-Simulation von (einzelnen) Merkmalen/Kenngröÿen/Variablen bildenZufallszahlen-Generatoren.� Dies sind Algorithmen, dur
h die Realisierungen von Zufallsvariablen per Computer erzeugt werdenkönnen, die Pseudozufallszahlen genannt werden.� Den Ausgangspunkt bilden dabei sogenannte Standard-Zufallszahlen-Generatoren, dur
h die Reali-sierungen von Zufallsvariablen erzeugt werden können, die auf dem Einheitsintervall [0; 1℄ glei
h-verteilt sind, sogenannte Standard-Pseudozufallszahlen.� Hiervon ausgehend lassen si
h dann dur
h gewisse Transformations- bzw. Verwerfungsmethodenau
h Pseudozufallszahlen für Zufallsvariablen mit anderen Verteilungen erzeugen, zum Beispiel fürbinomialverteilte, Poisson-verteilte oder normalverteilte Zufallsvariablen.2. Computer-Experimente zur Untersu
hung der zeitli
hen Entwi
klung von Sa
hverhalten/Objekten/Vorgängen beruhen auf anspru
hsvolleren Algorithmen der dynamis
hen Monte-Carlo-Simulation.� Eine zentrale Rolle spielen dabei die Algorithmen der Markov-Chain-Monte-Carlo-Simulation(MCMC-Simulation), dur
h die zeitstationäre Glei
hgewi
htszustände von Sa
hverhalten/Objek-ten/Vorgängen näherungsweise simuliert werden können.



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 12� Ein anderes Beispiel, bei denen Algorithmen der MCMC-Simulation angewendet werden, ist diestatistis
he Analyse von Bilddaten.� Eine aktuelle Fors
hungsthematik, zu der in den letzten Jahren zahlrei
he Publikationen ver-ö�entli
ht wurden, sind sogenannte Kopplungsalgorithmen der perfekten MCMC-Simulation.� Dur
h sol
he Kopplungsalgorithmen können beispielsweise zeitstationäre Glei
hgewi
htszuständevon Sa
hverhalten/Objekten/Vorgängen ni
ht nur näherungsweise, sondern in einem gewissenSinne �perfekt� simuliert werden können.2.2 Kenngröÿen zur Bes
hreibung von univariaten Daten� Die bes
hreibende Statistik stellt eine Reihe von Kenngröÿen bereit, dur
h die wesentli
he Eigens
haftenbzw. Gesetzmäÿigkeiten von (groÿen) Datensätzen auf übersi
htli
he Weise dargestellt werden können. DerVektor (x1; : : : ; xn) der vorliegenden Daten x1; : : : ; xn kann dabei im allgemeinen eine komplizierte Strukturaufweisen.� Der �Wert� xi muss nämli
h ni
ht unbedingt eine Zahl sein, sondern xi kann für jedes i = 1; : : : ; n ein Vektoroder eine Matrix sein, die beispielsweise die Ausprägungen mehrerer Merkmale glei
hzeitig bes
hreibenkönnen.� In diesem Abs
hnitt setzen wir jedo
h voraus, dass xi 2 R für jedes i = 1; : : : ; n, d.h., wir betra
htensogenannte univariate Daten.� Wir beginnen zunä
hst mit der Einführung einiger allgemeiner Grundbegri�e der bes
hreibenden Statistik.� Der Datenvektor (x1; : : : ; xn) wird (konkrete) Sti
hprobe genannt.� Die Menge C � Rn aller (potentiell mögli
hen) Sti
hproben (x1; : : : ; xn) heiÿt Sti
hprobenraum.� Für jedes i = 1; : : : ; n nennt man xi den i-ten Sti
hprobenwert von (x1; : : : ; xn).� Die Anzahl n der Komponenten von (x1; : : : ; xn) heiÿt Sti
hprobenumfang.� Unter einer Kenngröÿe der Sti
hprobe (x1; : : : ; xn) verstehen wir dabei eine Abbildung(x1; : : : ; xn) 7�! '(x1; : : : ; xn) ; (1)die jeder Sti
hprobe (x1; : : : ; xn) einen �Kennwert� '(x1; : : : ; xn) zuordnet.� Die in (1) betra
htete Abbildung wird au
h Sti
hprobenfunktion genannt.2.2.1 LagemaÿzahlenIn diesem Abs
hnitt betra
hten wir eine spezielle Klasse von Kenngröÿen der Sti
hprobe (x1; : : : ; xn), sogenannteMaÿzahlen, die die Lage der Daten bes
hreiben und die kurz Lagemaÿzahlen genannt werden.1. Sti
hprobenmittel� Wir betra
hten zunä
hst die Sti
hprobenfunktion ' : Rn ! R mit'(x1; : : : ; xn) = 1n nXi=1 xi ; (2)d.h., wir betra
hten das arithmetis
he Mittel xn = (x1 + : : :+ xn)=n der Sti
hprobenwerte x1; : : : ; xn.� Die Zahl xn wird Sti
hprobenmittel der (konkreten) Sti
hprobe (x1; : : : ; xn) genannt.



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 13� Beispiel� Während eines bestimmten Zeitraumes verkauften die 8 Angestellten der Abteilung �Lebensver-si
herungen� eines Versi
herungsunternehmens jeweils die folgenden Anzahlen von Lebensver-si
herungsverträgen: 9, 12, 5, 13, 7, 11, 24, 11.� Wir fassen diese Daten als Sti
hprobenwerte x1; : : : ; x8 einer Sti
hprobe vom Umfang n = 8 auf.� Das Sti
hprobenmittel x8 dieser Sti
hprobe beträgtx8 = 18 8Xi=1 xi = 9 + 12 + 5 + 13 + 7 + 11 + 24 + 118 = 11:5 ;d.h., im Mittel wurden von den Angestellten jeweils 11.5 Verträge während des betra
htetenZeitraumes verkauft.� Bea
hte� In der obenbetra
hteten Beispiel-Sti
hprobe ist die maximale Anzahl der abges
hlossenen Verträgeum mehr als 10 Verträge gröÿer als die zweitgröÿte Anzahl.� Strei
ht man den Maximalwert 24 aus dieser Sti
hprobe, so verändert si
h das Sti
hprobenmittelx8 = 11:5 zu x7 = 9:7.� Das Sti
hprobenmittel reagiert also o�ensi
htli
h �emp�ndli
h� auf extreme Werte, sogenannteAusreiÿer, in den Daten.� Weitere Eigens
haften des Sti
hprobenmittels� Es gilt stets nXi=1(xi � xn) = 0 ; (3)d.h., das Sti
hprobenmittel xn lässt si
h als S
hwerpunkt der Daten x1; : : : ; xn interpretieren.� Auÿerdem kann man zeigen, dass das Sti
hprobenmittel xn die Summe der quadratis
hen Ab-wei
hungen e(z;x1; : : : ; xn) = nXi=1(xi � z)2minimiert, d.h., es gilt e(xn;x1; : : : ; xn) = minz2R e(z;x1; : : : ; xn) :2. Sti
hprobenmedian� Lagemaÿzahlen, die den Ein�uss von Extremwerten begrenzen, heiÿen resistent oder robust. Einederartige robuste Lagemaÿzahl ist der Sti
hprobenmedian.� Hierfür ordnet man die Sti
hprobenwerte x1; : : : ; xn der Gröÿe na
h. Dies ergibt die geordnete Sti
h-probe (x(1); : : : ; x(n)) mit x(1) � : : : � x(n).� Insbesondere gilt x(1) = min1�i�nxi und x(n) = max1�i�nxi ; (4)d.h., x(1) bzw. x(n) sind das Minimum bzw. das Maximum der Sti
hprobenwerte x1; : : : ; xn, die au
hmit xmin bzw. xmax bezei
hnet werden.� In diesem Zusammenhang wird au
h die Sti
hprobenspannweite xmax � xmin = x(n) � x(1) betra
htet,die jedo
h eine Maÿzahl für die Streuung der Daten ist; vgl. Abs
hnitt 2.2.2.



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 14� Man
hmal ist es zwe
kmäÿiger, anstelle des Sti
hprobenmittels xn den Sti
hprobenmedian xmed zubetra
hten, wobei xmed = 8><>: x((n+1)=2) ; falls n ungerade,�x(n=2) + x((n=2)+1)�=2 ; falls n gerade, (5)� Bea
hte� Der Sti
hprobenmedian ist also ebenfalls ein Mittelwert: Jeweils die Hälfte der Sti
hprobenwertex1; : : : ; xn ist kleiner bzw. gröÿer als der Sti
hprobenmedian xmed .� Ein Vorteil des Sti
hprobenmedians xmed besteht darin, dass xmed wesentli
h weniger als xn vonden extremalen Sti
hprobenwerten x(1) und x(n) abhängt.� Für das obenbetra
htete Zahlenbeispiel der Anzahlen von jeweils verkauften Lebensversi
herungs-verträgen gilt xmed = 11, und zwar sowohl für die gesamte Sti
hprobe aller n = 8 Sti
hprobenwerteals au
h für die Teilsti
hprobe von n � 1 = 7 Sti
hprobenwerten, für die der �Ausreiÿerwert� 24gestri
hen wurde.� Eine weitere allgemeine Eigens
haft des Medians xmed ist die Minimierung der Summe der absolutenAbwei
hungen e0(z;x1; : : : ; xn) = nXi=1 jxi � zjminimiert, d.h., es gilt e0(xmed;x1; : : : ; xn) = minz2R e0(z;x1; : : : ; xn) :3. Empiris
he Quantile� In Verallgemeinerung des Medians xmed betra
htet man für jedes p 2 (0; 1) der Begri� des p�Quantilszp der Sti
hprobe (x1; : : : ; xn).� Dabei geht man erneut von der geordneten Sti
hprobe (x(1); : : : ; x(n)) mit x(1) � : : : � x(n) aus undde�niert das p�Quantil zp wie folgt:zp = 8><>: x([np℄+1) ; falls np ni
ht ganzzahlig,�x(np) + x(np+1)�=2 ; falls np ganzzahlig, (6)wobei [np℄ die gröÿte ganze Zahl bezei
hnet, die kleiner oder glei
h np ist.� Bea
hte� Dur
h das p�Quantil zp werden die Sti
hprobenwerte x1; : : : ; xn in zwei Teilmengen zerlegt, sodass mindestens p �100% der Sti
hprobenwerte kleiner oder glei
h zp und mindestens (1�p) �100%der Sti
hprobenwerte gröÿer oder glei
h zp sind.� Mit anderen Worten: Für das p�Quantil zp gilt:Anzahl fi : 1 � i � n; xi � zpgn � p und Anzahl fi : 1 � i � n; xi � zpgn � 1� p :� Insbesondere ist das 0:5�Quantil z0:5 glei
h dem Median xmed der Sti
hprobe (x1; : : : ; xn).



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 15� Auÿerdem ergibt si
h aus der De�nitionsglei
hung (6), dass x(1) = zp, falls np < 1, und x(n) = zp,falls np > n� 1, d.h., das Minimum x(1) und das Maximum x(n) der Sti
hprobenwerte x1; : : : ; xnkönnen au
h als Quantile aufgefasst werden.� Weitere wi
htige Quantile sind die sogenannten Quartile z0:25 und z0:75.� Für das obenbetra
htete Zahlenbeispiel der Anzahlen von jeweils verkauften Lebensversi
herungsverträ-gen gilt n = 8 und z0:25 = (7 + 9)=2 = 8 und z0:75 = (12 + 13)=2 = 12:5.4. Modus� Derjenige Wert der Sti
hprobenwerte x1; : : : ; xn, der am häu�gsten auftritt, wirdModus der Sti
hprobegenannt und mit xmod bezei
hnet.� Bea
hte� Der Modus xmod ist die wi
htigste Lagemaÿzahl für nominalskalierte Merkmale.� Für das obenbetra
htete Zahlenbeispiel ist der Modus xmod glei
h 11.� Für intervallskalierte Merkmale können das Sti
hprobenmittel xn, der Median xmed und der Modusxmod au
h zur Bes
hreibung der Symmetrie bzw. S
hiefe der Sti
hprobe benutzt werden. Man spri
htvon einer� symmetris
hen Verteilung der Sti
hprobenwerte, falls xn � xmed � xmod,� linkssteilen Verteilung der Sti
hprobenwerte, falls xn > xmed > xmod,� re
htssteilen Verteilung der Sti
hprobenwerte, falls xn < xmed < xmod.5. Geometris
hes und harmonis
hes Mittel� Neben dem eigentli
hen (arithmetis
hen) Sti
hprobenmittel und dem Median werden in der Literaturno
h weitere Ansätze zur Mittelung der Sti
hprobenwerte x1; : : : ; xn betra
htet:� Das geometris
he Mittel der Sti
hprobenwerte x1; : : : ; xn ist gegeben dur
hxgeo = (x1 � : : : � xn)1=n� und das harmonis
he Mittel von x1; : : : ; xn ist gegeben dur
hxhar = 11n nXi=1 1xi :� Beispielei) Das geometris
he Mittel xgeo wird im Zusammenhang mit Wa
hstumsfaktoren von Beständen be-tra
htet (beispielsweise in der Finanz- und Versi
herungswirts
haft, aber au
h bei biologis
henWa
hstumsmodellen):� Ausgehend von einem Anfangsbestand b0 sei b0; b1; : : : ; bn eine Folge von Bestandsdaten, diezu n+ 1 aufeinanderfolgenden (äquidistanten) Zeitpunkten beoba
htet wurden.� Dabei wird vorausgesetzt, dass bi > 0 für jedes i = 0; 1; : : : ; n gilt.� Man nennt xi = bi=bi�1 den i-tenWa
hstumsfaktor und (bi�bi�1)=bi�1 die i-teWa
hstumsratefür i = 1; : : : ; n.� O�enbar gilt bn = b0 x1 � : : : � xn bzw. bn = b0 (xgeo)n ;d.h., das geometris
he Mittel xgeo kann man als Mittelung der Wa
hstumsfaktoren x1; : : : ; xnau�assen.



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 16� Auÿerdem ergibt si
h dur
h Logarithmieren, dasslnxgeo = 1n nXi=1 lnxi und somit lnxgeo � xn = 1n nXi=1 xi ;wobei xgeo = xn genau dann, wenn x1 = : : : = xn.� Das (arithmetis
he) Sti
hprobenmittel xn würde also einen (gegenüber xgeo) überhöhten mitt-leren Wa
hstumsfaktor liefern.ii) Das harmonis
he Mittel xhar wird beispielsweise bei der Bere
hnung von mittleren Ges
hwindigkei-ten verwendet.� Seien x1; : : : ; xn die Datenübertragungsraten, mit denen n Na
hri
hten der Länge ` übertragenwerden.� Dann ist (`=x1) + : : : + (`=xn) die Gesamtdauer, die für die Übertragung der n Na
hri
htenbenötigt wird.� Die mittlere Datenübertragungsrate ist dann gegeben dur
hxhar = `+ : : :+ `x̀1 + : : :+ x̀n :2.2.2 Maÿzahlen für die Streuung der DatenWir betra
hten nun Kenngröÿen der Sti
hprobe (x1; : : : ; xn), die die Streuung der Daten x1; : : : ; xn bes
hreiben.1. Sti
hprobenvarianz und Sti
hproben-Standardabwei
hung� Zunä
hst betra
hten wir die Sti
hprobenfunktion e' : Rn ! R mite'(x1; : : : ; xn) = 1n nXi=1�xi � xn�2 ; (7)die die mittlere quadratis
he Abwei
hung der Sti
hprobenwerte x1; : : : ; xn vom (arithmetis
hen) Sti
h-probenmittel xn bes
hreibt.� Anstelle der in (7) gegebenen Sti
hprobenfunktion wird in der bes
hreibenden Statistik jedo
h häu�gdie (modi�zierte) mittlere quadratis
he Abwei
hung ' : Rn ! R mit'(x1; : : : ; xn) = 1n� 1 nXi=1�xi � xn�2 (8)betra
htet, die Sti
hprobenvarianz bzw. empiris
he Varianz heiÿt (und mit s2n bezei
hnet wird).� Man
hmal betra
htet man die Wurzel sn = ps2n von s2n, die Sti
hproben-Standardabwei
hung bzw.empiris
he Standardabwei
hung genannt wird.� Bea
hte� Wegen der S
hwerpunkteigens
haft (3) des Sti
hprobenmittels xn, d.h. Pni=1(xi�xn) = 0, ist dien-te Abwei
hung xn�xn bereits dur
h die Abwei
hungen x1�xn; : : : ; xn�1�xn der ersten n� 1Sti
hprobenwerte x1; : : : ; xn�1 vom Sti
hprobenmittel xn eindeutig bestimmt.� Somit sind nur n� 1 Abwei
hungen frei wählbar, weshalb man in der De�nitionsglei
hung (8) vons2 ni
ht dur
h n, sondern dur
h die Anzahl n� 1 der sogenannten Freiheitsgrade dividiert.� Weitere Eigens
haften der Sti
hprobenvarianz



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 17i) Alternative Darstellungsformel für s2� Aus der De�nitionsglei
hung (8) von s2n folgt, dasss2n = 1n� 1 nXi=1(xi � xn)2= 1n� 1 nXi=1(x2i � 2xixn + x2n)= 1n� 1 � nXi=1 x2i � nx2n� :� Es gilt also die folgende (alternative) Darstellungsformel für die Sti
hprobenvarianz s2:s2n = 1n� 1 � nXi=1 x2i � nx2n� : (9)ii) Sti
hprobenvarianz von linear transformierten Sti
hproben� Für beliebige, jedo
h fest vorgegebene Zahlen �; � 2 R sei die Sti
hprobe (y1; : : : ; yn) gegebendur
h yi = � + �xi für jedes i = 1; : : : ; n, d.h., die Sti
hprobenwerte y1; : : : ; yn ergeben si
hdur
h eine lineare Transformation der ursprüngli
hen Sti
hprobenwerte x1; : : : ; xn.� Mit der S
hreibweise yn = (y1 + : : :+ yn)=n ergibt si
h dann, dasss2n(y1; : : : ; yn) = 1n� 1 nXi=1�yi � yn�2= 1n� 1 nXi=1��+ �xi � (�� �xn)�2= �2 1n� 1 nXi=1�xi � xn�2 = �2s2n(x1; : : : ; xn) ;� Es gilt also s2n(y1; : : : ; yn) = �2s2n(x1; : : : ; xn) : (10)� Beispiel� Gegeben seien die Stü
kzahlen42; 46; 41; 39; 42; 40; 43; 40; 41; 44; 42; 42; 41; 40; 42; 42; 41; 43; 39; 40eines bestimmten Erzeugnisses, die an n = 20 aufeinanderfolgenden Tagen von der Produktions-abteilung eines Unternehmens hergestellt worden sind.� Für diese Sti
hprobe gilt o�enbar xmin = 39 bzw. xmax = 46, woraus si
h die Sti
hprobenspann-weite xmax � xmin = 46� 39 = 7 ergibt.� Auÿerdem gilt x20 = 41:5 und P20i=1 x2i = 34500, so dass si
h aus der Darstellungsformel (9) diefolgenden Werte für die Sti
hprobenvarianz s220 bzw. die Sti
hproben-Standardabwei
hung s20ergeben: s220 = 119 �34500� 20 � (41:5)2� = 2:89 ; s20 = 1:70 :2. Empiris
her Variationskoe�zient



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 18� Für die Sti
hprobe (x1; : : : ; xn) mit dem Sti
hprobenmittelwert xn und der Sti
hproben-Standard-abwei
hung sn wird der empiris
he Variationskoe�zient dur
h den Quotienten sn=xn de�niert.� Der Quotient sn=xn wird man
hmal au
h Variabilitätskoe�zient genannt.3. Empiris
her Quantilabstand� In Verallgemeinerung der bereits erwähnten Sti
hprobenspannweite xmin � xmax = x(n) � x(1) wirdman
hmal au
h für beliebiges p 2 (0; 1=2) der empiris
he Quantilabstand z1�p � zp betra
htet, derebenfalls eine Kenngröÿe zur Bes
hreibung der Streuung der Daten x1; : : : ; xn ist.� Insbesondere wird häu�g der sogenannte Interquartilsabstand z0:75 � z0:25 betra
htet.� Bea
hte� Die Quartile z0:25 und z0:75, das Minimum xmin, das Maximum xmax sowie den Median xmednennt man die Fünf-Maÿzahlen-Charakteristik (bzw. kurz Fünfer-Charakteristik) der Sti
hprobe(x1; : : : ; xn).� Dur
h die Fünfer-Charakteristik (xmin; z0:25; xmed; z0:75; xmax) lässt si
h die Sti
hprobe (x1; : : : ; xn)in vier Teilsti
hproben zerlegen, wobei diese Teilsti
hproben jeweils etwa ein Viertel der Sti
h-probenwerte x1; : : : ; xn enthalten.� Wenn zusätzli
h no
h die Quantile z0:05 und z0:95 betra
htet werden, dann ergibt si
h die Siebener-Charakteristik (xmin; z0:05; z0:25; xmed; z0:75; z0:95; xmax) der Sti
hprobe (x1; : : : ; xn).� Es ist übli
h, sol
he Zerlegungen der Sti
hprobe (x1; : : : ; xn) dur
h einen sogenannten Box-Plotgraphis
h darzustellen.� Für das obenbetra
htete Beispiel von Stü
kzahlen eines bestimmten Ereignisses ergibt si
h derfolgende Box-Plot der Siebener-Charakteristik, wobei in diesem Fall xmin = z0:05 gilt:
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2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 192.2.3 Konzentrationsmaÿe� In diesem Abs
hnitt setzen wir voraus, dass� das beoba
htete Merkmal/Kenngröÿe/Variable kardinalskaliert ist,� sämtli
he Sti
hprobenwerte x1; : : : ; xn ni
htnegativ sind und� die sogenannte Gesamtmerkmalssumme x1 + : : :+ xn positiv ist, d.h. Pni=1 xi > 0.� Typis
he Beispiele sol
her Merkmale/Kenngröÿen/Variablen sind der Umsatz bzw. der Gewinn von Un-ternehmen, das Einkommen bzw. die Anzahl von Bes
häftigten.� Um die Bezei
hnungsweise mögli
hst einfa
h zu halten, nehmen wir darüber hinaus (o.B.d.A.) an, dass dieSti
hprobenwerte x1; : : : ; xn der Gröÿe na
h geordnet sind, d.h., es gelte(x1; : : : ; xn) = (x(1); : : : ; x(n)) :Wir betra
hten nun die folgenden beiden Charakteristiken zur Bes
hreibung von univariaten Daten, die in derLiteratur Konzentrationsmaÿe genannt werden.1. Lorenzkurve� Für jedes j = 1; : : : ; n betra
htet man die sogenannte relative Merkmalssummevj = jXi=1 xi. nXi=1 xi ;die die j kleinsten Sti
hprobenwerte x1; : : : ; xj auf si
h �konzentrieren�, wel
he den Anteil uj = j=nvon sämtli
hen Sti
hprobenwerten ausma
hen.� Den Polygonzug, der dur
h die n + 1 Punkte (0; 0) = (u0; v0); (u1; v1); : : : ; (un; vn) = (1; 1) verläuft,nennt man Lorenzkurve der (geordneten) Sti
hprobe (x1; : : : ; xn).� Bea
hte� Anstelle der (auf die Zahl Eins bezogenen) Anteile uj und der relativen Merkmalssummen vjbetra
htet man man
hmal die prozentualen Anteile 100uj; 100vj.� Man kann si
h lei
ht überlegen, dass jede Lorenzkurve monoton wa
hsend und konvex (d.h. na
hunten gewölbt) ist.� Die �Stärke der Konzentration� der relativen Merkmalsummen in einem bestimmten Teilberei
hder (geordneten) Sti
hprobe ist proportional zu der vertikalen Abwei
hung der Lorenzkurve vonder (geradlinigen) Diagonalen, die die beiden Punkte (0; 0) und (1; 1) direkt miteinander verbindet.� Beispiel� Wir betra
hten 5 Unternehmen aus einundderselben Bran
he, von denen 3 Unternehmen einenMarktanteil von jeweils 10%, ein Unternehmen einen Marktanteil von 20% und ein Unternehmeneinen Marktanteil von 50% haben möge.� Als (geordnete) Sti
hprobe ergibt si
h dann (x1; : : : ; x5) = (10; 10; 10; 20; 50), und als Lorenzkurveergibt si
h der Polygonzug dur
h die (prozentualen Anteil-) Punkte(0; 0); (20; 10); (40; 20); (60; 30); (80; 50); (100; 100)mit der graphis
hen Darstellung
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20 40 60 80 1002. Gini-Koe�zient� Weil si
h die Stärke der Konzentration dur
h die Entfernung der Lorenzkurve von der NO�Diagonalenausdrü
ken lässt, ist es naheliegend, in die De�nition eines weiteren Konzentrationsmaÿes die Flä
hezwis
hen der Lorenzkurve und der NO�Diagonalen einzubeziehen.� Dabei betra
htet man den Quotienten dieses Flä
heninhaltes zum �Gesamt�ä
heninhalt� des re
htwin-kligen Dreie
ks, das dur
h die Punkte (0; 0), (1; 0) und (1; 1) gebildet wird, und nennt diesen QuotientenGini-Koe�zient der (geordneten) Sti
hprobe (x1; : : : ; xn).� Mit anderen Worten: Der Gini-Koe�zient 
 ist gegeben dur
h
 = Flä
heninhalt zwis
hen Diagonale und LorenzkurveFlä
heninhalt zwis
hen Diagonale und u-A
hse= 2 � Flä
heninhalt zwis
hen Diagonale und Lorenzkurve :� Hieraus ergibt si
h dur
h eine einfa
he Re
hnung, dass
 = 2 nXi=1 ipi � (n+ 1)n ; (11)wobei pi = xi.� nPi=1 xi�.� Bea
hte� Falls sämtli
he Sti
hprobenwerte x1; : : : ; xn glei
h sind, d.h. bei sogenannter Nullkonzentrationmit x1 = : : : = xn, gilt 
 = 0.� Andererseits gilt 
 = (n� 1)=n bei maximaler Konzentration, d.h., falls x1 = : : : = xn�1 = 0 undxn > 0.



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 21� Der maximal mögli
he Wert des Gini-Koe�zienten 
 hängt somit vom Sti
hprobenumfang ab.� Aus diesem Grund wird man
hmal der normierte Gini-Koe�zient 
� betra
htet, wobei
� = nn� 1 
 :� Beispiel� Für das obenbetra
htete Beispiel der Marktanteile der 5 Unternehmen gilt n = 5 undpi = 8>>><>>>: 0:1 für i = 1; 2; 3,0:2 für i = 4,0:5 für i = 5.� Hieraus folgt, dass 
 = 15 �2(0:1 + 0:2 + 0:3 + 0:8 + 2:5)� 6�= 15 1:8 = 0:36bzw. 
� = 0:45.2.2.4 Absolute und relative Häu�gkeiten; Histogramm1. Absolute und relative Häu�gkeiten� Die Sti
hprobenwerte x1; : : : ; xn werden man
hmal au
h als Urliste bzw. als Roh- oder Primärdatenbezei
hnet.� Weil die direkte Au�istung der Rohdaten x1; : : : ; xn mit wa
hsendem Sti
hprobenumfang n s
hnellunübersi
htli
h wird, ist es man
hmal zwe
kmäÿig bzw. notwendig, die Rohdaten in einer anderenForm darzustellen.� So kann es beispielsweise bei diskreten Merkmalen/Kenngröÿen/Variablen sinnvoll sein, anstelle derRohdaten x1; : : : ; xn zunä
hst� die Folge der vorhandenen bzw. potentiell mögli
hen Ausprägungen/Werte 
1; : : : ; 
k (ohne Be-rü
ksi
htigung eventuell vorkommender Wiederholungen) zu betra
hten und der Gröÿe na
h zuordnen, d.h. 
1 < 
2 < : : : < 
k , und dann� für jedes j = 1; : : : ; k die absolute Häu�gkeit hj = h(
j) bzw. die relative Häu�gkeit fj = hj=n derAusprägung 
j zu bestimmen.� Beispiel� Wir betra
hten die Anzahlen x1; : : : ; x10 kariöser Zähne von 10 S
hülern, wobeii 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10xi 5 1 1 0 5 1 0 2 0 0� Dann ergeben si
h die folgenden absoluten bzw. relativen Häu�gkeiten der Ausprägungen 
j :
j 0 1 2 3 4 5hj 4 3 1 0 0 2fj 0.4 0.3 0.1 0 0 0.2



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 22� Bea
hte� Wenn der Sti
hprobenumfang n groÿ ist, dann ist die Menge f
1; : : : ; 
kg der überhaupt vorhan-denen bzw. potentiell mögli
hen Ausprägungen/Werte typis
herweise deutli
h kleiner (und damitwesentli
h übersi
htli
her) als die Menge der Rohdaten fx1; : : : ; xng.� Bei stetigen bzw. quasi-stetigenMerkmalen/Kenngröÿen/Variablen können ebenfalls absolute bzw.relative Häu�gkeiten betra
htet werden, wenn die Rohdaten vorher auf geeignete Weise zu Klassenzusammengefasst und die Häu�gkeiten dann für die gruppierten Daten bestimmt werden.� Dabei ist jedo
h zu bea
hten, dass die Gruppierung/Aggregation von Daten stets mit einem In-formationsverlust verbunden ist.2. Histogramm� Wir betra
hten nun Merkmale/Kenngröÿen/Variablen, die zumindest ordinalskaliert sind, und zerlegendie (reelle) Zahlengerade R in k Intervalle [aj ; bj), die si
h unmittelbar aneinander ans
hlieÿen, d.h.�1 = a1 < b1 = a2 < b2 = : : : = ak < bk = +1 :� Für jedes j = 1; : : : ; k betra
hten wir die absolute Häu�gkeit hj bzw. die relative Häu�gkeit fj = hj=nderjenigen Sti
hprobenwerte x1; : : : ; xn, die in das Intervall [aj ; bj) fallen.� Ein Histogramm ist ein Säulendiagramm, wobei den Klassen [a1; b1); : : : ; [ak; bk) Säulen zugeordnetwerden, deren Flä
heninhalte jeweils glei
h oder proportional zu den absoluten bzw. relativen Häu-�gkeiten h1; : : : ; hk bzw. f1; : : : ; fk sind.� Beispiel� Für den obenbetra
hteten Datensatz der Anzahlen kariöser Zähne bei einer Gruppe von 10 S
hülernbesteht keine Notwendigkeit, die 6 beoba
hteten Werte 0; 1; 2; 3; 4; 5 zu einer kleineren Anzahl vonKlassen zusammenzufassen.� Um ein Säulendiagramm zu erhalten, werden denno
h die �Intervall-Klassen�[�1; 1); [1; 2); : : : ; [4; 5); [5; ;1℄betra
htet, wobei diese Zerlegung der Zahlengerade R zu den (bereits obenerwähnten) absolutenHäu�gkeiten 4; 3; 1; 0; 0; 2 führt.� Hieraus ergibt si
h das folgende Histogramm:
rel. Häufigkeit abs. Häufigkeit
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2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 232.2.5 Kumulierte Häu�gkeiten; empiris
he Verteilungsfunktion� Anstelle der absoluten Häu�gkeiten hj bzw. der relativen Häu�gkeiten fj = hj=n werden man
hmal diekumulierten Häu�gkeiten Hj = jXi=1 hi bzw. Fj = jXi=1 fi ;derjenigen Sti
hprobenwerte x1; : : : ; xn betra
htet, die in die ersten j Intervalle [a1; b1); : : : ; [aj ; bj) fallen.� Bea
hte� Die kumlierten Häu�gkeiten H1; H2; : : : ; Hk bzw. F1; F2; : : : ; Fk bilden monoton wa
hsende Zahlen-folgen.� Für den obenbetra
hteten Datensatz der Anzahlen kariöser Zähne ergibt si
h das folgende Histogramm(der kumulierten Häu�gkeiten):
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1 2 3 4 5� Meistens werden die kumlierten Häu�gkeiten H1; H2; : : : ; Hk bzw. F1; F2; : : : ; Fk als monoton wa
hsendeTreppenfunktionen H : R ! [0; n℄ bzw. F : R ! [0; 1℄ dargestellt.� Die Darstellung der relativen kumulierten Häu�gkeiten F1; F2; : : : ; Fk dur
h eine Treppenfunktion führtdann zu der sogenannten empiris
hen Verteilungsfunktion F : R ! [0; 1℄ mitF (x) = Fj �= f1 + : : :+ fj� ; falls aj � x < bj .� Bea
hte



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 24� Der Funktionswert F (x) der empiris
hen Verteilungsfunktion F : R ! [0; 1℄ an der Stelle x 2 [aj ; bj)ist der Anteil derjenigen Sti
hprobenwerte x1; : : : ; xn, die in die ersten j Klassen [a1; b1); : : : ; [aj ; bj)fallen.� Das heiÿt insbesondere, dass die empiris
he Verteilungsfunktion eine monoton wa
hsende Funktion ist.� Für jedes j = 1; : : : ; k � 1 springt die empiris
he Verteilungsfunktion F an der Intervallgrenze bj (=aj+1) um die relative Häu�gkeit fj+1 na
h oben.� Dabei ist an den Sprungstellen der obere Wert der zugehörige Funktionswert, d.h., die empiris
heVerteilungsfunktion ist eine re
htsseitig stetige Funktion.� Falls die Intervall-Klassen [a1; b1); : : : ; [ak; bk) so gewählt sind, dass b1 � minfx1; : : : ; xng und ak >maxfx1; : : : ; xng, dann gilt auÿerdem F (x) = 0 für jedes x < b1 bzw. F (x) = 1 für jedes x � ak.2.3 Kenngröÿen zur Bes
hreibung von bivariaten Daten� In diesem Abs
hnitt betra
hten wir glei
hzeitig zwei Sti
hproben (x1; : : : ; xn) und (y1; : : : ; yn) von zweidiskreten Merkmalen/Kenngröÿen/Variablen, die wir mit X bzw. Y bezei
hnen.� Neben Sti
hproben von diskreten Merkmalen/Kenngröÿen/Variablen werden wir au
h (gruppierte/ aggre-gierte) Sti
hproben von stetigen sowie quasi-stetigen Merkmalen/Kenngröÿen/Variablen betra
hten, diedur
h Einteilung der Daten in endli
h viele Klassen �diskretisiert� worden sind.� Dabei nehmen wir an, dass beide Sti
hproben den glei
hen Sti
hprobenumfang n haben.� Die Ausprägungen/Werte von X bezei
hnen wir (so wie bisher) mit 
1; : : : ; 
k1 , und die Ausprägun-gen/Werte von Y bezei
hnen wir mit d1; : : : ; dk2 .� Von besonderem Interesse ist die Untersu
hung der Frage, ob ein Zusammenhang (also eine Kontingenz)zwis
hen den Ausprägungen/Werten von X bzw. Y besteht.2.3.1 Kontingenztafel der absoluten Häu�gkeiten� Analog zur Notation, die in Abs
hnitt 2.2.4 für den univariaten Fall eingeführt wurde, bezei
hnen wir mithij = h(
i; dj) für jedes i = 1; : : : ; k1 und für jedes j = 1; : : : ; k2 die absolute Häu�gkeit, mit der dieKombination (
i; dj) der Ausprägungen 
i und dj in den Paaren (xr ; yr) der Sti
hproben (x1; : : : ; xn) bzw.(y1; : : : ; yn) auftritt.� Bei der tabellaris
hen Darstellung der absoluten Häu�gkeiten hij = h(
i; dj) werden au
h die sogenanntenRandhäu�gkeiten hi � = hi1 + : : :+ hik2 8 i = 1; : : : ; k1 (12)bzw. h� j = h1j + : : :+ hk1j 8 j = 1; : : : ; k2 (13)der Ausprägungen/Werte von X bzw. Y betra
htet, die si
h ergeben, wenn ledigli
h die Ausprägun-gen/Werte von X (ohne Berü
ksi
htigung der Ausprägungen/Werte von Y ) bzw. umgekehrt ledigli
h dieAusprägungen/Werte von Y (ohne Berü
ksi
htigung der Ausprägungen/Werte von X) betra
htet werden.� Die Punktnotation hi � bzw. h� j in (12) bzw. (13) ma
ht dabei deutli
h, ob über j bzw. i summiert wird.� Für die Gesamtsumme n sämtli
her Häu�gkeiten wird man
hmal die Notation h� � verwendet, wobeih� � = k1Xi=1 hi � = k2Xj=1 h� j �= k1Xi=1 k2Xj=1 hij = n� :



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 25� Unter der k1 � k2�Kontingenztafel der absoluten Häu�gkeiten von X und Y versteht man die folgendeTabelle: d1 : : : dk2
1 h11 : : : h1k2 h1 �
2 h21 : : : h2k2 h2 �... ... ... ...
k1 hk11 : : : hk1k2 hk1 �h� 1 : : : h� k2 h� � (= n)� Beispiel (vgl. L. Fahrmeir, R. Künstler, I. Pigeot, G. Tutz (2000) Statistik. Springer, Berlin, S. 111 �.)� Bei einer Befragung von 447 männli
hen deuts
hen Arbeitslosen, die vom Deuts
hen Institut fürWirts
haftsfors
hung (DIW) dur
hgeführt wurde, wurden u.a. die folgenden beiden Merkmale erfasst:1. Ausbildungsniveaumit den vier Ausprägungen �keine Ausbildung� (K), �Lehre� (L), �fa
hspezi�s
heAusbildung� (F), �Ho
hs
hulabs
hluss� (H) sowie2. Dauer der Arbeitslosigkeit mit den Kategorien �Kurzzeitarbeitslosigkeit� (� 6 Monate), �mittel-fristige Arbeitslosigkeit� (7�12 Monate), �Langzeitarbeitslosigkeit� (> 12 Monate)� Dabei ergaben si
h die folgenden Häu�gkeiten:� 6 Monate 7�12 Monate > 12 Monatekeine Ausbildung 86 19 18 123Lehre 170 43 20 233fa
hspez. Ausbildung 40 11 5 56Ho
hs
hulabs
hluss 28 4 3 35324 77 46 4472.3.2 Kontingenztafeln für relative bzw. bedingte Häu�gkeiten� Wenn anstelle der absoluten Häu�gkeiten hij = h(
i; dj) die relativen Häu�gkeiten fij = h(
i; dj)=n be-tra
htet werden, dann ergibt si
h die folgende k1 � k2�Kontingenztafel der relativen Häu�gkeiten der Kom-binationen der Ausprägungen/Werte 
i; dj) von X bzw. Y :d1 : : : dk2
1 f11 : : : f1k2 f1 �
2 f21 : : : f2k2 f2 �... ... ... ...
k1 fk11 : : : fk1k2 fk1 �f� 1 : : : f� k2 1� Dabei sind fi � = fi1 + : : :+ fik2 8 i = 1; : : : ; k1



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 26bzw. f� j = f1j + : : :+ fk1j 8 j = 1; : : : ; k2die relativen Randhäu�gkeiten der Ausprägungen/Werte von X bzw. Y .� Bei der Untersu
hung der Frage, ob Zusammenhänge zwis
hen den Ausprägungen/Werten von X bzw. Ybestehen, interessieren darüber hinaus no
h die bedingten relativen Häu�gkeitenfY (j j i) = hijhi � bzw. fX(i j j) = hijh� j 8 i = 1; : : : ; k1; j = 1; : : : ; k2 ; (14)wobei 00 = 0 gesetzt wird.� Dabei sind fY (1 j i); : : : ; fY (k2 j i) die relativen Häu�gkeiten derjenigen Ausprägungen/Werte von Y , diezusammen mit der (fest vorgegebenen) Ausprägung 
i von X auftreten.� Man spri
ht deshalb au
h von den bedingten relativen Häu�gkeiten fY (1 j i); : : : ; fY (k2 j i) der Ausprä-gungen/Werte von Y unter der Bedingung, dass X = 
i.� Umgekehrt heiÿen fX(1 j j); : : : ; fX(k1 j j) die bedingten relativen Häu�gkeiten der Ausprägungen/Wertevon X unter der Bedingung, dass Y = dj .� Für das in Abs
hnitt 2.3.1 betra
htete Beispiel, bei dem die Merkmale �Ausbildungsniveau� und �Dauerder Arbeitslosigkeit� betra
htet wurden, ergibt si
h dann die folgende 4� 3�Kontingenztafel der bedingtenrelativen Häu�gkeiten: � 6 Monate 7�12 Monate > 12 Monatekeine Ausbildung 0.699 0.154 0.147 1Lehre 0.730 0.184 0.086 1fa
hspez. Ausbildung 0.714 0.197 0.089 1Ho
hs
hulabs
hluss 0.800 0.114 0.086 12.3.3 Zusammenhangsmaÿe1. Bedingte und relative Chan
en� Wir betra
hten zunä
hst den Spezialfall k1 = k2 = 2, d.h., die Merkmale/Kenngröÿen/Variablen Xund Y besitzen jeweils nur zwei vers
hiedene Ausprägungen/Werte.� Die entspre
hende 2� 2�Kontingenztafel hat somit die Formd1 d2
1 h11 h12 h1 �
2 h21 h22 h2 �h� 1 h� 2 n� Für jedes i = 1; 2 heiÿt der Quotient der bedingten relativen Häu�gkeiten
(d1; d2 j 
i) = fY (1 j i)fY (2 j i) = hi1=hi �hi2=hi � = hi1hi2 (15)die bedingte Chan
e für X = 
i, wobei hi2 > 0 vorausgesetzt wird.



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 27� Hieraus ergibt si
h ein einfa
hes Zusammenhangsmaÿ zwis
hen den Chan
en der ersten bzw. zweitenZeile der 2�2�Kontingenztafel, das relative Chan
e genannt wird und gegeben ist dur
h den Quotienten
(d1; d2 j 
1; 
2) = 
(d1; d2 j 
1)
(d1; d2 j 
2) = h11h22h12h21 ; (16)wobei h12; h21 > 0 vorausgesetzt wird.� Beispiel� Für das in Abs
hnitt 2.3.1 diskutierte Beispiel betra
hten wir jetzt nur die Ausprägungen �fa
h-spezi�s
he Ausbildung� (F) bzw. �Ho
hs
hulabs
hluss� (H) für das Merkmal �Ausbildungsniveau�sowie die Ausprägungen �Kurzzeitarbeitslosigkeit� (� 6 Monate) bzw. �mittel- und langfristigeArbeitslosigkeit� (� 7 Monate) für das Merkmal �Dauer der Arbeitslosigkeit�.� Dann ergibt si
h die folgende 2� 2�Kontingenztafel der absoluten Häu�gkeiten:d1 d2
1 40 16
2 28 7� Die �bedingte Chan
e� 
(d1; d2 j 
1) von Personen mit fa
hspezi�s
her Ausbildung, kurzfristigarbeitslos zu sein (gegenüber einer mittel- bzw. langfristigen Arbeitslosigkeit), ist also gegebendur
h 
(d1; d2 j 
1) = 4016 = 2:5 :� Für Personen mit Ho
hs
hulabs
hluss ergibt si
h dagegen der Wert
(d1; d2 j 
2) = 287 = 4:0 :� Für die �relative Chan
e� ergibt si
h
(d1; d2 j 
1; 
2) = 280448 = 70112 = 0:625 ;d.h., für Personen mit Ho
hs
hulabs
hluss stehen somit die �Chan
en� deutli
h besser.� Bea
hte� Die Begri�e der bedingten bzw. relativen Chan
e lassen si
h völlig analog au
h für den Fallde�nieren, dass Merkmale mit mehr als 2 Ausprägungen betra
htet werden.� Die relative Chan
e zwis
hen X = 
i und X = 
i0 bezügli
h der bedingten Chan
en von Y = djund Y = dj0 ist dann gegeben dur
h
(dj ; dj0 j 
i; 
i0) = 
(dj ; dj0 j 
i)
(dj ; dj0 j 
i0) = hij hi0j0hij0 hi0j :2. �2-Koe�zient� Wir de�nieren nun den �2-Koe�zienten der beiden Sti
hproben (x1; : : : ; xn) und (y1; : : : ; yn),� der eine weitere Maÿzahl zur Bes
hreibung des (eventuell vorhandenen) Zusammenhanges zwis
henden Werten der Sti
hproben (x1; : : : ; xn) und (y1; : : : ; yn) der beiden Markmale X und Y ist,� wobei wir das Ni
htvorhandensein eines sol
hen Zusammenhanges mit Hilfe der bedingten relativenHäu�gkeiten fY (j j i) bes
hreiben, die in (14) eingeführt worden sind.� Man erwartet, dass die bedingten relativen Häu�gkeiten ffY (j j i); j = 1; : : : ; k2g in diesem Fall
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ht von i abhängen,� was glei
hbedeutend damit ist, dassfY (j j i) = h� jn 8 i = 1; : : : ; k1; j = 1; : : : ; k2 :� Mit anderen Worten: Falls die Ausprägungen/Werte der Merkmale/Kenngröÿen/Variablen X und Ykeinen Zusammmenhang aufweisen (d.h. unabhängig sind), dann sollte die (in diesem Fall) erwarteteHäu�gkeit ehij = eh(
i; dj), mit der die Kombination (
i; dj) der Ausprägungen 
i und dj auftritt, fürjedes i = 1; : : : ; k1 unf für jedes j = 1; : : : ; k2� der folgenden Glei
hung genügen: ehijhi � = h� jn ;� d.h., gegeben sein dur
h den Produkt-Ansatzehij = hi � h� jn :� Bea
hte� Falls die Ausprägungen/Werte der Merkmale/Kenngröÿen/VariablenX und Y keinen Zusammen-hang aufweisen, dann sollten si
h die (tatsä
hli
h beoba
hteten) Häu�gkeiten hij und die (zuerwartenden) Häu�gkeiten ehij ni
ht zu sehr voneinander unters
heiden.� Als Zusammenhangsmaÿ betra
htet man deshalb den �2-Koe�zienten T , der eine sogenannteTestgröÿe ist und gegeben ist dur
hT = k1Xi=1 k2Xj=1 �hij � hi � h� jn �2hi � h� jn ; (17)wobei vorausgesetzt wird, dass sämtli
he Randhäu�gkeiten h1 �; : : : ; hk1 � sowie h� 1; : : : ; h�k2 posi-tiv sind, und die Division dur
h ehij = (hi � h� j)=n ledigli
h der Normierung dient.� Im Spezialfall einer 2� 2�Kontingenztafeld1 d2
1 h11 h12 h11 + h12
2 h21 h22 h21 + h22h11 + h21 h12 + h22 nlässt si
h der in (17) de�nierte �2-Koe�zient T lei
ht bere
hnen, denn in diesem Fall giltT = n (h11 h22 � h12 h21)2(h11 + h12)(h11 + h21)(h12 + h22)(h21 + h22) ; (18)wobei vorausgesetzt wird, dass die Randhäu�gkeiten h11+h12, h11+h21, h12+ h22 und h21+h22positiv sind.� Für den in (17) de�nierten �2-Koe�zienten gilt stets T � 0, wobei� T groÿ ist, wenn ein Zusammenhang zwis
hen X und Y besteht,� T klein ist, wenn X und Y voneinander unabhängig sind.



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 29� Um genauer sagen zu können, wann T als klein bzw. groÿ anzusehen ist, sind tieferliegende mathema-tis
he Modelle der beurteilenden Statistik erforderli
h, insbesondere sogenannte Signi�kanztests zumÜberprüfen von Modellannahmen; vgl. beispielsweise das Kapitel 3 des jetzigen Vorlesungsskriptes.3. Kontingenzkoe�zient� Der in (17) de�nierte �2-Koe�zient T hat den Na
hteil, dass der Werteberei
h von T vom Umfang nder Sti
hproben (x1; : : : ; xn) bzw. (y1; : : : ; yn) abhängt.� Dieser Na
hteil wird eliminiert, wenn anstelle des �2-Koe�zienten T der Kontingenzkoe�zient T 0betra
htet wird,� der gegeben ist dur
h T 0 =r Tn+ T ; (19)� wobei T 0 nur Werte zwis
hen 0 und T 0max =p(kmin � 1)=kmin annehmen kann; kmin = minfk1; k2g.4. Korrigierter Kontingenzkoe�zient� Ein gewisser Na
hteil des Kontingenzkoe�zienten T 0 besteht no
h darin, dass der Werteberei
h derTestgröÿe T 0 von den Anzahlen k1; k2 der Ausprägungen von X bzw. Y abhängt.� Dur
h einen weiteren Normierungss
hritt wird deshalb der sogenannte korrigierte Kontingenzkoe�zientT � eingeführt, der gegeben ist dur
h T � = T 0T 0maxund der nur Werte im Einheitsintervall [0; 1℄ annehmen kann.� Beispiel� Für das in Abs
hnitt 2.3.1 eingeführte Beispiel betra
hten wir nun die Ausprägungen �keine Ausbil-dung� bzw. �Lehre� für das Merkmal �Ausbildungsniveau� sowie die Ausprägungen �mittelfristigeArbeitslosigkeit� (7�12 Monate) bzw. �langfristige Arbeitslosigkeit (> 12 Monate) für das Merkmal�Dauer der Arbeitslosigkeit�.� Dann ergibt si
h die folgende 2� 2�Kontingenztafel der absoluten Häu�gkeiten:d1 d2
1 19 18 37
2 43 20 6362 38 100 (20)� Hieraus und aus (18) ergibt si
h, dassT = 100 (19 � 20� 18 � 43)237 � 63 � 62 � 38 = 2:826 (21)sowie T 0 = 0:165 bzw. T � = 0:234.
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hreibung von metris
hen bivariaten Daten� Wir betra
hten nun den Fall, dass� der Umfang n der Sti
hproben (x1; : : : ; xn) und (y1; : : : ; yn) groÿ ist und dass sie� die Ausprägungen/Werte von metris
h skalierten Merkmalen/Kenngröÿen/Variablen X bzw. Y ent-halten.� Dann ist es sinnvoll, neben den in Abs
hnitt 2.3 diskutierten Methoden, no
h weitere Verfahren zur Darstel-lung und Bes
hreibung des bivariaten Datensatzes (x1; y1); : : : ; (xn; yn) heranzuziehen.2.4.1 Streudiagramm (S
atterplot)� Eine einfa
he graphis
he Darstellung des bivariaten Datensatzes (x1; y1); : : : ; (xn; yn) ist dur
h ein sogenan-ntes Streudiagramm gegeben, wobei� die Daten (x1; y1); : : : ; (xn; yn) als Punkte in der euklidis
hen Ebene R2 aufgefasst und in ein (orthog-onales) kartesis
hes Koordinatensystem eingezei
hnet werden, so dass� die x-Werte auf der Abszissena
hse und die y-Werte auf der Ordinatena
hse aufgetragen werden.� Beispiel (vgl. Casella/Berger (2002) Statisti
al Inferen
e, Duxbury, S. 540 �.)� Im Weinanbau werden die jeweils im Herbst geernteten Erträge in Tonnen je 100 m2 (t/ar) gemessen.� Es ist bekannt, dass der Jahresertrag bereits im Juli ziemli
h gut prognostiziert werden kann, und zwardur
h die Bestimmung der mittleren Anzahl von Beeren, die je Traube gebildet worden sind.� Dabei fassen wir den Jahresertrag als Zielvariable (Y ) auf, und die mittlere Clusterzahl je Traube (X)als Ausgangsvariable.� Beoba
htet wurden die folgenden Ausprägungen/Werte:Jahr Ertrag (yi) Clusterzahl (xi)1971 5.6 116.371973 3.2 82.771974 4.5 110.681975 4.2 97.501976 5.2 115.881977 2.7 80.191978 4.8 125.241979 4.9 116.151980 4.7 117.361981 4.1 93.311982 4.4 107.461983 5.4 122.30Die Daten des Jahres 1972 fehlen, weil in diesem Jahr das untersu
hte Weinanbaugebiet von einemWirbelsturm verwüstet worden war.� Für diesen Datensatz ergibt si
h das folgende Streudiagramm:
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xi2.4.2 Empiris
he Kovarianz; empiris
her Korrelationskoe�zient1. Empiris
he Kovarianz� Aus dem Streudiagramm des Beispiels, das in Abs
hnitt 2.4.1 betra
htet wurde, ergibt si
h die Ver-mutung, dass� ein Zusammenhang zwis
hen den Merkmalen �Clusterzahl je Traube� (X) und �Jahresertrag�(Y )besteht, denn� für wa
hsende Werte des Merkmals X weist au
h das Merkmal Y tendenzmäÿig gröÿere Werteauf.� Eine Maÿzahl zur Bes
hreibung eines sol
hen Zusammenhanges ist die empiris
he Kovarianzs2xy = 1n� 1 nXi=1(xi � xn)(yi � yn) (22)der Sti
hproben (x1; : : : ; xn) und (y1; : : : ; yn), wobeixn = 1n nXi=1 xi ; yn = 1n nXi=1 yidie Sti
hprobenmittel von (x1; : : : ; xn) bzw. (y1; : : : ; yn) bezei
hnen.� Bea
hte



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 32� Ein Na
hteil des in (22) de�nierten Zuhammenhangsmaÿes besteht darin, dass s2xy skalenabhängigist, d.h., von der Gröÿe der Sti
hprobenwerte x1; : : : ; xn bzw. y1; : : : ; yn abhängt.� Dieser Na
hteil wird eliminiert, wenn anstelle der empiris
hen Kovarianz s2xy der empiris
he Kor-relationskoe�zient betra
htet wird.2. Empiris
her Korrelationskoe�zient� Die Gröÿe �xy = nXi=1�(xi � xn)(yi � yn)�vuut nXi=1�xi � xn�2 nXi=1�yi � yn�2  = s2xyqs2xxs2yy! (23)heiÿt empiris
her Korrelationskoe�zient der Sti
hproben (x1; : : : ; xn) und (y1; : : : ; yn), wobei dieSti
hprobenvarianzen s2xx und s2yy gegeben sind dur
hs2xx = 1n� 1 nXi=1�xi � xn�2 ; s2yy = 1n� 1 nXi=1�yi � yn�2 :� Man kann zeigen, dass für den in (23) de�nierten empiris
hen Korrelationskoe�zienten �xy stets�1 � �xy � 1 (24)gilt, wobei� j�xyj groÿ ist, wenn ein Zusammenhang zwis
hen X und Y besteht, und� j�xyj klein ist, wenn X und Y voneinander unabhängig sind.� Insbesondere kann man zeigen, dass� �xy = 1, falls sämtli
he Punkte (x1; y1); : : : ; (xn; yn) auf einer Geraden mit positivem Anstiegliegen,bzw.� �xy = �1, falls sämtli
he Punkte (x1; y1); : : : ; (xn; yn) auf einer Geraden mit negativem Anstiegliegen.� Der empiris
he Korrelationskoe�zient �xy misst darüber hinaus in dem folgenden Sinne die Stärke deslinearen Zusammenhanges zwis
hen den Ausprägungen/Werten der Merkmale X und Y :� Je näher die Punkte (x1; y1); : : : ; (xn; yn) an einer Geraden mit positivem Anstieg liegen, um sonäher liegt der empiris
he Korrelationskoe�zient �xy bei 1, und� je näher die Punkte (x1; y1); : : : ; (xn; yn) an einer Geraden mit negativem Anstieg liegen, um sonäher liegt der empiris
he Korrelationskoe�zient �xy bei �1.� Eine (grobe) Klassi�kation des Zusammenhanges der MerkmaleX und Y kann somit wie folgt bes
hrie-ben werden:� �s
hwa
her Zusammenhang�, falls j�xyj < 0:5,� �mittlerer Zusammenhang�, falls 0:5 � j�xyj < 0:8,� �starker Zusammenhang�, falls j�xyj � 0:8.



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 333. Alternative Darstellung des empiris
hen Korrelationskoe�zienten �xy� Man kann zeigen, dass si
h der in (23) de�nierte empiris
he Korrelationskoe�zient �xy darstellen lässtin der Form �xy = nXi=1 xiyi � nxnynvuut� nXi=1 x2i � nx2n�� nXi=1 y2i � ny2n� ; (25)wobei diese alternative Darstellung des empiris
hen Korrelationskoe�zienten �xy günstiger für daspraktis
he Re
hnen ist.� Übungsaufgabe. Bestimmen Sie für die in Abs
hnitt 2.4.1 betra
hteten Daten über den Jahresertragbzw. die mittlere Clusterzahl je Traube� die Sti
hprobenmittel x12 und y12 sowie� den empiris
hen Korrelationskoe�zienten �xy.4. Empiris
her Korrelationskoe�zient bei binären Daten� Auÿerdem lässt si
h für binäre Daten, d.h., falls die Sti
hprobenwerte x1; : : : ; xn und y1; : : : ; yn nur0 oder 1 sein können, no
h eine weitere nützli
he Darstellungsformel für den empiris
hen Korrelation-skoe�zienten �xy angeben.� Mit der in Abs
hnitt 2.3.1 eingeführten Notation gilt dann�xy = h11 h22 � h12 h21p(h11 + h12)(h11 + h21)(h12 + h22)(h21 + h22) ; (26)wobei hij = h(
i; dj) für jedes i = 1; : : : ; k1 unf für jedes j = 1; : : : ; k2 die absolute Häu�gkeitbezei
hnet, mit der die Kombination (
i; dj) der Ausprägungen 
i 2 f0; 1g und dj 2 f0; 1g in denSti
hproben (x1; : : : ; xn) bzw. (y1; : : : ; yn) auftritt.� Bea
hte� Wenn man die Formeln (18) und (26) miteinander verglei
ht, dann erkennt man, dass der �2-Koe�zient T und der empiris
he Korrelationskoe�zient �xy bei binären Daten wie folgt zusam-menhängen: Es gilt �2xy = Tn : (27)� Wir betra
hten nun erneut das in Abs
hnitt 2.3.1 eingeführte Beispiel mit den Ausprägungen�keine Ausbildung� bzw. �Lehre� für das Merkmal �Ausbildungsniveau� sowie den Ausprägungen�mittelfristige Arbeitslosigkeit� (7�12 Monate) bzw. �langfristige Arbeitslosigkeit (> 12 Monate)für das Merkmal �Dauer der Arbeitslosigkeit�.� Wenn wir dabei die Eintragungen der 2 � 2�Kontingenztafel (20) in die Darstellungsformel (26)einsetzen, dann ergibt si
h, dass �xy = �0:168 :� Hieraus und aus (27) ergibt si
h darüber hinaus, dassT = n�2xy = 100 � 0:02826 = 2:826 ;was mit dem Ergebnis (21) übereinstimmt, das bereits am Ende von Abs
hnitt 2.3.3 ermitteltwurde.
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haft bei linearer Daten-Transformation� Die Deutung des empiris
hen Korrelationskoe�zienten �xy als Maÿzahl zur Quanti�zierung des (lin-earen) Zusammenhanges zwis
hen den Ausprägungen zweier Merkmale X und Y wird au
h dur
h diefolgende Invarianzeigens
haft von j�xyj bei linearer Daten-Transformation gestützt.� Auÿer den ursprüngli
hen Sti
hprobenwerten x1; : : : ; xn bzw. y1; : : : ; yn betra
hten wir no
h die lineartransformierten Sti
hprobenwerte x01; : : : ; x0n bzw. y01; : : : ; y0n, wobei x0i = �x+�xxi bzw. y0i = �y+�yyifür jedes i = 1; : : : ; n und für gewisse Konstanten �x; �y 2 R und �x; �y 6= 0.� Es gilt dann �x0y0 = 8><>: �xy falls �x; �y > 0 bzw. �x; �y < 0,��xy falls �x > 0; �y < 0 bzw. �x < 0; �y > 0. (28)2.4.3 Herleitung der Formeln für �xy1. Herleitung der Formel (24)� Mit den abkürzenden Bezei
hnungenui = xi � xnvuut nXi=1�xi � xn�2 ; vi = yi � ynvuut nXi=1�yi � yn�2gilt o�enbar nXi=1 ui = 0 ; nXi=1 u2i = 1 und nXi=1 vi = 0 ; nXi=1 v2i = 1sowie �xy = nXi=1 uivi :� Somit gilt für jedes 
 2 R0 � nXi=1(ui � 
vi)2 = nXi=1 u2i| {z }=1 �2
 nXi=1 uivi + 
2 nXi=1 v2i| {z }=1 :� Hieraus ergibt si
h insbesondere für 
 = nPi=1uivi, dass0 � 1� nXi=1 uivi| {z }=�xy !2 ;� Dies impliziert, dass �2xy � 1 bzw. �1 � �xy � 1, womit die Gültigkeit von (24) bewiesen ist.2. Herleitung der Formel (25)



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 35� Dur
h Ausmultiplizieren des Zählers in (23) ergibt si
h, dassnXi=1�(xi � xn)(yi � yn)� = nXi=1�xiyi � xnyi � ynxi + xnyn�= nXi=1 xiyi � nxnyn :� Auf ähnli
he Weise erhalten wir die IdentitätennXi=1(xi � xn)2 = nXi=1(x2i � 2xixn + x2n) = nXi=1 x2i � nx2nund nXi=1(yi � yn)2 = nXi=1(y2i � 2yiyn + y2n) = nXi=1 y2i � ny2n :� Wenn diese Ausdrü
ke in (23) eingesetzt werden, ergibt si
h nun mühelos die Formel (25).3. Herleitung der Formel (26)� Für binäre Daten gilt o�enbarnXi=1 xiyi = h22 ; nxn = h21 + h22 ; nyn = h12 + h22sowie n = h11 + h12 + h21 + h22, wobei hij die in Abs
hnitt 2.3.1 eingeführte absolute Häu�gkeit ist.� Dur
h Einsetzen in (25) ergibt si
h nun, dass�xy = nXi=1 xiyi � nxnynvuut� nXi=1 x2i � nx2n�� nXi=1 y2i � ny2n�= h22 � (h21 + h22)(h12 + h22)h11 + h12 + h21 + h22s�(h21 + h22)� (h21 + h22)2h11 + h12 + h21 + h22��(h12 + h22)� (h12 + h22)2h11 + h12 + h21 + h22�= (h11 + h12 + h21 + h22)h22 � (h21 + h22)(h12 + h22)p(h21 + h22)(h11 + h12)(h12 + h22)(h11 + h12)= h11h22 � h12h21p(h21 + h22)(h11 + h12)(h12 + h22)(h11 + h12) :� Damit ist (26) bewiesen.4. Herleitung der Formel (28)� Die Invarianzeigens
haft (28) des empiris
hen Korrelationskoe�zienten ergibt si
h unmittelbar aus derDe�nitionsglei
hung (23).



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 36� Falls x01; : : : ; x0n bzw. y01; : : : ; y0n, wobei x0i = �x+ �xxi bzw. y0i = �y + �yyi für jedes i = 1; : : : ; n undfür gewisse Konstanten �x; �y 2 R und �x; �y 6= 0, dann gilt nämli
h, dass�x0y0 = nXi=1�(x0i � x0n)(y0i � y0n)�vuut nXi=1�x0i � x0n�2 nXi=1�y0i � y0n�2= nXi=1�(�x + �xxi � (�x + �xxn))(�y + �yyi � (�y + �yyn))�vuut nXi=1��x + �xxi � (�x + �xxn)�2 nXi=1��y + �yyi � (�y + �yyn)�2= �x�yj�xjj�yj �xy :� Damit ist (28) bewiesen.2.4.4 Ränge von Sti
hprobenwerten; Rang-Korrelationskoe�zient1. Ränge von Sti
hprobenwertenEine weitere Maÿzahl zur Bes
hreibung des (gebenenfalls vorhandenen) Zusammenhanges zwis
hen denSti
hproben (x1; : : : ; xn) und (y1; : : : ; yn) der Merkmale/Kenngröÿen/Variablen X bzw. Y erhalten wir,� wenn wir die sogenannten Ränge der Sti
hprobenwerte x1; : : : ; xn bzw. y1; : : : ; yn betra
hten.� Hierfür gehen wir von den geordneten Sti
hproben (x(1); : : : ; x(n)) bzw. (y(1); : : : ; y(n)) mit x(1) �: : : � x(n) bzw. y(1) � : : : � y(n) aus, die bereits in Abs
hnitt 2.2.1 betra
htet wurden.� Dabei nehmen wir (der Einfa
hheit wegen) an, dassx(1) < : : : < x(n) und y(1) < : : : < y(n) ;d.h., sämtli
he Werte in den Sti
hproben (x1; : : : ; xn) bzw. (y1; : : : ; yn) seien voneinander vers
hieden.� Für jedes i 2 f1; : : : ; ng gibt es dann eine (eindeutig bestimmte) Zahl j 2 f1; : : : ; ng, so dass xi = x(j)gilt.� Die auf diese Weise (für jedes i 2 f1; : : : ; ng) gegebene Zahl j = j(i) heiÿt der Rang des Sti
hproben-wertes xi, wobei der Rang von xi mit rg (xi) bezei
hnet wird.� Der Rang rg (yi) des Sti
hprobenwertes yi wird auf analoge Weise de�niert.2. Rang-Korrelationskoe�zient� Der Rang-Korrelationskoe�zient �0xy (au
h Spearmans Korrelationskoe�zient genannt) ist der in (23)bzw. (25) gegebene empiris
he Korrelationskoe�zient für die Rangsti
hproben �rg (x1); : : : ; rg (xn)�und �rg (y1); : : : ; rg (yn)�, d.h.,� es gilt �0xy = nXi=1 rg (xi)rg (yi)� nrg xrg yvuut� nXi=1 rg 2(xi)� n(rg x)2�� nXi=1 rg 2(yi)� nrg y)2� ; (29)



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 37� wobei die Mittelwerte rg x bzw. rg y der Ränge der Sti
hproben (x1; : : : ; xn) bzw. (y1; : : : ; yn)gegeben sind dur
hrg x = 1n nXi=1 rg (xi) = 1n nXi=1 i = n+ 12 ; rg y = 1n nXi=1 rg (yi) = 1n nXi=1 i = n+ 12 :� Aus der De�nitionsglei
hung (29) folgt, dass� der Rang-Korrelationskoe�zient �0xy robuster ist als der in Abs
hnitt 2.4.2 eingeführte empiris
heKorrelationskoe�zient �xy, d.h.,� das Zusammenhangsmaÿ �0xy reagiert weniger stark als �xy auf extreme Wertepaare (xi; yi).� der Rang-Korrelationskoe�zient �0xy nimmt Werte im Intervall [�1; 1℄ an, wobei� �0xy eine Maÿzahl für den monotonen Zusammenhang zwis
hen den Sti
hproben (x1; : : : ; xn) und(y1; : : : ; yn) ist,� im Unters
hied zum empiris
hen Korrelationskoe�zienten �xy, der eine Maÿzahl für den linearenZusammenhang zwis
hen (x1; : : : ; xn) und (y1; : : : ; yn) ist.� Dabei ist �0xy = 1,� falls für beliebige Paare i; j 2 f1; : : : ; ng mit i 6= j die Unglei
hung xi < xj genau dann gilt, wennyi < yj .� In diesem Fall liegen sämtli
he Rangpaare (rg (xi); rg (yi)) für i = 1; : : : ; n auf einer Geraden mitpositivem Anstieg.� Der umgekehrte Extremfall �0xy = �1 ist gegeben,� falls für beliebige Paare i; j 2 f1; : : : ; ng mit i 6= j die Unglei
hung xi < xj genau dann gilt, wennyi > yj .� In diesem Fall liegen sämtli
he Rangpaare (rg (xi); rg (yi)) für i = 1; : : : ; n auf einer Geraden mitnegativem Anstieg.3. Alternative DarstellungsformelFalls sämtli
he Werte in den Sti
hproben (x1; : : : ; xn) bzw. (y1; : : : ; yn) voneinander vers
hieden sind, dannlässt si
h der Rang-Korrelationskoe�zient �0xy au
h in der folgenden Form darstellen:�0xy = 1� 6 nXi=1�rg (xi)� rg (yi)�2(n2 � 1)n ; (30)wobei diese alternative Darstellung des Korrelationskoe�zienten �0xy günstiger für das praktis
he Re
hnenist.4. Invarianzeigens
haft bei monotoner Daten-Transformation� Auÿer den ursprüngli
hen Sti
hprobenwerten x1; : : : ; xn bzw. y1; : : : ; yn betra
hten wir nun no
hdie monoton transformierten Sti
hprobenwerte x01; : : : ; x0n bzw. y01; : : : ; y0n, wobei x0i = g(xi) bzw.y0i = h(yi) für jedes i = 1; : : : ; n und für Funktionen g; h : R ! R, die entweder (streng) monotonwa
hsend oder fallend sind.� Bei sol
hen monotonen Daten-Transformationen� ändern si
h die Ränge der Sti
hprobenwerte ni
ht, falls g bzw. h monoton wa
hsend ist,� oder sie kehren si
h um, falls g bzw. h monoton fallend ist.



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 38� Unmittelbar aus der De�nitionsglei
hung (29) des Rang-Korrelationskoe�zienten �0xy ergibt si
h somit,dass �0xy = 8><>: �0x0y0 falls g; h wa
hsend oder g; h fallend,��0x0y0 falls g wa
hsend und h fallend (oder umgekehrt). (31)5. Sti
hproben mit Bindungen� Wenn ni
ht sämtli
he Werte in den Sti
hproben (x1; : : : ; xn) bzw. (y1; : : : ; yn) voneinander vers
hiedensind, d.h.,� wenn es Werte gibt, die mehrfa
h in (x1; : : : ; xn) bzw. (y1; : : : ; yn) vorkommen,� dann spri
ht man von Sti
hproben mit Bindungen.� In diesem Fall bildet man sogenannte Dur
hs
hnittsränge, die jedo
h bewirken, dass die Zuordnungi 7! j(i) der Ränge ni
ht mehr eineindeutig ist.� Falls beispielsweise� der Sti
hprobenwert 6:90 zweimal in der Sti
hprobe vorkommt und falls es nur einen Wert gibt,der kleiner als 6:90 ist,� so wird den beiden Sti
hprobenwerten, die glei
h 6:90 sind, jeweils der Rang rg (6:90) = (2+3)=2 =2:5 zugeordnet (wobei die Ränge 2 und 3 dann entfallen).� Mit Hilfe dieses allgemeineren Rang-Begri�es lässt si
h der Rang-Korrelationskoe�zient �0xy au
h fürSti
hproben mit Bindungen dur
h die De�nitionsglei
hung (29) bestimmen.6. Beispiel (vgl. J. Hüsler, H. Zimmermann (2001) Statistis
he Prinzipien für medizinis
he Projekte. Huber-Verlag, Bern, S. 183 �.)� Im Rahmen einer medizinis
hen Studie wurde das Geburtsgewi
ht (in g) von 20 Säuglingen sowie dieGewi
htszunahme (in g) der Säuglinge zwis
hen dem 70. und 100. Tag untersu
ht.� Dabei wurden die folgenden Daten beoba
htet:Säugling Geburts- Gewi
hts- Säugling Geburts- Gewi
hts-gewi
ht zunahme gewi
ht zunahmexi yi xi yi1 2740 2550 11 3260 8202 3180 1790 12 3350 11903 3150 1870 13 3630 13604 3030 2040 14 3630 14205 3370 1470 15 3490 19606 2610 2130 16 3290 16707 3570 2150 17 3540 7708 2270 3350 18 3570 17009 2300 3400 19 3460 201010 2380 3230 20 3570 2490



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 39� Für diesen Datensatz ergibt si
h das folgende Streudiagramm:
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h die folgenden Werte für� Sti
hprobenmittel bzw. Standardabwei
hung der Geburtsgewi
hte x1; : : : ; x20:x20 = 3169:5 ; sx = 460:6 ;� Sti
hprobenmittel bzw. Standardabwei
hung der Gewi
htszunahmen y1; : : : ; y20:y20 = 1968:5 ; sy = 750:8 ;� sowie für den empiris
hen Korrelationskoe�zienten:�xy = �0:762 : (32)� Bea
hte� Die beiden Merkmale �Geburtsgewi
ht� und �Gewi
htszunahme� sind negativ korreliert, d.h.,� kleine Geburtsgewi
hte sind mit groÿen Gewi
htszunahmen (und umgekehrt groÿe Geburtsgewi
htemit kleinen Gewi
htszunahmen) zwis
hen dem 70. und 100. Tag verbunden.� Der in (32) gegebene empiris
he Korrelationskoe�zient �xy liegt jedo
h ni
ht in unmittelbarerNähe von �1, d.h. die Wertepaare (xi; yi) liegen ni
ht sehr nahe an einer Geraden (mit negativemAnstieg), vgl. au
h das Streudiagramm.� Aus dem Streudiagramm ist auÿerdem ersi
htli
h, dass der (näherungsweise) lineare Zusammen-hang zwis
hen den Merkmalen �Geburtsgewi
ht� und �Gewi
htszunahme� überwiegend dur
h einekleine Anzahl von Wertepaaren (xi; yi) mit (extrem) geringem Geburtsgewi
ht xi getragen wird.� Dies lässt vermuten, dass der Rang-Korrelationskoe�zient �0xy der beiden Sti
hproben (x1; : : : ; x20)und (y1; : : : ; y20) näher bei 0 liegt als der in (32) gegebene empiris
he Korrelationskoe�zient �xy.



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 40� In der folgenden Tabelle sind die Ränge der Sti
hprobenwerte x1; : : : ; x20 bzw. y1; : : : ; y20 gegeben:Säugling Rang Rang Säugling Rang RangGeb.-gewi
ht Gew.-zunahme Geb.-gewi
ht Gew.-zunahmerg (xi) rg (yi) rg (xi) rg (yi)1 5 17 11 9 22 8 9 12 11 33 7 10 13 19.5 44 6 13 14 19.5 55 12 6 15 14 116 4 14 16 10 77 17 15 17 15 18 1 19 18 17 89 2 20 19 13 1210 3 18 20 17 16
� Für diesen Datensatz ergibt si
h das folgende Streudiagramm:
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2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 41� In dem Streudiagramm der Ränge ist der (negativ korrelierte) lineare Zusammenhang der beiden Merk-male �Geburtsgewi
ht� und �Gewi
htszunahme� weniger deutli
h (als vorher in dem Streudiagrammder Rohdaten) ausgeprägt.� Das wird au
h dur
h den Rang-Korrelationskoe�zient �0xy = �0:56 unterstri
hen, den man dur
hEinsetzen in die De�nitonsglei
hung (29) erhält und der deutli
h näher bei 0 liegt als �xy = �0:762.2.5 Lineare Regression2.5.1 Modellbes
hreibung� Wir betra
hten die Sti
hproben (x1; : : : ; xn) und (y1; : : : ; yn) von Ausprägungen zweier metris
h skalierterMerkmale/Kenngröÿen/Variablen X bzw. Y , wobei wir Y als Zielvariable und X als Ausgangsvariabledeuten.� Falls der Betrag j�xyj des empiris
hen Korrelationskoe�zienten der Sti
hproben (x1; : : : ; xn) und (y1; : : : ; yn)groÿ ist, dann ist es sinnvoll anzunehmen, dass ein Zusammenhang zwis
hen den Ausprägungen y1; : : : ; ynder Zielvariablen Y und den Ausprägungen x1; : : : ; xn der Ausgangsvariablen X besteht.� Diesen Zusammenhang modellieren wir dann wie folgt:� Wir nehmen an, dass es eine Funktion ' : R ! R und reelle Zahlen "1; : : : ; "n gibt mityi = '(xi) + "i ; 8 i = 1; : : : ; n : (33)� Dabei gehen wir davon aus, dass sowohl die sogenannte Regressionsfunktion ' : R ! R als au
hdie Störgröÿen "1; : : : ; "n, dur
h die beispielsweise Messfehler modelliert werden können, ni
ht direktbeoba
htbar (und somit unbekannt) sind.� Bea
hte� Ein wi
htiger Spezialfall liegt vor, wenn die Regressionsfunktion ' : R ! R eine lineare Funktion ist,die sogenannte Regressionsgerade, d.h., wenn es reelle Zahlen �; � gibt mit'(x) = �+ �x ; 8x 2 R ; (34)wobei � die Regressionskonstante und � der Regressionskoe�zient genannt wird.� Das in (33) betra
htete Modell für den Zusammenhang zwis
hen den Ausprägungen y1; : : : ; yn derZielvariablen Y und den Ausprägungen x1; : : : ; xn der Ausgangsvariablen X wird dann (einfa
hes)lineares Regressionsmodell genannt.2.5.2 Methode der kleinsten Quadrate� Wir nehmen nun an,� dass die Regressionsfunktion ' : R ! R die in (34) gegebene Form besitzt, d.h., wir betra
hten daslineare Regressionsmodell,� und passen die Gerade '(x) = �+ �x, die au
h Ausglei
hsgerade genannt wird, mit der Methode derkleinsten Quadrate an die Datenpunkte (x1; y1); : : : ; (xn; yn) an.� Mit anderen Worten: Wir zeigen,



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 42� wie die unbekannten Modellparameter � und � zu wählen sind, um den mittleren quadratis
hen Fehlere(�; �) = 1n nXi=1�yi � (�+ �xi)�2 (35)zu minimieren, und setzen dabei voraus,� dass n � 2 und dass ni
ht alle Ausprägungen x1; : : : ; xn von X einander glei
h sind.� Und zwar minimiert dann der Vektor (b�; b�) mitb� = yn � b�xn und b� = s2xys2xx (36)den mittleren quadratis
hen Fehler e(�; �),� wobei xn, yn so wie bisher die Sti
hprobenmittel von (x1; : : : ; xn) bzw. (y1; : : : ; yn) bezei
hnen, d.h.xn = 1n nXi=1 xi ; yn = 1n nXi=1 yi ;� und die Sti
hprobenvarianzen s2xx; s2yy bzw. die Sti
hprobenkovarianz s2xy gegeben sind dur
hs2xx = 1n� 1 nXi=1�xi � xn�2 ; s2xy = 1n� 1 nXi=1(xi � xn)(yi � yn) ; s2yy = 1n� 1 nXi=1�yi � yn�2 :� Bea
hte� Die in (36) angegebene Lösung (b�; b�) des Minimierungsproblems lässt si
h wie folgt herleiten.� Wenn man die Funktion e(�; �) na
h � di�erenziert, so erkennt man, dass für jedes � 2 R die Zahl� = 1n nXi=1(yi � �xi) = yn � �xnden Wert des folgenden Ausdru
kes minimiert:nXi=1�yi � (�+ �xi)�2 = nXi=1�(yi � �xi)� ��2 :� Mit anderen Worten: Für jedes � 2 R istnXi=1�(yi � �xi)� (yn � �xn)�2 = nXi=1�(yi � yn)� �(xi � xn)�2= (n� 1)�s2yy � 2�s2xy + �2s2xx�der kleinste Wert des mittleren quadratis
hen Fehlers.� Dur
h Di�erenzieren dieses Ausdru
kes na
h � ergibt si
h nun, dass das globale Minimum an derfolgenden Stelle angenommen wird; � = s2xys2xx :� Beispiel� Für das in Abs
hnitt 2.4.4 betra
htete Beispiel der beiden Merkmale �Geburtsgewi
ht� und �Gewi
hts-zunahme� ergibt si
h, dass b� = 5905 und b� = �1:242.



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 43� An das Streudiagramm dieses Datensatzes lässt si
h somit die folgende Regressionsgerade anpassen:
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xi� Bea
hte� Der in (35) de�nierte mittlere quadratis
he Fehler e(�; �) ist der mittlere quadratis
he vertikale Ab-stand zwis
hen den �beoba
hteten� Punkten (xi; yi) und den entspre
henden Punkten (xi; '(xi)) aufder Regressionsgeraden '(x) = �+ �x an den Stellen x1; : : : ; xn.� Anstelle der vertikalen Abstände kann man beispielsweise au
h die horizontalen Abstände betra
hten.Dur
h Vertaus
hen der Rollen von x und y ergibt si
h dann, dassb�0 = xn � b�0yn und b�0 = s2xys2yydie optimalen Werte der Parameter �0; �0 2 R der (inversen) Regressionsgeraden '0(y) = x = �0 + �0ysind.� Wenn wir diese Geradenglei
hung na
h y au�ösen, dann ergibt si
h die Glei
hungy = � �0�0 + 1�0 x ;wobei allerdings die Werte �b�0=b�0 und b�0�1 für Regressionskonstante bzw. Regressionskoe�zient imallgemeinen vers
hieden von den optimalen Werten b� bzw. b� sind, die in (36) hergeleitet worden sind.� Übungsaufgabe� Bestimmen Sie für das in Abs
hnitt 2.4.1 betra
htete Beispiel der Merkmale �Clusterzahl je Traube�unsd �Jahresertrag� die Werte b� und b� sowie b�0 und b�0 und zei
hnen Sie die beiden Regressionsgeradenin das Streudiagramm dieses Datensatzes ein.� Prognostizieren Sie mit Hilfe der Regressionsgerade by = b� + b�x den Jahresertrag, der einer mittlerenClusterzahl von 100 Beeren je Traube entspre
hen würde.



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 442.5.3 Güte der Modellanpassung; Quadratsummen-Zerlegung� In diesem Abs
hnitt diskutieren wir eine Maÿzahl, die� die Anpassungsgüte des Regressionsmodells by = b� + b�x an die beoba
hteten Werte y1; : : : ; yn derZielvariablen Y bes
hreibt,� falls die Regressionskonstante b� und der Regressionskoe�zient b� dur
h (36) gegeben sind.� In diesem Zusammenhang betra
hten wir� für jedes i = 1; : : : ; n die Abwei
hung b"i = yi� byi des beoba
hteten Wertes yi von dem entspre
hendenWert byi = b�+ b�xi der Regressionsfunktion by = b�+ b�x,� wobei die Abwei
hungen b"1; : : : ; b"n au
h Residuen genannt werden und� der in (35) eingeführte mittlere quadratis
he Fehler e(b�; b�) das arithmetis
he Mittele(b�; b�) = 1n nXi=1 b"2ider Abwei
hungsquadrate b"21; : : : ; b"2n ist.� Es ist klar, dass die Anpassungsgüte des Regressionsmodells by = b�+b�x an die beoba
htetenWerte y1; : : : ; ynder Zielvariablen Y um so s
hle
hter ist,� je gröÿer die sogenannte Residualstreuung e(b�; b�) ist,� wobei diese (absolute) Abwei
hungsmaÿzahl no
h mit der Gesamtstreuung 1=nPni=1(yi � yn)2 derbeoba
hteten Werte y1; : : : ; yn normiert wird.� Dies führt dann zu der BestimmtheitsmaÿzahlR2 = 1� nXi=1(yi � byi)2nXi=1(yi � yn)2 ; (37)die au
h Determinationskoe�zient genannt wird.� Bea
hte1. Das Bestimmtheitsmaÿ R2 nimmt nur Werte zwis
hen 0 und 1 an, d.h., es gilt stets0 � R2 � 1 : (38)� Dies ergibt si
h aus der folgenden Quadratsummen-ZerlegungnXi=1(yi � yn)2 = nXi=1(byi � yn)2 + nXi=1(yi � byi)2 : (39)� Denn o�enbar gilt R2 � 1, und aus (39) folgt, dassR2 = 1� nXi=1(yi � byi)2nXi=1(yi � yn)2 = nXi=1(yi � yn)2 � nXi=1(yi � byi)2nXi=1(yi � yn)2 (39)= nXi=1(byi � yn)2nXi=1(yi � yn)2 � 0 :



2 GRUNDIDEEN DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 45� Die hierbei verwendete Quadratsummen-Zerlegung (39) lässt si
h wie folgt (dur
h Einfügen der�nahrhaften� Null byi � byi) herleiten, denn es giltnXi=1(yi � yn)2 = nXi=1�(yi � byi) + (byi � yn)�2= nXi=1(yi � byi)2 + 2 nXi=1(yi � byi)(byi � yn)| {z }(36)= 0 + nXi=1(byi � yn)2= nXi=1(yi � byi)2 + nXi=1(byi � yn)2 :2. Auÿerdem gilt R2 = �2xy ; (40)� d.h., das Bestimmtheitsmaÿ R2 stimmt mit dem Quadrat des empiris
hen Korrelationskoe�zienten�xy überein, der in Abs
hnitt 2.4.2 eingeführt wurde, wobei si
h die Gültigkeit von (40) aus denfolgenden Überlegungen ergibt.� Aus (36) folgt zunä
hst, dass das arithmetis
he Mittel by von by1; : : : ; byn mit dem Sti
hprobenmittelyn übereinstimmt, denn es giltby = 1n nXi=1 byi = 1n nXi=1(b�+ b�xi) = b�+ b�xn (36)= (yn � b�xn) + b�xn = yn :� Hieraus ergibt si
h, dassnXi=1�byi � yn�2 = nXi=1�byi � by�2 = nXi=1�b�+ b�xi � (b�+ b�xn)�2 = b�2 nXi=1(xi � xn)2und somitR2 = nXi=1(byi � yn)2nXi=1(yi � yn)2 = b�2 nXi=1(xi � xn)2nXi=1(yi � yn)2 (36)= (s2xy)2s2xx(s2xx)2s2yy =  s2xyqs2xxs2yy!2 = �2xy :



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 463 Regressions- und Varianzanalyse� Wir zeigen nun, wie die in Abs
hnitt 2 diskutierten Begri�e und Te
hniken der bes
hreibenden Statistikweiterentwi
kelt werden können,� um (neben der Darstellung bzw. Bes
hreibung von Datensätzen) eine tiefergehendeAnalyse, Bewertungund Interpretation der Daten zu ermögli
hen,� wobei Begri�e und Te
hniken der beurteilenden Statistik (au
h s
hlieÿende, induktive bzw. inferentielleStatistik genannt) genutzt werden,� die auf Methoden der mathematis
hen Sto
hastik beruhen.� Dabei werden Begri�e und Methoden der Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung und Statistik vertieft, die teilweisebereits im Grundkurs "Sto
hastik für Wirts
haftswissens
haftler" eingeführt worden sind.� Insbesondere benötigen wir sol
he Grundbegri�e der Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung und Statistik wie� Zufallsvariable, Verteilung, Erwartungswert, Varianz bzw.� Zufallssti
hprobe, Parameters
hätzer, Kon�denzintervall, Signi�kanztest,wobei die Kenntnis dieser Begri�e und ihrer grundlegenden Eigens
haften vorausgesetzt wird (und sie des-halb hier nur gelegentli
h kurz wiederholt werden).3.1 Einfa
he lineare Regression� So wie bisher gehen wir bei der einfa
hen linearen Regression von zwei Datensätzen (x1; : : : ; xn) 2 Rn und(y1; : : : ; yn) 2 Rn aus, deren Eigens
haften jedo
h nun mit Hilfe eines sto
hastis
hen Modells untersu
htwerden sollen.� Dabei fassen wir die (ni
ht beoba
htbaren!) Störgröÿen "1; : : : ; "n in der Regressionsglei
hung (2.33)� als Realisierungen von n (sto
hastis
h) unabhängigen und identis
h verteilten Zufallsvariablen auf,� dur
h die beispielsweise zufällige Messfehler modelliert werden können und� die wir (der Einfa
hheit der S
hreibweise wegen) ebenfalls mit "1; : : : ; "n bezei
hnen.� Wir nehmen also insbesondere an, dass� die zufälligen Störgröÿen "1; : : : ; "n : 
 ! R Abbildungen sind, die über einem (ni
ht näher spezi-�zierten) Wahrs
heinli
hkeitsraum (
;F ;P) de�niert sind.� Dabei gelte für jedes i = 1; : : : ; n E "i = 0 ; Var "i = �2 ; (1)wobei �2 > 0 ein gewisser (im allgemeinen unbekannter) Modellparameter ist.� Die beoba
hteten Zielwerte y1; : : : ; yn fassen wir als Realisierungen von n Zufallsvariablen Y1; : : : ; Yn auf,die auf die folgende Weise von den (deterministis
hen) Ausprägungen x1; : : : ; xn der Ausgangsvariablen undvon den (zufälligen) Störgröÿen "1; : : : ; "n abhängen:Yi = �+ �xi + "i ; 8 i = 1; : : : ; n : (2)� Bea
hte� Die Zielvariablen Y1; : : : ; Yn sind zwar (sto
hastis
h) unabhängige, jedo
h typis
herweise ni
ht identis
hverteilte Zufallsvariablen.� Aus den allgemeinen Re
henregeln für Erwartungswert bzw. Varianz ergibt si
h für jedes i = 1; : : : ; nE Yi = �+ �xi ; VarYi = �2 : (3)� Die Regressionskonstante � und der Regressionskoe�zient � sowie die Varianz �2 der Störgröÿen sindunbekannte Modellparameter, die aus den beoba
hteten Daten x1; : : : ; xn und y1; : : : ; yn ges
hätztwerden sollen.



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 473.1.1 Kleinste-Quadrate-S
hätzer� Zur Erinnerung: Bei der Konstruktion von S
hätzern für (reellwertige) Modellparameter geht man wie folgtvor.� Man betra
htet eine Abbildung ' : Rn ! R, die den beoba
hteten Daten y1; : : : ; yn, d.h. jederRealisierung (y1; : : : ; yn) der Zufallssti
hprobe (Y1; : : : ; Yn), den S
hätzwert '(y1; : : : ; yn) zuordnet.� Der zugehörige S
hätzer ist dann die (reellwertige) Zufallsvariable '(Y1; : : : ; Yn) : 
 ! R, die si
hergibt, wenn die Abbildungen Y1; : : : ; Yn : 
! R und ' : Rn ! R na
heinander ausgeführt werden.� Zur Vereinfa
hung der S
hreibweise werden wir gelegentli
h sowohl den S
hätzer als au
h den (aus denjeweils beoba
hteten Daten bestimmten) S
hätzwert mit '(Y1; : : : ; Yn) bezei
hnen.� Mit der bereits in Abs
hnitt 2.5.2 diskutierten Methode der kleinsten Quadrate erhalten wir die folgendenS
hätzer b�, b� bzw. S2 für die Modellparameter �, � und �2:b� = nXi=1 1n � xn(xi � xn)nXj=1�xj � xn�2!Yi ; b� = nXi=1 xi � xnnXj=1�xj � xn�2 Yi (4)und S2 = 1n� 2 nXi=1�Yi � b�� b�xi�2 : (5)� Hieraus ergibt si
h für die Erwartungswerte dieser S
hätzer, dassE b� = � ; E b� = � ; E S2 = �2 ; (6)� d.h., die Modellparameter �, � bzw. �2 werden im Mittel dur
h b�, b� bzw. S2 �ri
htig� ges
hätzt.� Mit anderen Worten: b�, b� bzw. S2 sind sogenannte erwartungstreue S
hätzer für �, � bzw. �2.� Für die Varianzen der S
hätzer b� und b� gilt:Var b� = �2 nXi=1 x2in nXi=1(xi � xn)2 ; Var b� = �2nPi=1(xi � xn)2 : (7)� Bea
hte� Die in (4) betra
hteten S
hätzer b� und b� für � bzw. � sind sogenannte lineare S
hätzer, d.h., sie sindLinearkombinationen der Sti
hprobenvariablen Y1; : : : ; Yn.� Die linearen S
hätzer b� und b� sind im allgemeinen ni
ht unabhängig, denn für die Kovarianz Cov (b�; b�)von b� und b� gilt: Cov (b�; b�) = � �2xnnPi=1(xi � xn)2 : (8)



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 483.1.2 Normalverteilte Störgröÿen� Um Aussagen über die Verteilungen der in (4) bzw. (5) betra
hteten Kleinste-Quadrate-S
hätzer b�, b� undS2 ma
hen zu können, benötigen wir Verteilungsannahmen über die (zufälligen) Störgröÿen "1; : : : ; "n.� Zusätzli
h zu den Modellannahmen, die bisher in Abs
hnitt 3.1 gema
ht wurden, setzen wir deshalb vonnun an voraus, dass n > 2 und dass die (unabhängigen und identis
h verteilten) Störgröÿen "1; : : : ; "nnormalverteilt sind.� Zur Erinnerung: Seien � 2 R und �2 > 0 beliebige, jedo
h fest vorgegebene Zahlen. Man sagt, dassdie Zufallsvariable Z : 
 ! R normalverteilt ist mit dem Erwartungswert E Z = � und der VarianzVarZ = �2 (und verwendet dann die S
hreibweise Z � N(�; �2)), falls die Di
hte von Z gegeben istdur
h fZ(x) = 1p2��2 exp � (x� �)22�2 ! ; 8x 2 R ;mit der graphis
hen Darstellung:
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� Wegen (1) gilt dann "i � N(0; �2), d.h., der Erwartungswert E "i der normalverteilten Störgröÿe "i ist0 und die Varianz Var "i von "i ist �2 für jedes i = 1; : : : ; n.� Mit anderen Worten: Die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte f"(x) der Zufallsvariablen "1; : : : ; "n ist gegebendur
h f"(x) = 1p2��2 exp � x22�2! ; 8x 2 R :� Wegen der Invarianzeigens
haften der Normalverteilung unter Linear-Transformation folgt hierausauÿerdem, dass die (unabhängigen, jedo
h im allgemeinen ni
ht identis
h verteilten) ZielvariablenY1; : : : ; Yn ebenfalls normalverteilt sind, wobeiYi � N(�+ �xi; �2) ; 8 i = 1; : : : ; n : (9)



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 49� Weil die Kleinste-Quadrate-S
hätzer b� und b� Linearkombinationen der unabhängigen und normalverteiltenZielvariablen Y1; : : : ; Yn sind, ergibt si
h nun aus (4) und (9) (wegen der sogenannten Faltungsstabilität derNormalverteilung),� dass au
h die Zufallsvariablen b� und b� normalverteilt sind, wobeib� � N �; �2 nXi=1 x2in nXi=1(xi � xn)2! ; b� � N � ; �2nXi=1(xi � xn)2! : (10)� Auÿerdem kann man zeigen, dass der aus b� und b� gebildete Zufallsvektor (b�; b�) unabhängig ist vondem Kleinste-Quadrate-S
hätzer S2,� wobei die Zufallsvariable (n � 2)S2=�2 eine sogenannte �2-Verteilung mit n � 2 Freiheitsgraden hat,d.h., (n� 2)S2�2 � �2n�2 : (11)� Zur Erinnerung: Sei r 2 N eine beliebige natürli
he Zahl, und seien Z1; : : : ; Zr : 
 ! R unabhängige undN(0; 1)-verteilte Zufallsvariablen.� Dann sagt man, dass die Zufallsvariable Ur = Pri=1 Z2i eine �2-Verteilung mit r Freiheitsgraden hat.(S
hreibweise: Ur � �2r).� Die Di
hte von Ur ist gegeben dur
hfUr(x) = 8><>: x(r�2)=2e�x=22r=2 �(r=2) ; falls x > 0,0 sonst, (12)wobei �(1) = 1, �(1=2) = p� und �(p+ 1) = p�(p), mit der graphis
hen Darstellung:
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3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 50� Die �2-Verteilungen bilden eine Klasse von sogenannten statistis
hen Prüfverteilungen, die bei derKonstruktion von Signi�kanztests bzw. Kon�denzintervallen nützli
h sind, vgl. die na
hfolgendenAbs
hnitte 3.1.3�3.1.6.3.1.3 t-Tests für Regressionskonstante und Regressionskoe�zient1. Null-Hypothese und Alternativ-Hypothese� Für das Regressionsmodell mit normalverteilten Störgröÿen kann man sogenannte t-Tests konstruieren,� um Hypothesen über die Regressionskonstante � bzw. den Regressionskoe�zienten � zu veri-�zieren,� wobei die in Abs
hnitt 3.1.2 betra
hteten Verteilungseigens
haften der Kleinste-Quadrate-S
hätzerb�, b� und S2 nützli
h sind.� Für vorgegebene (hypothetis
he) Werte �0; �0 2 R der Modellparameter � und � sind dabei haupt-sä
hli
h die folgenden Hypothesen-Paare von Interesse:i) zweiseitige HypothesenH0 : � = �0 versus H1 : � 6= �0 bzw. H0 : � = �0 versus H1 : � 6= �0ii) einseitige Hypothesen (na
h oben)H0 : � � �0 versus H1 : � < �0 bzw. H0 : � � �0 versus H1 : � < �0iii) einseitige Hypothesen (na
h unten)H0 : � � �0 versus H1 : � > �0 bzw. H0 : � � �0 versus H1 : � > �0� Das Grundprinzip, um zwis
hen der jeweiligen Null-Hypothese H0 und der zugehörigen Alternativ-Hypothese H1 abwägen zu können, lautet:� Falls die beoba
hteten Daten die Null-Hypothese H0 ni
ht re
htfertigen, dann wird H0 (zugunstenvon H1) abgelehnt.� Ansonsten wird die Null-Hypothese H0 ni
ht abgelehnt.2. Konstruktion von Testgröÿen� Um eine sol
he Testents
heidung tre�en zu können, werden Zufallsvariable konstruiert,� die Testgröÿe genannt werden und deren Verteilung ni
ht von den unbekannten Modellparameternabhängt.� Zur Veri�zierung der obenbetra
hteten Hypothesen-Paare werden insbesondere Testgröÿen kon-struiert, die t-verteilt sind, wobei die t-Verteilung eine weitere statistis
he Prüfverteilung ist.� Zur Erinnerung: Sei r 2 N eine beliebige natürli
he Zahl, und seien Z und Ur unabhängige Zufalls-variablen mit Z � N(0; 1) und Ur � �2r.� Dann sagt man, dass die Zufallsvariable Vr = Z.rUrrt-verteilt ist mit r Freiheitsgraden. (S
hreibweise: Vr � tr)� Die Di
hte von Vr ist gegeben dur
hfVr (v) = �((r + 1)=2)�(r=2) 1pr� (1 + v2=r)(r+1)=2 ; 8 v 2 R ; (13)mit der graphis
hen Darstellung:
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haften der Kleinste-Quadrate-S
hätzer b�, b� und S2,die in Abs
hnitt 3.1.2 diskutiert worden sind, ergibt si
h nun unmittelbar, dassb�� �Ss� nPi=1 x2i�.�n(n� 1)s2xx� � tn�2 (14)und b� � �SÆp(n� 1)s2xx � tn�2 : (15)3. Ents
heidungsregel und Signi�kanzniveau� Zur Erinnerung� Die Ents
heidungsregel von statistis
hen Signi�kanztests wird so konstruiert, dass die Wahrs
hein-li
hkeit zu Fehlents
heidungen zu gelangen, unter einem vorgegebenem S
hwellenwert liegt.� Insbesondere sollen ri
htige Null-Hypothesen nur extrem selten abgelehnt werden.� Die Wahrs
heinli
hkeit einer sol
hen Fehlents
heidung nennt man Wahrs
heinli
hkeit des Fehlerserster Art.� Übli
herweise werden für diese Wahrs
heinli
hkeit die Werte 0:01, 0:05 oder 0:1 vorgegeben undSigni�kanzniveau des Tests genannt.� Dementspre
hend wird die Null-Hypothese, falls sie ri
htig ist, mit der Wahrs
heinli
hkeit 
 = 0:99,0:95 bzw. 0:90 ni
ht verworfen.� Wir erläutern nun, wie die obenbetra
hten Hypothesen-Paare für das Regressionsmodell mit nor-malverteilten Störgröÿen veri�ziert werden können.



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 52� Beim Test der HypotheseH0 : � = �0 zum Niveau 1�
 2 (0; 1) (gegen die AlternativeH1 : � 6= �0)wird die Nullhypothese H0 abgelehnt, falls�� b�� �0 ��Ss� nPi=1x2i �.�n(n� 1)s2xx� > tn�2;1�(1�
)=2 ; (16)wobei tn�2;1�(1�
)=2 das (1 � (1 � 
)=2)-Quantil der t-Verteilung mit n � 2 Freiheitsgraden be-zei
hnet.� Analog wird beim Test der Hypothese H0 : � = �0 zum Niveau 1�
 2 (0; 1) (gegen die AlternativeH1 : � 6= �0) die Nullhypothese H0 abgelehnt, falls�� b� � �0 ��SÆp(n� 1)s2xx > tn�2;1�(1�
)=2 : (17)� Von besonderem Interesse ist der Test der HypotheseH0 : � = 0 (gegen die AlternativeH1 : � 6= 0),wobei die Nullhypothese H0 abgelehnt wird, falls�� b� ��SÆp(n� 1)s2xx > tn�2;1�(1�
)=2 : (18)� Für einseitige Hypothesen werden ähnli
he Ents
heidungsregeln betra
htet:� So wird beispielsweise beim Test der Hypothese H0 : � � �0 zum Niveau 1� 
 2 (0; 1) (gegen dieAlternative H1 : � < �0) die Nullhypothese H0 abgelehnt, fallsb�� �0Ss� nPi=1 x2i�.�n(n� 1)s2xx� < � tn�2;
 : (19)� Umgekehrt wird beim Test der Hypothese H0 : � � �0 zum Niveau 1 � 
 2 (0; 1) (gegen dieAlternative H1 : � > �0) die Nullhypothese H0 abgelehnt, fallsb�� �0Ss� nPi=1 x2i�.�n(n� 1)s2xx� > tn�2;
 : (20)� Beim Testen von einseitigen Hypothesen über den Parameter � wird analog vorgegangen, wobeinun die Unglei
hung (17) anstelle von (16) entspre
hend modi�ziert wird.� Zur Erinnerung: Seien r 2 N und p 2 (0; 1) beliebige, jedo
h fest vorgegebene Zahlen. Dann wird dasp-Quantil tr;p der t-Verteilung mit r Freiheitsgraden wie folgt de�niert.� Sei Vr � tr eine t-verteilte Zufallsvariable, und sei fVr : R ! R die Di
hte von Vr.� Dann ist tr;p derjenige S
hwellenwert, für den die Werte von Vr mit Wahrs
heinli
hkeit p kleiner(oder glei
h) als tr;p sind.� Mit anderen Worten: Für beliebige r 2 N und p 2 (0:5; 1) genügt das p-Quantil tr;p der folgendenQuantilglei
hung: tr;pZ�1 fVr(v) dv = p ; (21)mit der graphis
hen Darstellung:
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� Das p-Quantil tr;p kann dur
h die (numeris
he) Lösung der Integralglei
hung (21) bestimmt wer-den, vgl. die Tabelle der Quantile der t-Verteilung in Abs
hnitt 4.� Bea
hte� Die Quantile der t-Verteilung besitzen die folgende Symmetrieeigens
hafttr;p = � tr;1�p ; 8 p 2 (0; 1) : (22)� Die in (16), (17) bzw. (18) betra
hteten Ereignisse treten also jeweils mit der �Fehlerwahrs
hein-li
hkeit� 1� 
 ein, falls die betre�ende Null-Hypothese ri
htig ist.4. Beispiel (vgl. L.J. Kazmier (1999) Wirts
haftsstatistik. M
Graw-Hill, S. 256 �.)� Eine Speditions�rma will anhand von 10 zufällig ausgewählten Lkw-Lieferungen untersu
hen,� ob ein bzw. wel
her Zusammenhang zwis
hen der Länge des Transportweges (in km) und derLieferzeit (in Tagen) von der Abholbereitstellung bis zum Eintre�en der Lieferung beim Empfängerbesteht.� Dabei wurden die folgenden Daten erhoben:Nummer der Lieferung 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10Weglänge (in km) 825 215 1070 550 480 920 1350 325 670 1215Lieferzeit (in Tagen) 3.5 1.0 4.0 2.0 1.0 3.0 4.5 1.5 3.0 5.0wobei die beoba
hteten Weglängen als Ausprägungen der Ausgangsvariablen und die zugehörigenLieferzeiten als Zielwerte aufgefasst werden.� Aus diesen Daten ergibt si
h das Streudiagramm:



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 54

1

2

3

4

5

200 400 600 800 1000 1200 1400� Auÿerdem ergeben si
h gemäÿ (4) die folgenden S
hätzwerte� für den Regressionskoe�zienten � bzw. die Regressionskonstante �:b� = s2xys2xx = 0:0036 ; b� = y10 � b�x10 = 0:12 :� Somit können wir die ges
hätzte Regressionsgerade by = 0:12 + 0:0036x in das Streudiagrammeinfügen:
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xi� Für die ges
hätzten Lieferzeiten byi bzw. die Residuen b"i der beoba
hteten Weglängen xi ergibt si
h:



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 55Nummer der Lieferung 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10beoba
htete Lieferzeit 3.5 1.0 4.0 2.0 1.0 3.0 4.5 1.5 3.0 5.0ges
hätzte Lieferzeit 3.08 0.88 3.96 2.09 1.84 3.42 4.97 1.28 2.52 4.48Residuum 0.42 0.12 0.04 -0.09 -0.84 -0.42 -0.47 0.22 0.48 0.52� Als S
hätzwert der Varianz �2 der Störgröÿen "1; : : : ; "10 ergibt si
h somit gemäÿ (5)S2 = 18 10Xi=1 b"2i � 0:482 :� Um zu prüfen, ob ein (signi�kanter) Zusammenhang zwis
hen der Länge des Transportweges und derLieferzeit besteht, wird nun� die Hypothese H0 : � = 0 (gegen die Alternative H1 : � 6= 0) zum Niveau 1 � 
 = 0:05 getestetwerden.� Aus den beoba
hteten Daten ergibt si
h, dassx10 = 762 ; 10Xi=1 x2i = 7104300 ; vuut 10Xi=1 x2i � 10x210 = 1139:24und somit j b� jS=qP10i=1 x2i � 10x210 = 0:00360:48=1139:24 = 0:00360:0004 = 9:00 :� Andererseits gilt t8;0:975 = 2:306.� Gemäÿ (18) wird also die Hypothese H0 : � = 0 abgelehnt, d.h., es besteht ein signi�kanterZusammenhang zwis
hen der Länge des Transportweges und der Lieferzeit.5. Beispiel (Zusammenhang von Geburtsgewi
ht und Gewi
htszunahme)� Für die bereits in den Abs
hnitten 2.4.4 und 2.5.2 betra
hteten Daten über das Geburtsgewi
ht vonn=20 Säuglingen sowie deren Gewi
htszunahme zwis
hen dem 70. und 100. Tag untersu
hen wir nunno
h die Frage,� ob auf der Basis dieses Datensatzes auf einen (statistis
h signi�kanten) linearen Zusammenhangvon Geburtsgewi
ht und Gewi
htszunahme ges
hlossen werden kann.� Mit anderen Worten: Wir prüfen die Hypothese H0 : � = 0 (gegen die Alternative H1 : � 6= 0)zum Niveau 1� 
 = 0:05.� Für den Kleinste-Quadrate-S
hätzer b� des Modellparameters � hatten wir in Abs
hnit 2.5.2 denS
hätzwert b� = �1:242 ermittelt.� Auÿerdem kann man zeigen, dass SÆp19 s2xx = 0:249. Für die in (18) betra
htete Testgröÿe ergibtsi
h somit der Wert �� b� ��SÆp19 s2xx = 4:99 :� Andererseits gilt t18;0:975 = 2:10 < 4:99. Der beoba
htete Wert der in (18) betra
hteten Testgröÿefällt somit in den Ablehnungsberei
h der Null-Hypothese H0 : � = 0.� Demzufolge ist der lineare Zusammenhang von Geburtsgewi
ht und Gewi
htszunahme statistis
hsigni�kant.
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hte� Die Hypothese, dass die Regressionsgerade dur
h den Nullpunkt verläuft (d.h. H0 : � = 0), wirdbei diesem Beispiel ebenfalls verworfen,� denn für 1� 
 = 0:05 gilt �� b� ��Ss� 20Pi=1x2i �.�20 � 19 s2xx� = 5905796:2 = 7:42 > 2:10 = t18;0:975 :3.1.4 Kon�denzintervalle1. Kon�denzintervalle für die Modellparameter � und �� Zur Erinnerung: Bei der Konstruktion von Kon�denzintervallen für (reellwertige) Modellparameter,die au
h Vertrauensintervalle genannt werden, geht man wie folgt vor.� Man betra
htet zwei Abbildungen '1; '2 : Rn ! R, die den beoba
hteten Daten y1; : : : ; yn, d.h.jeder Realisierung (y1; : : : ; yn) der Zufallssti
hprobe (Y1; : : : ; Yn), die S
hätzwerte '1(y1; : : : ; yn)bzw. '2(y1; : : : ; yn) zuordnen, und zwar so, dass'1(y1; : : : ; yn) < '2(y1; : : : ; yn) :� Die zugehörigen S
hätzer '1(Y1; : : : ; Yn) und '2(Y1; : : : ; Yn) ergeben dann ein zufälliges Intervall�'1(Y1; : : : ; Yn); '2(Y1; : : : ; Yn)�, das den unbekannten Modellparameter � 2 R (zumindest) miteiner vorgegebenen Überde
kungswahrs
heinli
hkeit 
 2 (0; 1) enthalten soll.� Mit anderenWorten: Die S
hätzer '1(Y1; : : : ; Yn) und '2(Y1; : : : ; Yn) liefern einKon�denzintervallfür � zum Niveau 
, falls P�'1(Y1; : : : ; Yn) < � < '2(Y1; : : : ; Yn)� � 
 : (23)� Die �Ni
htüberde
kungswahrs
heinli
hkeit� 1 � 
 wird Irrtumswahrs
heinli
hkeit genannt. Sieentspri
ht der in Abs
hnitt 3.1.3 betra
hteten Fehlerwahrs
heinli
hkeit erster Art.� Aus (16) und (17) ergeben si
h ohne weiteres die folgenden Kon�ndenzintervalle zum Niveau 
 2 (0; 1)für die Modellparameter � und �. Und zwar gilt jeweils mit Wahrs
heinli
hkeit 
b�� tn�2;1�(1�
)=2Svuut� nXi=1 x2i�.�n(n� 1)s2xx� < � < b�+ tn�2;1�(1�
)=2Svuut� nXi=1 x2i�.�n(n� 1)s2xx�(24)und b� � tn�2;1�(1�
)=2SÆp(n� 1)s2xx < � < b� + tn�2;1�(1�
)=2SÆp(n� 1)s2xx : (25)� Beispielei) Zusammenhang von Weglänge und Lieferzeit� Für die in Abs
hnitt 3.1.3 betra
hteten Daten über Weglängen und Lieferzeiten von 10 zufälligausgewählten Lkw-Lieferungen hatten wir gezeigt, dass der Zusammenhang von Weglänge undLieferzeit statistis
h signi�kant ist.� Auÿerdem hatten wir gezeigt, dass SqP10i=1 x2i � 10x210 = 0:481139:24 = 0:0004 :



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 57� Aus (25) ergibt si
h somit das folgende Kon�denzintervall für � zum Niveau 
 = 0:95:(0:0036� 2:306 � 0:0004) = (0:0036� 0:0009) = (0:0027; 0:0045) :ii) Zusammenhang von Geburtsgewi
ht und Gewi
htszunahme� Wir betra
hten erneut die Daten über die Merkmale �Geburtsgewi
ht� von Säuglingen sowiederen �Gewi
htszunahme� zwis
hen dem 70. und 100. Tag, für die in Abs
hnitt 3.1.3 einstatistis
h signi�kanter Zusammenhang zwis
hen diesen beiden Merkmalen ermittelt wurde.� Aus (25) ergibt si
h das folgende Kon�denzintervall für � zum Niveau 
 = 0:95:(�1:262� 2:10 � 0:249) = (�1:765; �0:719) :2. Kon�denzintervall für den erwarteten Zielwert �+ �x0� Auf ähnli
he Weise kann man au
h ein Kon�denzintervall zum Niveau 
 2 (0; 1) für den erwartetenZielwert �+ �x0 herleiten, der einem vorgegebenen Ausgangswert x0 2 R entspri
ht.� Von besonderem Interesse ist dabei natürli
h der Fall, dass x0 62 fx1; : : : ; xng, d.h., wenn an derStelle x0 keine Daten erhoben werden.� Sei also x0 2 R eine (geeignet gewählte) reelle Zahl mitminfx1; : : : ; xng < x0 < maxfx1; : : : ; xng : (26)� Dann ist dur
h den Ansatz b�+ b�x0 ein erwartungstreuer S
hätzer für �+ �x0 gegeben mitb�+ b�x0 � N��+ �x0 ; �2 � 1n + (x0 � xn)2(n� 1)s2xx�� : (27)� Mit Wahrs
heinli
hkeit 
 gilt somit, dassb�+ b�x0 � � < �+ �x0 < b�+ b�x0 + � ; (28)wobei � = tn�2;1�(1�
)=2Ss 1n + (x0 � xn)2(n� 1)s2xx :� Bea
hte� Bei gegebenen Daten (x1; y1); : : : ; (xn; yn) ist die Länge des in (28) hergeleiteten Kon�denzinter-valls für �+ �x0 eine monoton ni
htfallende Funktion des Abstandes jx0 � xnj, die ihr Minimumim Punkt x0 = xn annimmt.� Die in (28) hergeleitete Intervalls
hätzung für �+�x0 ist also dann am genauesten, wenn der Wertx0 im �Zentrum� der (Ausgangs-) Werte x1; : : : ; xn liegt.� Andererseits können Ergebnisse entstehen, die o�enkundig fals
h sind, falls x0 eine der beidenUnglei
hungen in (26) ni
ht erfüllt.� So würde si
h aus den Daten über die Merkmale Geburtsgewi
ht von Säuglingen und derenGewi
htszunahme beispielsweise für das �Geburtsgewi
ht� x0 = 0 eine ges
hätzte Gewi
htszu-nahme von b�+ b�x0 = 5905 ergeben.� Beispiel� Aus den in Abs
hnitt 3.1.3 betra
hteten Daten über Weglängen und Lieferzeiten von 10 zufälligausgewählten Lkw-Lieferungen ergibt si
h für die Weglänge x0 = 1000, dassb�+ b�x0 = 0:11 + 0:0036 � 1000 = 3:71 :



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 58� Auÿerdem giltSs 1n + (x0 � xn)2(n� 1)s2xx = Svuuut 1n + (x0 � xn)2nPi=1 x2i � � nPi=1 xi�2=n= 0:46s 110 + (1000� 762)27104300� (7620)2=10 � 0:17 :� Aus (28) ergibt si
h somit das folgende Kon�denzintervall zum Niveau 
 = 0:95 für die erwarteteLieferzeit �+ � � 1000 bei der (angenommenen) Weglänge von x0 = 1000:(3:71� 2:306 � 0:17) = (3:71� 0:39) = (3:32; 4:10) :3.1.5 Prognose von Zielwerten� In (28) ist ein zufälliges Intervall gegeben, in dem� der (unbekannte) Erwartungswert E Y0 = � + �x0 der Zufallsvariable Y0 = � + �x0 + "0 mit der(vorgegebenen) Wahrs
heinli
hkeit 
 liegt, wobei� die Störgröÿe "0 normalverteilt und unabhängig von den Störgröÿen "1; : : : ; "n ist; "0 � N(0; �2).� Wir bestimmen nun ein zufälliges Intervall, in dem ni
ht der Erwartungswert E Y0, sondern die ZielgröÿeY0 selbst mit der Wahrs
heinli
hkeit 
 liegt.� Dabei seien L;U : 
! R zwei Zufallsvariablen, so dass P(L � U) = 1 und P(L < Y0 < U) � 
 gilt.� Das zufällige Intervall (L;U) wird dann Prognoseintervall für die Zielvariable Y0 zum Niveau 
 genannt.� Man kann zeigen, dass mit Wahrs
heinli
hkeit 
b�+ b�x0 � � 0 < Y0 < b�+ b�x0 + � 0 (29)gilt, wobei � 0 = tn�2;1�(1�
)=2Ss1 + 1n + (x0 � xn)2(n� 1)s2xx :� Beispiel� Aus den in Abs
hnitt 2.4.4 betra
hteten Daten über die Merkmale �Geburtsgewi
ht� von Säuglingensowie deren �Gewi
htszunahme� zwis
hen dem 70. und 100. Tag ergibt si
h, dassSs1 + 1n + (x0 � xn)2(n� 1)s2xx = 590:7 :� Aus (29) ergibt si
h somit das folgende Prognoseintervall zum Niveau 
 = 0:95 für die Gewi
hts-zunahme Y0 = �+ � � 2700+ "0 bei dem (angenommenen) Geburtsgewi
ht von x0 = 2700:(2552� 2:10 � 590:7) = (1312; 3792) :



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 593.1.6 Simultane Kon�denzberei
he; Kon�denzbänder1. Simultane Kon�denzberei
he� Auf ähnli
he Weise wie in Abs
hnitt 3.1.4 kann man sogenannte simultane Kon�denzberei
he zumNiveau 
 2 (0; 1)� glei
hzeitig für mehrere erwartete Zielwerte � + �x0i, i = 1; : : : ;m angeben, die vorgegebenen(Ausgangs-) Werten x01; : : : ; x0m 2 R entspre
hen.� Dabei ist erneut der Fall x01; : : : ; x0m 62 fx1; : : : ; xng von besonderem Interesse, d.h., wenn anden Stellen x01; : : : ; x0m keine Daten erhoben werden.� Man kann nämli
h zeigen, dass die Wahrs
heinli
hkeit mindestens glei
h 
 ist, dassb�+ b�x0i � � 00i < �+ �x0i < b�+ b�x0i + � 00i (30)glei
hzeitig für jedes i = 1; : : : ;m gilt, wobei� 00i = tn�2;1�(1�
)=(2m)Ss 1n + (x0i � xn)2(n� 1)s2xx :� Das kartesis
he Produkt A1 � : : :�Am der m Intervalle Ai = �b�+ b�x0i � � 00i ; b�+ b�x0i + � 00i � in (30)heiÿt simultaner Kon�denzberei
h für den Vektor (�+ �x01; : : : ; �+ �x0m).2. Kon�denzbänder� Wir gehen nun no
h einen S
hritt weiter als in (30) und fragen,� ob es eine Zahl a
 > 0 gibt, so dass die Wahrs
heinli
hkeit mindestens glei
h 
 ist, dass glei
hzeitigfür jedes z 2 Rb�+ b�z � a
Ss 1n + (z � xn)2(n� 1)s2xx < �+ �z < b�+ b�z + a
Ss 1n + (z � xn)2(n� 1)s2xx : (31)� Die Menge B
 � R2 mitB
 = ((z1; z2) 2 R2 : b�+ b�z1 � a
Ss 1n + (z1 � xn)2(n� 1)s2xx < z2 < b�+ b�z1 + a
Ss 1n + (z1 � xn)2(n� 1)s2xx)(32)heiÿt dann Kon�denzband zum Niveau 
 für die Regressionsgerade y = �+ �x.� Bei der Lösung dieser Fragestellung ist die F-Verteilung nützli
h, die ebenfalls eine Klasse von statis-tis
hen Prüfverteilungen bildet.� Zur Erinnerung: Seien r; s � 1 beliebige natürli
he Zahlen, und seien Ur; U 0s : 
 ! (0;1) unab-hängige �2-verteilte Zufallsvariablen mit Ur � �2r und U 0s � �2s.� Man sagt dann, dass die Zufallsvariable Wr;s = Ur=rU 0s=sF-verteilt ist mit (r; s) Freiheitsgraden. (S
hreibweise: Wr;s � Fr;s)



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 60� Die Di
hte von Wr;s ist gegeben dur
hfWr;s(x) =8>>>><>>>>: ��r + s2 ���r2���s2� �rs�r=2 x(r=2)�1�1 + rs x�(r+s)=2 ; falls x > 0,0 sonst, (33)mit der graphis
hen Darstellung:
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x� Man kann zeigen, dass dur
h die in (32) de�nierte Menge B
 � R2 ein Kon�denzband zum Niveau 
für die Regressionsgerade y = �+ �x gegeben ist, wenn a
 wie folgt gewählt wird:a
 =p2F2;n�2;
 :� Bea
hte� Es ist klar, dass tn�2;1�(1�
)=(2m) >p2F2;n�2;
 für jedes hinrei
hend groÿe m gilt .� Hieraus folgt, dass der simultane Kon�denzberei
h, der in (30) betra
htet wurde, für groÿe mgröÿer ist als der simultane Kon�denzberei
h, der si
h aus dem in (31) betra
hteten Kon�denzbandergibt.� Auf den ersten Bli
k s
heint dies ein Widerspru
h zu sein, weil in (31) die Überde
kungseigens
haftfür alle x 2 R gefordert wird, während diese Eigens
haft in (30) nur für endli
h viele Ausgangswertex01; : : : ; x0m betra
htet wird.� Der Grund, dass (31) für groÿe m zu kleineren (d.h. besseren) simultanen Kon�denzberei
henführt, besteht darin, dass bei der Herleitung von (30) die sogenannte Bonferroni-Unglei
hungder Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung verwendet wird, die für groÿe m nur eine sehr ungenaue untereS
hranke für die Wahrs
heinli
hkeit P�Tmi=1Ai� liefert, wobeiAi = �b�+ b�x0i � � 00; b�+ b�x0i + � 00� :� Beispiele



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 61� Aus den Daten über Weglängen und Lieferzeiten ergibt si
h das folgende Kon�denzband zumNiveau 
 = 0:95, das an der Stelle xn = 762 die kleinste Breite aufweist:
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h aus den Daten über die beiden Merkmale �Geburtsgewi
ht� und�Gewi
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3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 623.2 Einfaktorielle Varianzanalyse3.2.1 Modellannahmen� Wir nehmen nun an, dass die Zielvariablen Y1; : : : ; Yn dur
h das folgende sto
hastis
he Modell gegebensind.� Und zwar zerlegen wir die Zufallssti
hprobe (Y1; : : : ; Yn) in k Teilsti
hproben (Yij ; j = 1; : : : ; ni),wobei angenommen wird, dass ni > 1 für jedes i = 1; : : : ; k und Pki=1 ni = n.� Auÿerdem setzen wir voraus, dass die Sti
hprobenvariablen, die zu einundderselben Teilsti
hprobegehören, jeweils den glei
hen Erwartungswert haben.� Mit anderen Worten: Wir nehmen an, dassYij = �i + "ij ; 8 i = 1; : : : ; k; j = 1; : : : ; ni (34)gilt, wobei� �1; : : : ; �k 2 R (unbekannte) Modellparameter sind,� die Störgröÿen "ij : 
! R unabhängig sind mitE "ij = 0 ; Var "ij = �2i ; 8 i = 1; : : : ; k; j = 1; : : : ; ni (35)� und die Varianzen �21 ; : : : ; �2k > 0 ebenfalls unbekannte Modellparameter sind.� Bea
hte� Die Nummern i = 1; : : : ; k der Teilsti
hproben (Yij ; j = 1; : : : ; ni) werden als Stufen eines Ein�ussfak-tors gedeutet.� Von besonderem Interesse ist der Fall, dass �21 = : : : = �2k = �2 > 0. In diesem Fall spri
ht man vonhomoskedastis
hen Störgröÿen, ansonsten von heteroskedastis
hen Störgröÿen.� Die obengema
hten Modellannahmen bedeuten insbesondere, dass die beoba
hteten Werte y1; : : : ; ynder Zielvariablen Y1; : : : ; Yn wie folgt tabellaris
h strukturiert werden können:Stufe 1 2 3 : : : ky11 y21 y31 � � � yk1y12 y22 y32 � � � yk2... ... ... � � � yk3y3n3 ...y1n1 y2n2 yknk� Der Begri� �Varianzanalyse� bedeutet ni
ht, dass die Varianzen der Sti
hprobenvariablen Yij untersu
htwerden, sondern es handelt si
h um die Analyse der Variabilität der Erwartungswerte �1; : : : ; �k.� In der englis
hspra
higen Literatur ist die Abkürzung ANOVA übli
h (ANOVA = analysis of varian
e).� Beispiel (vgl. L.J. Kazmier (1999) Wirts
haftsstatistik. M
Graw-Hill, S. 235 �.)� Eine Gruppe von 12 Personen führte das folgende Copmuter-Experiment dur
h.



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 63� Dabei standen 3 vers
hiedene Tastaturen zur Verfügung, um einen vorgegebenen Text jeweils eineMinute lang in einen PC einzugeben.� Es nutzen 5 Personen die erste Tastatur, 3 Personen die zweite Tastatur und 4 Personen die dritteTastatur, wobei jeweils die folgenden Anzahlen von Wörtern je Minute in den PC eingegeben wurden:Tastatur 1 2 379 74 8183 85 6562 72 7951 5577� Der Ein�ussfaktor �Tastatur� hat also in diesem Fall k = 3 �Stufen� mit n1 = 5, n2 = 3 bzw. n3 = 4.� Die Gröÿen �1, �2 bzw. �3 sind dabei jeweils die erwarteten Anzahlen von Wörtern, die mit der ersten,zweiten bzw. dritten Tastatur je Minute in den PC eingegeben werden.3.2.2 Klassis
he ANOVA-Nullhypothese; Kontraste� Die klassis
he ANOVA-Nullhypothese besteht darin zu prüfen,� ob die Erwartungswerte �1; : : : ; �k der Sti
hprobenvariablen Yij glei
h sind, also ni
ht von der Nummeri der betra
hteten Teilsti
hprobe abhängen,� d.h., wir prüfen die Hypothese, ob die Stufen des Ein�ussfaktors keine statistis
he Signi�kanz haben.� Bea
hte� Beim Testen der ANOVA-Nullhypothese H0 : �1 = : : : = �k ist es nützli
h zu bea
hten, dass dieseHypothese mit Hilfe von sogenannten Kontraste ausgedrü
kt werden kann.� Unter einem Kontrast versteht man dabei die folgenden Abbildung:t! kXi=1 aiti mit Pki=1 ai = 0;wobei t = (t1; : : : ; tk) 2 Rk ein beliebiger Vektor von Variablen und a = (a1; : : : ; ak) 2 Rk ein Vektorvon (bekannten) Konstanten ist.� Man kann nämli
h zeigen, dass die Gültigkeit von �1 = : : : = �k glei
hbedeutend damit ist, dassPki=1 ai�i =0 für jedes a 2 A, wobei A = na = (a1; : : : ; ak) : a 6= o; kXi=1 ai = 0ound o = (0; : : : ; 0) den Nullvektor bezei
hnet.� Die ANOVA-Nullhypothese H0 : �1 = : : : = �k kann somit in der folgenden Form ges
hrieben werden:H0 : kXi=1 ai�i = 0 für jedes a 2 A, (36)d.h., jeder Kontrast nimmt im Punkt t = (�1; : : : ; �k) den Wert 0 an.



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 64� Um einen Test zur Veri�zierung der ANOVA-Nullhypothese (36) zu konstruieren, wird nun zunä
hst� die Hypothese H0 : Pki=1 ai�i = 0 für einen vorgegebenen Kontrast a 2 A betra
htet,� d.h., es wird zunä
hst ein hypothetis
her Wert für die Linearkombination Pki=1 ai�i der Erwartungs-werte �1; : : : ; �k getestet.3.2.3 t-Test und Kon�denzintervall für Linearkombinationen von Erwartungswerten� Sei a = (a1; : : : ; ak) 2 Rk ein beliebiger Vektor.� Um einen Test zur Veri�zierung der Hypothese H0 : Pki=1 ai�i = 0 bzw. ein Kon�denzintervall für dieLinearkombinationPki=1 ai�i der Erwartungswerte �1; : : : ; �k bzw. herzuleiten,� betra
hten wir die folgenden Summen bzw. Mittelwerte der Sti
hprobenvariablen:Yi� = niXj=1 Yij ; Y�j = kXi=1 Yij (37)bzw. Y i� = 1ni niXj=1 Yij ; Y �j = 1k kXi=1 Yij ; Y �� = 1n kXi=1 niXj=1 Yij : (38)� Dabei werden wir von nun an auss
hlieÿli
h homoskedastis
he Störgröÿen betra
hten, die normalverteiltsind,� d.h., wir setzen voraus, dass �21 = : : : = �2k = �2 > 0� und dass "ij � N(0; �2) für alle i = 1; : : : ; k und j = 1; : : : ; ni.� Man kann dann die Gültigkeit der folgenden Verteilungs- und Unabhängigkeitseigens
haften zeigen:1. Für jedes a = (a1; : : : ; ak) 2 Rk giltkXi=1 aiY i� � N� kXi=1 ai�i; �2 kXi=1 a2ini � ; (n� k)S2p�2 � �2n�k ; (39)2. die ZufallsvariablenPki=1 aiY i� und S2p sind unabhängig, wobeiS2p = 1n� k kXi=1 niXj=1�Yij � Y i��2 (40)die sogenannte gepoolte Sti
hprobenvarianz (pooled sample varian
e) ist.� Hieraus und aus der De�nition der t-Verteilung (vgl. Abs
hnitt 3.1.3) folgt, dass für jedes a 6= okPi=1 aiY i� � kPi=1 ai�ivuutS2p kXi=1 a2ini � tn�k : (41)� Bea
hte



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 65� Aus (41) ergibt si
h ein Test der Hypothese H0 :Pki=1 ai�i = 0 zum Niveau 1� 
 2 (0; 1) (gegen dieAlternative H1 :Pki=1 ai�i 6= 0).� Dabei wird die Nullhypothese H0 abgelehnt, falls����� kPi=1 aiY i�vuutS2p kXi=1 a2ini ����� > tn�k;1�(1�
)=2 : (42)� Auÿerdem ergibt si
h aus (41) ohne weiteres das folgende Kon�denzintervall zum Niveau 
 2 (0; 1) fürPki=1 ai�i, denn mit Wahrs
heinli
hkeit 
 giltkXi=1 aiY i� � tn�k;1�(1�
)=2vuutS2p kXi=1 a2ini < kXi=1 ai�i < kXi=1 aiY i� + tn�k;1�(1�
)=2vuutS2p kXi=1 a2ini (43)� Dur
h eine geeignete Wahl des Vektors a = (a1; : : : ; ak) 2 R ergeben si
h aus (42) Tests spezi�s
herEigens
haften der Erwartungswerte �1; : : : ; �k.1. Für a = (1;�1; 0; : : : ; 0) ergibt si
h aus (42) ein� Test der Hypothese H0 : �1 = �2 zum Niveau 1� 
 2 (0; 1) (gegen die Alternative H1 : �1 6= �2).� Dabei wird die Nullhypothese H0 abgelehnt, falls����� Y 1� � Y 2�rS2p � 1n1 + 1n2������ > tn�k;1�(1�
)=2 : (44)2. Für a = (1;�1=2;�1=2; 0; : : : ; 0) ergibt si
h aus (42) ein� Test der Hypothese H0 : �1 = (�2 + �3)=2 zum Niveau 1 � 
 2 (0; 1) (gegen die AlternativeH1 : �1 6= (�2 + �3)=2).� Dabei wird die Nullhypothese H0 abgelehnt, falls����� Y 1� � 12 Y 2� � 12 Y 3�rS2p � 1n1 + 14n2 + 14n3������ > tn�k;1�(1�
)=2 : (45)� Beispiel� Für das in Abs
hnitt 3.2.1 betra
htete Beispiel der Eingabe von Wörtern über drei vers
hiedene Tas-taturen wollen wir nun prüfen, ob si
h die beiden ersten Tastaturen hinsi
htli
h der jeweils erwartetenAnzahlen der eingegebenen Wörter je Minute signi�kant voneinander unters
heiden (1� 
 = 0:05).� Mit anderen Worten: Wir testen die Hypothese H0 : �1 = �2 zum Niveau 1� 
 = 0:05.� Hierfür bere
hnen wir zunä
hst den beoba
htetenWert der Testgröÿe in (44), wobei si
h für die S
hätzerY 1�, Y 2�, Y 3� und S2p die folgenden Werte ergeben:Y 1� = 70:4 ; Y 2� = 77:0 ; Y 3� = 70:0und S2p = 19�8:62 + 12:62 + 8:42 + 19:42 + 6:62 + 32 + 82 + 52 + 112 + 52 + 92 + 152� = 141:47 :



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 66� Hieraus folgt, dass ����� Y 1� � Y 2�rS2p �15 + 13������ =��� 70:4� 77:0p141:47 � 0:53 ��� = 0:76 < 2:262 = t9; 0:975 :� Die Hypothese H0 : �1 = �2, dass die Erwartungswerte �1 und �2 für die ersten beiden Tastaturenglei
h sind, wird also ni
ht verworfen.3.2.4 F-Test der ANOVA-Nullhypothese; Quadratsummenzerlegung� Zur Erinnerung:� Die ANOVA-Nullhypothese H0 : �1 = : : : = �k ist äquivalent mit der Hypothese H0 : � 2 Ta2A�a,wobei � = (�1; : : : ; �k) und �a = n�0 = (�01; : : : ; �0k) : kXi=1 ai�0i = 0o :� Für jeden (einzelnen) Kontrast a 2 A hatten wir in Abs
hnitt 3.2.3 die Hypothese H0;a : � 2 �a zumNiveau 1� 
 2 (0; 1) (gegen die Alternative H1;a : � 62 �a) getestet.� Dabei wurde die Nullhypothese H0;a : � 2 �a abgelehnt, falls die TestgröÿeTa = ����� kPi=1 aiY i�vuutS2p kXi=1 a2ini ����� (46)einen gewissen S
hwellenwert 

 übers
hreitet, der nur von 
 (jedo
h ni
ht von a) abhängt.� Dies führt zu folgendem Ansatz, um die klassis
he ANOVA-Nullhypothese H0 : �1 = : : : = �k, d.h. dieHypothese H0 : � 2 Ta2A�a (gegen die Alternative H1 : � 62 Ta2A�a) zu testen:� Weil H0 genau dann abgelehnt wird, wenn die Hypothese H0;a : � 2 �a für ein a 2 A abgelehnt wirdund� weil somit der Ablehnungsberei
h der ANOVA-Nullhypothese H0 : �1 = : : : = �k die Vereinigung derAblehnungsberei
he der Hypothesen H0;a ist,� ist es naheliegend, die Hypothese H0 genau dann abzulehnen, wennsupa2A T 2a > 
2
 ; (47)wobei der S
hwellenwert 
2
 so gewählt wird, dass die Wahrs
heinli
hkeit des in (47) betra
htetenEreignisses unter H0 ni
ht gröÿer als 1� 
 ist.� Man kann nun zeigen, dass unter H0 folgendes gilt:1k � 1 supa2A T 2a = kPi=1 ni�Y i� � Y ���2(k � 1)S2p � Fk�1;n�k ; (48)wobei Fk�1;n�k die bereits in Abs
hnitt 3.1.6 erwähnte F-Verteilung mit (k � 1; n � k)-Freiheitsgradenbezei
hnet.



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 67� Die ANOVA-Nullhypothese H0 : �1 = : : : = �k wird somit abgelehnt, fallskPi=1 ni�Y i� � Y ���2(k � 1)S2p > Fk�1;n�k;
 : (49)� Bea
hte� Dur
h die folgende Quadratsummenzerlegung ergibt si
h eine ans
hauli
he Deutung von Zähler undNenner der in (49) betra
hteten Testgröÿe.� Man kann nämli
h zeigen, dasskXi=1 niXj=1�Yij � Y ���2 = kXi=1 ni�Y i� � Y ���2 + kXi=1 niXj=1�Yij � Y i��2 : (50)� Die Doppelsumme auf der linken Seite von (50) kann als eine Maÿzahl für die (Gesamt-) Variabilitätder Sti
hprobenvariablen fYij ; i = 1; : : : ; k; j = 1; : : : ; nig aufgefasst werden.� Die erste Summe auf der re
hten Seite von (50) ist eine Maÿzahl für die Variabilität zwis
hen denStufen des Ein�ussfaktors, während die Doppelsumme auf der re
hten Seite von (50) eine Maÿzahl fürdie Variabilität innerhalb der Stufen des Ein�ussfaktors ist.� Wegen S2p = 1n� k kXi=1 niXj=1�Yij � Y i��2ist die in (49) betra
htete Testgröÿe also proportional zu dem Quotienten, der aus der Variabilitätzwis
hen den Stufen des Ein�ussfaktors und der Variabilität innerhalb der Stufen gebildet wird.� Die dur
h (49) gegebene Ents
heidungsregel bedeutet somit, dass die ANOVA-Nullhypothese H0 : �1 =: : : = �k abgelehnt wird, falls die Variabilität zwis
hen den Stufen signi�kant gröÿer als die Variabilitätinnerhalb der Stufen des Ein�ussfaktors ist.� Beispiel� Für das bereits in den Abs
hnitten 3.2.1 bzw. 3.2.3 betra
htete Beispiel der Eingabe von Wörternüber drei vers
hiedene Tastaturen wollen wir nun prüfen, ob si
h die drei Tastaturen hinsi
htli
h derjeweils erwarteten Anzahlen der eingegebenen Wörter je Minute signi�kant voneinander unters
heiden(1� 
 = 0:05).� Mit anderen Worten: Wir testen die ANOVA NullhypotheseH0 : �1 = �2 = �3 zum Niveau 1�
 = 0:05.� Hierfür bere
hnen wir zunä
hst den beoba
htetenWert der Testgröÿe in (49), wobei si
h für die S
hätzerY 1�, Y 2�, Y 3�, Y �� und S2p die folgenden Werte ergeben:Y 1� = 70:4 ; Y 2� = 77:0 ; Y 3� = 70:0 ; Y �� = 71:9 ; S2p = 141:47und somitkPi=1ni�Y i� � Y ���2(k � 1)S2p = 5 � (70:4� 71:9)2 + 3 � (77:0� 71:9)2 + 4 � (70:0� 71:9)22 � 141:47 = 0:37 :� Andererseits gilt F2;9; 0:950 = 4:26 > 0:37, weshalb H0 : �1 = �2 = �3 ni
ht abgelehnt wird.



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 683.3 Multiple lineare Regression3.3.1 Modellbes
hreibung� Wir betra
hten die folgende Verallgemeinerung des in Abs
hnitt 3.1 diskutierten (einfa
hen) linearen Regres-sionsmodells mit deterministis
hen Ausgangswerten x1; : : : ; xn eines einzelnen Ein�ussfaktors.� Dabei lassen wir nun zu, dass die Zielvariablen Y1; : : : ; Yn ni
ht nur von den Werten x1; : : : ; xn eineseinzelnen Ein�ussfaktors abhängen, d.h., wir betra
hten m�1 Ein�ussfaktoren, wobei m � 2 eine beliebige,jedo
h fest vorgegebene natürli
he Zahl ist; n � m.� Mit anderen Worten: Wir nehmen an, dass die Zielvariablen Y1; : : : ; Yn von (m� 1)-dimensionalen vekto-riellen Ausgangswerten (x12; : : : ; x1m); : : : ; (xn2; : : : ; xnm) abhängen, d.h., es gelteYi = '(xi2; : : : ; xim) + "i ; 8 i = 1; : : : ; n ; (51)wobei� die Regressionsfunktion ' : Rm�1 ! R gegeben ist dur
h'(x2; : : : ; xm) = �1 + �2x2 + : : :+ �mxm ; 8 (x2; : : : ; xm) 2 Rm�1 (52)mit der Regressionskonstante �1 (= �) 2 R und den Regressionskoe�zienten �2; : : : ; �m 2 R,� die zufälligen Störgröÿen "1; : : : ; "n : 
! R unabhängig sind mitE "i = 0 ; Var "i = �2 (53)für eine gewisse (unbekannte) Zahl �2 > 0.� Die unbekannten Modellparameter �1; : : : ; �m und �2 sind aus den vorliegenden Daten y1; : : : ; yn bzw.x12; : : : ; x1m, : : : ; xn2; : : : ; xnm zu s
hätzen.� Bea
hte� In Matrixs
hreibweise lässt si
h das in (51) und (52) gegebene multiple lineare Regressionsmodell wiefolgt formulieren: Y = X� + " ; (54)wobeiY = 0BBB� Y1...Yn 1CCCA ; X = 0BBB� 1 x12 : : : x1m... ... ...1 xn2 : : : xnm 1CCCA ; � = 0BBB� �1...�m 1CCCA ; " = 0BBB� "1..."n 1CCCA (55)� Dabei wird X die Designmatrix des Regressionsmodells genannt.



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 693.3.2 Kleinste-Quadrate-S
hätzer bei zwei Ein�ussfaktoren� In diesem Abs
hnitt diskutieren wir zunä
hst den Spezialfall von zwei Ein�ussfaktoren, d.h. m = 3 undn � 3, wobei die Modellparameter �1; �2; �3 und �2 erneut mit der Methode der kleinsten Quadrate ges
hätztwerden.� Dabei ergeben si
h Kleinste-Quadrate-S
hätzer für �1; �2; �3 dur
h Mnimierung des mittleren quadratis
henFehlers e(�1; �2; �3) = 1n nXi=1�yi � (�1 + �2xi2 + �3xi3)�2 (56)bzw. dur
h partielle Di�erentiation der Funktion e(�1; �2; �3) na
h den Variablen �1, �2 bzw. �3 und dur
hans
hlieÿendes Nullsetzen der Ableitungen.� Hieraus folgt, dass die Kleinste-Quadrate-S
hätzer b�1; b�2; b�3 für �1; �2; �3 den Normalenglei
hungennb�1 + b�2 nXi=1 xi2 + b�3 nXi=1 xi3 = nXi=1 Yi ;b�1 nXi=1 xi2 + b�2 nXi=1 x2i2 + b�3 nXi=1 xi2xi3 = nXi=1 xi2Yi ;b�1 nXi=1 xi3 + b�2 nXi=1 xi2xi3 + b�3 nXi=1 x2i3 = nXi=1 xi3Yigenügen müssen, deren Lösung gegeben ist dur
hb�1 = Y � x�2 b�2 � x�3 b�3 ;b�2 = nXi=1 
33�xi2 � x�2�� 
23�xi3 � x�3�
22
33 � 
223 Yi ; (57)b�3 = nXi=1 
22�xi3 � x�3�� 
23�xi2 � x�2�
22
33 � 
223 Yi ;� wobei Y =Pni=1 Yi=n bzw. x�j =Pni=1 xij=n für j = 2; 3 und
j1j2 = nXi=1�xij1 � x�j1��xij2 � x�j2� für j1; j2 = 2; 3 (58)� und wobei vorausgesetzt wird, dass 
22
33 � 
223 > 0 : (59)� Bea
hte� Die Bedingung (59) ist glei
hbedeutend damit, dass die DesignmatrixX = 0BBB� 1 x12 x13... ... ...1 xn2 xn3 1CCCAvollen Spaltenrang rg (X) = 3 hat, d.h., dass detX 6= 0 bzw. dass X aus drei linear unabhängigenSpaltenvektoren besteht.



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 70� Man kann zeigen, dass die Kleinste-Quadrate-S
hätzer b�1; b�2; b�3 für �1; �2; �3 erwartungstreu sind,d.h., es gilt E b�1 = �1 ; E b�2 = �2 ; E b�3 = �3 : (60)� Die (zufällige) Abbildung bY : R2 ! R mitbY (x2; x3) = b�1 + b�2x2 + b�3x3 ; (61)die jedem Wertepaar (x1; x2) der beiden Ein�ussfaktoren die Zufallsvariable bY (x1; x2) zuordnet, heiÿtempiris
he Regressionsebene.� Auÿerdem kann man zeigen, dass die �Reststreueung� S2 um die empiris
he Regressionsebene, diegegeben ist dur
h S2 = 1n� 3 nXi=1�Yi � b�1 � b�2xi2 � b�3xi3�2 ; (62)ein erwartungstreuer S
hätzer für �2 ist, d.h., es gilt E S2 = �2.� Beispiel (vgl. R. Storm (2001) Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung, mathematis
he Statistik und statistis
heQualitätskontrolle, Fa
hbu
hverlag Leipzig, S. 260 �.)� In einem Unternehmen der Metallindustrie soll untersu
ht werden, inwiefern die Güte eines Erzeug-nisses von zwei te
hnologis
hen (Ein�uss-) Faktoren des Produktionsprozesses abhängt.� Dabei wird die Stahlproduktion eines Stahlwerkes betra
htet, wobei die Stahlausbeute (Zielvariable,gemessen in Prozent) in Abhängigkeit von der Anzahl der bisher erfolgten Absti
he (1.Ein�ussfaktor)und dem S
hwefelgehalt (2. Ein�ussfaktor, gemessen in Prozent) untersu
ht wird.� Die Qualitätskennzahl �Stahlausbeute� wurde für 26 Proben des Erzeugnisses bestimmt, wobei für diete
hnologis
hen Ein�ussfaktoren �Anzahl der Absti
he� bzw. �S
hwefelgehalt� jeweils unters
hiedli
he(Ausgangs-) Werte beoba
htet wurden:Nummer der Probe 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13Wert des 1. Faktors (xi2) 53 34 39 39 28 39 39 15 19 27 23 24 25Wert des 2. Faktors (xi3) 8 8 7 9 9 8 9 12 12 8 8 8 8Qualitätskennzahl (yi) 19 70 0 77 85 70 0 100 78 78 98 59 87Nummer der Probe 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26Wert des 1. Faktors (xi2) 27 9 37 20 23 11 10 13 45 6 7 15 22Wert des 2. Faktors (xi3) 8 7 25 10 9 7 9 8 13 12 7 12 11Qualitätskennzahl (yi) 70 100 42 96 76 82 100 97 68 92 95 96 91� Aus diesen Daten ergeben si
h die folgenden Werte für die Gröÿen, die in den De�nitionsglei
hungen(57) der S
hätzer b�1; b�2; b�3 vorkommen:x�2 = 24:96 ; x�3 = 9:69 ; y = 74:08 ; 
22 = 3995 ; 
33 = 326 ; 
23 = 155 :� Dur
h Einsetzen der ermittelten Werte in (57) ergibt si
h nun, dassb�1 = 114:972 ; b�2 = �1:695 ; b�3 = 0:146 :� Somit erhalten wir die ges
hätzte Regressionsebene by(x2; x3) = 114:972� 1:695x2 + 0:146x3:
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� Für die in (62) betra
htete Restreueung S2 ergibt si
h s
hlieÿli
h der S
hätzwert S2 = 411:09 bzw.S = 20:28.3.3.3 Vektor- bzw. Matrixs
hreibweise� Wir kehren nun zu dem (allgemeinen) multiplen linearen Regressionmodell mit einer beliebigen Anzahl m�1von Ein�ussfaktoren zurü
k, das bereits in Abs
hnitt 3.3.1 betra
htet wurde.� So wie bisher s
hätzen wir die unbekannten Modellparameter �1; : : : ; �m mit der Methode der kleinstenQuadrate aus den beoba
hteten Daten(x12; : : : ; x1m); : : : ; (xn2; : : : ; xnm) 2 Rm�1 und y1 : : : ; yn 2 R :� Mit anderen Worten: Es soll ein Zufallsvektor b� = (b�1; : : : ; b�m) bestimmt werden, so dass der mittlerequadratis
he Fehler e(�) = 1n nXi=1�Yi � (�1 + �2xi2 + : : :+ �mxim)�2 (63)für � = b� minimal wird, wobei wir voraussetzen, dass n � m und dass der Rang der Matrix X glei
hm ist.� Ähnli
h wie bei der Herleitung von (57) (d.h. bei der Lösung des entspre
henden Minimierungsproblemsim Fall zweier Ein�ussfaktoren) kann man zeigen, dass für eine beliebige Anzahl von Ein�ussfaktorenb� = (X>X)�1X>Y (64)� das (eindeutig bestimmte) Minimum des in (63) betra
hteten Abwei
hungsmÿes ist,� wobei X> die transponierte m � n Matrix bezei
hnet, die si
h dur
h Vertaus
hung der Zeilen undSpalten von X ergibt,� und (X>X)�1 die inverse Matrix von X>X ist.



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 72� Bea
hte� Der Rang rg (A) einer MatrixA ist die maximale Anzahl der linear unabhängigen Zeilenvektoren (bzw.Spaltenvektoren) von A.� Zur Erinnerung: Die Vektoren a1; : : : ; a` 2 Rm heiÿen linear abhängig, falls es reelle Zahlen 
1; : : : ; 
` 2R gibt, die ni
ht alle glei
h Null sind, so dass 
1a1 + : : :+ 
`a` = o. Anderenfalls heiÿen die Vektorena1; : : : ; a` 2 Rm linear unabhängig.� Weil wir voraussetzen, dass die Designmatrix X vollen (Spalten-) Rang rg (X) = m hat, ist die sym-metris
he m�m Matrix X>X regulär, d.h., es gilt det(X>X) 6= 0.� Somit ist X>X au
h invertierbar, d.h., es gibt eine (eindeutig bestimmte) m �m Matrix (X>X)�1,so dass (X>X)�1(X>X) = (X>X)(X>X)�1 = I ;wobei I = (Æij) die m�m-dimensionale Einheitsmatrix bezei
hnet mitÆij = 8<: 1 ; falls i = j,0 ; falls i 6= j,� Bea
hte� Der in (64) gegebene Kleinste-Quadrate-S
hätzer b� = (b�1; : : : ; b�m) für den Parametervektor � =(�1; : : : ; �m) ist ein sogenannter linearer S
hätzer, d.h., b� = (X>X)�1X>Y ist eine lineare Funktionder Zufallssti
hprobe Y = (Y1; : : : ; Yn).� Der S
hätzer b� hat die folgenden Güteeigens
haften:1. Es gilt E b� = � für jedes � 2 Rm , d.h., b� ist erwartungstreu.2. Für jeden anderen linaren erwartungstreuen S
hätzer e� = (e�1; : : : ; e�m) für � giltVar b�i � Var e�i ; 8 i = 1; : : : ;m ; (65)wobei die Glei
hheit in (65) genau dann für jedes i = 1; : : : ;m gilt, wenn e� = b�, d.h., b� ist besterlinearer erwartungstreuer S
hätzer für �.� Die (zufällige) Abbildung bY : Rm�1 ! R mitbY (x) = b�1 + b�2x2 + : : :+ b�mxm ; (66)die jedem Vektor x = (x2; : : : ; xm) von Werten der Ein�ussfaktoren die Zufallsvariable bY (x) zuordnet,heiÿt empiris
he Regressionshyperebene.� Auÿerdem kann man in Verallgemeinerung von (62) zeigen, dass die �Reststreueung� S2 um die em-piris
he Regressionshyperebene, die gegeben ist dur
hS2 = 1n�m (Y �Xb�)>(Y �Xb�) ; (67)ein erwartungstreuer S
hätzer für �2 ist, d.h., es gilt E S2 = �2.3.3.4 t-Tests und Kon�denzintervalle für Regressionskonstante und Regressionskoe�zienten� Zusätzli
h zu den Modellannahmen, die bisher in Abs
hnit 3.3 gema
ht wurden, setzen wir nun voraus, dassdie zufälligen Störgröÿen "1; : : : ; "n normalverteilt sind. Wegen (53) gilt somit"i � N(0; �2) ; 8 i = 1; : : : ; n : (68)



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 73� Ähnli
h wie bei den t-Tests, die in Abs
hnitt 3.1.3 für das einfa
he lineare Regressionsmodell betra
htetwurden, können wir dann Hypothesen über einzelne Komponenten des Parametervektors � = (�1; : : : ; �m)testen:� Um einen hypothetis
hen Wert �0;j der j-ten Komponente �j des Parametervektors � = (�1; : : : ; �m)zu testen, betra
hten wir dabei die TestgröÿeTj = b�j � �jSpxjj � tn�m ; (69)wobei xjj die (j; j)-te Eintragung der (inversen) Matrix (X>X)�1 bezei
hnet; j 2 f1; : : : ;mg.� Beim Test der HypotheseH0 : �j = �0;j zum Niveau 1�
 2 (0; 1) (gegen die AlternativeH1 : �j 6= �0;j)wird die Nullhypothese H0 abgelehnt, falls��b�j � �0;j��Spxjj > tn�m;1�(1�
)=2 ; (70)wobei tn�m;1�(1�
)=2 das (1�(1�
)=2)-Quantil der t-Verteilung mit n�m Freiheitsgraden bezei
hnet.� Bea
hte� Für j 2 f2; : : : ;mg ist der Test der Hypothese H0 : �j = 0 (gegen die Alternative H1 : �j 6= 0)von besonderem Interesse, weil damit veri�ziert werden kann, inwieweit die Zielvariablen Y1; : : : ; Ynstatistis
h signi�kant von dem (j � 1)-ten Ein�ussfaktor abhängen.� Bei diesem Test auf Signi�kanz des (j � 1)-ten Ein�ussfaktors wird die Nullhypothese H0 abgelehnt,falls ��b�j��Spxjj > tn�m;1�(1�
)=2 : (71)� Auÿerdem ergibt si
h aus (69) das folgende Kon�denzintervall für �j zum Niveau 
 2 (0; 1):b�j � tn�m;1�(1�
)=2 Spxjj < �j < b�j + tn�m;1�(1�
)=2 Spxjj : (72)� Beispiel� Für den bereits in Abs
hnitt 3.3.2 betra
hteten Spezialfall von zwei Ein�ussfaktoren, d.h. m = 3,lassen si
h die in (69) betra
hteten Testgröÿen T2 und T3 in der folgenden Form s
hreiben:T2 = b�2 � �2Sr 
33
22
33 � 
223 � tn�3 bzw. T3 = b�3 � �3Sr 
22
22
33 � 
223 � tn�3 ; (73)wobei die Gröÿen 
ij und S = pS2 in (58) bzw. (62) gegeben sind.� Wir betra
hten nun erneut den in Abs
hnitt 3.3.2 gegebenen Beispiel-Datensatz und prüfen, ob dieZielvariable �Stahlausbeute� statistis
h signi�kant von den beiden te
hnologis
hen Ein�ussfaktoren�Anzahl der bisherigen Absti
he� und �S
hefelgehalt� des Produktionsprozesses abhängt.� Mit anderen Worten: Wir veri�zieren die HypothesenH0 : �2 = 0 (versus H0 : �2 6= 0) bzw. H0 : �3 = 0 (versus H0 : �3 6= 0).� In Abs
hnitt 3.3.2 hatten wir gezeigt, dass�2 = �1:695 ; b�3 = 0:146 ; S = 20:28 ; 
22 = 3995 ; 
33 = 326 ; 
23 = 155 :
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h Einsetzen in (73) ergeben si
h nun unter H0 : �2 = 0 bzw. H0 : �3 = 0 die folgenden �Testwerte�zum Niveau 1� 
 = 0:05: T2 = �5:23 bzw. T3 = 0:13 :� Weil jT2j = 5:23 > 2:07 = t23; 0:975 gilt, wird die Null-Hypothese H0 : �2 = 0 verworfen, d.h., die Quali-tätskennzahl �Stahlausbeute� hängt statistis
h signi�kant von dem ersten te
hnlogis
hen Ein�ussfaktor�Anzahl der bisherigen Absti
he� ab.� Andererseits gilt jT3j = 0:13 < 2:07 = t23; 0:975, d.h., die Abhängigkeit der Qualitätskennzahl �Stahlaus-beute� von dem zweiten te
hnlogis
hen Ein�ussfaktor �S
hwefelgehalt� ist statistis
h ni
ht gesi
hert.� Aus (73) ergeben si
h darüber hinaus die Kon�denzintervalle (�2:366; �1:024) und(�2:201; 2:493) für�2 bzw. �3, wenn dabei das Kon�denzniveau 
 = 0:950 betra
htet wird.3.3.5 Güte der Modellanpassung; Overall-F-Test� Ähnli
h wie bei der einfa
hen linearen Regression (vgl. Abs
hnitt 2.5.3) gilt au
h bei der multiplen linearenRegression� die Quadratsummen-ZerlegungnXi=1(Yi � Y )2 = nXi=1(bYi � Y )2 + nXi=1(Yi � bYi)2 (74)der �Gesamtstreuung� Pni=1(Yi � Y )2 in die sogenannte �erklärte Streueung� Pni=1(bYi � Y )2 und die�Reststreuung� Pni=1(Yi � bYi)2, wobeibYi = b�1 + b�2xi2 + : : :+ b�mxim ; bzw. Y = Y1 + : : :+ Ynn :� Für den Quotienten R2 = nXi=1�bYi � Y �2nXi=1�Yi � Y �2 (75)von erklärter Streuung und Gesamtstreuung ergibt si
h aus (74), dass0 � R2 � 1 :� Das sogenannte Bestimmtheitsmaÿ R2 ist eine Maÿzahl für die Anpassungsgüte der ges
hätzten Regres-sionshyperebene bY (x) = b�1+ b�2x2+ : : :+ b�mxm an die beoba
hteten Werte y1; : : : ; yn der ZielvariablenY1; : : : ; Yn.� Bea
hte� Der in (71) betra
htete t-Test dient ledigli
h zur Veri�zierung der statistis
hen Signi�kanz von einzelnenEin�ussfaktoren.� Man kann jedo
h einen (simultanen) F-Test konstruieren, um die statistis
he Signi�kanz von sämtli
henEin�ussfaktoren glei
hzeitig zu prüfen.� Dabei wird die Hypothese H0 : �2 = �3 = : : : = �m = 0 (gegen die Alternative H1 : �j 6= 0 für einj 2 f2; : : : ;mg) getestet.



3 REGRESSIONS- UND VARIANZANALYSE 75� Unter H0 gilt nämli
h T = n�mm� 1 R21�R2 � Fm�1; n�m ; (76)wobei R2 die in (75) gegebene Maÿzahl ist.� Die Hypothese H0 : �2 = �3 = : : : = �m = 0 wird abgelehnt, falls T > Fm�1; n�m;
 .



4 TABELLEN FÜR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE 764 Tabellen für Verteilungsfunktionen und QuantileTabelle 1 Verteilungsfunktion �(x) der Standardnormalverteilungx 0 1 2 3 4 5 6 7 8 90,0 0,500000 0,503989 0,507978 0,511967 0,515953 0,519939 0,523922 0,527903 0,531881 0,5358560,1 0,539828 0,543795 0,547758 0,551717 0,555670 0,559618 0,563559 0,567495 0,571424 0,5753450,2 0,579260 0,583166 0,587064 0,590954 0,594835 0,598706 0,602568 0,606420 0,610261 0,6140920,3 0,617911 0,621719 0,625516 0,629300 0,633072 0,636831 0,640576 0,644309 0,648027 0,6517320,4 0,655422 0,659097 0,662757 0,666402 0,670031 0,673645 0,677242 0,680822 0,684386 0,6879330,5 0,691462 0,694974 0,698468 0,701944 0,705402 0,708840 0,712260 0,715661 0,719043 0,7224050,6 0,725747 0,729069 0,732371 0,735653 0,738914 0,742154 0,745373 0,748571 0,751748 0,7549030,7 0,758036 0,761148 0,764238 0,767305 0,770350 0,773373 0,776373 0,779350 0,782305 0,7852360,8 0,788145 0,791030 0,793892 0,796731 0,799546 0,802338 0,805106 0,807850 0,810570 0,8132670,9 0,815940 0,818589 0,821214 0,823814 0,826391 0,828944 0,831472 0,833977 0,836457 0,8389131,0 0,841345 0,843752 0,846136 0,848495 0,850830 0,853141 0,855428 0,857690 0,859929 0,8621431,1 0,864334 0,866500 0,868643 0,870762 0,872857 0,874928 0,876976 0,878999 0,881000 0,8829771,2 0,884930 0,886860 0,888767 0,890651 0,892512 0,894350 0,896165 0,897958 0,899727 0,9014751,3 0,903199 0,904902 0,906582 0,908241 0,909877 0,911492 0,913085 0,914656 0,916207 0,9177361,4 0,919243 0,920730 0,922196 0,923641 0,925066 0,926471 0,927855 0,929219 0,930563 0,9318881,5 0,933193 0,934478 0,935744 0,936992 0,938220 0,939429 0,940620 0,941792 0,942947 0,9440831,6 0,945201 0,946301 0,947384 0,948449 0,949497 0,950529 0,951543 0,952540 0,953521 0,9544861,7 0,955435 0,956367 0,957284 0,958185 0,959071 0,959941 0,960796 0,961636 0,962462 0,9632731,8 0,964070 0,964852 0,965621 0,966375 0,967116 0,967843 0,968557 0,969258 0,969946 0,9706211,9 0,971284 0,971933 0,972571 0,973197 0,973810 0,974412 0,975002 0,975581 0,976148 0,9767052,0 0,977250 0,977784 0,978308 0,978822 0,979325 0,979818 0,980301 0,980774 0,981237 0,9816912,1 0,982136 0,982571 0,982997 0,983414 0,983823 0,984222 0,984614 0,984997 0,985371 0,9857382,2 0,986097 0,986447 0,986791 0,987126 0,987455 0,987776 0,988089 0,988396 0,988696 0,9889892,3 0,989276 0,989556 0,989830 0,990097 0,990358 0,990613 0,990863 0,991106 0,991344 0,9915762,4 0,991802 0,992024 0,992240 0,992451 0,992656 0,992857 0,993053 0,993244 0,993431 0,9936132,5 0,993790 0,993963 0,994132 0,994297 0,994457 0,994614 0,994766 0,994915 0,995060 0,9952012,6 0,995339 0,995473 0,995603 0,995731 0,995855 0,995975 0,996093 0,996207 0,996319 0,9964272,7 0,996533 0,996636 0,996736 0,996833 0,996928 0,997020 0,997110 0,997197 0,997282 0,9973652,8 0,997445 0,997523 0,997599 0,997673 0,997744 0,997814 0,997882 0,997948 0,998012 0,9980742,9 0,998134 0,998193 0,998250 0,998305 0,998359 0,998411 0,998462 0,998511 0,998559 0,9986053,0 0,998650 0,998694 0,998736 0,998777 0,998817 0,998856 0,998893 0,998930 0,998965 0,9989993,5 0,999767 0,999776 0,999784 0,999792 0,999800 0,999807 0,999815 0,999821 0,999828 0,9998354,0 0,999968 0,999970 0,999971 0,999972 0,999973 0,999974 0,999975 0,999976 0,999977 0,999978



4 TABELLEN FÜR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE 77
Tabelle 2a 
-Quantil �2r;
 der �2-Verteilung mit r Freiheitsgradenrn
 .005 .01 .025 .05 .10 .90 .95 .975 .99 .9951 .00004 .00016 .00098 .0039 .0158 2.71 3.84 5.02 6.63 7.882 .0100 .0201 .0506 .1026 .2107 4.61 5.99 7.38 9.21 10.603 .0717 .115 .216 .352 .584 6.25 7.81 9.35 11.34 12.844 .207 .297 .484 .711 1.064 7.78 9.49 11.14 13.28 14.865 .412 .554 .831 1.15 1.61 9.24 11.07 12.83 15.09 16.756 .676 .872 1.24 1.64 2.20 10.64 12.59 14.45 16.81 18.557 .989 1.24 1.69 2.17 2.83 12.02 14.07 16.01 18.48 20.288 1.34 1.65 2.18 2.73 3.49 13.36 15.51 17.53 20.09 21.969 1.73 2.09 2.70 3.33 4.17 14.68 16.92 19.02 21.67 23.5910 2.16 2.56 3.25 3.94 4.87 15.99 18.31 20.48 23.21 25.1911 2.60 3.05 3.82 4.57 5.58 17.28 19.68 21.92 24.73 26.7612 3.07 3.57 4.40 5.23 6.30 18.55 21.03 23.34 26.22 28.3013 3.57 4.11 5.01 5.89 7.04 19.81 22.36 24.74 27.69 29.8214 4.07 4.66 5.63 6.57 7.79 21.06 23.68 26.12 29.14 31.3215 4.6 5.23 6.26 7.26 8.55 22.31 25 27.49 30.58 32.8016 5.14 5.81 6.91 7.96 9.31 23.54 26.30 28.85 32.00 34.2718 6.26 7.01 8.23 9.39 10.86 25.99 28.87 31.53 34.81 37.1620 7.43 8.26 9.59 10.85 12.44 28.41 31.41 34.17 37.57 40.0024 9.89 10.86 12.40 13.85 15.66 33.20 36.42 39.36 42.98 45.5630 13.79 14.95 16.79 18.49 20.60 40.26 43.77 46.98 50.89 53.6740 20.71 22.16 24.43 26.51 29.05 51.81 55.76 59.34 63.69 66.7760 35.53 37.48 40.48 43.19 46.46 74.40 79.08 83.30 88.38 91.95120 83.85 86.92 91.58 95.70 100.62 140.23 146.57 152.21 158.95 163.64



4 TABELLEN FÜR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE 78
Tabelle 2b 
-Quantil �2r;
 der �2-Verteilung mit r Freiheitsgradenn n
 0,7 0,75 0,8 0,85 0,9 0,95 0,975 0,99 0,9951 1,07 1,32 1,64 2,07 2,71 3,84 5,02 6,63 7,882 2,41 2,77 3,22 3,79 4,61 5,99 7,38 9,21 10,603 3,66 4,11 4,64 5,32 6,25 7,81 9,35 11,34 12,844 4,88 5,39 5,99 6,74 7,78 9,49 11,14 13,28 14,865 6,06 6,63 7,29 8,12 9,24 11,07 12,83 15,09 16,756 7,23 7,84 8,56 9,45 10,64 12,59 14,45 16,81 18,557 8,38 9,04 9,80 10,75 12,02 14,07 16,01 18,48 20,288 9,52 10,22 11,03 12,03 13,36 15,51 17,53 20,09 21,959 10,66 11,39 12,24 13,29 14,68 16,92 19,02 21,67 23,5910 11,78 12,55 13,44 14,53 15,99 18,31 20,48 23,21 25,1911 12,90 13,70 14,63 15,77 17,28 19,68 21,92 24,73 26,7612 14,01 14,85 15,81 16,99 18,55 21,03 23,34 26,22 28,3013 15,12 15,98 16,98 18,20 19,81 22,36 24,74 27,69 29,8214 16,22 17,12 18,15 19,41 21,06 23,68 26,12 29,14 31,3215 17,32 18,25 19,31 20,60 22,31 25,00 27,49 30,58 32,8016 18,42 19,37 20,47 21,79 23,54 26,30 28,85 32,00 34,2717 19,51 20,49 21,61 22,98 24,77 27,59 30,19 33,41 35,7218 20,60 21,60 22,76 24,16 25,99 28,87 31,53 34,81 37,1619 21,69 22,72 23,90 25,33 27,20 30,14 32,85 36,19 38,5820 22,77 23,83 25,04 26,50 28,41 31,41 34,17 37,57 40,0021 23,86 24,93 26,17 27,66 29,62 32,67 35,48 38,93 41,4022 24,94 26,04 27,30 28,82 30,81 33,92 36,78 40,29 42,8023 26,02 27,14 28,43 29,98 32,01 35,17 38,08 41,64 44,1824 27,10 28,24 29,55 31,13 33,20 36,42 39,36 42,98 45,5625 28,17 29,34 30,68 32,28 34,38 37,65 40,65 44,31 46,9330 33,53 34,80 36,25 37,99 40,26 43,77 46,98 50,89 53,6740 44,16 45,62 47,27 49,24 51,81 55,76 59,34 63,69 66,7750 54,72 56,33 58,16 60,35 63,17 67,50 71,42 76,15 79,4960 65,23 66,98 68,97 71,34 74,40 79,08 83,30 88,38 91,9570 75,69 77,58 79,71 82,26 85,53 90,53 95,02 100,43 104,2180 86,12 88,13 90,41 93,11 96,58 101,88 106,63 112,33 116,3290 96,52 98,65 101,05 103,90 107,57 113,15 118,14 124,12 128,30100 106,91 109,14 111,67 114,66 118,50 124,34 129,56 135,81 140,17150 158,58 161,29 164,35 167,96 172,58 179,58 185,80 193,21 198,36200 209,99 213,10 216,61 220,74 226,02 233,99 241,06 249,45 255,26500 516,09 520,95 526,40 532,80 540,93 553,13 563,85 576,49 585,21



4 TABELLEN FÜR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE 79
Tabelle 3 
-Quantil tr;
 der t-Verteilung mit r Freiheitsgradenr n 
 0,65 0,7 0,75 0,8 0,85 0,9 0,95 0,975 0,99 0,9951 0,510 0,727 1,000 1,376 1,963 3,078 6,314 12,706 31,821 63,6562 0,445 0,617 0,816 1,061 1,386 1,886 2,920 4,303 6,965 9,9253 0,424 0,584 0,765 0,978 1,250 1,638 2,353 3,182 4,541 5,8414 0,414 0,569 0,741 0,941 1,190 1,533 2,132 2,776 3,747 4,6045 0,408 0,559 0,727 0,920 1,156 1,476 2,015 2,571 3,365 4,0326 0,404 0,553 0,718 0,906 1,134 1,440 1,943 2,447 3,143 3,7077 0,402 0,549 0,711 0,896 1,119 1,415 1,895 2,365 2,998 3,4998 0,399 0,546 0,706 0,889 1,108 1,397 1,860 2,306 2,896 3,3559 0,398 0,543 0,703 0,883 1,100 1,383 1,833 2,262 2,821 3,25010 0,397 0,542 0,700 0,879 1,093 1,372 1,812 2,228 2,764 3,16911 0,396 0,540 0,697 0,876 1,088 1,363 1,796 2,201 2,718 3,10612 0,395 0,539 0,695 0,873 1,083 1,356 1,782 2,179 2,681 3,05513 0,394 0,538 0,694 0,870 1,079 1,350 1,771 2,160 2,650 3,01214 0,393 0,537 0,692 0,868 1,076 1,345 1,761 2,145 2,624 2,97715 0,393 0,536 0,691 0,866 1,074 1,341 1,753 2,131 2,602 2,94716 0,392 0,535 0,690 0,865 1,071 1,337 1,746 2,120 2,583 2,92117 0,392 0,534 0,689 0,863 1,069 1,333 1,740 2,110 2,567 2,89818 0,392 0,534 0,688 0,862 1,067 1,330 1,734 2,101 2,552 2,87819 0,391 0,533 0,688 0,861 1,066 1,328 1,729 2,093 2,539 2,86120 0,391 0,533 0,687 0,860 1,064 1,325 1,725 2,086 2,528 2,84521 0,391 0,532 0,686 0,859 1,063 1,323 1,721 2,080 2,518 2,83122 0,390 0,532 0,686 0,858 1,061 1,321 1,717 2,074 2,508 2,81923 0,390 0,532 0,685 0,858 1,060 1,319 1,714 2,069 2,500 2,80724 0,390 0,531 0,685 0,857 1,059 1,318 1,711 2,064 2,492 2,79725 0,390 0,531 0,684 0,856 1,058 1,316 1,708 2,060 2,485 2,78730 0,389 0,530 0,683 0,854 1,055 1,310 1,697 2,042 2,457 2,75040 0,388 0,529 0,681 0,851 1,050 1,303 1,684 2,021 2,423 2,70450 0,388 0,528 0,679 0,849 1,047 1,299 1,676 2,009 2,403 2,67860 0,387 0,527 0,679 0,848 1,045 1,296 1,671 2,000 2,390 2,66070 0,387 0,527 0,678 0,847 1,044 1,294 1,667 1,994 2,381 2,64880 0,387 0,526 0,678 0,846 1,043 1,292 1,664 1,990 2,374 2,63990 0,387 0,526 0,677 0,846 1,042 1,291 1,662 1,987 2,368 2,632100 0,386 0,526 0,677 0,845 1,042 1,290 1,660 1,984 2,364 2,626150 0,386 0,526 0,676 0,844 1,040 1,287 1,655 1,976 2,351 2,609200 0,386 0,525 0,676 0,843 1,039 1,286 1,653 1,972 2,345 2,601500 0,386 0,525 0,675 0,842 1,038 1,283 1,648 1,965 2,334 2,5861000 0,385 0,525 0,675 0,842 1,037 1,282 1,646 1,962 2,330 2,581



4 TABELLEN FÜR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE 80
Tabelle 4a 
-Quantil Fr;s;
 der F-Verteilung mit (r; s) Freiheitsgradens n r 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
1 161 200 216 225 230 234 237 239 241 242 243 244 0,954052 4999 5403 5625 5764 5859 5928 5981 6022 6056 6082 6106 0,992 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,36 19,37 19,38 19,39 19,40 19,41 0,9598,49 99,00 99,17 99,25 99,30 99,33 99,34 99,36 99,38 99,40 99,41 99,42 0,993 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,88 8,84 8,81 8,78 8,76 8,74 0,9530,82 29,46 28,71 28,24 27,91 27,67 27,49 27,34 27,23 27,13 27,05 26,92 0,994 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,96 5,93 5,91 0,9521,20 18,00 16,69 15,98 15,52 15,21 14,98 14,80 14,66 14,54 14,45 14,37 0,995 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,78 4,74 4,70 4,68 0,9516,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,45 10,27 10,15 10,05 9,96 9,89 0,996 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10 4,06 4,03 4,00 0,9513,74 10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 7,98 7,87 7,79 7,72 0,997 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,63 3,60 3,57 0,9512,25 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 7,00 6,84 6,71 6,62 6,54 6,47 0,998 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39 3,34 3,31 3,28 0,9511,26 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,19 6,03 5,91 5,82 5,74 5,67 0,999 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,13 3,10 3,07 0,9510,56 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,62 5,47 5,35 5,26 5,18 5,11 0,9910 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,97 2,94 2,91 0,9510,04 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,21 5,06 4,95 4,85 4,78 4,71 0,9911 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,86 2,82 2,79 0,959,65 7,20 6,22 5,67 5,32 5,07 4,88 4,74 4,63 4,54 4,46 4,40 0,9912 4,75 3,88 3,49 3,26 3,11 3,00 2,92 2,85 2,80 2,76 2,72 2,69 0,959,33 6,93 5,95 5,41 5,06 4,82 4,65 4,50 4,39 4,30 4,22 4,16 0,99



4 TABELLEN FÜR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE 81
Tabelle 4b 
-Quantil Fr;s;
 der F-Verteilung mit (r; s) Freiheitsgradens n r 14 16 20 24 30 40 50 75 100 200 500 1 
1 245 246 248 249 250 251 252 253 253 254 254 254 0,956142 6169 6208 6234 6258 6286 6302 6323 6334 6352 6361 6366 0,992 19,42 19,43 19,44 19,45 19,46 19,47 19,47 19,48 19,49 19,49 19,50 19,50 0,9599,43 99,44 99,45 99,46 99,47 99,48 99,48 99,49 99,49 99,49 99,50 99,50 0,993 8,71 8,69 8,66 8,64 8,62 8,60 8,58 8,57 8,56 8,54 8,54 8,53 0,9526,83 26,69 26,60 26,50 26,41 26,35 26,27 26,23 26,18 26,14 26,12 34,12 0,994 5,87 5,84 5,80 5,77 5,74 5,71 5,70 5,68 5,66 5,65 5,64 5,63 0,9514,24 14,15 14,02 13,93 13,83 13,74 13,69 13,61 13,57 13,52 13,48 13,46 0,995 4,64 4,60 4,56 4,53 4,50 4,46 4,44 4,42 4,40 4,38 4,37 4,36 0,959,77 9,68 9,55 9,47 9,38 9,29 9,24 9,17 9,13 9,07 9,04 9,02 0,996 3,96 3,92 3,87 3,84 3,81 3,77 3,75 3,72 3,71 3,69 3,68 3,67 0,957,60 7,52 7,39 7,31 7,23 7,14 7,09 7,02 6,99 6,94 6,90 6,88 0,997 3,52 3,49 3,44 3,41 3,38 3,34 3,32 3,29 3,28 3,25 3,24 3,23 0,956,35 6,27 6,15 6,07 5,98 5,90 5,85 5,78 5,75 5,70 5,67 5,65 0,998 3,23 3,20 3,15 3,12 3,08 3,05 3,03 3,00 2,98 2,96 2,94 2,93 0,955,56 5,48 5,36 5,28 5,20 5,11 5,06 5,00 4,96 4,91 4,88 4,86 0,999 3,02 2,98 2,93 2,90 2,86 2,82 2,80 2,77 2,76 2,73 2,72 2,71 0,955,00 4,92 4,80 4,73 4,64 4,56 4,51 4,45 4,41 4,36 4,33 4,31 0,9910 2,86 2,82 2,77 2,74 2,70 2,67 2,64 2,61 2,59 2,56 2,55 2,54 0,954,60 4,52 4,41 4,33 4,25 4,17 4,12 4,05 4,01 3,96 3,93 3,91 0,9911 2,74 2,70 2,65 2,61 2,57 2,53 2,50 2,47 2,45 2,42 2,41 2,40 0,954,29 4,21 4,10 4,02 3,94 3,86 3,80 3,74 3,70 3,66 3,62 3,60 0,9912 2,64 2,60 2,54 2,50 2,46 2,42 2,40 2,36 2,35 2,32 2,31 2,30 0,954,05 3,98 3,86 3,78 3,70 3,61 3,56 3,49 3,46 3,41 3,38 3,36 0,99



4 TABELLEN FÜR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE 82
Tabelle 4
 
-Quantil Fr;s;
 der F-Verteilung mit (r; s) Freiheitsgradens n r 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
13 4,67 3,80 3,41 3,18 3,02 2,92 2,84 2,77 2,72 2,67 2,63 2,60 0,959,07 6,70 5,74 5,20 4,86 4,62 4,44 4,30 4,19 4,10 4,02 3,96 0,9914 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,77 2,70 2,65 2,60 2,56 2,53 0,958,86 6,51 5,56 5,03 4,69 4,46 4,28 4,14 4,03 3,94 3,86 3,80 0,9915 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,70 2,64 2,59 2,55 2,51 2,48 0,958,68 6,36 5,42 4,89 4,56 4,32 4,14 4,00 3,89 3,80 3,73 3,67 0,9916 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54 2,49 2,45 2,42 0,958,53 6,23 5,29 4,77 4,44 4,20 4,03 3,89 3,78 3,69 3,61 3,55 0,9917 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,62 2,55 2,50 2,45 2,41 2,38 0,958,40 6,11 5,18 4,67 4,34 4,10 3,93 3,79 3,68 3,59 3,52 3,45 0,9918 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46 2,41 2,37 2,34 0,958,28 6,01 5,09 4,58 4,25 4,01 3,85 3,71 3,60 3,51 3,44 3,37 0,9919 4,38 3,51 3,13 2,90 2,74 2,63 2,55 2,48 2,43 2,38 2,34 2,31 0,958,18 5,93 5,01 4,50 4,17 3,94 3,77 3,63 3,52 3,43 3,36 3,30 0,9920 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,52 2,45 2,40 2,35 2,31 2,28 0,958,10 5,85 4,94 4,43 4,10 3,87 3,71 3,56 3,45 3,37 3,30 3,23 0,9921 4,32 3,47 3,07 2,84 2,68 2,57 2,49 2,42 2,37 2,32 2,28 2,25 0,958,02 5,78 4,87 4,37 4,04 3,81 3,65 3,51 3,40 3,31 3,24 3,17 0,9922 4,30 3,44 3,05 2,82 2,66 2,55 2,47 2,40 2,35 2,30 2,26 2,23 0,957,94 5,72 4,82 4,31 3,99 3,76 3,59 3,45 3,35 3,26 3,18 3,12 0,9923 4,28 3,42 3,03 2,80 2,64 2,53 2,45 2,38 2,32 2,28 2,24 2,20 0,957,88 5,66 4,76 4,26 3,94 3,71 3,54 3,41 3,30 3,21 3,14 3,07 0,9924 4,26 3,40 3,01 2,78 2,62 2,51 2,43 2,36 2,30 2,26 2,22 2,18 0,957,82 5,61 4,72 4,22 3,90 3,67 3,50 3,36 3,25 3,17 3,09 3,03 0,9925 4,24 3,38 2,99 2,76 2,60 2,49 2,41 2,34 2,28 2,24 2,20 2,16 0,957,77 5,57 4,68 4,18 3,86 3,63 3,46 3,32 3,21 3,13 3,05 2,99 0,99



4 TABELLEN FÜR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE 83
Tabelle 4d 
-Quantil Fr;s;
 der F-Verteilung mit (r; s) Freiheitsgradens n r 14 16 20 24 30 40 50 75 100 200 500 1 
13 2,55 2,51 2,46 2,42 2,38 2,34 2,32 2,28 2,26 2,24 2,22 2,21 0,953,85 3,78 3,67 3,59 3,51 3,42 3,37 3,30 3,27 3,21 3,18 3,16 0,9914 2,48 2,44 2,39 2,35 2,31 2,27 2,24 2,21 2,19 2,16 2,14 2,13 0,953,70 3,62 3,51 3,43 3,34 3,26 3,21 3,14 3,11 3,06 3,02 3,00 0,9915 2,43 2,39 2,33 2,29 2,25 2,21 2,18 2,15 2,12 2,10 2,08 2,07 0,953,56 3,48 3,36 3,29 3,20 3,12 3,07 3,00 2,97 2,92 2,89 2,87 0,9916 2,37 2,33 2,28 2,24 2,20 2,16 2,13 2,09 2,07 2,04 2,02 2,01 0,953,45 3,37 3,25 3,18 3,10 3,01 2,96 2,89 2,86 2,80 2,77 2,75 0,9917 2,33 2,29 2,23 2,19 2,15 2,11 2,08 2,04 2,02 1,99 1,97 1,96 0,953,35 3,27 3,16 3,08 3,00 2,92 2,86 2,79 2,76 2,70 2,67 2,65 0,9918 2,29 2,25 2,19 2,15 2,11 2,07 2,04 2,00 1,98 1,95 1,93 1,92 0,953,27 3,19 3,07 3,00 2,91 2,83 2,78 2,71 2,68 2,62 2,59 2,57 0,9919 2,26 2,21 2,15 2,11 2,07 2,02 2,00 1,96 1,94 1,91 1,90 1,88 0,953,19 3,12 3,00 2,92 2,84 2,76 2,70 2,63 2,60 2,54 2,51 2,49 0,9920 2,23 2,18 2,12 2,08 2,04 1,99 1,96 1,92 1,90 1,87 1,85 1,84 0,953,13 3,05 2,94 2,86 2,77 2,69 2,63 2,56 2,53 2,47 2,44 2,42 0,9921 2,20 2,15 2,09 2,05 2,00 1,96 1,93 1,89 1,87 1,84 1,82 1,81 0,953,07 2,99 2,88 2,80 2,72 2,63 2,58 2,51 2,47 2,42 2,38 2,36 0,9922 2,18 2,13 2,07 2,03 1,98 1,93 1,91 1,87 1,84 1,81 1,80 1,78 0,953,02 2,94 2,83 2,75 2,67 2,58 2,53 2,46 2,42 2,37 2,33 2,31 0,9923 2,14 2,10 2,05 2,00 1,96 1,91 1,88 1,84 1,82 1,79 1,77 1,76 0,952,97 2,89 2,78 2,70 2,62 2,53 2,48 2,41 2,37 2,32 2,28 2,26 0,9924 2,13 2,09 2,02 1,98 1,94 1,89 1,86 1,82 1,80 1,76 1,74 1,73 0,952,93 2,85 2,74 2,66 2,58 2,49 2,44 2,36 2,33 2,27 2,23 2,21 0,9925 2,11 2,06 2,00 1,96 1,92 1,87 1,84 1,80 1,77 1,74 1,72 1,71 0,952,89 2,81 2,70 2,62 2,54 2,45 2,40 2,32 2,29 2,23 2,19 2,17 0,99



4 TABELLEN FÜR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE 84
Tabelle 4e 
-Quantil Fr;s;
 der F-Verteilung mit (r; s) Freiheitsgradens n r 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
26 4,22 3,37 2,98 2,74 2,59 2,47 2,39 2,32 2,27 2,22 2,18 2,15 0,957,72 5,53 4,64 4,14 3,82 3,59 3,42 3,29 3,17 3,09 3,02 2,96 0,9927 4,21 3,35 2,96 2,73 2,57 2,46 2,37 2,30 2,25 2,20 2,16 2,13 0,957,68 5,49 4,60 4,11 3,79 3,56 3,39 3,26 3,14 3,06 2,98 2,93 0,9928 4,20 3,34 2,95 2,71 2,56 2,44 2,36 2,29 2,24 2,19 2,15 2,12 0,957,64 5,45 4,57 4,07 3,76 3,53 3,36 3,23 3,11 3,03 2,95 2,90 0,9929 4,18 3,33 2,93 2,70 2,54 2,43 2,35 2,28 2,22 2,18 2,14 2,10 0,957,60 5,42 4,54 4,04 3,73 3,50 3,33 3,20 3,08 3,00 2,92 2,87 0,9930 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,34 2,27 2,21 2,16 2,12 2,09 0,957,56 5,39 4,51 4,02 3,70 3,47 3,30 3,17 3,06 2,98 2,90 2,84 0,9940 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18 2,12 2,07 2,04 2,00 0,957,31 5,18 4,31 3,83 3,51 3,29 3,12 2,99 2,88 2,80 2,73 2,66 0,9950 4,03 3,18 2,79 2,56 2,40 2,29 2,20 2,13 2,07 2,02 1,98 1,95 0,957,17 5,06 4,20 3,72 3,41 3,18 3,02 2,88 2,78 2,70 2,62 2,56 0,9960 4,00 3,15 2,76 2,52 2,37 2,25 2,17 2,10 2,04 1,99 1,95 1,92 0,957,08 4,98 4,13 3,65 3,34 3,12 2,95 2,82 2,72 2,63 2,56 2,50 0,9970 3,98 3,13 2,74 2,50 2,35 2,23 2,14 2,07 2,01 1,97 1,93 1,89 0,957,01 4,92 4,08 3,60 3,29 3,07 2,91 2,77 2,67 2,59 2,51 2,45 0,9980 3,96 3,11 2,72 2,48 2,33 2,21 2,12 2,05 1,99 1,95 1,91 1,88 0,956,96 4,88 4,04 3,56 3,25 3,04 2,87 2,74 2,64 2,55 2,48 2,41 0,99100 3,94 3,09 2,70 2,46 2,30 2,19 2,10 2,03 1,97 1,92 1,88 1,85 0,956,90 4,82 3,98 3,51 3,20 2,99 2,82 2,69 2,59 2,51 2,43 2,36 0,99200 3,89 3,04 2,65 2,41 2,26 2,14 2,05 1,98 1,92 1,87 1,83 1,80 0,956,76 4,71 3,88 3,41 3,11 2,90 2,73 2,60 2,50 2,41 2,34 2,28 0,991000 3,85 3,00 2,61 2,38 2,22 2,10 2,02 1,95 1,89 1,84 1,80 1,76 0,956,66 4,62 3,80 3,34 3,04 2,82 2,66 2,53 2,43 2,34 2,26 2,20 0,99



4 TABELLEN FÜR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE 85
Tabelle 4f 
-Quantil Fr;s;
 der F-Verteilung mit (r; s) Freiheitsgradens n r 14 16 20 24 30 40 50 75 100 200 500 1 
26 2,10 2,05 1,99 1,95 1,90 1,85 1,82 1,78 1,76 1,72 1,70 1,69 0,952,86 2,77 2,66 2,58 2,50 2,41 2,36 2,28 2,25 2,19 2,15 2,13 0,9927 2,08 2,03 1,97 1,93 1,88 1,84 1,80 1,76 1,74 1,71 1,68 1,67 0,952,83 2,74 2,63 2,55 2,47 2,38 2,33 2,25 2,21 2,16 2,12 2,10 0,9928 2,06 2,02 1,96 1,91 1,87 1,81 1,78 1,75 1,72 1,69 1,67 1,65 0,952,80 2,71 2,60 2,52 2,44 2,35 2,30 2,22 2,18 2,13 2,09 2,06 0,9929 2,05 2,00 1,94 1,90 1,85 1,80 1,77 1,73 1,71 1,68 1,65 1,64 0,952,77 2,68 2,57 2,49 2,41 2,32 2,27 2,19 2,15 2,10 2,06 2,03 0,9930 2,04 1,99 1,93 1,89 1,84 1,79 1,76 1,72 1,69 1,66 1,64 1,62 0,952,74 2,66 2,55 2,47 2,38 2,29 2,24 2,16 2,13 2,07 2,03 2,01 0,9940 1,95 1,90 1,84 1,79 1,74 1,69 1,66 1,61 1,59 1,55 1,53 1,51 0,952,56 2,49 2,37 2,29 2,20 2,11 2,05 1,97 1,94 1,88 1,84 1,81 0,9950 1,90 1,85 1,78 1,74 1,69 1,63 1,60 1,55 1,52 1,48 1,46 1,44 0,952,46 2,39 2,26 2,18 2,10 2,00 1,94 1,86 1,82 1,76 1,71 1,68 0,9960 1,86 1,81 1,75 1,70 1,65 1,59 1,56 1,50 1,48 1,44 1,41 1,39 0,952,40 2,32 2,20 2,12 2,03 1,93 1,87 1,79 1,74 1,68 1,63 1,60 0,9970 1,84 1,79 1,72 1,67 1,62 1,56 1,53 1,47 1,45 1,40 1,37 1,35 0,952,35 2,28 2,15 2,07 1,98 1,88 1,82 1,74 1,69 1,62 1,56 1,53 0,9980 1,82 1,77 1,70 1,65 1,60 1,54 1,51 1,45 1,42 1,38 1,35 1,32 0,952,32 2,24 2,11 2,03 1,94 1,84 1,78 1,70 1,65 1,57 1,52 1,49 0,99100 1,79 1,75 1,68 1,63 1,57 1,51 1,48 1,42 1,39 1,34 1,30 1,28 0,952,26 2,19 2,06 1,98 1,89 1,79 1,73 1,64 1,59 1,51 1,46 1,43 0,99200 1,74 1,69 1,62 1,57 1,52 1,45 1,42 1,35 1,32 1,26 1,22 1,19 0,952,17 2,09 1,97 1,88 1,79 1,69 1,62 1,53 1,48 1,39 1,33 1,28 0,991000 1,70 1,65 1,58 1,53 1,47 1,41 1,36 1,30 1,26 1,19 1,13 1,08 0,952,09 2,01 1,89 1,81 1,71 1,61 1,54 1,44 1,38 1,28 1,19 1,11 0,99


