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Kapitel 1

Punktschatzer

Sei (z1,...,xy,) eine konkrete Stichprobe. Es wird angenommen, dass diese
eine Realisierung einer Zufallsstichprobe (X71,..., X,,) ist, wobei X1,..., X,
unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit der unbekannten Ver-
teilungsfunktion F' sind und F' zu einer bekanten parametrischen Familie
{Fy : 0 € O} gehort. Hier ist § = (01,...,0,,) € © der m-dimensionale
Parametervektor der Verteilung Fy und © C R™ der sogenannte Parame-
terraum (eine Borel-Teilmenge von R™, die die Menge aller zugelassenen
Parameterwerte darstellt). Es wird vorausgesetzt, dass die Parametrisierung
0 — Fy identifizierbar ist, indem Fy, # Fy, fur 6, # 6, gilt.

Eine wichtige Aufgabe der Statistik, die wir in diesem Kapitel betrachten
werden, besteht in der Schétzung des Parametervektors 6 (oder eines Teils
von 6) an Hand von der konkreten Stichprobe (z1,...,%,). In diesem Fall
spricht man von einem Punktschdtzer 6: R" — R™, der eine giiltige Stich-
probenfunktion ist. Meistens wird angenommen, dass

P(é(Xl,...,Xn)e@> -1,

wobei zu dieser Regel auch Ausnahmen existieren. Bisher haben wir den
Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), auf dem unsere Zufallsstichprobe defi-
niert ist, nicht ndher spezifiziert. Dieser kann aber leicht spezifiziert werden,
indem man den sogenannten kanonischen Wahrscheinlichkeitsraum angibt,
wobei

Q=R>, F=Bg =Br xBgr x...
und das Wahrscheinlichkeitsmafl P durch

k
P({w=(wi,...,wn,... ) ER®:w;; <mjp,...,wi < %k}):H Fyp(xi;)
j=1

fir alle k € Nund 1 < i1 < ... < i gegeben sei. Um zu betonen, dass P
vom Parameter 6 abhéngt, werden wir Bezeichnungen Py, Eg und Vary fiir
das Maf3 P, den Erwartungswert und die Varianz bzgl. P verwenden.

1
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Auf dem kanonischen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, Py) gilt X;(w) = w;
(Projektion auf die Koordinate i), i = 1,...,n,

Py(Xi<z))=P{weQ: w <ua;}) = Fp(x), i=1,...,n, z; €R.

1.1 Parametrische Familien von statistischen Prif-
verteilungen

In der Vorlesung Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung wurden bereits
einige parametrische Familien von Verteilungen eingefiihrt. Hier geben wir
weitere Verteilungsfamilien an, die in der Statistik eine besondere Stellung
einnehmen, weil sie als Referenzverteilungen in der Schéitztheorie, statisti-
schen Tests und Konfidenzintervallen ihre Anwendung finden.

1.1.1 Gamma-Verteilung

Als erstes fithren wir zwei spezielle Funktionen aus der Analysis ein:

1. Die Gamma-Funktion:
o0
I'(p) = / P e % dx, fir p > 0.
0

Es gelten folgende Eigenschaften:

) = pI'(p) fiir alle p > 0,
) = n! fiir alle n € N.

2. Die Beta-Funktion:

1
B(p,q)=/0 1 (1—)1dt, p,g>0.

Es gelten folgende Eigenschaften:

« B(p,q) = B(q,p),

o B(p,q) = % fiir alle p,q > 0,

Definition 1.1.1. Die Gamma- Verteilung mit Parametern A > 0 und p > 0
ist eine absolut stetige Verteilung mit der Dichte

PPl g

e , x>0,

fxlw) = T0 (1.1)
0, x<0.
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Abbildung 1.1: Dichte der Gammaverteilung

Dabei verwenden wir die Bezeichnung X ~ T'(\,p) fiir eine Zufallsvariable
X, die Gamma-verteilt mit Parametern A und p ist. Es gilt offensichtlich
X > 0 fast sicher.

Ubungsaufgabe 1.1.2. Zeigen Sie, dass (1.1) eine Dichte ist.
Beispiel 1.1.3.

1. In der Kraftfahrzeugversicherung wird die Gamma-Verteilung oft zur
Modellierung des Gesamtschadens verwendet.

2. Falls p =1, dann ist I'(\, 1) = Exp(\).
Satz 1.1.4. Falls X ~ T'(\, p), dann gilt Folgendes:

1. Die momenterzeugende Funktion der Gammaverteilung ¥x(s) ist ge-
geben durch
\IIX(S):EeSX:¥ 5<A
(1—s/)p” '
Die charakteristische Funktion der Gammaverteilung ¢ x(s) ist gege-
ben durch
s X __ 1

vx(s) =Ee BTN seR.

2. k-te Momente:

p+1)-...-(p+k—1)

k_P(
EX® = G ,

keN.

Beweis
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1. Betrachte

<0
——

Ux(s) = /OOO e fx(x)de = F)(\:;) /Ooo 2P le(s = A g
N O N Gy
—(s—Naz=y T'(p) /0 (—(s=N\)" = L(p)(A — s)P

- (AA—s)p - a —ls/w”’ e

Falls s € C und Re(s) < A, dann ist Ux(s) holomorph auf D, wobei
D={s=z+1iyeC:ax <A} Esgilt

\le(it)ZQO)((t), t e R.

Daraus folgt
1

@X(t)zm, teR.

p-(p+1)-...-(p+k—1)

EX* = v®(0) = EX* = G :

keN.

O]

Folgerung 1.1.5 (Faltungsstabilitit der I'-Verteilung). Falls X ~ T'(\, p1)
und Y ~ T'(A, p2), X, Y unabhéngig, dann ist X +Y ~ T'(A\, p1 + p2).

Beweis Es gilt

px+v(s) = px(s) oy (s)
1 1

(1 — is/)\)pl _‘—(1 _ is/)\)m
pP1Tp2
- (1 _11'5/)\)

= 4,01“()\,m+p2)(5) .

Da die charakteristischen Funktionen die Verteilungen eindeutig bestimmen,
folgt damit X +Y ~ T'(\, p1 + p2). O

Beispiel 1.1.6. Seien Xi,...,X,, ~ Exp(\) unabhéngig. Nach der Folge-
rung 1.15 gilt X = X3+ ...+ X, ~T(\,1+...+1) = I'(A\,n), denn
—_——

n
Exzp(\) = T'(\, 1). Dabei heit X Erlang-verteilt mit Parametern A und n.
Man schreibt X ~ Erl(A\,n).

Zusammengefasst: Erli(A,n) =T(\,n)
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Interpretation: In der Risikotheorie z.B. sind X; Zwischenankunftszeiten der
Einzelschdden. Dann ist X = "7 ; X; die Ankunftszeit des n-ten Schadens,
X ~ Erl(A\n).

Definition 1.1.7 (x2-Verteilung). X ist eine x?-verteilte Zufallsvariable mit

k Freiheitsgraden (X ~ Xz), falls X < X24+ ...+ X,f, wobei Xq,..., X, ~
N(0,1) unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen sind.

0,5
04 \ k=2

03{ N\

02t \
k=4_— S

on ~_

0 2 4 6

Abbildung 1.2: Dichte der y2-Verteilung fiir k = 2,3, 4

Satz 1.1.8 (x?-Verteilung: Spezialfall der I'-Verteilung mit A = 1/2, p = k/2).
Falls X ~ X%, dann gilt:
1. X ~T(1/2,k/2), d.h.
k/2—1 —z/2
x e >0

fx(@) =4 2%0%ka) © T (1.2)
0, z <0

2. Insbesondere ist EX = k, Var X = 2k.

Beweis

1. Sei X = X?+...+X? mit X; ~ N(0,1) ui.v. verteilte Zufallsvariablen.
Berechnen wir zunéichst die Verteilung der X? nach [?, Satz 3.6.4]:

2

pet<a= [T e tay [0 et
T) = —e ——e
b= 0 V2w Y —vz V271 Y
:/ ( 12 e \1/£dt+ 12 e—t/22\1/£> dt
0 \V2m V2o
)T,

Somit folgt X7 ~ I'(1/2,1/2) = X ~ ['(1/2,1/2 + ... + 1/2) = ['(1/2,k/2)
———

k
und daher gilt der Ausdruck (1.2) fiir die Dichte.
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2. Wegen der Additivitdt des Erwartungswertes und der Unabhéngigkeit
von X; gilt

EX =k -EX?, VarX =kVarX?, E(X})=E(T(Y22).

Bitte zeigen Sie selbststiindig, dass EX? =1, Var X? = 2.

1.1.2 Student'-Verteilung (t-Verteilung)

Definition 1.1.9. Seien X,Y unabhingige Zufallsvariablen, wobei X ~
N(0,1) und Y ~ x2. Dann heifit die Zufallsvariable

d X

N

Student- oder t-verteilt mit r Freiheitsgraden. Wir schreiben U ~ t,.

U

Satz 1.1.10 (Dichte der ¢-Verteilung). Falls X ~ t,, dann gilt:

1.

2. EX=0, VaX=.%5, r>3.
Bemerkung 1.1.11.

1. Die t,-Verteilung ist symmetrisch. Insbesondere gilt:

Abbildung 1.3: Dichte f der t-Verteilung fiir r = 2,10, 100

tr,a = _tr,l—aa (ORS (07 1) )

wobei ¢, o das a-Quantil der Student-Verteilung mit r Freiheitsgraden
ist.

!Genannt nach dem Entdecker William Sealy Gosset, der seine Arbeiten mit Student
unterzeichnete.
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1/'2 .
2. Falls r — oo, dann f.(z) — \/#2—”677 , « € R. (Ubungsaufgabe)

3. Fiir r = 1 gilt: £ = Cauchy(0,1) mit Dichte f(x) = - . Der

1
(1+z2)
Erwartungswert von t; existiert nicht.

Beweis des Satzes 1.1.10:

1. Es gilt X := (Y, Z), wobei p(z,y) = \/5’;7 und V = (Y, Z) ein zwei-

dimensionaler Zufallsvektor ist, Y ~ N(0,1), Z ~ x2, Y und Z unab-
héngig.

Wir wollen den sogenannten Dichtetransformationssatz fiir Zufallsvek-
toren [?, Satz 3.6.6] verwenden, der besagt, dass unter bestimmten
Voraussetzungen

Forry(@) = fr (o™ (@) J]

-1 n
gilt, wobei |J| = |det J|, J = (8%%(:6)). - und ¢ = (p1,...,¢n) :
1,]=

1

R™ — R™. Berechnen wir hier ¢~ von ¢ : (z,y) — (v,w), wobei

— T — .
v = Vo w=y:

v:xix:v\/gzmlw.Somit ot (v,w) (v,/w,w>
\/Q r r T
T

und fiir die Jacobi-Matrix gilt

Falls V = (Y, Z), Y und Z unabhéngig, dann

- 12y yT/2—1e—y+2932
fv(z.y) = fy(z) - fz(y) = woral At BT

fiir alle x € R und y > 0. Nach dem Dichtetransformationssatz gilt
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dann
/ fgo (u, w dw—/ fv(p™ (v,w))|J| dw

00 o~ (v 2+w)/2, ,r/2-1
= / w/r dw
D(/2(/2)

v /e
_ 25T
(2 +1)F r2 7 T(1/2)0(7/2)
1
B2, 1) (1 v)

2. Ubungsaufgabe

1.1.3 Fisher-Snedecor-Verteilung (F-Verteilung)

Definition 1.1.12. Falls X = 4 UT;Z, wobei U, ~ XT, Ug ~ X57 r,s € N,

U,,Us unabhéngig, dann hat X eine F-Verteilung mit Freiheitsgraden r, s.
Bezeichnung: X ~ F} ;.

Lemma 1.1.13. Falls X ~ F.,, dann ist X absolut stetig verteilt mit
Dichte
/21

Ix(z) = r+s -I(x > 0).
x B(r/2,5/2)("/s)"(1 + (7)s) - x) 2 =0

Beweis Da U, ~ 2, gilt fiir ihre Dichte
xr/zflefzh

NODPEEN

fu,(z) = x>0, reNlN.

Somit

P (Urfr <x)=P(U, <rz)=Fy,(rz)
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Abbildung 1.4: Dichte der F-Verteilung fiir verschiedene Parameter r und s.

und deshalb

—rT

r(rz)/* ez
L(r/2)2'72

(Fy,(rz)) =r- fu,(rz) =

TT/2xT/2—1€—T/2~x
= T .
(/27 (x >0)

furye () I(z > 0)

Nach dem Dichtetransformationssatz fiir das Verhaltnis von zwei Zufallsva-
riablen [?, Satz 3.6.9] gilt

fuoe @) = [ thog(at) - S () dt - 1 > 0).
Tsjs 0
Somit

ooy (ta) e S gl

fX(x):/o e T TR

=Yy

dt

rr+ S

D(r/2)L(s/2)272" Jo

TT/QSS/ZCCT/Q*1

B Tr/zss/zxr/Q—l /oo y%fl oY dy
CORTER) o (g 5) %

B P22 /21 r (T + s)
e TOT(/2)s T (142 2) 5\ 2
(r/s)r/Qa:?“/Q—l

r4+s

" B(/2, ) (1 + )

I(xz>0).
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Bemerkung 1.1.14. Sei X ~ F,,, r,s € N mit Dichte fx.
1. Einige Graphen der F-Verteilung sind in Abbildung 1.4 dargestellt.
2. Einige Figenschaften der F-Verteilung:

Lemma 1.1.15. Es gilt:

(a) s

(b) 05t
_25%(r+s—2)
Var X = =22’

(c) Falls F, o das a-Quantil der F; ;-Verteilung ist, dann gilt

s>5.

1

, a€(0,1).
Fs,'r,l—cx ( )

Fr,s,a =

Ubungsaufgabe 1.1.16. Beweisen Sie Lemma 1.1.15!
3. Fur Quantile F, 5, gilt folgende Naherungsformel (Abramowitz, Ste-
gun (1972)):

F, 5o ~ e”, wobei
alh+a)/? 1 1 5 2
=2 - - : -
v ( h (r—l s—l) <a+6 3h) ’

1 1\t
h=2
(r—1+s—1> ’

22 -3
6

und z, das a-Quantil der N (0, 1)-Verteilung ist.

a =

1.2 Methoden zur Gewinnung von Punktschitzern

Aus der Elementaren Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik ist bereits
bekannt:

Definition 1.2.1.

1. Die Funktion F,(z) = #{x; : 2; < x,i=1,...,n}/n fir alle 2 € R
heifit empirische Verteilungsfunktion der konkreten Stichprobe (1, ..., xy).
Dabei gilt F,, : R*™1 — [0, 1], weil F,,(x) = ¢(z1, ..., Tn, 7).
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2. Die mit € R indizierte Zufallsvariable F, : Q@ x R — [0, 1] heiit em-
pirische Verteilungsfunktion der Zufallsstichprobe (X1,. .., X, ), wenn

. . 1
Fo(z,w)=F,(z) = —#{Xi,i=1,...,n: X;(w) <z}, zxzeR.
n
Aquivalent zur Definition 1.2.1 kann man
Fn(‘r) =

Zl(xigx), reR
i=1

schreiben, wobei

I(:pEA):{l’ red
0, sonst.
Es gilt
L, x>y,
Fn(a:): %, x(i)§x<az(i+1), izl,...,n—l,
0, T <Z()-

fir z(1) < z(g) < ... < (y). Dabei ist die Hohe des Sprungs an Stelle z ;)
gleich der relativen Héufigkeit f; des Wertes x(;). Falls ;) = x(;41) fur ein
i€ {l,...,n},so tritt der Wert i/n nicht auf (vgl. ElemWR Abschnitt 6.3.2).
1.2.1 Plug-In-Schitzer

Mit Hilfe von F), lassen sich sehr viele Schiitzer durch die sogenannte Plug-
in-Methode konstruieren. Dies werden wir jetzt ndher erldutern: Sei dazu
M = {F : F ist eine Verteilungsfunktion}.

Definition 1.2.2. Sei ein Parameter 6 der Verteilungsfunktion F' als ein
messbares Funktional 7' : M — R von F gegeben: § = T(F'). Dann heifit
0 = T(F,) der Plug-in-Schdtzer fir 6.

Definition 1.2.3. Das Funktional T': M — R heif3t linear, falls
T(aF1+bF2) :aT<F1)+bT(F2) VYa,b>0:a+b=1, F|,Fh e M.

Betrachten wir eine spezielle Klasse der linearen Funktionale
T(F) = / r(z)dF(z), FeM,
R

wobei r(x) eine beliebige stetige Funktion mit E (r(X)) < oo ist. Beispiele
fiir solche T' sind
EXk:/xde(x), keN.
R
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Lemma 1.2.4. Der Plug-in Schétzer fiir § = [, r(z) dF(x) ist durch

H = /Rr(z) dﬁn(m‘) =— Zr(mz)

gegeben.
Ubungsaufgabe 1.2.5. Beweisen Sie Lemma 1.2.4!
Beispiel 1.2.6 (Plug-in-Schétzer).

1. X, ist ein Plug-in Schétzer fiir den Erwartungswert .

2. Plug-in Schitzer fiir 0> = Var X: Es gilt Var X = EX? — (EX)? und
somit folgt

21y (L5 ’ LS, %, = " Lg
o° = — Pl — . = — PR— = .
ni:l ' ni:l ' ni:l Z ! n "

3. Schitzer fir Schiefe und Wélbung 41 und 42 (vgl. ElemWR Abschnitt
6.4.4) sind Plug-in Schétzer: Da der Koeffizient der Schiefe als

X — 3
ey
o
definiert ist, wobei u = EX, 02 = Var X, folgt
p—Xn %Z?:l X; — Xp)? B %Z?:NX@' - X,)?

! 52552 (62)% (l no(X - Xn)2)3/2 '

n

Die Konstruktion von 45 erfolgt analog.
4. Der empirische Korrelationskoeffizient oxy ist ein Plug-in Schétzer:
N < S X - X)(Yi-Ya)
oOXy = 5 = — —;
\/SXX\/SYY \/Z?:I(Xi —Xp)2 i (Y —Y,)?
in der Tat ist
E(X —EX)(Y —EY) E(XY)—-EX-EY

YT T Nar X Vary JEXZ _ (EX)%)(EY? _ (EY)?)

und somit gilt fiir die linearen Funktionale

T\(F) = / rdF(z), To(F) = / 22 dF(z), Tia(G) = / 2y dG(z,y)

_ T1o(Fxy) — Ti(Fx) - Ti(Fy)
oy V(o (Fx) — (T1(Fx))?) (To(Fy) — (T1(Fy))?)
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O0xy bekommt man, in dem man F'x, Fy und Fxy in T, T5 und Tio
durch F), x, F,,y und F, xy ersetzt:

bxy = Tio(Fuxy) — Ti(Fpx) - Ti(Fuy) ‘
\/ (PalFo) = (TFn))”) (BlFr) - (TiFu)))

Sei (X1,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen identisch verteilten Zu-
fallsvariablen X; mit Verteilungsfunktion F' € {Fyp : # € ©}, © C R™
(Parametrisches Modell). Sei die Parametrisierung 6 — Fy unterscheidbar,
d.h. Fy % Fy =0 7& o'

1.2.2 Momentenschatzer

Zielstellung: Konstruiere einen Schétzer 0(X1,..., X,,) fiir 0 = (01,...,6,).
Aus der Wahrscheinlichkeitsrechung (Satz 4.8) folgt, dass unter gewissen
Voraussetzungen (z.B. Gleichverteilung auf einem kompakten Intervall) an
die Verteilung F' diese Verteilung aus der Kenntnis von Momenten EX* |k ¢
N wiedergewonnen werden kann. Auf dieser Idee der Schétzung von F' aus
den Momenten basiert die von Karl Pearson am Ende des XIX. Jh. vorge-
schlagene Momentenmethode.

Annahme: Es existiert ein r > m, so dass Eg|X;|” < oo. Seien die Mo-
mente EgXF = gx(6), k = 1,...,r als Funktionen des Parametervektors
0= (61,...,0m) € O gegeben.

Momenten-Gleichungssystem: fix, = gi(6), k = 1,...,r, wobei [ij die k-ten
empirischen Momente definiert durch fi, = 1 7| XF sind.

Definition 1.2.7. Falls das obige Gleichungssystem eindeutig 16sbar bzgl. 6
ist, so heiBt die Losung 0(X1, ..., X,) Momentenschétzer (M-Schitzer) von
6.

Lemma 1.2.8. Falls die Funktion ¢ = (g1,...,9,) : © — C C R” einein-
deutig und ihre Inverse g~! : C' — O stetig ist, dann ist der M-Schitzer

A

0(X1,...,X,) von € stark konsistent.

. e A in .\ fs. o o~ fs.
Beweis Es gilt 0(X1,...,X,) =g ({1, ..., fr) nﬁo 0, weil fig njsgo 9x(0),

1

k=1,...,r (starke Konsistenz der empirischen Momente) und g~ stetig.

O]

Bemerkung 1.2.9.
1. Unter gewissen Regularitdtsbedingungen an Fy ist der M-Schétzer

A

0(Xy,...,Xy,) fir 0 asymptotisch normalverteilt:

ﬁ(é(xl,...,xn) —9) 4 N(0,%),

n—0o0
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wobei N (0, Y) die multivariate Normalverteilung mit Kovarianzmatrix

2 =GTEYYT)G  istmit Y =(X,X%... X", x<Xx,

dg; 1
G= L
(%)
2. Andere Eigenschaften gelten fiir M-Schéitzer im Allgemeinen nicht.

Zum Beispiel sind nicht alle M-Schétzer erwartungstreu (vgl. Beispiel
1.2.10, 1)).

und

1l..r,
1..m

i
J

3. Manchmal sind r > m Gleichungen im Momentensystem notwendig,
um einen M-Schétzer zu bekommen. Dies ist zum Beispiel dann der
Fall, wenn manche Funktionen g; = const sind, d.h. sie enthalten keine
Information tiber 6 (vgl. Beispiel 1.2.10, 2)).

Beispiel 1.2.10.
1. Normalverteilung: X; 4 X, i=1,...,n, X ~ N(u,o0?%); Gesucht
ist ein M-Schitzer fiir p und o2, also § = (u, 0?). Es gilt

g1(p,0°) = EgX = pu,
g2(p1,0%) = EpX? = Varg X + (EgX)? = 0% + 2.
Somit ergibt sich das Gleichungssystem

{711 n:lXi::ua

Ly y2 2 2
7w im1 X = p7 o

Damit folgt

M-
>
Il
f><:|

el
Il

n

1 & _ 1 _
X = LY XP - KE= LY (X2 X2)
i=1 i=1

N
Il
—

n—1
= S2 .
n n

Q>
N
Il
Sl= 3= 3
[+

[M]=
B
[

@
I
—

Das heifit, das die M-Schétzer i = X,,, &%= ”T_lS% sind. Dabei ist
&2 nicht erwartungstreu:
n—1,

Ees2 =15
n n

n—1

Ep62 =
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2. Gleichverteilung: X; 4 X,i=1,...,n, X ~U[-0,0], 6 > 0. Gesucht

wird ein Momentenschétzer fiir 6. Es gilt

91(9) =FE¢X =0,

g2(0) = EgX? = Varg X = (0 - (_0))2 = (20)” — iQ

Damit ergibt sich das Gleichungssystem

{711 Y1 Xi=0 unbrauchbar ,

1 «—n 2 _ 62
i1 X =75

Es folgt, dass 6 = 1/ % ", X? der Momentenschétzer fiir 6 ist. Wir
haben somit 2 Gleichungen fiir die Schétzung eines einzigen Parame-
ters 6 bendtigt, d.h. r =2 >m = 1.

1.2.3 Maximum-Likelihood-Schatzer

Diese wurden von Carl Friedrich Gauss (Anfang des XIX. Jh.) und Sir Ro-
nald Fisher (1922) entdeckt. Seien entweder alle Verteilungen aus der para-
metrischen Familie {Fy : 0 € ©} diskret oder alle absolut stetig.

Definition 1.2.11.
1. Falls die Stichprobenvariablen X;, i = 1,...,n absolut stetig verteilt
mit Dichte fyp(z) sind, dann heif3t

L(xl,...,:rn,ﬁ):Hfg(:Ui), (1,...,2p) ER", H€0O
i=1
die Likelihood-Funktion der Stichprobe (z1,...,%,).

2. Falls die Stichprobenvariablen X;, ¢ = 1,...,n diskret verteilt mit
Zahldichte pg(z) = Py(X; =), x € C sind (C ist der Wertebereich
von X)), dann heifit

L(ml,...,xn,e):Hpg(:ci), (x1,...,2,) €C™, H€0O
i=1

die Likelihood-Funktion der Stichprobe (z1,...,%,).
Nach dieser Definition gilt im

o diskreten Fall L(xy,...,2p,0) = Pp(X1 =21,...,Xpn = Tp)
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e absolut stetigen Fall

n

L($1,. ..,l‘n,e) HAZL‘Z e

i=1
= f(Xl,...,Xn),e(l‘la cesp)Azy - Ay
~ Py(Xy € [xr, v1 4+ Axy],..., Xy € [xn, n + Axy))

fir Az; —»0,i=1,...,n.
Nun wird ein Schétzer fiir 6 so gewahlt, dass die Wahrscheinlichkeit
Py(X1=m1,...,Xp =zp) baw. Pp(X; € [z, z; + Axy], i=1,...,n)
maximal wird. = Maximum-Likelihoodmethode:

Definition 1.2.12. Angenommen das Maximierungsproblem gegeben durch

L(zy,...,xn,0) — maxgeo sei eindeutig losbar. Dann heifit
é(ml, .., @y) = argmax L(x1,...,2p,0)
0cO

der Mazimum-Likelihood-Schdatzer von 6 (ML-Schdtzer).

Bemerkung 1.2.13.
1. In relativ wenigen Féllen ist ein ML-Schétzer 6 fiir 6 explizit auffind-
bar. In diesen Féllen wird meistens der konstante Faktor der Likelihood-
Funktion weggelassen und vom Rest der Logarithmus gebildet:

log L(z1,...,2n,0) (die sog. Loglikelihood-Funktion).

Dadurch wird

11 fo(zi) Dbzw. ] po(a:)
i=1

Zu einer Summe

> log fo(wi) bzw. > logpg(zi),
i=1 i=1

die leichter bzgl. 8 zu differenzieren ist. Danach betrachtet man

Olog L(z1,...,xy,0)
0,

=0, i=1....m.

Dies ist die notwendige Bedingung eines Extremums von log L (und
somit von L, weil log ). Falls dieses System eindeutig 16sbar ist, und
die Losung eine Maximum-Stelle ist, dann wird sie zum ML-Schétzer

A

0(X1,...,Xy) erklart.



KAPITEL 1. PUNKTSCHATZER 17

2. In den meisten praxisrelevanten Féllen sind ML-Schétzer jedoch nur
numerisch auffindbar.

Beispiel 1.2.14.

1. Bernoulli-Verteilung: X; 4 X, i=1,...,n, X ~ Bernoulli(p), fir
ein p € [0,1]. Da

X = {1, mit Wkt. p
0, sonst

mit Zahldichte
p9<x) :px(l_p)lixa HARS {071}7
ist die Likelihood-Funktion der Stichprobe (X1, ..., X,) gegeben durch
n
L(x1,...,2,,0) = Hp“”(l —p)t=i
i=1

"oz n—S " g, def.
= p2oimt (1= p)" 2= ¥ h(p).

(a) Falls 7"y = 0 (<= 21 = 22 = ... = z, = 0), es folgt
h(p) = (1—p)" — max,c[,1) bei p = 0. Dann ist der ML-Schétzer
50,...,0) = 0.

(b) Falls %" ja; = n (<= 21 = 22 = ... = z, = 1), es folgt

h(p) = p" — maxpc(o) bei p = 1. Dann ist der ML-Schétzer
p(L,1,...,1) = 1.

(c) Falls 0 < 7" & < n, dann gilt
log L(z1,...,%n,p) = nZy,logp +n(l — z,)log(l —p) =n-g(p).

Da ¢g(p) — —oo und

p—0,1

o T, 1—17 7 7, — 1
g(p):@Jr Tn (oI Il
op P 1—-p P 1-p

— (1-p)Tp+ (T, — 1)p =0 <= p = &, folgt aufgrund der
Stetigkeit von g, dass g genau ein Extremum argmax, g(p) = Ty,
besitzt.

Der ML-Schitzer ist also gegeben durch p(X7,..., X,) = X,.

2. Gleichverteilung: X ~ UI[0,0], 6 > 0, (Xi,...,X,) unabhingig
identisch verteilt, gesucht ist ein ML-Schéatzer fir 6. Es gilt

fx(x)=VYo-I(x€[0,0]), i=1,...,n.
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Somit ist die Likelihood-Funktion durch

Vo), 0<xq,...,2, <0
L(xl,,$n,9):{(()/) SO;Sfl !

(o)™, falls min{xi,...,z,} >0

= und max{xy,...,zp} <0
0, sonst
=g0), 0>0
gegeben. Damit folgt § = argmaxy.o g(0) = max{z1,..., T} = T(),
9(0
ol Xm) 6’

Abbildung 1.5: Hlustration der Funktion g.

wodurch der ML-Schétzer durch 9(X1, ooy Xp) = X(p) gegeben ist.

Nun wollen wir zeigen, dass ML-Schétzer unter gewissen Voraussetzungen
schwach konsistent und asymptotisch normalverteilt sind.

Definition 1.2.15. Sei

L(x,0) = {fg(a:) , im absolut stetigen Fall,

po(z), im diskreten Fall

die Likelihood-Funktion von z. Fir 0,6’ € © und X 4 X, P(L(X,0)=
0) = 0 definieren wir die Information (Abstand) H(Py, Py) von Kullback-
Leibler im absolut stetigen Fall als

L(x,0
H(Pp, Py) = Eglog L(X,0) — Eglog L(X,0') = / log (,9) - L(x,0)dz.
R L(z,8)
Fiir den Fall Py(L(X,0") = 0) > 0 setzen wir H(Py, Py) = oo. Im diskreten

Fall betrachte statt des Integrals die Summe tiber die nicht trivialen pg(x).

Wir werden gleich zeigen, dass H (-, -) die Eigenschaften H(Py, Py) = 0 <
0 =6 und H(Py,Py) >0 V0,0 € © besitzt. Es ist allerdings offensicht-
lich, dass H(Py, Py) nicht symmetrisch bzgl. 6 und 6’ ist. Somit ist H(-, )
keine Metrik.
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Lemma 1.2.16. Es gilt
1. H(Py, Py) ist wohldefiniert und > 0.
2. Falls H(Py, Py) =0, dann gilt § = 6'.

Beweis Wir betrachten zum Beispiel den Fall absolut stetiger Py, 6 € ©
(diskreter Fall folgt analog).

1. Definieren wir

L x’g
foy = [l L) >0,
17 sonst.

Betrachten wir den Fall Py(L(X,6") = 0) = 0, so folgt Py(L(X,0') >
0) = 1. Ansonsten ist H(Py, Py) = oo > 0, also positiv und wohl-
definiert. Dann folgt mit Wahrscheinlichkeit 1, dass L(z,0) = f(z) -
L(z,0). Sei g(x) =1—x +xlogz, x> 0.Man kann zeigen, dass g
konvex mit g(z) > 0 ist. Tatséchlich, es gilt

gd(x)=—-1+logz+1=logz,q"(r) =1z >0.

Somit besitzt g genau eine Nullstelle bei x = 1, die gleichzeitig ihr
Minimum ist. Betrachten wir g(f(X)), X ~ L(z,6’). Dann gilt

0 < Egg(f(X)) =1—Eg f(X)+ Ee (f(X)log f(X))

_ L(z,0) ) L(x,0) L(z,9) /
=1- / L(z,0) - L(x,0") dx + / L(z.0) - log L(z.0) - Lz, 0")dx

= H(Py, Py).

Somit gilt H(Py, Py) > 0, was zu zeigen war.

2. Falls H(Py,Py) =0 = Egg(f(X)) =0, g(f(X))>0.Somit
folgt L(z,0')-fast sicher g(f(X)) =0 = f(X) "L
weder L(X,0") =0 oder L(z,0) = L(x,0") fir L(z,6")

daher P@ = Pg/.

1, damit ent-

S.
-fast alle z und

O]

Satz 1.2.17 (Schwache Konsistenz von ML-Schétzern). Sei m = 1 und ©
ein offenes Intervall aus R. Sei L(x1,...,2n,0) unimodal, d.h. fir § ML-
Schatzer fir 0 gilt

VO <O(x1,...,00) = L(x1,...,2p,0) ist steigend
V0> 0(xy,...,20) = L(z1,...,2,,0) ist fallend

(d.h. maxgeg L(z1,. .., Zn, ) existiert und ist insbesondere eindeutig). Dann
gilt O(X1,...,X,) = 0.
n—oo
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Beweis Es ist zu zeigen, dass
B (|0x1,.. X) = 0] > ) — 0, e>0. (1.3)

Wiéhlen wir beliebiges ¢ > 0 : 0+ € O. Dann gilt H(Py, Pp+:) > § >
0, wegen der Unterscheidbarkeit der Parametrisierung von Py und Lemma
1.2.16. Betrachten wir {|§ — ] < €}. Um (1.3) zu zeigen, ist es hinreichend,
eine untere Schranke fiir Py(|d — 0] < ¢) zu konstruieren, die fiir n — oo
gegen 1 konvergiert. Es gilt

N Unimod
{l0-01<e} 2
Unimod
5 {L(Xl, N .,Xn,9)€<L(X1, o Xn,0— ), L(X1,..., X0, 0 +5)>2}

6>0=>e™0>1
:U{ L(le"-aXnae) > } > :>De > U{ L(Xla"'aXnae) >6n5}
L(X1, . Xp, 0 % &) L(X1, .. X0 % &)
1 L
:U{IO (X17 aXnae)
L(X1,..  Xn 0+

)>5}:A+UA_,

wobei

Ai:{llog LiXy,. o Xn, ) ) >5} .
n

L(Xy,...,Xp,0+¢
Somit gilt also
Py(10-0l <) > Py(A  UA).

Wenn wir zeigen kénnen, dass

Jim Py(Ay) =1, (1.4)
dann folgt daraus
1> lim Py(A UA-) 2 Tim Fy(As) =1 — lim Pp(AUA ) =1
und
1> lim Py (|00 <c)>1,
womit folgt, dass

Tim Py (|0—0]>e) <1- lim Py (|0 0] <<) =0,

=1

dh. 6 5 0.

n—oo

Jetzt zeigen wir, dass Py(A4) =21 (fiir Pp(A_) ist es analog).

2Hier ist ein Interval mit diesen Endpunkten gemeint, auch wenn nicht direkt klar ist,
welcher davon grofier ist.
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1. Sei H(Py, Pyye) < 00. Sei

L(z,0)
——2 2 falls L(xz,0 +¢) >0,
fa) = { D0t e) s H@0+e)
1, sonst.
Dann folgt aus Definition 1.2.15, dass Py(L(X1,0+¢) > 0) = 1. Weiter
gilt
1 L(X1,.. .. Xn0) 1 L(X;,0)
-1 - _AAbY) 1
n e L(Xy, ... Xn,B—i—a nZ; L(X;,0+¢) nzogf
L
—>EglngX1 /L:c@ log((ze))dx H(Py,Pyyc) >0>0
T
nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen, da log f(X;) € L*(Q, F, P)

wegen

Eg log f(Xl) =H(Py, Ppy:) <oo = P(Ay) n?o 1.

2. Sei H(Py, Pyye) = oo und Py(L(X1,60 + <) = 0) = 0, dann folgt

£s. L(z,0)
fx) = L(z,0+¢)

bzgl. der Verteilung Py,. Es gilt logmin{f(X1),c} € LY(Q, F, P) fiir
alle ¢ > 0. Somit folgt wie in Punkt 1:
1 s
- Zlog min{ f(X;), c} n%o Eglog min{ f(X1),c} € (0,00)
i=1

—) H(Pg, Pg+5) =

und damit

Ay D {izn:logmin{f(Xi),c} > 5}

P(Ay) >P< Zlogmm{f i), c}>5> — 1.

3. Sei H(Py, Py1c) = oo und Py(L(X1,0 +¢€) =0) = a > 0, dann folgt
<10 L(le"'aXnye) _ > _
"\ B LXy, . X bt )T
1 L(X1,..., X, 0)
—1-P(=1
( OgL(Xl,...,Xn,0+s)<OO>
:1—P<ﬂ{L(X,~,9+e)>0}>

=1

ML (1—a)r — 1

n—oo
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Insgesamt also P(A4) — 1.

n—oo

O

Definition 1.2.18. Sei X = (X3,...,X,,) eine Zufallsstichprobe von unab-
héngigen identisch verteilten Zufallsvariablen X; ~ Fy, 6 € O. Sei L(z,0)
die Likelihood-Funktion von X;, die differenzierbar beziiglich § € © ist.
Dann heifit der Ausdruck

2
10) = Ey (59 10gL(X1,9)> . 9eo (1.5)

die Fisher-Information der Stichprobe (X1,...,X,).

Es wird in Zukunft vorausgesetzt, dass 0 < I(f) < oo. Wir stellen nun
einige Bedingungen auf, die fiir die asymptotische Normalverteiltheit von
ML-Schétzern notwendig sind.

1. © C R ist ein offenes Intervall (m = 1).
2. Es gelte Py # Py genau dann, wenn 6 = 6.

3. Die Familie { Py, 6 € O}, 6 € O bestehe nur aus diskreten oder nur aus
absolut stetigen Verteilungen, also nicht aus Mischungen von diskreten
und absolut stetigen Verteilungen.

4. B = supp L(z,0) = {z € R : L(z,0) > 0} héngt nicht von 6 €
© ab. Dabei heifit supp (von englisch ,support®) der , Trager“ einer
Funktion f und ist definiert als

supp f = {z € R: f(z) # 0}

und die Likelihood-Funktion L(z,#) ist durch

(2.0) = {p(x,e), im diskreten Fall, (16)

f(x,0), im absolut stetigen Fall

gegeben, wobei p(z,0) bzw. f(x,0) die Wahrscheinlichkeitsfunktion
bzw. Dichte von Py ist.

5. Die Abbildung L(x, ) ist dreimal stetig differenzierbar bzgl. § und es
gilt

dak/La}Q /89’“ L(z,0)dz, k=1,2,0€0.

Da das Integral tiber die Dichte L(x, ) gleich 1 ist, ist die Ableitung
gleich 0. Dabei sind im diskreten Fall die Integrale durch Summen zu
ersetzen.
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6. Fiir alle 0y € O existiert eine Konstante dp, > 0 und eine messbare
Funktion gy, : B — [0, 00), so dass

031og L(x,0)
063

‘Sgeo(x), Vz € B, |0— 0| < dy,,

wobei Eg, gg,(X1) < 00.

Bemerkung 1.2.19. Es gilt folgende Relation:

n - I(0) = Vary (8

log L(X1, ..., Xn,0) ) ,
80 Og ( 17 ) 9))

wobei .
L(X1,..., X,,0) = [] L(X;,0) (1.7)
i=1
die Likelihood-Funktion der Stichprobe (X1,...,X,) ist mit L(Xj;,6) nach
(1.6).

Beweis Es gilt

0

9
5 log L(X1,...,X,,0) = ZlogL (X;,0)

=1

9,

|
M:

log L(X;,0)

S
I
—

Il
M:

ol
L'(X;,0)
1 L(XZ7 9)

-.
Il

Ferner

5 " L/(X;,0)

PR mnH = E L(X. 0)
Ey (89 log L(X1,..., X 9)) ; "L(X:,0)
)

" L(X,0
:;/B 76 AL

0.

[
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Insgesamt gilt also

o) "9
Vary (89 log L(X1, ..., Xn, 9)) = Varg (Zl g 108 L(X;, 9))
Xigd-v. i\/arg ((9 log L(X; 0)>
P 90 ’
L, (81 L(X 9))
= n-Varg | 55 log 15

2
—n-Fy <§910gL(X1,9)> —n-1(0).

O

Beispiel 1.2.20. Seien X; ~ N(u,02), i = 1,...,n. Fiir § = u zeigen wir
bei bekannten o2 , dass I(u) = 5.

In der Tat
1 (X1 —p)?
LX) = —exp { —2 ML
( 1 :u‘) /727_‘_0_ p{ 252
/o (X1 —p)?
log L(X1, p) = — log( 2”0)_W;
Olog L(X1,p) _ 2(X1—p) (—1) = X1 —p
ou 202 o2
somit gilt
dlog L(X1,1) 2
I(n) = E, (28520) = LE, (X —p) =% o?= 5.
Damit ist Var, (% log L(X1,... ,Xn,,u)) = %7: m nach Bemerkung

1.2.19 und Satz 7.3.2, 4) ElemWR, wobei i = X,.
Es bedeutet, dass wenig Information tiber p (kleine Werte von I(u)) eine
grofe Streuung bei der Schétzung von p bedeutet und umgekehrt.

Satz 1.2.21. Sei (Xi,...,X,) eine Stichprobe von Zufallsvariablen, fiir
die die Bedingungen 1) bis 6) erfiillt sind und 0 < I(f) < oo, 6 € ©.
Falls (X1, ..., X,,) ein schwach konsistenter ML-Schétzer fur € ist, dann ist

A

0(X1,...,X,) asymptotisch normalverteilt:

n-1(0) (9(X1,...,Xn) —9) 4 Y ~ N(0,1).

n—oo

Beweis Fiihren wir die Bezeichnung 1,,(0) = log L(X1, ..., X,,0), 0€0©

ein. Sei
ln ( ) - Tgk n( )7 — eI
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Ist 6 ein ML-Schitzer, so folgt 17(11)(@) = 0. Fiir die Taylor-Entwicklung von

lg)(é) in der Umgebung von 6 gilt:

und deshalb

j_ Vvn
Falls wir zeigen kénnen, dass
1. (1)
N(0,1
2 (2)
n n—00

3 (3) g

(0—0) nﬁoo und lnz(: )

beschréinkt ist, das heifit
15 (07)

dc>0: nh_}ngoPg< ™

dann konvergiert der Ausdruck

6-0- B0 2
und somit gilt
A z%j@ . )
V(- 0) = ETe (é"_ ) Z~ N (0, I(e))

nach dem Satz von Slutsky. Damit folgt /n\/T(0)(6 — 0) 4y~ N(0,1)

n—oo
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1. Es gilt

15 (0) 1 gplog L(Xi,0) 4 d
_ 2= ) Vi o N 2 og L(X;
Tn NG —h O,Var9<86 og L( ,9))

=1(0)

nach dem zentralen Grenzwertsatz, weil 55 log L(X;,0) unabhéngig
identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0 (siehe Be-
merkung 1.2.19) sind.

> L) = lzn: O g L(X:.0)
n n 2 992 8 v
2
1 (L(l)(XZ,6)> — L(X;,0) - LO(X,,0)
n (L(X;,60))°
_ Ly (EU0) L1 LO(X40)
n= | L(XG,0) n <= L(X;0)
(1) 2 @)
fs LY(X4,0) _E, L9 (X4,0) 1(6)
n—00 L(X41,0) L(X41,0)
nach dem Gesetz der grofien Zahlen, wobei
k o
LR (X;,0) = 57 (X, 0)
und
LA (X,,0) 0? )
Eg| ————7 | = [ =5L(x,0)d L(z,0)d
9( L(X1,0) gz L d92/ >
3.0 n%o 0, weil 6 schwach konsistent ist. Zeigen wir, dass
(3) (g
W05 _g) 250
n n—00

Aus énﬁo 0 folgt fir alle € > 0
P(10-0/<e) — 1.

Damit folgt, dass mit asymptotisch grofiler Wahrscheinlichkeit ]é —0] <
d, ¢ > 0 gilt, welches aus der Bedingung 6) folgt. Damit gilt, dass
firalle 6: |0 — 6| <o

Z(S) | n

=D

=1

logL X;,0)

s,
de i) = Eggo(X1)<oo

803

<g6(Xi)
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So folgt, dass eine Konstante ¢ > 0 existiert, sodass

(3) (g (3)
Py <‘ln (6) < c) — 1 und somit (6 )(0—0) 50
n n— 00 n n—o0

Der Beweis ist beendet.

1.2.4 Bayes-Schatzer

Sei (X1,...,X,) eine Zufallsstichprobe, wobei X; unabhéngige identisch ver-
teilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion Fp 6 € © sind. Sei Fp ent-
weder eine diskrete oder eine absolut stetige Verteilung. Sei aber auch 6
eine Zufallsvariable § mit Verteilung Q(-) auf dem Messraum (0, Bg), die
entweder diskret mit Zahldichte ¢(-) oder absolut stetig mit Dichte g(-) ist.
Nach wie vor werden beide Fille gemeinsam betrachtet, dabei entsprechen
sich die Summation und Integration im diskreten bzw. absolut stetigen Fall.

Definition 1.2.22. Die Verteilung Q(-) heifit a-priori-Verteilung des Para-
meters 6 (von 6) (a-priori bedeutet hier ,vor dem Experiment (X1, ..., X,)%).

Definition 1.2.23. Die a-posteriori- Verteilung des Parameters 6 (von ) ist
gegeben durch die (Zahl-)Dichte ¢x,, .. x, (0, X1, ..., Xy), welche definiert ist

als
{P(é =0| X, =x1,...,X, =x,), fallsQ diskret,

f(;\xl Xn(97x17 cey X)), falls @ absolut stetig.
Dabei ist

PO=0]X) =1,..., Xy = 1) =

die Bayesche Formel, bzw.
_ f(é»Xl,...,Xn)(ea Ty ,xn)

fa 0,c1,...,T,) =
3x1,..x, (071, Tn) Ixox, (1, )

_ L(z1,...,2,,0) - q(0)
f@ L(xl, RN ) 91) . q(91) d91’

mit L(zq,...,xy,,0) nach (1.7).

Definition 1.2.24. Eine Verlustfunktion V : ©2 — R, ist eine ©%-messbare
Funktion.
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Verlustfunktionen spielen in unseren Betrachtungen folgende Rolle: E*V(HN, a)
stellt den erwarteten Verlust (mittleres Risiko) dar, der bei der Schétzung
des Parameters § durch a entsteht. Dabei stellt E, den Erwartungswert
beziiglich der a-posteriori- Verteilung von 6 dar. Es sind offensichtlich die
konkreten Stichprobenwerte x1,...,x, in die a-posteriori-Verteilung einge-
gangen, deshalb ist E*V(é, a) eine Funktion von a und 1, ..., x,:

E.V(0,a) = p(z1,...,Tn,a).

Definition 1.2.25. Ein Schitzer 0 heifit Bayes-Schdtzer des Parameters 6,
falls

A

O(x1,...,x,) = argmin E,V (0, a) (1.8)
a
existiert und eindeutig ist.

Bemerkung 1.2.26.
1. Manchmal gilt 6 ¢ ©, welches auf die Existenz des Minimums von
o(z1, ..., Ty, a) auf O zuriickzufiithren ist.

2. Der Name ,Bayesscher Ansatz“ stammt von dem englischen Mathe-

matiker Thomas Bayes (1702-1761), der die Bayessche Formel

_ P(A|B)- P(B))
PG = = pia1s) - P(3) (1.9)

nur ideenhaft eingefithrt hat. Der eigentliche Entdecker der Formel
(1.9) ist Pierre-Simon Laplace (1749-1827) (Ende des XVIII. Jahr-
hunderts). Diese Formel wurde bei der Herleitung der a-posteriori-
Verteilung von 0 implizit benutzt.

3. Die Vorgehensweise in Definition 1.2.25 ist in konkreten praxisrelevan-
ten Féllen meistens nur numerisch moglich. Es gibt sehr wenige Bei-
spiele fiir analytische Losungen des in (1.8) gestellten Minimierungs-
problems.

Beispiel 1.2.27 (Quadratische Verlustfunktion). Ist V (01,62) = (61 — 62)?,
so ist

argmin (¢(x1,...,Ty,a)) = argmin (E*(G~ - a)2)
= argmin (E*9~2 — 2aE*9~ + a2)
=E.0

und daher der Bayes-Schdtzer é(:vl, ..., xyp) fiir @ durch E,f0 gegeben.
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Beispiel 1.2.28 (Bernoulli-Verteilung). Sei (X1,...,X,,) eine unabhéngig
identisch verteilte Stichprobe von X; ~ Bernoulli(p), p € (0,1). Weiter sei
die a-priori-Verteilung p ~ Beta(, 3), «, [ > 0, mit Zdhldichte

_ T -p)

die a-posteriori-Verteilung von p ist dann gleich

_ Py(Xi=21,..., X =2y) - q(p)

Jy P (X1 =1, ., X = ) - q(p1) dpr
Es ist immer moglich die a-posteriori-Verteilung nicht beziiglich des Vektors
(X1,...,X,), sondern beziiglich einer Funktion ¢(X1, ..., X,), zu berechnen
(Komplexitatsreduktion).

Hier ist Y = g(X1,...,Xpn) = Y iy X; die Gesamtanzahl aller Erfolge in n
Experimenten, wobei

'[(pe [071])7

q* (p) = fﬁ|X1:z1,...,Xn:xn (p)

. — {1, mit Wahrscheinlichkeit p,

0, sonst.
Daher gilt fiir die a-posteriori-Verteilung bzgl. Y:

soN g _ B =F) -qb
q*(p) = fov=k(p) TP (Y = k)alpr) dps
y~Bin(p), (P)p*(1—p)"F - (B(e, 8)) " - p*~ (1 - p)?!

falls p= n _
B B((fi,)ﬁ) o PETOTN A = pr)n kAL dpy
k+a—1 1— n—k+p5—1

Bk+a,n—k+p) ’

Dabher ist die a-posteriori-Verteilung von p unter der Bedingung Y = k durch
Beta(k +a,n —k+ )

gegeben.
Fiir den Bayes-Schdtzer gilt:

1 L kta(q _ pyn—k+p-1
Bar,an) =Bap= [ pe'@)dp = 0%<k(+1a,5)_k+ﬁ>dp
_Bk+a+1l,n—k+p)
~ Blk+a,n—k+p)
k+ «a
a+pB+n

a+pB+n

o+ ne,

a+B+n’
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Interpretation:

n - a+p o - ~
p(X1,...,Xy,) = X . =c1-X - Egprf
p( 1, ) n) a+ﬁ+n n a+ﬁ+n Oé+6 C1 n+62 aprV¥

=:Cc1 =:Cc2

wobei ¢; + co = 1 ist. Dies heifit, dass die Bayessche Methode einen Mit-
telweg zwischen dem Schétzer Eaprﬁ~ (in Abwesenheit der Information iiber
die Stichprobe (Xi,...,X,)) und dem M-Schitzer X,, (in Abwesenheit der
a-priori-Information iiber die Verteilung von p) fiir p einschligt.

1.2.5 Resampling-Methoden zur Gewinnung von Punktschit-
zern

Sei (X1, ..., X,) eine Stichprobe im parametrischen Modell. Gesucht ist ein
Schitzer 6 fiir den Parameter §. Um diesen Schitzer zu konstruieren, wer-
den bei Resampling-Methoden neue Stichproben (X7,...,X}) durch das
unabhéngige Ziehen mit Zuriicklegen aus der alten Stichprobe (X7i,...,X,)
generiert und auf ihrer Basis Mittelwerte, Stichprobenvarianzen und andere
Schétzer gebildet. Dabei ist die Dimension m des Parameterraums © belie-
big.

Wir werden im Folgenden die Resampling-Methoden

1. Jackknife (dt. , Taschenmesser“, weist auf Mittel, die jedem immer zur

Hand sein sollten)

2. Bootstrap (engl. ,self-sufficient”, dt. ,,mit eigenen Ressourcen®)

betrachten.

1. Jackknife-Methoden zur Schdtzung der Varianz bzw. der Verzerrung
von Schdtzern:

Als einfithrendes Beispiel betrachten wir § = EX = p bzw. 0 =
Var X = o2 und ihre (erwartungstreue) Schitzer i = X,, bzw. 6% =
s2.

Wie wir bereits wissen, gilt

2
1 -3
Varﬂ:%, Var62:n<uﬁl—n 104) .

n —

Nun ist ein Schétzer fiir die Varianz von ji bzw. 62 gesucht. Dazu
verwenden wir die Plug-in Methode

_ S2 _ 1 -3
Varji = =, Var&2:<gg—” 153) )
n n —

wobei i)} das vierte zentrierte empirische Moment ist.

Im Allgemeinen sind jedoch keine Formeln von Var § bekannt. Hier
kommt nun die Jackknife-Methode zum Einsatz:
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e Sei X[; die Stichprobe (X1,..., X;—1, Xit1,..., X)), i=1,...,n.
Falls

A

Q(Xl,...,Xn> = Son(Xla-- . ,Xn),

so bilden wir

N _ 1 ~
O = pn1 (X)), Oy =—> 0
=1
— i det M —1 < ~\2
Varjn(é’) = n Z (9[1] - GH)

=1

Definition 1.2.29. Der Schétzer é[.] bzw. \//'a\rjn(é) heifit Jackknife-
Schitzer fiir den Erwartungswert bzw. die Varianz des Schétzers
6 von 6.

Beispiel 1.2.30. Sei § = 6 = i = X,, so gilt
(,On(.f[?h...,wn) = *Z‘T’ia

womit folgt, dass

A 1 1 n
Oy = > Xj= (-Xi + ZXJ)

n—lj# n—1 =
n - 1 .
:n—l n - _1X17 VZ::[? , 1,
—_ 1 A A n - 1 n
9[']:ﬁ29[i]: n—an_n(n—l)ZXi
i=1 i=1
- X X —1_ _
_An  An T % X,

n—1 n—1 n-—1

Daher ist ein Jackknife-Schétzer fir p gleich X,.
Konstruieren wir nun einen Jackknife-Schétzer der Varianz:

— A n—1g n - 1 _\?
Varjn(ﬁ) = Z Xn - 71X1 - Xn

n A n—1 n—
=1
n—1g 1 - 2
= X, — X;
n ;<n—1( " l)>
_ "l oSx - %)
—n(n_l)Qi: 7 n) s
1
= _-62
n "’

wobei dies genau der Plug-in Schétzer der Varianz von [i ist.
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o Jackknife-Schdtzer fiir die Verzerrung eines Schdtzers
Sei é(Xl, ..., Xp,) ein Schéatzer fiir . Der Bias von 0 ist Egf—0 =
Bias(0).
Definition 1.2.31. Ein Jackknife-Schditzer der Verzerrung (Bi-
as) von 6 ist durch

Bias;,(0) = (n — 1)(f;; — 9)
gegeben.

An folgenden Beispielen wird klar, dass der oben beschriebene
Vorgang zur Verringerung der Verzerrung beitrégt:

Der Schdtzer
6 = 0 — Bias;y,(0) = nd — (n — 1)d, (1.10)

hat in der Regel einen kleineren Bias als 6. Dabei ist wiederum

é[i] = pn-1(X};) und 9 Zé
mit

H(Xl, e ,Xn) = (pn(Xl, e ,Xn) .
Beispiel 1.2.32.

(a) Ist # = EX; = p, so ist # = X,, ein unverzerrter Schétzer

fiir 1. Was ist der Bias-korrigierte Schitzer 17 (Dieser sollte
schlieflich nicht schlechter werden!)
Es gilt é[.] = X,,, daher ist der Bias-Schiitzer von Jackknife
]igsjn(é) = (n—1)(Xn — Xp) = 0 und somit § = 6 — 0 =
X,,. Wir haben also gesehen, dass die Jackknife-Methode die
unverzerrten Schitzer (zumindest in diesem Beispiel) richtig
behandelt, indem sie keinen zusétzlichen Bias einbaut.

(b) 0 = 02 = VarX;, = 62 = LS (X; — Xn)? ein verzerrter
M-Schétzer der Varianz. Was ist 6 in diesem Fall?
Ubungsaufgabe 1.2.33. Zeigen Sie, dass der folgende Term
ein erwartungstreuer Schitzer der Varianz ist.

n no
Z &

= n—1
Somit wird der Bias von 62 durch die Anwendung der Jackknife-

Methode vollstandig beseitigt.
Beweisidee: Zeigen Sie hierzu zunéchst, dass

0=

n

Bias,, (0) =
ias;, (0) n—lg
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Bemerkung 1.2.34. Die Beispiele 1.2.32 a), b), in denen sich
der Jackknife-Schatzer analytisch bestimmen lie}; sind eher eine
Ausnahme als die Regel. In den meisten Féllen erfolgt die Bias-
Reduktion mit Hilfe der Monte-Carlo-Methoden auf Basis der
Formel (1.10).

2. Bootstrap-Schdatzer:

Die Bootstrap-Methode besteht in dem Erzeugen einer neuen Stich-
probe (X7,...,X}), die aus einer approximativen Verteilung E der
Stichprobenvariablen X;, i = 1,...,n gewonnen wird. Seien E, und
Var, die wahrscheinlichkeitstheoretischen Gréflen, die auf dem Vertei-
lungsgesetz P, der neuen Stichprobe (X7, ..., X}") beruhen. Dabei gibt
es folgende Moglichkeiten, F zu konstruieren:

i) F(x) = F,(z) die empirische Verteilungsfunktion von X;, falls X;
unabéangig identisch verteilt sind.

ii) F ist ein parametrischer Schétzer von F, der parametrischen Ver-
teilungsfunktion von X;. Das heif3t, falls X; ~ Fyp, i = 1,...,n
fiir ein # € © und 6 = é(Xl, ..., Xp,) ein Schétzer fur 6 ist, so
setzen wir [ = Fj (Plug-in Methode).

Definition 1.2.35. Ein Bootstrap-Schdtzer fir den Erwartungswert
(bzw. Bias oder Varianz) von Schétzer 6(Xi,...,X,) ist gegeben
durch

A

() Epoot(0) = BLO(XE, ..., X7).
(b) ﬁsboot(é) = Ebooté - é
(¢) Varpo(0) = Var, (A(XF,..., X))

Beispiel 1.2.36. Sei § = 4 = EX; und F = F, die empirische Vertei-

lungsfunktion. Wie generiert man eine Stichprobe X7,..., X}, wobei
X~ Ep?

E, gewichtet jede Beobachtung x; der urspriinglichen Stichprobe mit
dem Gewicht 1/n, deshalb geniigt es, einen der Eintrdge (x1,...,zy)
auszuwéahlen (mit Wahrscheinlichkeit 1/n, Urnenmodell ,Ziehen mit
Zuriicklegen®), um X7, J=1,...,n zu generieren.

Bootstrap-Schdtzer fir den Erwartungswert von g = X,,:

A R 1 & x| X7 uwiv. 1 %
Ebootft = Ex o > X; = o nE.(X7)
i=1

n

— /xdﬁn(m) = lX:XZ =X,.

n i=1
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Somit folgt B/igsboot/l =0.

ein Plug-in Schitzer fiir VarX,, = o*/n.

Monte-Carlo-Methoden zur numerischen Berechnung von Bootstrap-
Schétzern:

Was kann man tun, wenn keine expliziten Formeln fiir z.B. Var Boot(é)
vorliegen (der Regelfall in der Statistik)?

Generiere M unabhéngige Stichproben (X7,..., X% ), i =1,...,M
nach der Regel i) oder ii) mit Hilfe der Monte-Carlo-Simulation. Dann
berechne

M
) * * . N A 1 ~
9129( il,...,X‘)’ Zzl,...,M undSGtZe Ebootexﬁzzglez

Ahnlich gewinnt man approximative Bootstrap-Schitzer fiir Bias 6 und
Var 0:

Mo N2
T 2 (0~ Brouid)

Mehr sogar, man kann die Verteilungsfunktion von X7; durch die em-
pirische Verteilungsfunktion bestimmen:

BiaSboote ~ Eboot‘g -0 ) Varboote ~

~ 1
Fboot($):M I(X*<l'), reR.

Ferner lassen sich mit Hilfe von oben genannten Methoden Bootstrap-
Konfidenzintervalle fir 6 ableiten:

Dafiir lassen sich Quantile F 5 L) und F Y 1(1—aw) der Verteilung von

0(X%,...,X?) aus der Stichprobe (01, ...,0y;) empirisch bestimmen.
Damit gilt

P (BN o) <OXT, . X0 < Bl —ag)) ml-ap—a1 =1-a,

wobel o = a1 + ag klein ist. Beachte dabei, dass man hofft, dass X
sehr dhnlich verteilt ist wie X; und somit

P (B M) <0(X,.., X)) S Bl (1—an)) ~ 1 - a

gilt.



KAPITEL 1. PUNKTSCHATZER 35

1.3 Weitere Giiteeigenschaften von Punktschitzern

1.3.1 Ungleichung von Cramér-Rao

Sei (X1,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen identisch verteilten Zu-
fallsvariablen X; mit Verteilungsfunktion Fy, 6 € ©. Sei é(Xl, ..., Xp) ein
Schitzer fiir 6. Falls § erwartungstreu ist, dann misst man die Giite eines
anderen erwartungstreuen Schitzers 6 von @ am Wert seiner Varianz. Das
bedeutet, falls Vary§ < Varg é, dann ist der Schitzer § besser. Wir werden
uns nun mit der Frage befassen, ob immer wieder neue, bessere Schéitzer 0
mit immer kleinerer Varianz konstruiert werden konnen. Die Antwort hier-
auf ist unter gewissen Voraussetzungen negativ. Die untere Schranke der
Varianz Vargé hierzu liefert der Satz von Cramér-Rao.
Sei L(z,0) die Likelihood-Funktion von X;, d.h.

Py(x), im diskreten Fall,
fo(x), 1im stetigen Fall

L(z,0) = {

und L(z1,...,2pn,0) = [[j=; L(z;, ) die Likelihood-Funktion von der gesam-
ten Stichprobe (X1i,...,X,). Es gelten die Bedingungen 1) bis 5), die fiir
die asymptotische Normalverteiltheit von ML-Schétzern auf Seite 22 gestellt
wurden, wobei die Bedingung 5) fiir & = 1 gilt.

Satz 1.3.1 (Ungleichung von Cramér-Rao). Sei (X1, ..., X,) ein Schitzer
flir @ mit den folgenden Eigenschaften:

1. Bgf?(X1,...,X,) <o V6eO.
2. Fiir alle 6§ € O existiert d%Egé(Xl, ..., Xn), gegeben durch

{IR' g
Ezl,...,xn

(z1,... ,xn)%L(ml, ey Ty, 0)dxy ... dx,, im stetigen Fall,
O(x1,..., xn)%L(:rl, ceey Ty, 0), im diskr. Fall.

Dann gilt

(&Bsb(x1,.... X))

0(Xq,...,Xn) >
VaI'Q ( 1 ) )— ’I’LI(G) )

feco,

wobei I(6) die Fisher-Information aus (1.5) ist.
Beweis Fiihren wir die Funktion
0
0o(x1,. ., xp) = 50 log L(x1,...,2n,0)
ein. In Bemerkung 1.2.19 haben wir bewiesen, dass

Egg@g(Xl, e ,Xn) = O, Varg gOg(Xl, v ,Xn) =Nn- I(@) .
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Wenden wir auf Cov ¢(pg(X1,...,X,),0(X1,...,X,)) die Ungleichung von
Cauchy-Schwarz an:

Cov g (po(X1..., X,). B(X1,.... X)) =
= Ey (QOQ(Xl, LX) 0(X, ,Xn)> —0

S \/V3r0 @9<X17 st X'fl)\/vara é<X17 s 7X'fl)

Somit folgt

=:A
~ 2
Var é(X X ) > <E9 (909(X15”'5Xn) H(Xl)vXn))) . A2
OTALy ey An] = Varg ¢o(X1, .., Xp) T nI0)

Es bleibt zu zeigen, dass

d
A @E@g(Xl,,Xn)

Wir zeigen die Aussage fiir den absolut stetigen Fall (im diskreten Fall sind
die Integrale durch Summen zu ersetzen):

A= /—logL ml,...,xn,G)-é(ajl,...,xn)-L(ml,...,xn,e)d:nl...dxn

:/%L(ZE177IETL70) 9(w17,$n)dx1dmn

Vor. 2) d
= —Ep0(Xq,....X,).
4o 0 0( 1, ) )

O]

Folgerung 1.3.2. Falls 0 ein erwartungstreuer Schétzer fir 6 ist und die
Voraussetzungen des Satzes 1.3.1 erfiillt sind, so gilt

1(Xy,...,X,) > .
Varge(Xh ,X )_ TZI(G)

Beweis Wende die Ungleichung von Cramér-Rao an 0 mit

d d

= (Bo (X1, X)) = 50=1

an. O

An folgenden Beispielen werden wir sehen, dass der Schétzer X,, des Er-
wartungswertes p in der Klasse aller Schétzer fiir u, die die Voraussetzungen
des Satzes 1.3.1 erfiillen, die kleinste Varianz besitzt. Somit ist X,, der beste
erwartungstreue Schétzer in dieser Klasse fiir mindestens zwei parametrische
Familien von Verteilungen:



KAPITEL 1. PUNKTSCHATZER 37

e Normalverteilung und

« Poisson-Verteilung.

Beispiel 1.3.3. B
1. X; ~ N(p,0?), i = X,, als Schitzer fiir 4. Dabei ist /i erwartungstreu

mit Vargi = o*/n. Zeigen wir, dass die Cramér-Rao-Schranke fiir die
Varianz eines erwartungstreuen Schétzers 6 fiir u ebenso gleich o*/n
ist. Priifen wir zundchst die Voraussetzungen des Satzes 1.3.1:

Zeigen wir, dass
d 0
()z—/L:U, dx:/—Lx, dx
i Je (, 1) . on (z, 1)

1 1
Lws) = o= (5

9 2@—p) 1 _izmuy? oz —p
I _ : (%) = L
o (z, 1) 52 5 ¢ " p (z, 1),

0 B X —p\
/RauL(:v,p)dx—E< = >—O.

Zeigen wir weiterhin die Giltikeit der Bedingung 2) des Satzes 1.3.1:

d_ . d
—EX,=—(u) =1
du(u)

dp
2 1 0y 1 ()
_n/gscl%—...-l-xn)a'u(l_[\/%ae jdazl...dmn.

Induktion bzgl. n:

mit

~

e Induktionsanfang n = 1:

0 [z — )
/Rxa,uL(x,u) dz —/RiL(x,,u) dx

o2
1 9 9 Var, X
= S (BX—?) = =5 =1.

e Induktionshypothese: Fiir n gilt
0
/n(:rl—i—...—i—:nn) . aL(l‘l,---,!En,M)diﬂl---dﬂ?n =n.
e Induktionsschritt n — n + 1:

0
A= Rn+1(x1+--.+$n+1)@ L(xla"w:rn—i—l?,u) dml...d$n+1

=L(x1,0 T, t) LTy 1,0)

o
=n+1.
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Dabei gilt fiir A:

0
A= RnJrl(xl e +xn) . <8HL(x17 e 71'717“) : L(l'n-i—lnu')

3}
+ L(z1,. ..y Tn, ) - @L(wnﬂ”u)) dxi ...drn,dr, 1

0
+ /l;nﬂ Tn+1 (8,LLL<1.I7 ey T, M) . L(xn—i—h :U')

0
+ L(z1,. ..y Tn, ) - auL(a:nJrl,p,)) dry ...dx,dr,1

:n'/RL(%'nH,M) drpi1

=1

+ | (v1+...+xy) L(xy,...,¢p,p0)dey ... dzp:
R”

0
'/G*L(xnﬂa/t) d$n+1+/ Tpp1 L(@nqt1, 1) dxpg-
1 R

=0
/ gL(x Ty ) dx dx
na/,b 1ye--sTm, 1 1--- n
=0

0
niLn) dn :
+/R$+18M (Tn+1, 1) dTn1

_d —d
=B, X=4p=1

L(x1,...,xp,p)dxy ... de, =n+1.
RTL

=1

Nachdem alle Voraussetzungen erfiillt sind, berechnen wir die Schranke

1 . B o 2
M) mit  I(p) = E, (alulogL(X,,u)) ,

Es folgt aus dem Beispiel 1.2.20, dass

1 n
I(p) = = I(p) =—
(1) = —3 n-I(n) = —5
Insgesamt gilt also
A~ 1 2 _
Var, 0 > — = g = Var, X,
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fiir einen beliebigen erwartungstreuen Schétzer 0 fiir u, der die Vor-
aussetzungen des Satzes 1.3.1 erfiillt.

2. Das zweite Beispiel sei folgende Ubungsaufgabe:

Ubungsaufgabe 1.3.4. Seien X; ~ Poisson()\), i=1,...,n. Zei-
gen Sie, dass die Schranke von Cramér-Rao

ist. Dies bedeutet, dass auch hier X,, der beste erwartungstreue Schit-
zer ist, der die Voraussetzungen des Satzes 1.3.1 erfiillt.

An Hand des néchsten Beispiels wollen wir zeigen, dass die Konstruktion
von Schétzern mit einer Varianz, die kleiner als die Cramér-Rao-Schranke
ist, moglich ist, falls die Voraussetzungen von Satz 1.3.1 nicht erfiillt sind.

Beispiel 1.3.5. Seien X; ~ U[0, 6], # > 0. Dann ist die Bedingung gegeben
durch ,supp fyp(x) = [0, 8] unabhéngig von 6* verletzt und auch eine weitere
Bedingung:

0 o1\’ 1 1

Sei f ein erwartungstreuer Schéitzer fiir 6, so wiirde nach der Ungleichung
von Cramér-Rao folgen, dass Varg 0 > (n - 1(0))~!, wobei

I1(0) =E (aaelogL(X,G)>2 = /06; (;elog (;))2 dz

1 [f 1\2 1
—5/0 dw'(‘e) @

Damit hatten wir

. 0?2
Vargt > —.
n
Betrachten wir
A n+1 n+1
H(Xl, . 7Xn) = maX{Xl, . ,Xn} = n X(n)

Zeigen wir, dass

EgO(X1,...,X,) =0 und Varg0(Xy,...,X,) < —.
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Berechnen wir dazu Eg X (kn), k € N. Es gilt

g v €l0,0],
FX(n)(w):F)%(x): L, x>0,
0, z<0,
n:n”’l
0 n—1 0 _9n+k nek
Ey X} :/ K d:ﬁ/ nth—l gy — " - .
0Xm) = J0 T g T fy * T ntk) n+k
Damit folgt
" 1 1 0
Bof =" EeXy = =,
n n n+1

das heiBt, 0 ist erwartungstreu. Weiterhin gilt

R 1 2 1 2 2 202
Val“g@z(n: > -VargX(n):<n+ ) (nﬁ o >

n n+2 (n+1)2
(n+1)* n(n+1)> —n*(n+2)

— . 02
n? (n+2)(n+1)2
92 5 9 92
= — 2 1—n"—-2n)= ——
n(n—|—2)(n end " n) n(n+2)
und somit
A 62 62
Varg = ——— < —.
nn+2) n
1.3.2 Suffizienz
Sei (X1,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen identisch verteilten Zu-

fallsvariablen X; mit Verteilungsfunktion £y, 6 € © C R"™. Wenn man von
der vollen Information {X; = z1,...,X,, = x,} zum Schéitzer (X1, ..., X,,)
des Parameters 6 Uibergeht, dann entsteht durch die Abbildung

0:R" - R™, m&n

ein Informationsverlust, da man (Xi,...,X,) nicht aus (X1, ..., X,) zu-
riickrechnen kann (im Normalfall). Die sogenannten suffizienten Schétzer
minimieren diesen Informationsverlust im stochastischen Sinne:
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Definition 1.3.6.

1. Seien Zufallsvariablen Xi,..., X, und é(Xl, ..., X,) diskret verteilt.
Ein Schéitzer 6 des Parameters 0 heifit suffizient, falls

Pg(Xl:xl,...,Xn::cn|9(X1,...,Xn):t)

nicht von 6 abhéngt, solange x1,...,x, und t in den Trégern der Z&hl-
dichten von (X7i,...,X,) bzaw. (Xy,...,X,,) liegen.

2. Falls X1,..., X, und é(Xl, ..., X,) absolut stetig verteilt sind, dann
heiflt der Schéatzer 0 suffizient fiir 0, falls die Wahrscheinlichkeit

P((X1,.., Xp) € BlO(Xy, ..., X)) = t)

fir beliebige B € Bgrn und ¢t € supp f; nicht von 6 € © abhingt, wobei
[f4 die Dichte von 0 ist.

Bemerkung 1.3.7.
1. In Definition 1.3.6, 2) gilt

P(é(Xl,...,Xn) :t) =0, Vi,

aufgrund der absoluten Stetigkeit der Verteilung von 4. Damit wird
die bedingte Wahrscheinlichkeit hier (anders als in Definition 1.3.6,
1)) nicht im klassischen Sinne, sondern im Sinne der bedingten Er-
wartung verstanden. Die bedingte Erwartung wurde bereits im Vor-
lesungsskript ,,Wahrscheinlichkeitstheorie und stochastische Prozesse”
(Abschnitt 1.1.4) eingefiihrt.

2. Betrachten wir im diskreten Fall die bedingte Likelihood-Funktion
Ly(x1,...,70,0) = By (X1 =21, X = 2 | O(X, .., X)) :t) .

Aus Definition 1.3.6 folgt, dass wir keinen neuen ML-Schétzer fiir
0 aus dieser bedingten Likelihood Ly(z1,...,x,,0) gewinnen werden
kénnen, da sie nicht von 6 abhéngt. Das heifit, der Schétzer 6 ent-
hélt bereits die volle Information iiber 6, die man aus der Stichprobe
(z1,...,T,) gewinnen kann.

3. Falls g : R™ — R™ eine bijektive Borel-messbare Abbildung und

A

0(X1,...,X,) ein suffizienter Schitzer von § € © C R™ ist, dann

A

ist der Schatzer g(6(X1,...,X,)) auch ein suffizienter Schétzer fiir 6.
Dies wird aus der Tatsache ersichtlich, dass

fwe: g (00X, X)) =t} ={weq:d(x1,.... X)) =g},

fur alle t € R™,
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Lemma 1.3.8. Secien Zufallsvariablen X1,..., X, und é(Xl, ..., Xp) ent-
weder alle diskret oder absolut stetig verteilt mit den Likelihood-Funktionen

Py(X1 =z1,...,X, =x,), im diskreten Fall,

fxiox,.(@1,...,2n,0), im absolut stetigen Fall,

L(zy,...,2n,0) = {
Ly(t.6) = {Pg(é(Xl, X)) =t), %m diskreten Fa.ull,
J3(t,0), im absolut stetigen Fall.
Sei der Trager von L gegeben durch
supp L = {(z1,...,2,) €R" : L(x1,...,2,,0) >0}
Der Schiitzer @ ist suffizient fiir 6 genau dann, wenn

L(z1,...,xn,0) (1.11)
Lé(@(xl, [ ,xn)u 9)

fir alle (z1,...,2,) € supp L : é(:vl, .., Tp) € supp Ly nicht von 6 abhingig
ist.

Beweis Wir beweisen lediglich den diskreten Fall:

,=“ Ist § suffizient, so iiberpriifen wir, ob damit folgt, dass (1.11) von
0 abhiangt fur alle (z1,...,2,) € R, t € R und § € ©, so dass
(x1,...,xy) € suppL. Es gilt:

Py(X1=w1,.... Xn =2 |0(X1,..., Xn) = 1)
CP(Xi =1, Xy = 20, 0(X1, L X)) = 1)
B Py(O(X1,...,X,) =1)
{0, falls O(x1, ..., @) #t

Py(X1=z1,..,.Xn=2n) n _
XIS O A falls 0(zq,...,z,) =t.

Somit héngt (1.11) nicht von 6 ab.

,<=" Folgt aus dem 1.Fall durch Betrachtung von hinten.

Beispiel 1.3.9.

1. Bernoulli-Verteilung: Seien X; ~ Bernoulli(p), p € [0,1],i=1,...,n,
p = X, ein erwartungstreuer Schéatzer fiir p. Wir zeigen nun, dass p
suffizient ist. Es gilt
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wobei Y ~ Bin(n,p). Es geniigt nach Bemerkung 1.3.7 3) zu zeigen,
dass Y ein suffizienter Schétzer fir p ist. Es gilt fir z; € {0,1} i =
1,....n

n
P(X1=z1,..., Xn=zn) =] p"(1—p)' " =plim1 " (1—p)"~ 2eima "

=1

Definieren wir nun Ly als

n —
Ly(y,p) = (y)py(l -p)"Y,  y=0,....,n.
Setzen wir nun statt y die Summe >_1" ; z; ein und betrachten

L(CCl, ... ,ﬂjn,p) _ pZ?:l m2(1 — p)"—ZLI T 1

LY(Z?:1 xzﬁp) B (2?21 xi)pzllxi(l —p)n_Z?:1xi o ( kD

i=1%i

7
Dies héngt offensichtlich nicht von p ab, womit folgt aus Lemma 1.3.8,

dass Y und somit p suffizient sind.

2. Normalverteilung mit bekannter Varianz: Seien X; ~ N (n,0?), i=
1,...,n, 02 bekannt. So ist i = X,, ein erwartungstreuer Schétzer fiir
1. Zeigen wir nun, dass [i suffizient ist: Betrachten wir

©o1 1 m—,u)Q
L(xi,...,xp, 1) = e ——
@120 inl%xp(Q(g )

und nach Lemma 6.4.5 (ElemWR)

= ; - exp (E?:l (@i — in)Q + (&, — M)2>
(2mo2)"/2 '

Ferner gilt bekanntermafen fi ~ N(u,o”/n), und somit

- o[ 3022)

1 o (@i—&n)?4n(@n—p)?
L(xh ey T :U’) (2%02)"/2 + eXp <— 1 S >
M)

Ly(Zp, 1) \2/:?0_ - exp ( 507

1 1 & _
- \/5(27?02)"/27—1 - exXp <_M ;(fﬂz - xn)> )

was von 4 unabhingig ist. Somit folgt nach Lemma 1.3.8, dass i = X,
ein suffizienter Schétzer fir p ist.
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Mit Hilfe des néchsten Satzes von Neyman-Fisher wird es moglich sein zu
zeigen, dass bei unbekannter Varianz der Schitzer (X, S2) fiir (u,o?) suf-
fizient ist.

Satz 1.3.10 (Faktorisierungssatz von Neyman-Fisher). Unter den Voraus-
setzungen von Lemma 1.3.8 ist é(Xl, ..., X,) ein suffizienter Schatzer fiir
0 genau dann, wenn zwei messbare Funktionen g : R™ x © — R und
h : R" — R existieren, so dass folgende Faktorisierung der Likelihood-
Funktion L(z1,...,xzy,0) der Stichprobe (X1,...,X,) gilt:

L(x1,...,2p,0) =g (é(wl,...,xn)ﬁ) ch(zy,...,zp)

fir (z1,...,z,) €supp L,0 € O.
Beweis Wir beweisen nur den diskreten Fall.

1. Falls 6 suffizient ist, dann hangt nach Lemma 1.3.8

CyTn)

Lo e
Ls(0(z1,... an),0)

=g(0(z1,...,xn),0)

nicht von 6 ab. Somit bekommen wir die Faktorisierung von Neyman-
Fisher.

A

2. Sei nun L(z1,...,2,,0) = g(0(x1,...,20),0) - h(x1,...,2z,) fir alle
(z1,...,2y) € supp L, 0 € O. Fiithren wir eine Menge

A

C={(y1,---yyn) ER": O(y1,...,Yn) :é(wl,...,xn)}
=0! (é(:cl,,azn))

ein. So gilt
Py(Xi=1,. s Xn=an) 901, 20),0) - h(1,...,w0)
Lg(@(xl, e ,:En), 0) Z(yl,u.,yn)EC P@(Xl =Y1,... 7Xn = yn)

=Py(0(X1,....X0)=0(z1,...,xn))

A

g(0(z1,...,2,),0)  h(x1,...,25)
E(yl,...,yn)eC g<9(y17 ce ,yn)7 9) ’ h(yla s 7yn)
—_———

=0(x1,....Tn)
h(z1,...,xy)
yn)€C h’(ylv cee 7yn) ’

welches nicht von 6 abhéngt. Daher ist 6 nach Lemma 1.3.8 suffizient.

O
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Beispiel 1.3.11.

1. Poisson-Verteilung: Seien X; ~ Poisson(\), A > 0, A\ = X, ein
erwartungstreuer Schétzer fiir A\. Zeigen wir, dass A suffizient ist. Es
gilt fiir z; € {0,1,2,...},i=1,...,n

n . — Sy _ z
ATi An | /\Zizl T nA \nZn
L(xl,...,:cn,)\):]:[e_)‘ = ¢ __° 7
ey x;! 1!y 1!
= g(inv >‘) : h(xlv cee axn) s
wobei g(Zn,A) = e - N bz, x,) = xl!-..l.-xn! ist. Somit ist

A= X, nach Satz 1.3.10 suffizient.

2. Exzponentialverteilung: Seien X; ~ Exzp(\), A > 0, A = X! ein Mo-

mentenschétzer fiir A\, der zwar nicht erwartungstreu ist, jedoch stark

konsistent, denn X, :—S> EX;, = % nach dem starken Gesetz der
n o

groflen Zahlen. Zeigen wir, dass \ suffizient ist. Fiir
1 >0,...,z, >0 gilt

L(z1,...,2p,A) = H e i = Ane—AZZ;l:m — \le~AnEn
i=1
= )\nei% = g (3\7)\) N h(x17 - 737”) ,
—
=1

An

wobei g(A\,\) = A"e x und h(zy,...,z,) = 1 ist. Somit ist A nach
dem Satz 1.3.10 suffizient.

[“Jbungsau_fgabe 1.3.12. Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes 1.3.10, dass der
Schitzer (X, S2) suffizient fiir (1, 0%) im Falle der normal und unabhiingig
identisch verteilten Stichprobe (X1, ..., X,), X; ~ N(u,0?) ist.

Bemerkung 1.3.13. Der Vorteil des Satzes von Neyman-Fisher ist, dass
man fiir die Uberpriifung der Suffizienzeigenschaft von 6 die Likelihood-
Funktion von 6 nicht explizit zu kennen braucht. Dies ist insbesondere in
den Fillen vorteilhaft, in denen der Schétzer 0 kompliziert ist und seine
Likelihood-Funktion nicht analytisch angegeben werden kann (bzw. unbe-
kannt ist).

1.3.3 Vollstandigkeit

Definition 1.3.14. Ein Schitzer §(X1,...,X,) des Parameters § € © C
R™ heifit vollstindig, falls fir beliebige messbare Funktionen g : R™ — R

A

mit der Eigenschaft Egg(6(X1,...,X,)) =0, 6 ¢€ 0O folgt

g(é(Xl,...,Xn)> =0. Py—fs. firalledcoO.
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Bemerkung 1.3.15.

1. Seien g1, g2 : R™ — R Funktionen, fiir die V0 € © gilt

Eg

g (é(Xl,,Xn)N < 0

und
Eoq1 (é (Xl,...,Xn)) = Eogo (é (Xl,...,Xn)) ,

wobei 0 vollsténdig ist. So folgt aus der Definition 1.3.14
g1 (é (Xl, ‘e ,Xn)> = g2 (é(Xh N ,Xn))

fast sicher (nehme g = g1 — ¢2).
Fazit: Die Eigenschaft der Vollstdndigkeit erlaubt aus dem Vergleich

A

der Schétzer g1() und g»(f) im Mittel eine Aussage iiber ihre fast
sichere Gleichheit zu machen.

2. Falls 0 ein vollstindiger Schéitzer fiir 6 ist, dann ist auch g(d) ein
vollstdndiger Schétzer fiir 6 fir eine beliebige messbare Funktion g :
R™ — R™.

Beispiel 1.3.16.

1. Bernoulli-Verteilung: Seien X; ~ Bernoulli(p), p € [0,1]. Zeigen wir,
dass p = X,, vollstandig ist:

Sei g eine beliebige Funktion R — R. Es geniigt zu zeigen, dass ¥ =
Yo, X vollstandig ist. Es gilt Y ~ Bin(n,p), womit folgt, dass

Epg(Y) = Enj g(k) <Z> P —p) k.
k=0

Weiter gilt E,g(Y) = 0 genau dann, wenn

fir p € (0,1), also t € (0,00). p,(t) ist ein Polynom des Grades n,
womit folgt

k) (”) =0 fiir alle &
k
) =

g(
e g(k 07 k':O,...,TL
= g(Y)=0 P,-fast sicher.

Somit ist Y vollstéandig und daher auch p = X,.
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2. Gleichverteilung: Sei X; ~ U[0,0], i = 1,...,n. Wie wir bereits
gezeigt haben, ist der Schétzer é(Xl, e Xp) = ”:1X(n) erwartungs-
treu. Zeigen wir nun, dass er ein vollstdndiger Schétzer ist. Es geniigt
zu zeigen, dass X(,) = max;=1,., X; vollstindig ist. Es ist zu zeigen,
dass fiir alle messbaren g : R — R aus Egg(X(,)) = 0 folgt g(X(,,)) =0

fast sicher. Die Dichte von X, ist nach Beispiel 1.3.5 gegeben durch

e 1

fx (@) = "5 Lo g ().

d d 1
—E — n—1
0=ggPesX d0/ fX<"> @) de = dHH”/ nat () de
= g /0<> 2"t " g(0) = 7 Bgg(X(,) + g 0)
=0
Z%Q(Q) =0 fir fast alle § > 0= g(z) =0, z>0.

Daher gilt g(X(y)) = 0 fast sicher.

1.3.4 Bester erwartungstreuer Schitzer

Aus Definition 7.2.9. (ElemWR) folgt: Sei (X1,...,X,) eine Zufallsstrich-
probe, X; ~ Fy, 6 € © C R (m = 1), X; unabhéngig identisch verteilte
Zufallsvariablen. Dann heifit é(X 1,...,Xy) bester erwartungstreuer Schét-
zer, falls

Egf0*(X1,...,Xn) <00 Egf(Xy,...,X,) =0, 6cO.
und # die minimale Varianz unter allen erwartungstreuen Schétzern besitzt.

Lemma 1.3.17 (Eindeutigkeit der besten erwartungstreuen Schétzer). Falls
0 ein bester erwartungstreuer Schétzer fiir 6 ist, dann ist er eindeutig be-
stimmt.

Beweis Sei § = é(Xl, ..., X,) ein bester erwartungstreuer Schatzer fiir 0
und 6 ein weiterer bester erwartungstreuer Schitzer fiir 0. Zeigen wir, dass
0=0.

Ex adverso: Nehmen wir an, dass 0 -+ @ ist und betrachten §* = 1/2(9 +0).
Offensichtlich ist 8* erwartungstreu. Untersuchen wir

1 I
Vargf* = ZVarg(Q +0) = fVarQG + Var9¢9 + Cov 9( ,0).

Da é, 0 beste erwartungstreue Schitzer sind und mit der Ungleichung von

Cauchy-Schwarz |Cov ¢(6,0)| < \/Vargf - Vargd = Vargf gilt, folgt

]. ~ 1 A A
Vargt* < §Var9«9 + §Var99 = Varg0 .
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Da 0 der beste erwartungstreue Schétzer ist, folgt Vargd* = Vargf und somit
Q(é, é) =1 = 0 und 6 sind linear abhéngig, d.h. es existieren Konstanten
a und b, fir die gilt 0 =af +b. Es folgt a = 1 aus Vargd = a®Varf = Varyl
und b = 0, weil 0 und 6 erwartungstreu sind: 6 = Egf = Egf +b = 6 +b.
Das bedeutet, dass 6=29. ]

Lemma 1.3.18. Ein erwartungstreuer Schétzer é, dessen zweites Moment
endlich ist, ist genau dann der beste erwartungstreue Schétzer fir 6, wenn

Cov ¢(0,p) =0, 0 € O fiir eine beliebige Stichprobenfunktion ¢ : R — R
mit der Eigenschaft Egp(X1,...,X,) =0, V0 €0O.

Beweis Wir beweisen den Satz fiir beide Richtungen getrennt:

»=—" Sei 6 der beste erwartungstreue Schéatzer fiir 0, o(Xy,...,X,) eine
Stichprobenfunktion mit Egp(X1,...,X,) = 0, V6 € ©. So ist zu
zeigen, dass Cov ¢(0,¢) = Eg(0p) = 0,0 € O gilt.

Definieren wir 6 = 0 + ap, a € R. Berechnen wir
Varg = Varg + a*Vargp + 2aCov 9(@, ®)

fiir a € R. Sei g(a) = a®Vargp + 2aCov 4(p, ). Falls Cov 4(¢, ) # 0,
dann existiert ein @ € R mit g(a) < 0. Da 6 ein erwartungstreuer
Schitzer fiir 6 ist (Egf = Egé—i—aEg(p =0 +0 = ) folgt Vargh > Vargl
fiir alle a € R. Dies ist jedoch ein Widerspruch mit g(a) < 0 fiir ein

A

a € R. Damit folgt Cov 4(¢,0) =0, 6€0O.

A

,<—* Sei § erwartunsgtreu, Eg6? < oo, 6€86,Cov o(p,0) =0, 6€0O,
falls Egp = 0, 6 € ©. Sei 6 ein anderer erwartungstreuer Schétzer
flir 0. Zeigen wir, dass Vargf > Vargf. Es gilt

=0+ (0—0), Bopo=Fyh —Fph=0—0= 9 .
+(0-0), Eop=Eel—E 0, Voeco®

Somit .
Vargf = Vargf 4+ Vargp +2 Cov ¢(6, ) > Vargf ,
>0 =0

woraus folgt, dass 6 der beste Erwartungstreuer Schétzer fiir 0 ist.
O

Satz 1.3.19 (Lehmann-Scheffé). Sei § ein erwartungstreuer vollstindiger
und suffizienter Schétzer fiir 6, Egf? < oo, VO € O. Dann ist 6 der beste
erwartungstreue Schétzer fir 6.
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A

Beweis Nach Lemma 1.3.18 ist zu zeigen, dass Cov ¢(0, @) = Eg(fp) =
0, 0€0O, falls Egp =0, 6¢c0O. Esist

6 o(#)-messbar

A AT A A A Ay 2
Eg(0p) = Eg(E(6]0)) = Eg(0-Eg(pl0)) = Eg(6-9(0)) =0,
falls (@) = 0 fast sicher. Da @ suffizient ist, ist g(¢t) = Eg(p |8 = t) unabhin-

A

gig von 6. Betrachten wir Egg(6). Wir wollen zeigen, dass Egg(0) =0, 6 ¢€
O. Daraus und aus der Vollstdandigkeit von 6 wird folgen, dass g(0) = 0 fast
sicher fiir alle 6 € ©.

Egg(0) = Eg(Eg(¢|0)) = Egp =0

nach Voraussetzung. Somit folgt Eg(pf) = 0 und 6 ist unkorreliert mit
p: Egp =0, 6 € 0, womit folgt, dass nach Lemma 1.3.18 6 der beste
erwartungstreue Schétzer ist. O

Satz 1.3.20. Sei 0 ein erwartungstreuer Schéatzer fir 0, Eg6? < 0o, 60€0.
Sei 6 ein vollstandiger und suffizienter Schétzer fiir 6. Dann ist der Schétzer
0* = E(0|60) der beste erwartungstreue Schétzer fir 6.

Beweis
1. Zeigen wir, dass Egf*? < 0o V@ € ©. Es gilt
2 U .

Ey (9*2) — B, (E (9 | 9)) <Ey (E (92 | 9)) — Fyf?% < o0,

da mit der Ungleichung von Jensen fiir bedingte Erwartung gilt
f.s.
fEX|B)) < E(f(X)|B)

fiir jede Zufallsvariable X, o-Algebra B und konvexe Funktion f.

2. Zeigen wir, dass 0* erwartungstreu ist: Egf* = Eg(E(0|0)) = Eg0 =
0, 0 € 0O, weil § erwartungstreu ist.

3. Nach Lemma 1.3.18 geniigt es zu zeigen, dass Ey(6*¢) = 0 fiir 0 € O,

falls Egp = 0,
0 € O.
Eg(0%¢) = Eg( E(010) ) =Eg(9(0)p) = Eg(E(9(0)¢|0))
:g(é),g suf.

6) f-messbar ~ ~
ARSI, (0(6) - Blp|0)) =0,
——

=g1(0)

falls gl(éz £ 0,6 € ©. Zeigen wir, dass Egg1(0) = 0. Es gilt Egg;(6) =
Eg(E(¢|0)) = Egp = 0 nach Voraussetzung. Daraus und aus der Voll-
standigkeit von 0 folgt genauso wie im Beweis des Satzes 1.3.19, dass

g1(0) = 0 fast sicher.
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O]

Lemma 1.3.21 (Ungleichung von Blackwell-Rao). Sei 0 ein erwartungs-
treuer Schétzer fir 6, Egf? < 0o .0 € O. Sei  ein suffizienter Schitzer fiir 6.
Dann besitzt der erwartungstreue Schétzer 0% := Eg(f | ) eine Varianz, die
kleiner oder gleich als Varpd ist.

Beweis Siehe Beweis des Satzes 1.3.20. Dabei folgt die Erwartungstreue
von #* aus Beweispunkt 2) des Satzes 1.3.20 und Vargh* = E»0*2 — 62 <
Eg#? — 62 = Varg aus Beweispunkt 1) des Satzes 1.3.20. O

Bemerkung 1.3.22. Die Suffizienz § kommt im Beweis des Lemmas 1.3.21
explizi:c nicht~vor. Dennoch ist sie notwendig, damit der Schéitzer 0* =
Eg(0|0) = g(0) nicht von 6 abhéngt.

Folgerung 1.3.23. Falls 0 ein vollstandiger und suffizienter Schatzer fiir 6

A

ist und falls eine Funktion g : R — R existiert, dass Egg(#) = 6 V0 € O,

A

dann ist g(f) der beste erwartungstreue Schétzer fir 6.

Beweis g(0) = E(g(0) | ), welcher nach Satz 1.3.20 der beste erwartungs-
treue Schétzer ist. O

1.3.5 6—Methode

Sei 0, = 0,(X1,...,X,) ein Schiitzer fiir einen Parameter § € © C R (m =
1), wobei (X1,...,X,) eine Zufallsstichprobe von i.i.d. Zufallsvariablen X
fir j = 1,...,n ist, mit X; ~ Fy. Wir nehmen an, dass 6,, asymptotisch
normalverteilt ist, d.h. es existiert eine Folge von Funktionen o,,(6),, .y mit
on(8) > 0 und o, (0) =2 0. Vn €N, ,0 € O, sodass

0, —0
Y ~ N(0,1).

Sei g : © — R eine Borel-messbare Funktion. Welche Aussage kann iiber
die asymptotische Normalverteiltheit von g(6,) gemacht werden? Mit ande-
ren Worten; das Ziel dieses Abschnittes ist es hinreichende Bedingungen zu

identifizieren, unter welchen

9(6n) —9(0) 4
o Y (1.12)

afiir eine andere Folge {6,,(0) }nen mit 6,(0) > 0, n € N, und 5,,(0) =20

0 € O, gilt. Fir lineare g(f) = a-0 + b, a,b € R ist die Konvergenz in
Verteilung (1.12) offensichtlich. Wann gilt (1.12) fir allgemeinere Funktionen

g? Es gibt viele Griinde, die Funktioneng(6,,) zu betrachten. Einer davon ist
die Varianzstabilisierung, welche am Ende des Abschnittes behandelt wird.
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Hierbei wird eine Funktion g betrachtet, so dass &, (6) nicht von 6 abhéngt.
Dies erleichtert die Konstruktion von asymptotischen Konfidenzbereichen
fiir 6.

Der folgende Beweis fiir die asymptotische Normalverteiltheit von g(én)
nimmt die Taylor-Reihendarstellung von hinreichend glatten Funktionen g
zu Hilfe. Dieser Beweis ist seit dem 19. Jahrhundert bekannt und wurde
zuerst von J. Doob [11] beschrieben. Der Name “0 Methode” ist eine An-
spielung auf das Differential oder Inkrement dg(z) = g(z + dz) — g(z), wel-
ches Kernbestandteil dieser Methode ist. Die Resultate konnen fiir jegliche
asymptotisch normalverteilte Folge von Zufallsvariablen {Y}, },en formuliert

werden, d.h. fiir alle Folgen YZ;“ Ly ~ N(0,1) mit einem x4 € R und
einer normalisierenden Folge {0, }nen, wobei o, > 0 fir alle n € N und
o, — 0.

Satz 1.3.24. Sei v
B Ay O N0, 1) (1.13)
On
fiir eine Folge von Zufallsvariablen {Y}, }nen, 1 und {0y, }nen. Zudem sei g :

R — R eine differenzierbare Funktion in 2 = g mit ¢’(x) # 0. Dann gilt

9%¥n) —g(w) a,
g (p)on,  n—oo

Beweis Zuerst zeigen wir, dass (1.13) zusammen mit o, — 0 die Kon-
n—0o0

vergenz in Wahrscheinlichkeit

Y, 2 op (1.14)

n—oo

impliziert. In der Tat ist es so, dass aus Slutsky’s Theorem (cf. [32, Theorem
3.4.3.]) folgt, dass

Y, — Y —
nTH Y e, 80 = Y, —p=on— L 0.y =0
On n—00 op N0

= Y, —u i)O,

n—00

siehe [32, Theorem 3.3.4.]. Definiere
9(@)=g(w) _ .1
h([]f) — { T—U g (/‘1’)7 T # /1’)
0, T = [

Da g(z) differenzierbar in x = pu, h(x) ist, ist die Funktion auch stetig in
x = p. Der Satz iiber stetige Abbildungen (cf [32, Theorem 3.4.4.] sagt nun
aus, dass
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d.h. ) W
g\dn) — gl ' P
B AT —g(p) =20

Werden beide Seiten nun mit Y”g—:“ multipliziert und die Konvergenz in Ver-
teilung (1.13) in Kombination mit Slutsky’s Theorem verwendet, ergibt sich

h Yn Yn - Yn - Yn - P
Yo) (Yo —p) _ 9(Ya) —g(p) ) PPy
On On On n—o0
——
Ly~ N(0,1)
Es folgt %;g(”) nﬁo ¢ (1) - Y und die Division durch ¢’(u) auf beiden
Seiten fiithrt zum gewiinschten Resultat. O

Bemerkung 1.3.25. Im Fall g € C!(Bs(u)) fiir ein beliebiges 6§ > 0 gilt,
wobei

Bs(p) ={z eR: |z —p| < 5},
dann kann der obige Beweis vereinfacht werden. Nach dem Mittelwertsatz
gilt

9(Ya) = g(1) + g'(&) (Yo — ),
wobei £ zwischen p und Y, liegt. Zusétzlich folgt aus dem Satz iiber stetige
Abbildungen zusammen mit (1.14) sowie der Annahme g € C*(Bs(u)), dass
g (Yn) % g'(p). Slutsky’s Theorem impliziert letztendlich die folgenden

n—oo

modifizierte Version von (1.13):

9(¥Yn) — g(n)
g (Yn)on ”;)OY

Beispiel 1.3.26. Nach [33, Theorem 7.4.4, 2)] ist die Stichprobenvarianz

1
n—1

Sn = > (X - X)?
=1

ein asymptotisch normalverteilter Schitzer fiir 02 = VarX j>0:

52_ 2
non— % 4y o N(0,1),
/ 4 M—00
My — Oy

wobei 1) = E(X; —EX j)4. Man kann zeigen, dass die empirische Standard-
abweichung 5, ein asymptotisch normalverteilter Schétzer fiir o ist, denn es
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gilt

1
/ —
0 =02>0,
1
¢ (6%) = — >0 und
20
On = M;‘_U4.

Nach Theorem 1.3.24 gilt nun
S —
20\/5"70 i> Y.

/ 4 N—00
VHe— O

Was passiert in Theorem 1.3.24, wenn ¢'() = 0 ist? In diesem Fall sollte eine
Taylor-Approximation héherer Ordnung verwendet werden, wie das folgende
Resultat veranschaulicht.

Satz 1.3.27. Sei {Y,},en eine Folge von Zufallsvariablen, welche die Be-
dingungen von Theorem 1.3.24 erfiillt. Weiter sei g : R — R eine 2 < m-fach
differenzierbare Funktionen im Punkt z = p mit ¢¥)(u) = 0, j < m und
g™ () # 0. Dann gilt

9(¥n) —g() a, ym

|.
T ey e

wobei Y ~ N(0,1).

Beweis Man verwende die Funktion

g(x) —g(p)
mI=—0 M (),
0, T = .
im Beweis von Theorem 1.3.24. O

Beispiel 1.3.28. Angenommen {Y}, },en sei eine Folge von Zufallsvariablen
mit

Y,

n 4y~ N(0,1)

On n—oo
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mit o, j 0 und o, > 0 fur alle n € N. Wende Theorem 1.3.27 auf
n o0

g(x) =log?(1+x) und m =2, u = 0, an:

o) = 2D )=,

" 1+LI(IJr:v)—210g(1+:n) 1—log(1 + ) log(lfrx>
g"(x) = e =2 Tiar " it
g"(0)=2>0.

Es folgt

log?(1+Y;,)

2
202

= ;%logz(l +Y,) LIS CIN X3
Wie bereits erwéihnt, findet die §-Methode im Kontext der asymptotischen
Theorie fiir Konfidenzintervalle und Hypothesentests Anwendung. Hierbei
ist die Eliminierung der Abhéngigkeit zwischen der asymptotischen Varianz
0, (0) und dem Parameter 6 vorteilhaft und gewiinscht. Ziel ist es eine Tran-
formation g des Schétzers 0 zu finden, so dass G, () in (1.12) nicht mehr
von 6 abhéngt. Dieses Vorgehen ist als Varianzstabilisierung bekannt.
Nach Theorem 1.3.24 ist daher eine Funktion g : R — R mit ¢’(#) # 0, so
dass ¢'(0) - 0, (6) nur von n € N abhéngt, gesucht. Sei 0,,(0) = o(0) - vy, mit
vp, — 0. Es gentigt die folgende gewohnliche Differentialgleichung zu 16sen:

q(0) = ﬁ, ¢ constant. (1.15)

Falls ¢’(0) = 0 ist, kann Theorem 1.3.27 verwendet werden.
Beispiel 1.3.29.

1. Betrachte eine Zufallsstichprobe (Xi,...,X,) von zentrierten u.i.v.
Zufallsvariablen mit pq = EX;»" < oo und o2 = VarX j > 0.Dap=

EX; = 0 ist, betrachten wir den Schitzer S2 = 1 ) X]2 fiir o2.
Zuerst nehmen wir an, dass p4 bekannt ist. Nach [33, Theorem 7.4.4,

2)] gilt
— Y ~ N(0,1).

Um die Varianz in diesem Beispiel zu stabilisieren, muss die Gleichung

e 2\ 1
g(o )—7M4_(02)2

gelost werden. Eine Losung ist gegeben durch g(z) = arcsin (\/%) und
somit folgt

S2 o? d
v/n | arcsin | —= | — arcsin | —— — Y ~N(0,1).
VvV H4 v/ M4 n—00
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2. Sei (X1,...,X,) eine Zufallsstichprobe von u.i.v. Zufallsvariablen X; ~Bernoulli(p)
mit p € (0,1). Nach [33, Theorem 7.3.2, a)] gilt, dass

V(P — )

(T —p) L

n—o0

Y ~N(O,1),

wobei p,, = X,,. Ahnlich zu Teil 1), ist die varianzstabilisierende Trans-

formation g gegeben durch g(p) = 2arcsin(,/p), da ¢'(p) = \/%
p(1-p

Mit Theorem 1.3.24 erhalt man

2v/n(arcsin(v/pr) — arcsin(y/p)) nﬁo Y ~ N(0,1) (1.16)
3. Sei (X1,...,X,) eine Zufallsstichprobe von wiv. Poisson())-verteilten
Zufallsvariablen mit A > 0. Fiir 8 = X\ und \,, = X, gilt somit
A=A d

vn

— Y ~ N(0,1).
\ﬂ n—o0o ( )

Die varianzstabilisierende Transformation g ist g(x) = 2v/z, da ¢'(\) =

1
——. Somit folgt

VA
2vn (@ - fA) 5 ¥~ N(0,1). (1.17)

Bemerkung 1.3.30. Die )—Methode kann fiir die asymptotische Normal-
verteiltheit (von Funktionen g von) von d-dimensionalen Zufallsvektoren
{Y,}nen, d > 2, erweitert werden. Siehe [30, Section 3.3] fiir mehr Details.
Sie findet hierbei Verwendung im Beweis der asymptotischen Normalver-
teiltheit des empirischen Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizienten

Z?:l Xij — TLXnZn
PXZ =

Sn,X Sn,Z
fiir w.i.v.Zufallsstichproben (Xy,...,X,) und (Z1,...,Z,), wobei Sin und
5721, , deren Stichprobenvarianzen sind. Analog hierzu, kann man zeigen, dass

der empirische Variationskoeffizient % einer u.i.v. Stichprobe (X1,...,Xy)
asymptotisch normalverteilt ist, d.h.

2,2
\/ﬁ(bj’%_") 4, y NN(O,"*“ )

Xn w/) n—oo 402

wobei X,, das Stichprobenmittel und S? die Stichprobenvarianz sind, cf. [1].

Hierbei ist ) 5
2 4 M2 M2 dpops
ov="a"\p) T3z "5
K Iz K K
eine Funktion der ersten vier Momente von X;, welche als endlich angenom-
men werden.




Kapitel 2

Konfidenzintervalle

2.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel werden wir eine formale Definition eines Konfidenzin-
tervalles angeben, um Vertrauensintervalle in grofierer Tiefe studieren zu
konnen. Dabei werden sowohl Ein- als auch Zweistichprobenprobleme be-
handelt.

Rufen wir uns die Annahmen eines parametrischen Modells in Erinnerung:
es sei eine Stichprobe (Xi,...,X,) von unabhéngigen, identisch verteilten
Zufallsvariablen mit X; ~ Fp gegeben, wobei Fy eine Verteilungsfunktion
aus einer parametrischen Familie von Verteilungen {Fy : 6§ € ©}, © C R ist.
Die Punktschétzer von 6 liefern jeweils einen Wert fiir den Parametervektor.
Es wire allerdings auch vorteilhaft, die Genauigkeit solcher Schétzansétze
zu nennen, das heifit, einen Bereich anzugeben, in dem 6 mit hoher Wahr-
scheinlichkeit 1 — « liegt. Dabei heifit « Irrtumswahrscheinlichkeit; iibliche
Werte fiir a sind @ = 0,01;0,05;0,1. Die Wahrscheinlichkeit 1 — «, dass
6 fiir m = 1 im vorgegebenen Konfidenzintervall liegt, heifit dann Uberde-
ckungswahrscheinlichkeit oder Konfidenzniveau und soll dann entsprechend
hoch ausfallen, z.B. 0,99;0, 95;0, 9.

Definition 2.1.1. Es sei 1 — a ein Konfidenzniveau und 6§ : R® —- R =
R U {+o0}, 6 : R" — R zwei Stichprobenfunktionen mit der Eigenschaft

O(x1,...2n) < O(21,...,2) V(z1,...7,) €ER™
Falls

LRy (00X, X,), 0(X1,... Xp)]) 2 1-a, €0

2. inf Py (9 c [Q(Xl,...,Xn), §(X1,...,Xn)D —1-a

o6
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dann heift T = [Q(Xl, LX), 0(Xy, . .Xn)] ein
1. Konfidenzintervall
2. minimales Konfidenzintervall

3. asymptotisches Konfidenzintervall

zum Konfidenzniveau 1 — a. Dabei heifit lo(X1,... X,) = 0(X1,...X,) —
0(Xq,...X,) die Linge des Konfidenzintervalls. Es ist erwiinscht, moglichst
kleine Konfidenzintervalle (mit minimaler Lénge) bei groem Konfidenzni-
veau fiir 8 zu konstruieren.

Wie bereits bei den Beispielen von Kapitel 3 ersichtlich ist, folgt die
Konstruktion eines Konfidenzintervalls einem bestimmten Muster, das wir
jetzt genauer studieren werden:

1. Finde eine Statistik T'( X7, ..., X,,0), die

e vom Parameter 6 abhingt und
o eine bekannte (Priif-) Verteilung F' besitzt (moglicherweise asym-
ptotisch fiir n — o0).

2. Bestimme die Quantile F~!(a1) und F~1(1 — az) von der Verteilung
F fir Niveaus aq und 1 — a, sodass ag + ag = a.

3. Lose (falls moglich) die Ungleichung F~1(a;) < T(X1,..., Xy, 0) <
F~1(1—ay) bzgl. § auf. Das entsprechende Ergebnis (falls die Statistik
T in § monoton steigend ist) I = [T (F~Yay)), T7HF 1 — a2))]
ist ein Konfidenzintervall fiir # zum Niveau 1 — «, denn es gilt

Py €)= Py (T, (F(an)) <0< TH(F'(1 - a)))
- P (F_l(al) <Tp(Xi,...,Xn,0) < FY(1- a2)>
= F(F (1 —a2)) — F(F ()

=1l—-as—og
=1— o fiir alle 8 € ©.

Fiir asymptotische Konfidenzintervalle soll {iberall noch 1i_>m geschrieben
n—oo

werden: nh_}ngo Py € I) = ... = 1 — «. Hierbei ist T(,_1 die Inverse von

T(X1,...,X,,0) beziglich 0. Grafisch kann dies auf Abbildung 2.1 veran-

schaulicht werden.

Definition 2.1.2.

1. Falls a1 = ag = /2, dann heifit das Konfidenzintervall gegeben durch
I=[T"YF1$), T *(F1(1-%))] symmetrisch.
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2. Falls a3 =0 (bzw. §(X1,...,X,) = —o0), dann heiit das Konfidenzin-
tervall (—oo, 0(X,... ,Xn)} einseitig. Das selbe gilt fiir ag = 0 (bzw.

0(X1,...,X,)=400) und das Konfidenzintervall [§( X7, ..., X,,), +00).

In der Zukunft werden wir oft, ohne Beschrankung der Allgemeinheit, sym-
metrische Konfidenzintervalle konstruieren, obwohl man auch ein allgemei-
neres, nicht-symmetrisches Intervall leicht angeben kann.

e

J

F~1(ay) =11 — a»)

Abbildung 2.1: asymptotisches Konfidenzintervall

Bemerkung 2.1.3. Man sieht leicht, dass der Algorithmus zur Konstrukti-
on eines Vertrauensbereiches sich sehr dem eines statistischen Tests dhnelt.
Im letzten Fall heifit T'( X7, ..., X,,) Teststatistik. Im Allgemeinen kann man
fir jedes Konfidenzintervall einen entsprechenden statistischen Test ange-
ben, aber nicht umgekehrt. In Kapitel 5 werden wir einige Beispiele dieser
Ubertragung ,,Konfidenzintervall +— Test“ sehen.

2.2 Eine-Stichprobe-Probleme

In diesem Abschnitt werden wir einige Beispiele von Vertrauensbereichen fiir
Parameter einiger bekannter Verteilungen nach dem oben genannten Schema
konstruieren. Dabei werden wir immer mit einer Stichprobe (X7, ..., X,,) wie
in Abschnitt 2.1 arbeiten.

2.2.1 Normalverteilung

Es seien X1,..., X, unabhingig, identisch verteilt, mit X; ~ N(u,o?).

Konfidenzintervalle fiir den Erwartungswert p

 bei bekannter Varianz ¢?: Wenn wir annehmen, dass o bekannt
ist, so ermoglicht uns der Satz 3.3.1, 4., ein exaktes Konfidenzintervall
fiir 1 zum Niveau 1 — o zu berechnen. Denn es gilt X,, ~ N (i,02/n)
und somit

X, —
T(X1,o X t) = V=" BN 1).
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Es seien z,, und z1_q, Quantile der N(0,1)-Verteilung, a1 + as = «
und 1 — « das vorgegebene Konfidenzniveau.

Dann gilt

l—a=P(zo, <T(X1,..., X0, 1t) < 21-0y)

X, —
:P<Za1<\/ﬁ = M<Zl—a2>

g

(—2zay=%1-0aq)

= P(Xn—

Somit ist {Q(Xl,...,Xn),g(Xl,...,Xn)} mit

und

g
Q(Xla'--aXn) =Xn —1—2170[1%

ein exaktes Konfidenzintervall fiir © zum Niveau 1 — «. Es hat die
Lange 1,(X1,...,Xp) = % (Z1—as + 21—y )-

Fir n — oo gilt 1,(X1,...,X,) = 0 was bedeutet, dass bei wachsen-
dem Informationsumfang (n — oo) die Prézision der Schétzung immer
besser wird.

Im Symmetriefall (g = g = a/2) gilt

Q(X17"'7X7L) :Xn_

0(X1,...,X,) =X +21_
und

(X1, Xy) =
Daraus folgt, dass man bei vorgegebener Lange € > 0 die Anzahl der

Beobachtungen n bestimmen kann, die dann notwendig sind, um die
vorgegebene Prézision zu erreichen:

20 2021_a/2\?

— 2 g le<s=n> | —= 2.1

\/ﬁzl a/2 =€ n=z < c ) (2.1)
Fir oy = 0 bzw. as = 0 kann man einseitige Intervalle wie zum

Beispiel (—oo, X, + zl,aﬁ} und {Yn — zl,aﬁ, +oo> angeben.
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« bei unbekannter Varianz o?: siche Bemerkung 3.3.4. Dort wur-
de das Konfidenzintervall [Yn — M%Sn, X, + M#SH} fiir
v zum Konfidenzniveau 1 —a konstruiert, wobei ¢, _1 1o/ das (1—5)-
Quantil der t,_1- Verteilung ist.

Wie man sieht, ist sie Lange ,(X1,...X,) = %tn_m_a/g des Kon-

fidenzintervalls zuféllig, somit macht es Sinn, mit erwarteter Linge

2
El#(Xl, RN Xn) = ﬁE Sntn—l,l—a/Q
zu arbeiten, um zum Beispiel die Frage nach der notwendigen An-
zahl n von Beobachtungen bei vorgegebener Genauigkeit € > 0 (vgl.
Gleichung (2.1)) zu beantworten.

Konfidenzintervalle fiir die Varianz o2

e bei bekanntem Erwartungswert pu: Betrachten wir den Schéitzer
- n G2
S2 = %Z;l (X; — p)? fiir 02. Aus Satz 7.4.8 1. (ElemWR) folgt % ~

2. Wir setzen T'(X1, ..., X,,0?) = "Uﬁ und bekommen
P<X2 <n§n2<X2 ):P(ns’?‘<02<n§%>:1—a
nen S T S | =PRSS '
Somit ist { ing’% , ngi] ein Konfidenzintervall fiir 62 zum Niveau 1 —
mi—ay Xna
o, = a1 + g mit der mittleren Lange El 2> = no? ( ?jaz, - 117041 >

Ubungsaufgabe 2.2.1. Berechne lim El, 2.
n—oo

e bei unbekanntem Erwartungswert u:

(n=1)S7  (n=1)S3
2 ’ 2
n—1,1—ay Xn—l,ag

Ahnlich wie oben folgt das Konfidenzintervall [ ] zum

Niveau 1 — o, a = a1 + g aus Satz 7.4.8. 1. (ElemWR), weil (";712)53 ~

n —\2
x2_, fiir die Stichprobenvarianz S2 = ﬁ > (Xi - X n) . Die erwar-
i=1

tete Linge ist El,2 = (n — 1)0? ( L _ 1 )

2 2
Xn—l,ag Xn—l,l—al

2.2.2 Konfidenzintervalle aus stochastischen Ungleichungen

Eine alternative Methode zur Gewinnung von Konfidenzintervallen besteht
in der Anwendung stochastischer Ungleichungen. So kann man zum Beispiel
bei einer Stichprobe (X1, ..., X,) von unabhéngigen und identisch verteilten
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Zufallsvariablen mit E X; = u, Var X; = 02 € (0,00) die Ungleichung von
Tschebyschew benutzen, um ein einfaches, aber grobes Konfidenzintervall
flir u zu konstruieren:

— Var X o?
P(’Xn_/lz|>€)< 62n @—a
= ﬁirszigﬂt:1—04<P<|Yn—u|<e)
Vo B -

no no
:P<Xn_(;a§/«4§Xn+\/(;—a)

Das Konfidenzintervall {Yn — \/%, X, + \/%} fiir u bei bekannter Varianz

o2 ist verteilungsunabhingig, da keinerlei Annahmen iiber die Verteilung
von X; gemacht wurden.

Préazisere Konfidenzintervalle konnen bei der Verwendung folgender Unglei-
chung von Hoeffding konstruiert werden:

Satz 2.2.2 (Ungleichung von Hoeffding). Es seien Y7,...,Y,, unabhéingige
Zufallsvariablen mit EY; = 0,a; < Y; < b; fast sicher, i = 1,...,n. Fur alle
e >0 gilt

n 252
P(YVize)<exp|-—5——

=1 (bl — ai)Q

’
it

(ohne Beweis).

Nehmen wir z.B. an, dass X1, ..., X,, unabhéngige, identisch verteilte Zu-
fallsvariablen sind, X; ~ Bernoulli(p), p € (0,1). Wir wollen ein Konfidenz-
intervall fiir p bestimmen.

Folgerung 2.2.3. Es seien X7,..., X, unabhingige Bernoulli(p)-verteilte
Zufallsvariablen. Dann gilt

P <|Yn —p|> 5) <22 2> 0.
Beweis Es gilt

_ 1 n
Xp—p==)Y (Xi—p), Y €[-p,1 -1,
nile

das heiit a; = —p, b =1—-p, b —a; =1,1=1,...,n, EY; =p—p = 0.



Dann gilt:

n
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DY

> 5n>
i=1

=P, <ZYZ > €n> + P, <Z(_YZ) > 5n>
i=1 i=1
(Satz 2.2.2) 2.2

_ 2e%n

2
< 2¢"n =2 %"

— )

Pp(]Xn—p\>£)§Pp<

wobei man den Satz 2.2.2 sowohl fir die Folge {Y;} als auch {—Y;} anwendet.
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung 2.2.4. Nun fixieren wir a > 0 und wéhlen &, = 4/ % log %

Durch Anwendung von Folgerung 2.2.3 mit diesem ¢,, erhalten wir P, (\Yn —p| > En) <

o, somit P, (]Yn —p| < sn) > 1—a und {Yn — ,/ﬁlog%, X, + w/ﬁlog %}

ist ein Konfidenzintervall fiir p zum Niveau 1 — a.

2.2.3 Asymptotische Konfidenzintervalle

Die Philosophie der Konstruktion von asymptotischen Konfidenzintervallen
ist relativ einfach: Wir erldutern sie am Beispiel eines asymptotisch normal-
verteilten Schiitzers  fiir einen Parameter 6.

Sei (X1, ...,X,) eine Stichprobe von unabhingigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen, X; ~ Fy, 0 € © C R. Sei 6,, = é(Xl, ..., Xp) ein Schétzer
flir 0, der asymptotisch normalverteilt ist. Dann gilt

V(0 — 0) 5 N(0,07(6)), (2.2)

fir n — o0. Folgende drei Wege gibt es, ein asymptotisches Konfidenz-
intervall (AKI) fiir  zum Konfidenzniveau 1 — a € (0,1) zu bestimmen
(zur Vereinfachung der Darstellung wird immer ein symmetrisches AKI mit
a1 = ag = /2 angegeben):

1. Auflésen einer Ungleichung: Aus (2.2) folgt

0, —0 4
~ 1
el Y ~ N(0,1)

vn
fiir n — oo. Folglich gilt
1—a= lim Py(z <\/ﬁw<z )
_?’L%OO [7] a/2 — 0_(0) — 1—a/2 .
Nun 16se (falls explizit moglich) die Ungleichung

Za/2 0, — 0 < A-ay2

vn T oo(d) T vn

(2.3)
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nach 6 auf, um ein AKI fiir § zu erhalten. Ein Nachteil dieser Methode
ist, dass fiir komplizierte o(#) 2.3 nicht immer analytisch losbar ist.

2. Schitzung der asymptotischen Varianz 6(6): Sei 6, ein schwach

konsistenter Schétzer fur o(f), also 6, = (X1, ..., Xp) £, o(0),

V6 € O fir n — co. Nach dem Satz von Slutzky gilt:

b, — 0
V=l 4y o N(0,1), fiirn — oco.

Demnach gilt

0, —0

On

Jim Py(zq/2 </ < Zi_a)2)

= lim Py(6 € [6, — 02T 4 Fmai20m))

n—o0 \/ﬁ »on \/ﬁ
=14+aq,

und R R
A Z1—-a/20n é fl1—a/2 Un]

[0 N NG
ist ein AKI fiir # zum Konfidenzniveau 1 — . Ein Nachteil dieser Me-
thode ist, dass das AKI (2.4) oft die Grenzen des Parameterraums
O verletzt. Somit wird das AKI mit © geschnitten, um sinnvoll zu
bleiben. Auflerdem erhéht die Schitzung &,, die Varianz der Intervall-
grenzen 0, 6. Folgende Technik hilft, beide Nachteile zu korrigieren.

(2.4)

3. Varianzstabilisierung: Finde eine Borel-messbare Funktion g : © —
R, sodass

V(g(8,) — g(8)) -5 Y ~ N(0,1) (2.5)
flir n — oo. Dann gilt

l-—a= nh_{%o PQ(ZQ/Q < \/ﬁ(g(én) - 9(9) < Zlfa/2)

= lim Py(g(0,) — 1=z <y .
n—o0 \/ﬁ - \/ﬁ

Lose nun (falls moglich) die Ungleichung (*) bzgl. 6 auf. Falls z.B. ¢
streng monoton wachsend ist, so existiert ¢~ und es ergibt sich das

AKI
1-— Za/g

NG

Za/Q]

,9(0n) + NG

[9(0n) — (2.7)

fir 6 zum Niveau 1 — a.
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Die Gleichung (2.5) entsteht aus (2.2) durch Anwendung der sogenannten
Delta-Methode:

Satz 2.2.5 (Delta-Methode). Sei g : © — R eine Funktion, g € C1(©). Sei

0,, ein Schitzer fiir 0, sodass Jay, : an(d — 0) %, Z fiir n — oo. Dann gilt:

an(g(0n) — 9(8)) - ¢'(0)Z

A ~

Beweis Nach Taylor-Reihenentwicklung gilt g(6,) = g(8) + g(6,) (6, — 6),

wobei 6,, zwischen én und 6 liegt. Da aus an(én —0) 4,z folgt, dass

0,, N 9, erhalten wir auch 6, L5 6. Mit dem Stetigkeitssatz folgern wir

d0a) 5 g'(0) = ¢'(Ba) L 4 (9).

Es ergibt sich somit

A

A 5 d
an(g(n) = 9(0)) = g'(0n) - an(0n — 0) — ¢'(0)Z
flir n — oo aufgrund des Satzes von Slutzky und der Behauptung. 0

Folgerung 2.2.6. Sei g wie in Satz 2.2.5, ¢/() # 0, V0 € ©. Sei 6, ein
asymptotisch normalverteilter Schétzer fur 0:

Vil — 0) =5 N(0,02(0))
flir n — oco. Dann ist auch g(én) asymptotisch normalverteilt:
A d
Vn(g(0n) — g(8)) == N(0,4'(6)°0%(0))
fiir n — oo.

Beweis Wiihle a,, = \/n, Z ~ N(0,¢'(0)?0?(f) und wende Satz 2.2.5 an.
0

Varianzstabilisierung: Wihle g so, dass g~ ! existiert und ¢’(6)20%(0) = 1.

Bemerkung 2.2.7. Die Delta-Methode ist ein méchtiges Werkzeug zur Er-
haltung von neuen Grenzwertsétzen, die in der Statistik vielerlei Anwendun-
gen finden. So kann z.B. die Taylor-Reihenentwicklung héherer Ordnung im
Beweis von Satz 2.2.5 verwendet werden, falls ¢'(0) = 0, 6 € ©. Zusétzlich
kann diese Methode multivariat, also fiir # € R™, n € N, bewiesen werden.
Zu den Anwendungen zéhlen Beweise der asymptotischen Normalverteilung
der Stichprobenvarianz s2, des empirischen Korrelationskoeffizienten pxy
von Bravais-Pearson, sowie dem empirischen Diversionsindex X,,/S,,. Aufler-
dem kann die Delta-Methode zur Bias-Bereinigung von Schéitzern verwendet
werden. Mehr Informationen mit Beispielen findet man im Buch [?].
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Bemerkung 2.2.8. Illustrieren wir die drei oben genannten Methoden am
Beispiel der AKIs fiir Parameter der Bernoulli- und Poisson-Verteilung:

a) Bernoulli-Verteilung: Seien X; ~Bernoulli(p),i =1, ...,n,p € (0,1).
Es gilt 6 = p, 0, = pn = Xn, E(pn) = p, Var(p,) = p(1 — p)/n. Nach
dem zentralen Grenzwertsatz gilt:

M Aoy o N(0,1)
p(1=p)

fir n — oo.

— 1. Methode: Lose die quadratische Ungleichung

’\F\/i’ < 21-a)2

bzgl. p € (0,1) auf:

(X7 —p) 2
2 - K
A —p) T e

2
e XX p+p? < 2 — p?)
n
Z% 2 — Z% 2
&P L+ =) —p(2X, + ) + X <0

Lése nun die entsprechende quadratische Gleichung, z.B. mit der
Mitternachtsformel, und erhalte ein Intervall [p1, p2] von mogli-
chen Werten fiir p, wobei

2 2 4
27” + Zl—na/Q . \/4Z1—a/2 (Yn . Yi) + 21—3/2

n n
pP1 = 22
2(1 + 1704/2)
und
v Z2—a ZQ—a ~N 2 z4—a
p2 = .

(1 4 1 a/2)
Da nun nicht klar ist, ob p; > 0 und p2 < 1, ist
[maX{Oapl}vmin{an 1}]

ein AKI fiir p zum Niveau 1 — «.
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— 2. Methode: Wir wéihlen 6% = 1p,(1 —p,) = 22(1 — X,,) als
Plug-In-Schitzer fiir o2. Er ist stark konsistent nach dem Gesetz
der grofien Zahlen. Dann gilt nach dem zentralen Grenzwertsatz
(Satz 5.2.2.; ElemWR) und dem Satz von Slutzky (Satz 3.4.1
WT&SP):

X, —
% i) Y ~ N(0,1),

das heifit p € {Xn — Z1_a2 \/@7 X+ 21_a)2 \/@}

stellt ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir p zum Niveau
1 — a dar. Da aber p € [0, 1] sein soll, betrachtet man

- X, 1-X
Q(Xl,...,Xn) :max{o7 Xn— Z1—a)2 ”(”)}

vn

und
1-%
p(‘(la--~aXn)—miIl{]_,Xn+zl_a/2 n(nn)}

— 3. Methode: Wahle g(p) = 2arcsin/p fiir die Varianzstabilisie-
rung, denn ¢'(p) = 1/v/p(1—p), p € (0,1) und somit ¢'(p)* -

p(1—p) = 1. g ist monoton steigend auf 80, 1) und somit existiert
die Inverse von arcsin ,/p gegegeben durch p(z) = sin?(x). Wir
erhalten mit (2.5)

. ~ . d
2v/n(arcsin \/ X, — arcsin /p) vd Y ~ N(0,1),

fiir n — oo. Das entsprechende AKI wird wie folgt konstruiert:

l—a <> P (—zla/Q < 2y/n(arcsiny/ X,, — arcsin,/p) < zla/2>

n—o0

- 2 - 21—
= P | arcsiny\/ X,, — ;\/ozﬁ/? < arcsiny/p < arcsiny/ X,, + ;\;%2
(%)

Wende nun die Funtkion sin?(x) auf (x*) an und erhalte das AKI

— oz 2
[sin?(arcsiny/ X, — ;%2),sin2(arcsin\/Xn + ;\/aﬁ/ﬂ

Da sin?(z) € [0,1], V2 € R, muss hier nichts abgeschnitten wer-
den!
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b) Poisson-Verteilung: Es seien X; ~ Poisson(A), ¢ = 1,...,n, dann
gilt 0 = ), 6, =\ = X,. Da E) X; = Vary X; = ), kann man den
zentralen Grenzwertsatz (Satz 5.2.2., ElemWR) anwenden

X, — A d

\/X n—00

— 1. Methode: Lose die Ungleichung

vn

4y ~ N(0,1).

X, —A
\f‘ o | < 21-q)2
bzgl. A > 0 auf:
nA? — (20X, + 2o 0)A + 10X, 0.

Wende nun analog wie zu a) die Mitternachtsformel auf die ent-
sprechende quadratische Gleichung an und erhalte A € [Aq, Ao,

wobei
20Xy + 22— 2, H4AnX 22
NAn T 2_q/2 Fleaj2 T ANARZ /0
A= 2n
und o _
X+ 2o+ \/Zil—a/2 +4nXnzi
Aoy = o )
Dann ist

[max{0, A1}, A2]

ein AKI fur A zum Niveau 1 — a.

— 2. Methode: Da X, stark konsistent fiir \ ist, gilt nach dem Satz
von Slutsky (Satz 3.4.1 WT&SP )

Xn— A
4y
Ynnoo

Daraus folgt ein asymptotisches Konfidenzintervall

_ X, — [ X
[max{O, X, — zla/g\/7}7 Xn+21-a/2 o

fir den Parameter A zum Konfidenzniveau 1 — a.

— 3. Methode: Fiir die Varianzstabilisierung, wihle g : Rt — RT
als g(\) = 2/, sodass ¢/(\) = 1/v/A und

vn

N(0,1).
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Dann gilt:

\/> VA N(0,1)
und

- e P (V-2 < Vi< R 2
=P (VR - SRR < (VR 5527,

Somit ist
[( Yn - a/2 / L+ - a/2

ein AKI fiir A > 0 zum Niveau 1 — a. Oﬁen81chtllch ist die untere
Schranke hier groer gleich 0, sodass nichts abgeschnitten werden
muss.

2.3 Zwei-Stichproben-Probleme

In diesem Abschnitt werden Charakteristiken bzw. Parameter von zwei un-
terschiedlichen Stichproben miteinander verglichen, indem man Konfidenz-
intervalle fiir einfache Funktionen dieser Parameter konstruiert.

Betrachten wir zwei Zufallsstichproben Y7 = (Xi1,...,X1p,) und Ya =
(Xoa1, ..., Xop,) von Zufallsvariablen X1, ... Xjn,, i = 1,2, die innerhalb der
Stichprobe Y; jeweils unabhéngig und identisch verteilt sind, X; 4 X, 7=
1,...m4, ¢ = 1,2 und die Prototyp-Zufallsvariable X; ~ Fy,, 0; € © C R™.
Es wird im Allgemeinen nicht gefordert, dass Y7 und Y5 unabhéngig sind.
Falls sie voneinander abhéngen, spricht man von wverbundenen Stichpro-
ben Y7 und Ys. Betrachten wir eine Funktion g : R2™ — R von den Pa-
rametervektoren #; und . In diesem Skript werden dabei meistens die
Falle m = 1,2, g(61,02) = 01 — 025, g(01,02) = %j untersucht, wobei
0; = (0i1,...,0im), 1 =1,2.

Unsere Zielstellung wird sein, ein (moglicherweise asymptotisches) Konfi-
denzintervall fiir g(6;,602) mit Hilfe der Stichprobe (Y7, Y2) zu gewinnen.
Dabei wird die selbe Philosophie wie in Abschnitt 2.1 beschrieben verfolgt.
Es wird eine Statistik T'(Y1, Ya, g(61,602)) gesucht, die eine (moglicherweise
asymptotische) Priifverteilung F besitzt und von g(61, 62) explizit abhéngt.
Durch das Auflésen der Ungleichung Fa_l1 < T(Y1,Y2,9(601,02)) < Ff_laz
bzgl. g(61,602) bekommt man dann ein (moglicherweise asymptotisches) Kon-
fidenzintervall zum Niveau 1 — o, o = a1 + as.

2.3.1 Normalverteilte Stichproben

Hier wird angenommen, dass X; ~ N(u;,02), i = 1,2.
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Konfidenzintervall fiir die Differenz iy — us bei bekannten Varian-
zen o7 und o3 und unabhingigen Stichproben

Seien Y7 und Y3 voneinander unabhiingig und o7, o5 bekannt. Wir betrachten
die Parameterfunktion g(u1, o) = p1 — po. Es seien

_ 1 &
Xing = — > Xijyi=1,2
in; nz’j_l ijs v ;

- 2
die Stichprobenmittel der Stichproben Y7 und Ya. Es gilt Xy, ~ N (u;, %),
i = 1,2. Nach Satz 7.3.2, 4) (ElemWR) sind X1,, und Xo,, unabhingig.
Dann ist wegen der Faltungsstabilitdt der Normalverteilung

2 2
_ _ o2 o
XlanzngNN<,u1M2, ni+ﬂi>

Nach dem Normieren erhélt man die Statistik

erm — Y2712 — (/’Ll — :u?)

TV, Y2, 1 — p2) = ~ N(0,1).
[
ni no
Daraus bekommt man das Konfidenzintervall
2 2 2 2
_ — o 05 — — o o
Xiny — Xon, — 212 L+ =22 Xin, — Xon, +21-g L+ 2]
ny N2 ny - N2
flir u1 — pe zum Niveau 1 — a.
2
Konfidenzintervall fiir den Quotienten % bei unbekannten Erwar-

tungswerten p; und ps und unabhingigen Stichproben

o

- o

. Wir konstru-

Seien Y7 und Y> voneinander unabhéngig. Sei g(o1,02) = —

O b

2
ieren die Statistik T'(Y7, Y2, %) folgendermaflen: Seien

2

) 1 & -~ \2 .
Sini:n 1Z(Xl]_Xlnl) 57/:172

(. j=1

(TLl—l)SZan

die Stichprobenvarianzen der Stichproben Y7 und Ys. Dann gilt —

X2, 1, 1= 1,2 nach Satz 7.4.8. (ElemWR)
Da die Sgni voneinander unabhéngig sind, gilt

(n2 —1)S§n2

2 ——= 2
oi (n2—1)oj Son, 01
TYIY’Qi = 2 = 2'7NFn—1n—1
) 70_% (”1—1)5%711 SQ 2 2—1,n1
(n1—1)o%

Inq



KAPITEL 2. KONFIDENZINTERVALLE 70

nach der Definition der F' - Verteilung. Daraus ergibt sich das Konfidenzin-
tervall
S 5,

SQ no—1,n1—1,a1> 52 Fnzfl,nlfl,lfag
2n9 2n2

2
. g .
fir —Oé zum Niveau 1 — «.
2

Konfidenzintervall fiir die Differenz i, — po der Erwartungswerte
bei verbundenen Stichproben

Dieses Mal seien Y7 und Ys verbunden, X; — Xo ~ N(u1 — o, 02) fir ein
unbekanntes 02 > 0, n; = ny = n. Da Xij,j = 1,...,n unabhingig und
identisch verteilt sind, gﬂt Zj = le - XQj ~ N(/Ll — U2, 02), ] = 1, Lo,
Unser Ziel ist es, ein Konfidenzintervall fiir p; — pa zu bekommen. Wenn
wir die Stichprobe (Z1,. .., Z,) betrachten, und Ergebnisse des Abschnittes
4.2.1, 2. anwenden, so erhalten wir sofort folgendes Konfidenzintervall:

Sp = Sn}

7 _ _n
[ n tn*Ll*%\/ﬁ 1-3 n

fiir 3 — p2 zum Niveau 1 — 5, wobei Zy =

(le — Xy — Xin + Xgnf

INGERE

Il
—

_ __ n — \2
Xln_XQnuSr% = ﬁ ~ (ZJ _Z”) = ﬁ

J J

2.3.2 Poissonverteilte Stichproben

Wir nehmen jetzt an, dass die Stichproben Y7 und Y5 unabhéngig sind, und
X; ~ Poisson()\;), i = 1,2. Konstruieren wir asymptotische Konfidenzinter-
Ao n_

valle fiir g()\l’ /\2) = A1 — A2 und g()\l’)\z) = n1ATI2-F>\732>\2 = o P T
const, wobei ny,ny — oo.

Asymptotisches Konfidenzintervall fiir \; — Ay

Um zu einer Statistik 7T'(Y7, Y2, A1 — A2) zu kommen, die asymptotisch (fir
ni,ng — 00) N(0, 1)-verteilt ist, verwenden wir den zentralen Grenzwertsatz
von Ljapunow (vgl. Satz 4.2.13 WT&SP).

Lemma 2.3.1. Fiir ny,ne — 0o mit 0 < ¢1 < nj/ng < ¢ < oo gilt

Xin, — Xon, — A1+ A2 d,

[A1 4 A2
ni + no nip—o0

ng—00

Y ~ N(0,1)
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Beweis Fihren wir die Zufallsvariable

— Xk k:zl,...,nl

)

AL A2

z.o_) MVmtm
nk —

Xok—ni—A
—M, k:n1+1,...,n1+n2
AL A2
"2\ ey

ein, wobei n = ny + no. Es gilt: EZ,, =0 fur alle k =1,...,n, und

Var Xy _ A1 k=1
y -

n2<Ll L2) N nz(Ll ﬁ)’ ot

1\ n n 1\ n n

0 <02, =Var Zy, = ; 2 Loz

(2), k:n1+1,...,n,

somit

AuBlerdem gilt fiir 6 > 0 und ny,no — oo:

246
lim Xn:E(|Z k|)2+5: lim E (| X1 — /\1’2+6> E (| X21 — A2|) +
n—eo— n n1,n2—00 plto (ﬁ n &)<2+5)/2 140 (& R &)(27%)/2

1 n1 no 2 ni n2
=0

Somit ist die Ljapunow-Bedingung erfiillt und nach Satz 4.2.13 (WT&SP)
gilt

n
S Zu -5 Y ~N(O,1).
k=1 ni—roo

ng—00

Xin, —Xong—A1+A2
Al A2
ny ' ng
sen. ]

n
Es gilt aber auch > Z,r =

n=1

, somit ist das Lemma bewie-

Da X, f—s> Ai, © = 1,2 nach dem starken Gesetz der grossen Zahlen, gilt
mit Hilfe des Satzes von Slutsky

Xin, — Xon, — A1+ A2 d
\/Ylnl/nl + Y”Q/’N,Q n1,n2—00

Daraus lésst sich sofort das asymptotische Konfidenzintervall fiir Ay — Ao
zum Niveau 1 — « ableiten:

— — | X Xon, — — [ X1, Xo
Xlnl _XQTZQ _Zl—a/Z nlfl + TL:Z 5 X1n1 _X2n2 +Zl—a/2 nfl +T2n2

T(Y1, Ya, A — Ag) = Y ~ N(0,1)
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naAo

Asymptotisches Konfidenzintervall fiir TP YTy

. A Def. .
Es sei nj/ng = p = const und g(A1, A2) = TS, = p/\142r/\2 =" p. Es wird

ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir p gesucht. Wir fithren die Statistik

T(}/l Y2 p) _ S2n2 _p(Sl’n1 + SQTZQ)
’ ’ \/ﬁ<1 - ﬁ)(slm + 52712))

nalo

n;
ein, wobei S, = > Xjj, 9= 1,2 und
i=1

S2n2 . n2Xon, f.s.
Siny +S2n, M1 X1, +noXop, nrnz—o0

p=

ein konsistenter Schétzer fir p (wegen des starken Gesetzes der grossen
Zahlen) ist. Falls wir zeigen konnen, dass T'(Y7, Y2, p) 4 v~ N(0,1),

ni,max—0o0
so wird daraus folgendes Konfidenzintervall ableitbar: Aus

SQnQ
Sini+52m, P ,
lim P (—Zla/z < PITE (S, + o) < zla/z) =1-a

o vV Sln1 : SQnQ

n1—o0
ng—r0o0
folgt, dass
0(71,Y2), B(¥1, Ya)]
mit
Sgn Sln 'S2n
O(Mi, M) = o = a2 || oo
(A1, 2) St + Somy 2N\ (81 + Sony)®
— Sgn Sln : S2n
O, ) = c—e—+t 22 | oo
(A1, 22) St + Sony 2N\ (81, + Sony)®

ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir p zum Niveau 1 — « ist.
Da 0 < p < 1 sein soll, kénnen die Schranken des Intervalls diesbeziiglich
korrigiert werden:

0*(Y1,Y2) = max{0, 6(Y1,Y2)},
0" (Y1,Ys) = min{1, 6(Y7,Y3)}.

Nun soll die asymptotische Normalverteiltheit von T'(Y1, Ya, p) gezeigt wer-
den. Sie folgt aus dem Satz von Slutsky und folgendem Lemma:

Lemma 2.3.2. Es gilt:

Sona — Sy £ S2na) 4,y g )

\/p(l _p)(Slnl + S2n2) 100
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Beweis Um die Aussage des Lemmas zu zeigen, verwenden wir einen zen-
tralen Grenzwertsatz fiir Summen von Zufallsvariablen in zufélliger Anzahl
(vgl. Satz 4.2.2 WT&SP). Fiihren wir die Folge N,, = Si,,, + Sap, von nicht-
negativen Zufallsvariablen ein. Die Summe ist monoton wachsend. Gleich-
zeitig setzen wir a,, = n1A; + naAa. Offensichtlich gilt

& _ S1n1 52n2
(py,  MIAL + N2 N1AL 4+ n2A2
_ Y1n1 YQng
M+p A pAr+ X
ﬁ) )\1 )\2
n1,n2—00 A\ + p_l/\g PAL + Ao
PA1 A2

= +
PAL+ A2 pAr+ A2
Auflerdem gilt:
P (Son, =k, Sin, + Son, =m)
P(Son, =k | N, = = 2 : L 2
( 2 2 | m) P(Sl'n,l + 52n2 — m)
. P(Sgn2 = k, Sln1 =m — k)
P (Slnl + S2n72 - m)

—nagl2 ()\QnQ)k . e—nl)q ("711>\1)m_lc
k! (m—k)!

6’”1>‘1*n2/\2M
m
- " ( 122 )m (M)’”"“
(m — k)E! \n1A1 4+ n2do niA1 + n2da

= <7Z>p’“(1 —p)m*

was bedeutet, dass Sop, | {N, = m} ~ Bin(m,p). Dann gilt

e

S2n2 —mp

v/mp(1—p)

m
{N, =m} 4 \/S%, wobei S,, = i§1 Z; eine Summe von unabhéngigen,
identisch verteilten Zufallsvariablen Z; ~ Bernoulli(p) ist. Nach Satz 4.2.2
(WT&SP) gilt dann

SN, — N,
N"—”pi>YNN(071)<:>—
an(l _p) an(l _p)

Sony — N,
2ny — P dyy L N(0,1).



Kapitel 3

Tests statistischer
Hypothesen

In Kapitel 3 haben wir schon Beispiele von statistischen Tests kennenge-
lernt, wie etwa den Kolmogorow-Smirnow-Test (vgl. ElemWR Bemerkung
7.6.8, 3). Jetzt sollen statistische Signifikanztests formal eingefiithrt und ihre
Eigenschaften untersucht werden.

3.1 Allgemeine Philosophie des Testens

Es sei eine Zufallsstichprobe (X1, ..., X,,) von unabhéngigen, identisch ver-
teilten Zufallsvariablen X; gegeben, mit Verteilungsfunktion F' € A, wobei A
eine Klasse von Verteilungsfunktionen ist. Es sei (z1,...,z,) eine konkrete
Stichprobe, die als Realisierung von (X7i,...,X,) interpretiert wird. In der
Theorie des statistischen Testens werden Hypothesen iiber die Beschaffen-
heit der (unbekannten) Verteilungsfunktion F' gestellt und gepriift. Dabei
unterscheidet man

[ Statistische Tests J

parametrische Tests nichtparametrische Tests
falls A = {Fy, 6 € ©} sonst.
wobei © C R™

Bei parametrischen Tests priift man, ob der Parameter 6 bestimmte Werte
annimmt (zum Beispiel § = 0). Bekannte Beispiele von nichtparametrischen
Tests sind Anpassungstests, bei denen man prift, ob die Verteilungsfunktion
F gleich einer vorgegebenen Funktion Fj ist.

74
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Formalisieren wir zunédchst den Begriff Hypothese. Die Menge A von zuléssi-
gen Verteilungsfunktionen F' wird in zwei disjunkte Teilmengen Ag und A;
zerlegt, Ag U A1 = A. Die Aussage

“Man testet die Haupthypothese Hy : F € Ag
gegen die Alternative Hy : F € Ay,
bedeutet, dass man an Hand der konkreten Stichprobe (z1,. .., z,) versucht,
eine Entscheidung zu féllen, ob die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable
X; zu Ay oder zu A; gehort. Dies passiert auf Grund einer statistischen
Entscheidungsregel
¢ :R" —[0,1],

die eine Statistik mit folgender Interpretation ist:
Der Stichprobenraum R™ wird in drei disjunkte Bereiche Ky, Ky; und K;
unterteilt, sodass R" = Ky U K1 U K7, wobei

Ko =¢7({0}) ={zeR":p(x)=0}
K =97 ({1}) ={zeR":p(x)=1}
Koo =9 1(0,1) ={z€R":0< p()<1}.

)
)

Dementsprechend wird Hy : F' € Ag

o verworfen, falls ¢(x) =1, also =z € K,
e nicht verworfen, falls p(z) = 0, also x € Kjy;

o falls p(z) € (0,1), also z € Koy, wird ¢(z) als Bernoulli-Wahrscheinlichkeit
interpretiert, und es wird eine Zufallsvariable Y ~ Bernoulli(¢(z)) ge-
neriert, fir die gilt:

v { 1 — Hj wird verworfen

0 =— Hy wird nicht verworfen

Falls K¢ # 0, wird eine solche Entscheidungsregel randomisiert genannt.
Bei Ko1 = ), also R” = KoUK spricht man dagegen von nicht-randomisierten
Tests. Dabei heifit Ky bzw. K1 Annahmebereich bzw. Ablehnungsbereich (kri-
tischer Bereich) von Hy. Koy heiflt Randomisierungsbereich.

Bemerkung 3.1.1. 1. Man sagt absichtlich ,,Hy wird nicht verworfen®,
statt ,,Hy wird akzeptiert”, weil die schlieflende Statistik generell keine
positiven, sondern nur negative Entscheidungen treffen kann. Dies ist
generell ein philosophisches Problem der Falsifizierbarkeit von Hypo-
thesen oder wissenschaftlichen Theorien, von denen aber keiner be-
haupten kann, dass sie der Wahrheit entsprechen (vergleiche die wis-
senschaftliche Erkenntnistheorie von Karl Popper (1902-1994)).



KAPITEL 3. TESTS STATISTISCHER HYPOTHESEN 76

2. Die randomisierten Tests sind hauptséchlich von theoretischem Inter-
esse (vergleiche Abschnitt 3.3). In der Praxis werden meistens nicht-
randomisierte Regeln verwendet, bei denen man aus der Stichprobe
(z1,...,2zy) allein die Entscheidung tber Hj treffen kann. Hier gilt
o(x) = Ik, x = (z1,...,2,) € R™

In diesem und in folgendem Abschnitt betrachten wir ausschlielich nicht-
randomisierte Tests, um in Abschnitt 3.3 zu der allgemeinen Situation zu-
riickzukehren.

Definition 3.1.2. Man sagt, dass die nicht-randomisierte Testregel ¢ :
R™ — {0, 1} einen (nichtrandomisierten) statistischen Test zum Signifikanz-
niveau « angibt, falls fiir F' € Ag gilt

Pr(o(Xy,...,X,) =1) = P(Hp verwerfen | Hy richtig ) < a.

Definition 3.1.3. 1. Wenn man Hj verwirft, obwohl Hy richtig ist, be-
geht man den sogenannten Fehler 1. Art. Die Wahrscheinlichkeit

Ctn(F):PF<Q0(.T1,,$n):1), FGAO

heifit die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art und soll unter dem
Niveau « bleiben.

2. Den Fehler 2. Art begeht man, wenn man die falsche Hypothese Hy
nicht verwirft. Dabei ist

Bn(F>=PF((p(.’I}1,,$n):O), FGAl
die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 2. Art.

Eine Zusammenfassung aller Moglichkeiten wird in folgender Tabelle festge-
halten:

H richtig Hy falsch
Hy verwerfen Fehler 1. Art, Wahrschein- | richtige Entscheidung
lichkeit o, (F) < «
Hy nicht verwer- | richtige Entscheidung Fehler 2. Art mit Wahr-
fen scheinlichkeit G, (F)

Dabei sollen «,, und (3, moglichst klein sein, was gegenlédufige Tendenzen
darstellt, weil beim Kleinwerden von « die Wahrscheinlichkeit des Fehlers
2. Art notwendigerweise wachst.

Definition 3.1.4.
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1. Die Funktion
Gn(F) = Pp(p(Xy,...,Xn)=1), FeA
heifit Giitefunktion eines Tests .

2. Die Einschriankung von G,, auf Aj heifit Stdrke, Schéirfe oder Macht
(englisch power) des Tests ¢.

Es gilt

Gn(F) = an(F) < a, F € Ag
Gn(F) =1 Bn(F), F € Ay

Beispiel 3.1.5. Parametrische Tests. Wie sieht ein parametrischer Test
aus? Der Parameterraum © wird als ©gU©; dargestellt, wobei ©gN©; = (.
Es gilt Ag = {Fg :0 € @0}, A= {F,g 10 € @1} Pr wird zu Py, a,, G, und
Bn werden statt auf A auf © definiert.

Welche Hypothesen Hy und H; kommen oft bei parametrischen Tests vor?
Zur Einfachheit betrachten wir den Spezialfall © = R.

1. Hy: 0 =06y vs. Hy : 0 # 6
2. Hy: 0 >0y vs. H : 60 <68
3. Hy: 0 <0y vs. H :0 >0y
4. Hy: 0 € [a,b] vs. Hy : 0 ¢ [a,b]

Im Fall (1) heifit der parametrische Test zweiseitig, in den Fallen (2) und
(3) einseitig (rechts- bzw. linksseitig). In Fall (4) spricht man von der Inter-
vallhypothese Hy.

Bei einem zweiseitigen bzw. einseitigen Test kann die Giitefunktion wie in

Abbildung 3.1 (a) bzw. 3.1 (b) aussehen,

o 9

Abbildung 3.1: Gitefunktion

Bei einem allgemeinen (nicht notwendigerweise parametrischen) Modell kann
man die ideale Giitefunktion wie in Abbildung 3.1 schematisch darstellen.
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Abbildung 3.2: Schematische Darstellung der idealen Giitefunktion

e Man sieht aus Definition 3.1.3, dem Fehler 1. und 2. Art und der
Ablehnungsregel, dass die Hypothesen Hy und H; nicht symmetrisch
behandelt werden, denn nur die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art
wird kontrolliert. Dies ist der Grund dafiir, dass Statistiker die eigent-
lich interessierende Hypothese nicht als Hjy, sondern als H; formu-
lieren, damit, wenn man sich fiir H; entscheidet, man mit Sicherheit
sagen kann, dass die Wahrscheinlichkeit der Fehlentscheidung unter
dem Niveau « liegt.

e Wie wird ein statistischer, nicht randomisierter Test praktisch kon-
struiert? Die Konstruktion der Ablehnungsregel ¢ dhnelt sich sehr der
von Konfidenzintervallen:

1. Finde eine Teststatistik 7" : R” — R, die unter Hj eine (mog-
licherweise asymptotisch fir n — oo0) bestimmte Priifverteilung
hat.

2. Definiere By = [tay,t1—ay], Wobei to, und t;_,, Quantile der
Priifverteilung von T sind, a; + ae = v € [0, 1].

3. Falls T(Xy,...,X,) € R\ By = By, setze ¢(X1,...,X,) =1. Hy
wird verworfen. Ansonsten setze p(X1,...,X,) =0.

o Falls die Verteilung von T nur asymptotisch bestimmt werden kann,
so heiflt ¢ asymptotischer Test.

e Sehr oft aber ist auch die asymptotische Verteilung von 7' nicht be-
kannt. Dann verwendet man sogenannte Monte-Carlo Tests, in de-
nen dann Quantile ¢, ndherungsweise aus sehr vielen Monte-Carlo-
Simulationen von T (unter Hp) bestimmt werden: Falls t*, i = 1,...,m
die Werte von T' in m unabhéngigen Simulationsvorgéngen sind, das
heifit ¢ = T(x%,...,2%), 2t sind unabhingige Realisierungen von

T
J
Xj~F¢elMAy,j=1,...,n,7=1,...,m dann bildet man ihre Ord-



KAPITEL 3. TESTS STATISTISCHER HYPOTHESEN 79

nungsstatistiken t(, ... t(™) und setzt t, ~ t(l*™) o € [0, 1], wobei
t0) = —0.

Bemerkung 3.1.6. Man sieht deutlich, dass aus einem beliebigen Konfi-
denzintervall
Iy = [I{(X1, ., X), (X, o, X))

zum Niveau 1 — « fiir einen Parameter 6 € R ein Test fiir 8 konstruier-
bar ist. Die Hypothese Hy : 0 = 6y vs. Hy : 6 # 6y wird mit folgender
Entscheidungsregel getestet:

P(X1,. o, Xp) =1, falls 0 ¢ [10°(Xy,.., Xo), I°(X4, ..., X))

Das Signifikanzniveau des Tests ist a.

Beispiel 3.1.7. Normalverteilung, Test des Erwartungswertes bei bekannter
Varianz. Es seien
Xi,..., X0 ~ N(p,0?)

mit bekannter Varianz 2. Ein Konfidenzintervall fiir s ist

I Zl—a/2 0 — Zl—a/2 0
1" = [IM(X1, ..., Xn), (X1, ..., X)) = Xn—ai\//ﬁ, Xn+°‘7\//ﬁ

(vergleiche Abschnitt 2.2.1) Hy : 1 = po (gegen die Alternative Hy : u £ pp),

wird verworfen, falls
Rl—a/2° 0

vn

‘NO - Yn‘ >
In der Testsprache bedeutet es, dass
(X1, xn) =1 ((x1,...2,) € K1),

wobei

gz21_
K = {(ml,...,xn) € R"™ : |ug — Tn| > \1/;/2}

der Ablehnungsbereich ist. Fiir die Teststatistik T'( X7, ..., X,) gilt:

X, —
T(Xi,...,Xpn) = f““fw N(0,1)

unter Hy : an(po) = a.
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Berechnen wir nun die Giitefunktion (vergleiche Abbildung 3.3).

. v O%1—a/2\ _ 4 ~ _ 0Z1—a/2
Gulp) = P (I10 =Xl > T 22) = 1= ([, — o] < T2
Szla/2>

X _ _
—1—PM<‘\/H & HJFHUHO‘/E
_ X _ _
:1—PM<—Z1O{/2—M MO\/ES\/E . MSZ'lfap—'u 'uo\/ﬁ>

g g g

0 (s SR 0 (e £ )
= (_Zla/Z + a _O_MO \/ﬁ) + & <_Zlo¢/2 - K _O_MO \/ﬁ) .

Abbildung 3.3: Giitefunktion fiir den zweiseitigen Test des Erwartungswertes
einer Normalverteilung bei bekannter Varianz

Die ,Ja-Nein “- Entscheidung des Testens wird oft als zu grob empfunden.
Deswegen versucht man, ein feineres Mafl der Vertréaglichkeit der Daten mit
den Hypothesen Hy und H; zu bestimmen. Dies ist der sogenannte p-Wert,
der von den meisten Statistik-Softwarepaketen ausgegeben wird.

Definition 3.1.8. Essei (z1,...,z,) die konkrete Stichprobe von Daten, die
als Realisierung von (X7,..., X,,) interpretiert wird und 7(Xq, ..., X,) die
Teststatistik, mit deren Hilfe die Entscheidungsregel ¢ konstruiert wurde.
Der p-Wert des statistischen Tests ¢ ist das kleinste Signifikanzniveau, zu
dem der Wert ¢t = T'(x1,...,x,) zur Verwerfung der Hypothese Hj fiihrt.
Im Beispiel eines einseitigen Tests mit dem Ablehnungsbereich By = (¢, 00)
sagt man grob, dass

p=,P(T(Xy,...,X,)>t]| Hpy) ",

wobei die Anfiithrungszeichen bedeuten, dass dies keine klassische, sondern
eine bedingte Wahrscheinlichkeit ist, die spéter prézise angegeben wird.
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Bei der Verwendung des p-Wertes verédndert sich die Ablehnungsregel: die
Hypothese Hy wird zum Signifikanzniveau a abgelehnt, falls o > p. Friither
hat man die Signifikanz der Testentscheidung (Ablehnung von Hy) an Hand
folgender Tabelle festgesetzt:

p-Wert Interpretation

p < 0,001 sehr stark signifikant
0,001 < p <0,01 stark signifikant
0,01 <p<0,05 schwach signifikant

0,05 <p nicht signifikant

Da aber heute der p-Wert an sich verwendet werden kann, kann der An-
wender der Tests bei vorgegebenem p-Wert selbst entscheiden, zu welchem
Niveau er seine Tests durchfithren will.

Bemerkung 3.1.9.

1. Das Signifikanzniveau darf nicht in Abhéngigkeit von p festgelegt wer-
den. Dies wiirde die allgemeine Testphilosophie zerstoren!

2. Der p-Wert ist keine Wahrscheinlichkeit, sondern eine Zufallsvariable,
denn er hiangt von (Xi,...,X,) ab. Der Ausdruck

p:P(T(Xl,‘..,Xn)Zt|H0),

der in Definition 3.1.8 fiir den p-Wert eines einseitigen Tests mit Test-

statistik 7' gegeben wurde, soll demnach als Uberschreitungswahrschein-
lichkeit interpretiert werden, dass bei Wiederholung des Zufallsexpe-

riments unter Hy der Wert ¢t = T'(x1, ..., x,) oder extremere Werte in

Richtung der Hypothese H; beobachtet werden:

p=P(T(X},....,X,)>T(x1,...,2,) | Ho),
wobei (X1,..., X)) 4 (X1,...,X,). Falls wir von einer konkreten Rea-

lisierung (z1,...,x,) zur Zufallsstichprobe (Xi,...,X,) tUbergehen,
erhalten wir

p :p(Xl,.. . 7Xn> = P(T(X{,,X;l) > T(Xl,... 7Xn) ’ H(),Xl,...,Xn).

3. Fiir andere Hypothesen Hy wird der p-Wert auch eine andere Form
haben. Zum Beispiel fiir

(a) einen symmetrischen zweiseitigen Test ist
By = [_tl—a/Za tl—a/?}
der Akzeptanzbereich fir Hy.
=p=P(T(X1,....X,)| >t| Hy),t=T(X1,... Xp)
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(b) einen linksseitigen Test mit By = [tq, 00] gilt
p=P(T(X],..., X)) <tlHpy), t =T(X1,...,Xp)

(c¢) Das Verhalten des p-Wertes kann folgendermaflen untersucht wer-
den:

Lemma 3.1.10. Falls die Verteilungsfunktion F' von T stetig
und streng monoton steigend ist (die Verteilung von T ist absolut
stetig mit zum Beispiel stetiger Dichte), dann ist p ~ U0, 1].

Beweis Wir zeigen es am speziellen Beispiel des rechtsseitigen
Tests.

P(p<a|Hy)=P(Fr(T(Xy....,Xa)) < a| Ho)
=P (Fr(T(Xy,...,Xn)) 2 1—a| Hy)
=PU>1-a)=1-(1—-a)=a, ac]0,1],
da Fr(T(X1,...,Xn)) £ U ~ U[0,1] und Fr absolut stetig ist.
O

Ubungsaufgabe 3.1.11. Zeigen Sie, dass fiir eine beliebige Zu-
fallsvariable X mit absolut stetiger Verteilung und streng mono-
ton steigender Verteilungsfunktion Fx gilt:

Fx(X) ~UJ0,1]

Falls die Verteilung von 7' mit dem Wertebereich {t1,...,t,},
t; < t; diskret ist fiir ¢ < j, so ist auch die Verteilung von p
diskret, somit gilt nicht p ~ U[0, 1]. In diesem Fall ist F,(z) eine
Treppenfunktion, die die Gerade y = u in den Punkten u =

Xk: P(T(Xy,...,X,) =t;), k=1,...,n berithrt (vgl. Abbildung
54).
Definition 3.1.12.
1. Falls die Macht G,,(-) eines Tests ¢ zum Niveau « die Ungleichung
Gn(F)>a, Fel
erfiillt, dann heift der Test unverfdlscht.

2. Es seien ¢ und ¢* zwei Tests zum Niveau o mit Glitefunktionen Gy, (-)
und G (-). Man sagt, dass der Test ¢ besser als ¢* ist, falls er eine
groflere Macht besitzt:

Gn(F) > G5(F) YF € Ay.
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Abbildung 3.4: Verteilung von p fiir diskrete T’

3. Der Test ¢ heiit konsistent, falls G,,(F) =1 fiir alle F' € Ay.
Bemerkung 3.1.13. 1. Die einseitigen Tests haben oft eine grofiere Macht
als ihre zweiseitigen Versionen.

Beispiel 3.1.14. Betrachten wir zum Beispiel den Gauss-Test des
Erwartungswertes der Normalverteilung bei bekannter Varianz. Beim
zweiseitigen Test

Ho:p=po vs. Hy:p# po.

erhalten wir die Gutefunktion

Gn(p) =@ (_zl—a/2 + \/ﬁﬂ — MO) + @ <—21—a/2 - \/’Eu ;MO> .

g

Beim einseitigen Test ¢* der Hypothesen
Hy:p<povs. Hf = > o

ist seine Gitefunktion gleich
Grl) =@ (—21a+ V).

Da Gp(p) b G () ] sind beide Tests offensichtlich konsis-

tent. Dabei ist ¢* besser als . Beide Tests sind unverfilscht (vergleiche
Abbildung 3.5).
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Abbildung 3.5: Giitefunktionen eines ein- bzw. zweiseitigen Tests der Erwar-
tungswertes einer Normalverteilung

0 2%] MU

2. Beim Testen einer Intervallhypothese Hy : 6 € [a,b] vs. Hy : 6 ¢ [a, D]
zum Niveau « kann man wie folgt vorgehen: Teste

(a) Hy: 0 >a vs. H{ : § < a zum Niveau a/2.
(b) HY:0 <bvs. HY: 6 > b zum Niveau /2.

Hy wird nicht abgelehnt, falls H§ und HJ nicht abgelehnt werden. Die
Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art ist hier «o. Die Macht dieses Tests
ist im Allgemeinen schlecht.

3. Je mehr Parameter fiir den Aufbau der Teststatistik T' geschétzt wer-
den miissen, desto kleiner wird in der Regel die Macht.

3.2 Nichtrandomisierte Tests

3.2.1 Parametrische Signifikanztests

In diesem Abschnitt geben wir Beispiele einiger Tests, die meistens aus
den entsprechenden Konfidenzintervallen fiir die Parameter von Verteilun-
gen entstehen. Deshalb werden wir sie nur kurz behandeln.

1. Tests fiir die Parameter der Normalverteilung N (u, 0?)

(a) Test von p bei unbekannter Varianz

o Hypothesen: Hy : p = po vs. Hy : 1 # pp.
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o Teststatistik:

X _
T(X1,...,Xn) = V"0t | Hy

o Entscheidungsregel:
(p(Xl, ce ,Xn) =1, falls |T(X1, ce ,Xn)‘ > tnfl,lfa/Z-

(b) Test von o2 bei bekanntem p
o« Hypothesen: Hy : 0% = 0 vs. Hy : 02 # o3.
o Teststatistik:
nS2
T(Xy,- ooy Xn) = 5 ~x5 | Ho
0

~ n
mit 52 =1 3°(X; — )2
i=1
o Entscheidungsregel:

o(X1,...,X,)=1, falls T(Xy,...,Xn)¢ {Xia/mxi’l_aﬂ} .

¢ Gutefunktion:

=1—-—P,o

[

2 2 2 2 2
(Xn,a/ZJO < no, < Xn,l—a/200>

2 0(2) 2 ‘7(2)
=1 Ba (Xui-az 2 | T 0a | Xaareg,

(c) Test von o2 bei unbekanntem u
o« Hypothesen: Hy : 0% = 0} vs. Hy : 02 # od.
o Teststatistik:

n—1)S?
T(Xy,...,X,) = (02)" ~x2_, | Hy,
0

wobei S2 = ﬁ i (XZ- — Yn)Q.

i=1
e Entscheidungsregel:

@(Xl, R Xn)zlv falls T(Xla s 7Xn)¢ [ngfl,a/% X?zfl,lfa/Q :

Ubungsaufgabe 3.2.1.
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i. Finden Sie G, (-) fiir die einseitige Version der obigen
Tests.

ii. Zeigen Sie, dass diese einseitigen Tests unverfilscht sind,
die zweiseitigen aber nicht.

2. Asymptotische Tests

Bei asymptotischen Tests ist die Verteilung der Teststatistik nur néi-
herungsweise (fiir grofie n) bekannt. Ebenso asymptotisch wird das
Konfidenzniveau « erreicht. Thre Konstruktion basiert meistens auf
Verwendung der Grenzwertsétze.

Die allgemeine Vorgehensweise wird im sogenannten Wald-Test (ge-
nannt nach dem Statistiker Abraham Wald (1902-1980)) fixiert:

o Sei (Xy,...,X,) eine Zufallsstichprobe, X; seien unabhéngig und
identisch verteilt fir i =1,...,n, mit X; ~ Fy, 0 € © C R.

o Wir testen Hy : 0 = 6y vs. Hy : 0 # 0. Es sei 0, = é(Xl, ey X))
ein erwartungstreuer, asymptotisch normalverteilter Schétzer fiir
0.

0, —0
= 4y N(0,1) | Ho,

On n—00

vn

wobei 62 ein konsistenter Schiitzer fiir die Varianz von 6, sei.
Die Teststatistik ist

T(Xy,...,X,) = en(Xl,..;,Xn) _ 90\/5.

On

o Die Entscheidungsregel lautet: Hy wird abgelehnt, wenn
IT(X1,..., Xn)| > 21_qy2, WoObei 21_q /5 = o1 - a/2).

Diese Entscheidungsregel soll nur bei grolen n verwendet werden.
Die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art ist asymptotisch gleich
a, denn P(|T(X1,...,Xn)| > zi_q/2 | Ho) L7 (v wegen der
asymptotischen Normalverteilung von T.

Spezialfille des Wald-Tests sind asymptotische Tests der Erwar-
tungswerte bei einer Poisson- oder Bernoulliverteilten Stichprobe.

Beispiel 3.2.2.

(a) Bernoulliverteilung

Es seien X; ~ Bernoulli(p), p € [0, 1] unabhéngige, identisch ver-
teilte Zufallsvariablen.

» Hypothesen: Hy : p =pg vs. Hy : p # po.
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o Teststatistik:

Vn—=a=t Xu—po falls X,, # 0,1,
T(Xl,...,Xn): VX” (1-x

0, sonst.

Unter Hy gilt: T(X1,...,X,) 4y~ ~ N(0,1).

n—oo

(b) Poissonverteilung
Es seien X; ~ Poisson(A), A > 0 unabhéngige, identisch verteilte
Zufallsvariablen.
o Hypothesen: Hy : A = Ao vs. Hy : A # Ao
o Teststatistik:

\/EL\/%O falls X,, > 0,

T(Xy,...,Xy) =
0, sonst.
Unter Hy gilt: T(X1,...,X,) <5 ¥ ~N(0,1)

3. Zwei-Stichproben-Probleme

Gegeben seien zwei Zufallsstichproben
Yl - (X117 AR 7X1n1)7 Y2 = (X217 cee 7X2n2), n = maX{n17n2}'
Xi; seien unabhangig fir j =1,...,n;, X;; ~ Fy,, 1 =1,2.

(a) Test der Gleichheit zweier Erwartungswerte bei normal-
verteilten Stichproben

¢ bei bekannten Varianzen

Es seien X;; ~ N(p;,02),i=1,2, j =1,. . Dabei seien
0%,0% bekannt, X;; seien unabhéngig Vonemander fiir alle
i J-

Die Hypothesen sind Hy : p1 = po vs. Hy : p1 #+ pa. Wir
betrachten die Teststatistik:

Xin, — X
T(Yh}@)zu~

ag .

g

Unter Hy gilt: T'(Y1,Y2) ~ N(0,1). Als Entscheidungsregel
gilt: Hy wird abgelehnt, falls |T'(Y1,Y2)| > 21_q/2-

o bei unbekannten (jedoch gleichen) Varianzen
Es seien X;; ~ N(p;,02),i=1,2, j =1,...,n;. Dabei sei o
und X;; seien unabhéngig voneinander fiir alle ¢, j.

2
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(b)

Die Hypothesen sind: Hy : p1 = po vs. Hy : p1 # po. Wir
betrachten die Teststatistik

1,12 Sn1n2 “’I’Ll‘i’ﬂ@j

wobei S2 .. gegeben ist durch

i=1

1 ! N2 T2 N2
m. (Z (le_Xlnl) +U]Z_:1(X2j_X2n2> )

Man kann zeigen, dass unter Hy gilt: T(Y7,Y2) ~ tpy+ny—2-
Die Entscheidungsregel lautet: Hy ablehnen, falls |T'(Y7, Y2)| >
by dng—2,1—a/2-
Test der Gleichheit von Erwartungswerten bei verbun-
denen Stichproben
ES seien Y1 = (X117 e ,Xln) und Y2 = (Xgl, e ,Xgn), ny =
ng = n,

Zj=X1j — Xoj ~ N(u1 — pg,0%),j=1,...,n

unabhéngig und identisch verteilt mit p; = EXj;, i = 1,2. Die
Hypothesen sind: Hy : p3 = po vs. Hy : py1 # po bei unbekannter
Varianz o2. Als Teststatistik verwenden wir

Z
T(Zl,...,Zn):\/ﬁS—",
n
wobei
1 & = \2
2 _ .
S”_n—1.: (2-2.) "

J=1

Unter Hy gilt dann: T(Zy,...,Z,) ~ t,—1. Die Entscheidungsre-
gel lautet: Ho wird abgelehnt, falls [T'(z1,...,2n)| > tp—11-a/2-

Test der Gleichheit von Varianzen bei unabhingigen Gaus-
sschen Stichproben

Es seien Y1 = (X11,...,X1pn,) und Yo = (Xo1,..., X2p,) unab-
héngig und identisch verteilt mit X;; ~ N(u;, 0?), wobei j; und
02 beide unbekannt sind. Die Hypothesen sind: Hy : 07 = 03 vs.

Hi : 02 #+ 03. Als Teststatistik verwenden wir

S3ns
T(Y1>Y2) = 52

Ing
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wobei

1 n .9
_1Z(Xij_Xmi) ,1=1,2.
=1

Unter Hy gilt: T'(Y1,Y2) ~ Fpy—1,n,—1. Die Entscheidungsregel
lautet: Hy wird abgelehnt, falls

T(Ylvyé) ¢ {Fnz—l,nl—l,a/Qa an—l,nl—l,l—a/2 .

2 _

(d) Asymptotische Zwei-Stichproben-Tests
e bei Bernoulli-verteilten Stichproben
Es gilt X;; ~ Bernoulli(p;), j =1,...,n;, i = 1,2. Die Hypo-
thesen sind Hy : p1 = pa vs. Hy : p1 # po. Als Teststatistik
verwenden wir

(Ylm - Y27"02)

TN,Y?) = —= = = =
\/Xlnl(l—xlnl) | Fony(1-Fony)
ni n2
Unter Hy gilt: T(Y1,Ys) < ¥ ~ N(0,1). Die Ent-
n1,N2—>00

scheidungsregel lautet: Hy wird verworfen, falls [T'(Y7, Y2)| >
Z1_q/2- Dies ist ein Test zum asymptotischen Signifikanzni-
veau a.

e bei Poisson-verteilten Stichproben
Es seien X;; unabhéngig, X;; ~ Poisson()\;), ¢ = 1,2. Die
Hypothesen sind: Hy : A\; = A vs. Hy : A1 # 9. Als Teststa-
tistik verwenden wir:

X - X
T(le, Yé) = —1n1 2n2
Xin Xon
Tll + T22

Die Entscheidungsregel lautet: Hy ablehnen, falls |T'(Y7, Y2)| >
Z1_q/2- Dies ist ein Test zum asymptotischen Niveau a.

Bemerkung 3.2.3. Asymptotische Tests diirfen nur fiir grofle Stich-
probenumfinge verwendet werden. Bei ihrer Verwendung fiir kleine
Stichproben kann das asymptotische Signifikanzniveau nicht garan-
tiert werden.

3.3 Randomisierte Tests

In diesem Abschnitt werden wir klassische Ergebnisse von Neyman-Pearson
iiber die besten Tests prasentieren. Dabei werden randomisierte Tests eine
wichtige Rolle spielen.
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3.3.1 Grundlagen

Gegeben sei eine Zufallsstichprobe (X7, . .., X,,) von unabhéngigen und iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen X; mit konkreter Auspragung (zi,...,zp).
Sei unser Stichprobenraum (B,B) entweder (R",Bgn) oder (Nf,Byz), je
nachdem, ob die Stichprobenvariablen X;, i = 1,... n absolut stetig oder
diskret verteilt sind.

Hier wird zur Einfachheit im Falle einer diskret verteilten Zufallsvariable X;
ihr diskreter Wertebereich mit No = NU{0} gleichgesetzt. Der Wertebereich
sei mit einem Maf} 1 versehen, wobei

Lebesgue-Mafl auf R, falls B = R",
,LL =
Zahlmaf auf Ny, falls B = N{.

Dementsprechend gilt

g(z)dr,  im absolut stetigen Fall,
/g(w)u(d:c) _ [ r9@ o
> weNy 9(w), im diskreten Fall.

Es sei zusitzlich X; ~ Fp, 8 € © C R™, ¢ = 1,...,n (parametrisches
Modell). Fiir © = ©g U 01, ©g N O = @ formulieren wir die Hypothesen
Hy:0 € 0gvs. H : 0 € O, die mit Hilfe eines randomisierten Tests

1, x € Ky,
px)=4 v€(0,1), z€Kn x=(1,...,7n),
0, x € Ky

getestet werden.
Im Falle z € Koy wird mit Hilfe einer Zufallsvariable Y ~ Bernoulli(7)
entschieden, ob Hy verworfen wird (Y = 1) oder nicht (Y = 0).

Definition 3.3.1. 1. Die Giitefunktion eines randomisierten Tests ¢ sei

Gn(0) = Gn(p,0) =Ego(X1,...,X,), 0 € ©.

2. Der Test ¢ hat das Signifikanzniveau o € [0,1], falls Gy, (p,0) < a, fir
alle 0 € ©g ist. Die Zahl
sSup Gn(% 9)
[UAS(SH

wird Umfang des Tests ¢ genannt. Offensichtlich ist der Umfang eines
Niveau-a-Tests kleiner gleich .

3. Sei ¥(a) die Menge aller Tests zum Niveau . Der Test ¢; € U(a) ist
(gleichmdfig) besser als Test o € U(a), falls G, (p1,0) > G, (p2,0), 6 €
O1, also falls ¢ eine groBlere Macht besitzt.
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4. Ein Test ¢* € ¥(a) ist (gleichmdfig) bester Test in ¥(«), falls

Gn(9*,0) > Gn(p,0), fir alle Tests ¢ € U(a), 6 € 6.

Bemerkung 3.3.2.

1. Definition 3.3.1 1) ist eine offensichtliche Verallgemeinerung der Defini-
tion 3.1.4 der Giitefunktion eines nicht-randomisierten Tests ¢. Nam-
lich, fiir p(x) = I(x € K) gilt:

Gn(go, 9) = Eg gD(Xl, ceey Xn)
= Pg ((Xl, - ,Xn) < Kl)
= Py (Hyp ablehnen), 6 € ©.

2. Ein bester Test ¢* in U(«) existiert nicht immer, sondern nur unter
gewissen Voraussetzungen an Py, ©p, ©1 und ¥ («).
3.3.2 Neyman-Pearson-Tests bei einfachen Hypothesen

In diesem Abschnitt betrachten wir einfache Hypothesen
H0:9:¢90 VS. H1:9:91 (31)

wobei g, 01 € O, 01 # 0.

Dementsprechend sind ©¢ = {6}, ©1 = {61}. Wir setzen voraus, dass Fy,
eine Dichte g;(x) beziiglich p besitzt, ¢ = 0, 1. Fiithren wir einige abkiirzende
Bezeichnungen Py = Py,, P1 = Py,, Eo = Eg,, E1 = Ep, ein. Sei fi(z) =
171 9i(xj), © = (1,...,2n), i = 0,1 die Dichte der Stichprobe unter Hy
bzw. H;.

Definition 3.3.3. Ein Neyman-Pearson-Test (NP-Test) der einfachen Hy-
pothesen in (3.1) ist gegeben durch die Regel

1, falls fi(z) > K fo(x),
o(z) = pr(x) =4 ~, falls fi(z) = K fo(z), (3.2)
0, falls fi(z) < K fo(x)
fiir Konstanten K > 0 und v € [0, 1].
Bemerkung 3.3.4.

1. Manchmal werden K = K (z) und v = vy(x) als Funktionen von x und
nicht als Konstanten betrachtet.

2. Der Ablehnungsbereich des Neyman-Pearson-Tests ¢ ist

Ky ={z € B: fi(z) > Kfo(z)}.
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3. Der Umfang des Neyman-Pearson-Tests ¢ ist

Eg (pK<X1,. . ;Xn) = PO(fl(Xla e ,Xn) > ng(Xl, .. Xn))
+")/P0(f1(X1, e ,Xn) = Kfo(Xl, . ,Xn>)

4. Die Definition 3.3.3 kann man &quivalent folgendermaflen geben: Wir
definieren eine Teststatistik

fi(z) .
() = f;(x), x € B: fo(x) >0,
00, x€B: fy(x)=0.

Dann wird der neue Test

1, fallsT(z) > K,
Pr(r) =4 7, falls T(x) = K,
0, fallsT(x) < K

eingefiihrt, der fiir Pyp- und P;- fast alle x € B dquivalent zu ¢y, ist. In

der Tat gilt x(z) = pr(x) Ve € B\ C, wobei C = {z € B : fy(x) =
fi(xz) =0} das Py- bzw. P;-Mafl Null besitzt.

In der neuen Formulierung ist der Umfang von ¢ bzw. @i gleich

Eo(ﬁK:P()(T(Xl,...,Xn) >K)+’)/P0(T(X1,,Xn)=K)

Satz 3.3.5. (Optimalitétssatz) Es sei i ein Neyman-Pearson-Test fiir
ein K > 0 und « € [0, 1]. Dann ist ¢ der beste Test zum Niveau o = Eg px
seines Umfangs.

Beweis Sei ¢ € U(«), also Eg (p(X1,...,X,)) < a. Um zu zeigen, dass ¢k
besser als ¢ ist, geniigt es bei einfachen Hypothesen Hy und Hi zu zeigen,
dass E1 o (X1,...,Xn) > E1 (X1, ..., X,). Wir fithren dazu die folgenden
Mengen ein:

Es gilt offensichtlich x € M T = pg(x) > 0= fi(z) > K fo(z),

reM = k() <l= fi(z) < Kfo(x)und B=MTUM UM".
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Als Folgerung erhalten wir

E1 (pr (X1, ., Xp) — 0(X1,..., Xp)) = /B(w«(ﬂf) — () f1(z)p(dx)

B </M+ * M- +/M_> (ox(z) = p(x)) f1(x)u(dz)
Z/ (o (7) — @(2)) K fo(r)pu(dz)

* / (P (@) — (@) K fola)p(da)

= [ (exl@) = @)K fo(@)u(de)

—K EOSOK(le'--aXn) —Eo(p(Xl,...,Xn)]
> K(a—a) =0,

weil beide Tests das Niveau o haben. Damit ist die Behauptung bewiesen.
O

Bemerkung 3.3.6.

1. Da im Beweis ~ nicht vorkommt, wird derselbe Beweis im Falle von
~v(x) # const gelten.

2. Aus dem Beweis folgt die Giiltigkeit der Ungleichung

|, (ex@) = o@) (fi(@) = K fo(a)) a(de) = 0
im Falle des konstanten K, bzw.
Ei (pr(X1,...,Xn) —e(X1,..., Xp)) >
|, (ex@) = o@) K@) fo@h(da)

im allgemeinen Fall.

Satz 3.3.7. (Fundamentallemma von Neyman-Pearson)

1. Zu einem beliebigen a € (0, 1) gibt es einen Neyman-Pearson-Test ¢
mit Umfang «, der dann nach Satz 3.3.5 der beste Niveau-a-Test ist.

2. Ist ¢ ebenfalls bester Test zum Niveau «, so gilt p(z) = pg(z) fur
p-fast alle v € Ko UK = {x € B: fi(z) # K fo(x)} und ¢k aus Teil

1).
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Beweis 1. Fiir pg(z) gilt

1, fallsze Ky ={z: fi(x) > K- fo(z)},
@K(l‘): v, fallstK(n:{x2f1($)=K‘f0(37)}7
0, fallsze Kog={z: fi(z) < K- fo(x)}.

Der Umfang von ¢ ist
Py (T(X1,. o Xa) > K) 4Py (T(Xy, . Xp) = K) =0, (33)

wobei

fl(xly"'7$n)

00, sonst.
Nun suchen wir ein K > 0 und ein v € [0, 1], sodass Gleichung (3.3)
stimmt. Es sei Fy(x) = Po(T(X1,...,Xy) < z), x € R die Verteilungs-
funktion von T'. Da T > 0 ist, gilt Fy(x) = 0, falls x < 0. AuBerdem ist

Py(T(X1,...,X,) < 00) = 1, das heifit F~(a) € [0,00), a € (0,1).
Die Gleichung (3.3) kann dann folgendermaflen umgeschrieben werden:

1= Fo(K) +7 (Fo(K) = Fo(K-)) = a, (3.4)
i Fo(K—) = lim Fy(x).
wobei Fy(K—) im o(x)
Sei K = F; '(1 — a), dann gilt:

(a) Falls K ein Stetigkeitspunkt von Fy ist, ist Gleichung (3.4) erfiillt
fiir alle y € [0, 1], zum Beispiel v = 0.

(b) Falls K kein Stetigkeitspunkt von Fy ist, dann ist Fo(K)—Fo(K—) >
0, woraus folgt

a—1+ (k)
"7 R(K) - (k)

= es gibt einen Neyman-Pearson-Test zum Niveau .

2. Wir definieren M# = {z € B : p(z) # ¢ (x)}. Es muss gezeigt wer-
den, dass

i ((KoUKy) N M7) =0
Dazu betrachten wir

Eip(X1,....Xpn) —E19or(X1,...,Xn) =0 (¢ und ¢k sind beste Tests)
Eop(X1,....Xn) —Eopr(X1,...,Xn) <0 (¢ und ¢x sind a-Tests

mit Umfang von ¢x = )
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:>/B(90—<PK) (fi — K - fo) p(dx) > 0.
In Bemerkung 3.3.6 wurde bewiesen, dass
/B(SO —¢r)(fi — K- fo)du <0

= [ (0= en)(fi— K fo)dn =0 = [ (0~ 0x)(f1 ~ K fo)dp.
B

M#* N (KoUKj)

Es gilt p(M#N(KoUK,)) = 0, falls der Integrand (¢ —p)(fi—K fo) >
0 auf M7 ist. Wir zeigen, dass

(o — ) (fi — K fo) > 0 fiir 2 € M7 (3.5)
ist. Es gilt
Ji—=Kfo>0=¢ox —¢ >0,
Ji—=Kfo<0=pr—¢ <0,
weil

fi(x) > Kfo(z) = pr(x) =1

und mit p(z) < 1 = px(z) — (@) > 0 auf M7,
filx) < Kfo(z) = pr(x) =0

und mit p(z) > 0 = pr(z) — p(x) < 0 auf M7,

Daraus folgt die Giiltigkeit der Ungleichung (3.5) und somit
i (Ko U K1) nM7) = 0.
O

Bemerkung 3.3.8. Falls ¢ und ¢ beste a-Tests sind, dann sind sie Fy-
bzw. P;- fast sicher gleich.

Beispiel 3.3.9 (Neyman-Pearson-Test fiir den Parameter der Poissonvertei-
lung). Es sei (Xi,...,X,) eine Zufallsstichprobe mit X; ~ Poisson(\), A >
0, wobei X; unabhéngig und identisch verteilt sind fir ¢ = 1,...,n. Wir
testen die Hypothesen Hy : A = A\g vs. Hy : A = Aq. Dabei ist

T
— *Aiﬁ

gi(x)=e ,v€Ng,1=0,1,
z!

fi@) = filwr, o omn) = [[ailay) = [[e Moy = S
j=1 5

J=1
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fiir ¢ = 0, 1. Die Neyman-Pearson-Teststatistik ist

h@) _ =n(a-2o) . (’\1//\0)2;:1% , falls z1,..., 2, € Ny,

T(x1,...,oy) = {fO(I)

0, sonst.

Die Neyman-Pearson-Entscheidungsregel lautet
1, falls T'(z1,...,z,) > K,
o (T1,...,p) =4 v, falls T(xq,...,2,) = K,
0, falls T(x1,...,z,) < K.

Wir wihlen K > 0, v € [0, 1], sodass ¢x den Umfang « hat. Dazu 16sen
wir

a:PO(T(XhaXn) >K)+’7P0(T(X17aXn) :K)
beziiglich v und K auf.

Po(T(Xl, . ,Xn) > K) =
= Py(logT(X1,...,X,) >log K)

- A
=1 (—n()q — o) + ZXj -log ()\(1)) > 10gK>

J=1

=Py (Zn:Xj > AK)

j=1

wobei A i {logK T\ — )\O)J |

log i—(l)
falls zum Beispiel Ay > Ag. Im Falle \; < A\g dndert sich das > auf < in der

Wabhrscheinlichkeit.
Wegen der Faltungsstabilitdt der Poissonverteilung ist unter Hy

n
Z X; ~ Poisson(n)\),
j=1

also wihlen wir K als minimale, nichtnegative Zahl fir die gilt, dass

Py (ZXJ >AK) <«

j=1
und setzen
o — PO(Z?:1 X; > A)
By Xy = A)
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wobei
n A i
Aan )
Py E X > Al =1-— E 67)‘0”@,
=1 =0 J:

(Aon)A_

Po| DX =A) =e?my
j=1 '

Somit haben wir die Parameter K und v gefunden und damit einen Neyman-
Pearson-Test ¢ konstruiert.

3.3.3 Einseitige Neyman-Pearson-Tests

Bisher betrachteten wir Neyman-Pearson-Tests fiir einfache Hypothesen der
Form H; : § = 60;,i = 0, 1. In diesem Abschnitt wollen wir einseitige Neyman-
Pearson-Tests einfiihren, fiir Hypothesen der Form Hy : 0 < 0y vs. Hy : 0 >
.

Zunéchst konstruieren wir einen Test fiir diese Hypothesen: Sei (X1, ..., X))
eine Zufallsstichprobe, X; seien unabhéngig und identisch verteilt mit

Xi~FpyeAN={Fy:0¢c 0},
wobei © C R offen ist und A eindeutig parametrisiert, das heifit
0%0/:>F9%F9/.

Ferner besitze Fy eine Dichte gy beziiglich des Lebesgue-Mafles (bzw. Z#hl-
mafes) auf R (bzw. Npy). Dann ist

Jo@) = [Loo(ay)s @ = (@1, 20)
j=1

eine Dichte von (X1, ..., X,) beziiglich p auf B.

Definition 3.3.10. Eine Verteilung auf B mit Dichte fy gehort zur Klasse
von Verteilungen mit monotonen Dichtekoeffizienten in T, falls es fiir alle
6 < 0 eine Funktion h : R x ©2 — R U oo, die monoton wachsend in ¢ € R
ist und eine Statistik T': B — R gibt, mit der Eigenschaft

for (%)

f@(x) = h(T(.ﬁL’), 0, 9/)’

wobei
h(T(x),0,0") = oo fiir alle z € B: fyo(z) =0, fo(x) > 0.

Der Fall fo(z) = fo(x) = 0 tritt mit Po- bzw. Pg/-Wahrscheinlichkeit 0 auf.
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Definition 3.3.11. Es sei Qg eine Verteilung auf (B, B) mit der Dichte fy
bzgl. pu. Qg gehort zur einparametrischen Ezxponentialklasse (0 € © C R
offen), falls die Dichte folgende Form hat:

fo(x) =exp{c(d) -T(x)+a(d)} l(z), x=(x1,...,2,) € B,

wobei ¢(f) eine monoton steigende Funktion ist, und Varg T'(X1, ..., X,,) >
0,60 ¢€0.

Lemma 3.3.12. Verteilungen aus der einparametrischen Exponentialfami-
lie besitzen einen monotonen Dichtekoeffizienten.

Beweis Es sei (Qy aus der einparametrischen Exponentialfamilie mit der
Dichte

fo(z) = exp{c(0) - T(x) +a(0)} - l(x).

Fiir 0 < @' ist dann

D) _ cxp {(el0') — €(0)) - (@) + a®) — a(0))

Jo(x)
monoton beziiglich 7', weil ¢(6") — ¢(f) > 0 wegen der Monotonie von ¢(6).
Also besitzt fy einen monotonen Dichtekoeffizienten. O

Beispiel 3.3.13.

1. Normalverteilte Stichprobenvariablen

Es seien X; ~ N(u,03), i = 1,...,n, unabhingige, identisch verteile
Zufallsvariablen, mit unbekanntem Parameter x4 und bekannter Vari-
anz o2 (Hier wird p fiir die Bezeichnung des Erwartungswertes von X;
und nicht des Mafles auf R verwendet. (wie frither)). Die Dichte des
Zufallsvektors X = (X1,...,X,)" ist gleich

n
R
fu(@) =T gulz) = 1 e
i=1 i=1 2770(2)
1 1 & )
= XpL ——>5 T —
(2mad)n/2 p{ 203 ;( i) }
= (27T02)n/2 Xp{_w (sz - 2:U’le T n)}
0 =1 =1
i 2
T
:eXp<u-i$#2n). p 71’:11
op =" 208/ (2mod)? 203
- T =~




KAPITEL 3. TESTS STATISTISCHER HYPOTHESEN 99

Also gehért N (u, 08) zur einparametrischen Exponentialklasse mit ¢(u) =
n

£ und T'(x) = Y ;.

70 i=1

2. Binomialverteilte Stichprobenvariablen

Es seien X; ~ Bin(k, p) unabhéngig und identisch verteilt, i = 1,...,n.
Der Parameter p sei unbekannt. Die Zéhldichte des Zufallsvektors X =
(X1,...,X,) " ist

fp(x) :Pp(Xz :xi,i: 1,...,7’1,)

n 3 T; _ \nk n
i=1 g

Z zi =1 \Vi
(1 -p)=
n n k
= exp{(;xi) -log (1610) +nk -log(1l —p) } . 1:[1 <x2>,
tf-’ —_— a(p) Z\_—v—’
T(z) <(p) I(z)

also gehort Bin(n, p) zur einparametrischen Exponentialklasse mit

c(p) = log <p)

1—p

und

T(x) = Zn: Z;.
i=1

Lemma 3.3.14. Falls ¢ der Neyman-Pearson-Test der Hypothesen Hj :
0 =0y vs. Hy : 0 = 0, ist, dann gilt:

1({e € B: file) # K fola)}) > 0.

KoUKy

Beweis Wegen 6y #+ 6; und der eindeutigen Parametrisierung gilt fo # f1
auf einer Menge mit p-Mafl > 0.

Nun sei u(KoU K7) = 0. Daraus folgt, dass fi(x) = K - fo(x) p-fast sicher.
Das heifit

L= [ fi@de=K- [ fo(w)da.

woraus folgt, dass K = 1 und fi(x) = fo(z) p-fast sicher, was aber ein
Widerspruch zur eindeutigen Parametrisierung ist. O
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Im Folgenden sei (X1,...,X,,) eine Stichprobe von unabhéngigen, iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen mit X; ~ Dichte gy, i =1,...,n und

(X1,...,X,) ~ Dichte fy(z) =[] go(s)
i=1

aus der Klasse der Verteilungen mit monotonen Dichtekoeffizienten und einer
Statistik T'(Xq, ..., Xn)-

Wir betrachten die Hypothesen Hy : 8 < 6y vs. Hy : 6 > 6y und den
Neyman-Pearson-Test:

1, fallsT'(z) > K*,
Pk (x) =< 4%, falls T(z) = K*, (3.6)
0, fallsT(z) < K*
fir K* € R und v* € [0, 1]. Die Giitefunktion von ¢j.. bei g ist
Gn(eg) =Eg QO}}* =F (T(Xl, ce ,Xn) > K*) +’y* - Py (T(Xl, ce ,Xn) = K*)
Satz 3.3.15.

1. Falls o« = Eg ¢}~ > 0, dann ist der soeben definierte Neyman-Pear-
son-Test ein bester Test der einseitigen Hypothesen Hy vs. Hy zum
Niveau a.

2. Zu jedem Konfidenzniveau a € (0,1) gibt es ein K* € Rund v* € [0, 1],
sodass 7 ein bester Test zum Umfang « ist.

3. Die Giitefunktion G, (#) von ¢y (6) ist monoton wachsend in 6. Falls
0 < Gp(f) < 1, dann ist sie sogar streng monoton wachsend.

Beweis 1. Wihle 6; > 6y und betrachte die einfachen Hypothesen Hj :
6 =6y und Hj : 6 = 6;. Sei

(@) =1 v, fiz) =K folz),
0, fi(z) <K fo(x)

der Neyman-Pearson-Test fiir H{), H; mit K > 0. Da fy den monotonen
Dichtekoeffizienten mit Statistik T" besitzt,

fi(x)
fo(z)

= h(T(:U), 90, 91),
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existiert ein K > 0, so dass

> K > K*
{x : fi(x)/ fo(x) } C {T(m) } mit K = h(K*,0,061).
<K < K*

pK ist ein bester Neyman-Pearson-Test zum Niveau a = Egpx =
Eo ¢je«. Aus a > 0 folgt K < oo, denn aus K = oo wiirde folgen

0<a=Ejpx <P (T(Xy,...,Xn) = K7)
(X, X))
= PO (fO(X17'-'aXn) _Oo>
=F (fl(Xl,...,Xn) > O,fg(Xl,...,Xn) :0)

N /B I(fi(x) >0, fo(z) = 0) - fo(x)p(dx)
=0.

Fiir den Test ¢j.. aus (3.6) gilt dann

1, falls fi(2)/fole) > K,
o*(x) = 7*(x), falls fi(2)/fole) = K,
0, falls fi(2)/fox) < K,

wobei v*(z) € {7*,0,1}. Daraus folgt, dass ¢j. ein bester Neyman-
Pearson-Test ist fiir H|), vs. H] (vergleiche Bemerkung 3.3.4, 1.) und
Bemerkung 3.3.6) fiir beliebige ; > 6y. Deshalb ist ¢j.. ein bester
Neyman-Pearson-Test fiir Hy : 0 = 0y vs. H : 6 > 0 ist.

Die selbe Behauptung erhalten wir aus dem Teil 3. des Satzes fiir
Hy: 60 <6y vs. Hy : 0 > 6y, weil dann G,(0) < Gp(6y) = « fiir alle
0 < 6y.

2. Siehe Beweis zu Satz 3.3.7, 1.).

3. Wir miissen zeigen, dass G, () monoton ist. Dazu wéihlen wir 61 < 65
und zeigen, dass a1 = Gp(01) < Gp(02). Wir betrachten die neuen,
einfachen Hypothesen H{ : 0 = 6y vs. H : § = 6. Der Test ¢j.
kann genauso wie in 1. als Neyman-Pearson-Test dargestellt werden
(fiir die Hypothesen H{ und HY'), der ein bester Test zum Niveau ay
ist. Betrachten wir einen weiteren konstanten Test ¢(z) = ;. Dann ist
a1 = Ey, ¢ < Eg, ¢« = Gr(62). Daraus folgt, dass G, (61) < Gy (62).

Nun zeigen wir, dass fir G,,(6) € (0,1) gilt: G (61) < Gp(62). Wir
nehmen an, dass a; = G,(01) = G,(62) und 6; < 6, fir a € (0,1).
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Es folgt, dass ¢(x) = oy auch ein bester Test fir Hy und H{ ist. Aus
Satz 3.3.7, 2.) folgt

p*({z € B:p(x) # P (2)}) = 0 auf Ko U Ky = {fi(z) # Kfo()},
=g

was ein Widerspruch zur Bauart des Tests g~ ist, der auf Ko U K3
nicht gleich oy € (0,1) sein kann.
O

Bemerkung 3.3.16.

1. Der Satz 3.3.15 ist genauso auf Neyman-Pearson-Tests der einseitigen
Hypothesen

Hy:0>00vs. H :0 <06
anwendbar, mit dem entsprechenden Unterschied
0— —0
T— -T
Somit existiert der beste a-Test auch in diesem Fall.

2. Man kann zeigen, dass die Giitefunktion Gy, (¢%-, 0) des besten Neyman-
Pearson-Tests auf ©¢ = (—o0, fp) folgende Minimalitédtseigenschaft be-
sitzt:

GH(QO*KMH) S Gn(@ae) \V/(p € \Ij(a)’ 0 S ‘90

Beispiel 3.3.17. Betrachten eine normalverteilte Stichprobe (X7,..., X},)
von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen X;, wobei X; ~
N(p,02) und o sei bekannt. Es werden die Hypothesen

Hoy:p < po vs. Hy:p> po,

getestet. Aus Beispiel 3.1.7 kennen wir die Testgrofle

X, —
T(Xb' : aXn) = \/EM7

a0

wobei unter Hy gilt: T'(X1,...,X,) ~ N(0,1). Hy wird verworfen, falls
T(X1,...,X,) > 21-a, wobeiae€ (0,1).

Wir zeigen, dass dieser Test der beste Neyman-Pearson-Test zum Niveau «
ist. Aus Beispiel 3.3.13 ist bekannt, dass die Dichte f,, von (Xy,...,X,) aus
der einparametrischen Exponentialklasse ist, mit

n
T(X1,...,Xn) =) X,
=1
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Dann gehort f, von (x1,...,z,) zur einparametrischen Exponentialklasse
auch beziiglich der Statistik

T(X1,...,Xn) = vn

Es gilt ndmlich

Die Statistik 7" kann also in der Konstruktion des Neyman-Pearson-Tests
(Gleichung (3.6)) verwendet werden:

1, falls T(z) > z1—q,
or+(r) =1 0, falls T(z) = 21_q,
0, fallsT(z) < 21-q
(mit K* = z1_4 und * = 0). Nach Satz 3.3.15 ist dieser Test der beste
Neyman-Pearson-Test zum Niveau « fiir unsere Hypothesen:

Gn(@K*,Mo) =F (T(Xl, - ,Xn) > 2’1,&) +0-F (T(Xl, - ,Xn) < Zlfa)
=1-P(z1—q)=1-(1—-0a) =qa.

3.3.4 Unverfalschte zweiseitige Tests

Es sei (Xi,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen und identisch verteil-
ten Zufallsvariablen mit der Dichte

n

fo(@) =T go(x:).-

i=1
Es wird ein zweiseitiger Test der Hypothesen

H0:0:9OVS.H1:97E00

betrachtet. Fiir alle o € (0,1) kann es jedoch keinen besten Test ¢ zum
Niveau « fiir Hy vs. Hy geben. Denn, nehmen wir an, ¢ wére der beste Test
zum Niveau « fiir Hg vs. H1, dann wére ¢ der beste Test fiir die Hypothesen

1. Hy:0 =0y vs. H : 0 > 09
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2. Hi :0 =06y vs. H : 0 < .

Dann ist nach Satz 3.3.15, 3. die Giitefunktion
1. Gp(p,0) < a auf 6 < 6y, bzw.
2. Gp(p,0) > a auf 0 < 6,

was ein Widerspruch ist!
Darum werden wir die Klasse aller moglichen Tests auf unverfélschte Tests
(Definition 3.1.12) eingrenzen. Der Test ¢ ist unverfilscht genau dann, wenn

Gn(p,0) < afiir 6 € O
Gn(p,0) > a fir 6 € ©1

Beispiel 3.3.18.
1. ¢(x) = « ist unverfélscht.

2. Der zweiseitige Gauss-Test ist unverfilscht, vergleiche Beispiel 3.1.7:
Gn(p,p) > « fur alle p € R.

Im Folgenden seien X; unabhéngig und identisch verteilt. Die Dichte fy von
(X1,...,X,) gehore zur einparametrischen Exponentialklasse:

fo(x) = exp{c(0) - T(z) +a(0)} - I(z), (3.7)
wobei ¢(6) und a(f) stetig differenzierbar auf © sein sollen, mit
d(0) >0 und VargT(Xy,...,X,) >0
fiir alle § € O. Sei fy(x) stetig in (z,0) auf B x O.
Ubungsaufgabe 3.3.19. Zeigen Sie, dass folgende Relation gilt:
a(0) = - (EgT(X1,...,X,).
Lemma 3.3.20. Es sei ¢ ein unverfilschter Test zum Niveau « fiir
Hy:0 =200 vs. Hy : 0+ 0.

Dann gilt:

1. a=Eop(Xi,...,Xn) = Gnle, )

2. Eo [T(X1,..., X)) e(X1,....Xn)] =a -EgT(X1,...,Xn)

Beweis
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1. Die Giitefunktion von ¢ ist

Gal00) = [ pla)fol@yun(d)

105

Da fp aus der einparametrischen Exponentialklasse ist, ist G, (p,6)
differenzierbar (unter dem Integral) beziiglich # und somit stetig in 6.

Wegen der Unverfélschtheit von ¢ gilt

GTL(SO) 90) < «, Gn((p79> > «, 0 7& 00

und daraus folgt G, (¢, 00) = a und 6y ist ein Minimumpunkt von G,,.

Somit ist 1) bewiesen.

2. Da 6y der Minimumpunkt von G,, ist, gilt

0=G(p,00) = /B p(2)(c'(00)T () + @ (00)) fo(x)p(da)

= C/(QQ) . Eo [(p(Xl, e Xn)T(Xl, ceuy Xn)] + a’(&) . Gn(go, 90)

= CI(Q()) . EO [(p(Xl, e ,Xn)T(Xl, oo ,Xn)] + aa’(@o)

ubung 3.3.19
(Wbung 3319 190) (Eo (¢ - T) — aFo T)

Daraus folgt Eg (¢T") = aEo T und damit ist das Lemma bewiesen.

O]

Wir definieren jetzt die modifizierten Neyman-Pearson-Tests fiir einfache

Hypothesen
Hy:0=00vs. H :0=101, 61+ 0.
Fir \, K € R, v: B — [0, 1] definieren wir
L falls fi(@) > (K + XT(@)) fo(a),

ora(T) =1 y(x), falls fi(z) = (K + AT(z))fo(z),
0, falls filx) < (K + \T(2))fole),

wobei T'(x) die Statistik aus der Darstellung (3.7) ist.

(3.8)

Es sei U(a) die Klasse aller Tests, die Aussagen 1) und 2) des Lemmas 3.3.20
erfillen. Aus Lemma 3.3.20 folgt dann, dass die Menge der unverfilschten

Tests zum Niveau a eine Teilmenge von ¥(a) ist.

Satz 3.3.21. Der modifizierte Neyman-Pearson-Test ¢ ) ist der beste a-
Test in W(«) fiir Hypothesen Hy vs. H{ zum Niveau a = Eq ¢k », falls

PKN € ‘T’(OZ)-
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Beweis Es ist zu zeigen, dass E1pr ) > Ep¢ fiir alle ¢ € ¥(a), baw.
E1(prx —¢) = 0. Es gilt

Bi (o — ) = [ (prea(e) - o) fi(a)a(do)

(Bem. 3.3.6, 2.))

> [ (era@) — @@ (K + AT (@) folw)n(da)
B

= K(Eowra—Eow ) +A(Eo(prr-T)~Bo(p-T) )
N—_—— SN——~
—a = aEo T =a-EoT

=0,

weil p, o\ € U(a). O

Wir definieren folgende Entscheidungsregel, die spater zum Testen der
zweiseitigen Hypothesen

H0:0:90VS.H1:07590

verwendet wird:

1, falls T(z) ¢ (c1,c2),
v, falls T(z) = ¢y,
pe(r) = (3.9)
Yo, falls T'(z) = co,
0, falls T(z) € (c1,c2),

fir ¢; <c2 € R, v1,7 € ]0,1] und die Statistik T'(z), z = (x1,...,z,) € B,
die in der Dichte (3.7) vorkommt. Zeigen wir, dass ¢, sich als modifizierter
Neyman-Pearson-Test schreiben lasst.

Fiir die Dichte

fo(x) = exp{c(0)T (x) + ()} - (x)

wird (wie immer) vorausgesetzt, dass I(z) > 0, ¢/(z) > 0 und o' (x) existiert
fiir 8 € ©.

Lemma 3.3.22. Es sei (Xi,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen,
identisch verteilten Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte fy(z),z € B,
die zur einparametrischen Exponentialfamilie gehort. Sei T'(x) die dazuge-
horige Statistik, die im Exponenten der Dichte fy vorkommt. Fiir beliebige
reelle Zahlen ¢; < ca, 71,72 € [0, 1] und Parameterwerte 6y, 61 € O : 0y + 60,
148t sich der Test ¢, aus (3.9) als modifizierter Neyman-Pearson-Test g x
aus (3.8) mit gegebenen K, X € R, v(x) € [0, 1] schreiben.
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Beweis Falls wir die Bezeichnung

f&(aj):fz(x)a 1=0,1
verwenden, dann gilt

fi(z)

f()(w) —C,_/ 5;_/

und somit
{reB: filz) > (K+\T'(z)) folx)} ={x € B:exp(cT'(z)+a) > K+ \T'(x)}.

Finden wir solche K und A aus R, fiir die die Gerade K + At, t € R die
konvexe Kurve exp{ct + a} genau an den Stellen ¢; und ¢y schneidet (falls
¢1 # ¢2) bzw. an der Stelle t = ¢; berithrt (falls ¢; = ¢g). Dies ist immer
moglich, siehe Abbildung 3.3.4.

Abbildung 3.6: Schnittpunkt einer Geraden mit einer konvexen Kurve

Ferner setzen wir vy(z) = ~; fir {x € B : T'(z) = ¢;}. Insgesamt gilt dann
{z:exp(cT'(z)+a) > K+ XN (x)} ={z:T(z) ¢ [c1, 2]}

und
{z:exp(cT(z)+a) < K+ XT'(z)} ={z:T(z) € (c1,c2)}.

Damit ist das Lemma bewiesen. O

Bemerkung 3.3.23.
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1. Die Umkehrung des Lemmas stimmt nicht, denn bei vorgegebenen
Kurven y = K + At und y = exp{ct + a} muss es die Schnittpunkte ¢;
und c¢o nicht unbedingt geben. So kann die Gerade vollstdndig unter
der Kurve y = exp{ct + a} liegen.

2. Der Test . macht von den Werten 6y und 61 nicht explizit Gebrauch.
Dies unterscheidet ihn vom Test ¢y, fiir den die Dichten fy und fq
gebraucht werden.

Jetzt sind wir bereit, den Hauptsatz iiber zweiseitige Tests zum Priifen der
Hypothesen

H0:9:90VS.H129:,£90
zu formulieren und zu beweisen.

Satz 3.3.24. (Hauptsatz iiber zweiseitige Tests)

Unter den Voraussetzungen des Lemmas 3.3.22 sei ¢ ein Test aus (3.9), fiir
den ¢, € ¥(a) gilt. Dann ist ¢, bester unverfilschter Test zum Niveau a
(und dadurch bester Test in W(a)) der Hypothesen

H0:9:00VS.H1293£90.

Beweis Wihlen wir ein beliebiges 1 € ©, 61 # 6y. Nach Lemma 3.3.22
ist . ein modifizierter Neyman-Pearson-Test g y fiir eine spezielle Wahl
von K und A € R. g ist aber nach Satz 3.3.21 bester Test in W(a) fiir
Hy: 0 =0y vs. H| : § = 6;. Da @, nicht von #; abhéngt, ist es bester Test
in (o) fir Hy :  # 6y. Da unverfilschte Niveau-a-Tests in ¥(a) liegen,
miissen wir nur zeigen, dass ¢. unverfilscht ist. Da ¢. der beste Test ist, ist
er nicht schlechter als der konstante unverfilschte Test ¢ = «, das heifit

Gn(pe,0) > Gu(p,0) = a, 0 0.
Somit ist auch ¢, unverfilscht. Der Beweis ist beendet. O

Bemerkung 3.3.25. Wir haben gezeigt, dass ¢, der beste Test seines Um-
fangs ist. Es wire jedoch noch zu zeigen, dass fiir beliebiges a € (0,1)
Konstanten ¢y, ca, 71,72 gefunden werden, fiir die Egp. = « gilt. Da der
Beweis schwierig ist, wird er hier ausgelassen. Im folgenden Beispiel jedoch
wird es klar, wie die Parameter ¢y, c2, 71,72 zu wéhlen sind.

Beispiel 3.3.26 (Zweiseitiger GauB-Test). Im Beispiel 3.1.7 haben wir fol-
genden Test des Erwartungswertes der normalverteilten StichprobeX gege-
ben durch X = (Xjy,..., X,,) mit unabhéngigen und identisch verteilten X;
und X; ~ N(u,0f) bei bekannten Varianzen of betrachtet. Getestet werden
die Hypothesen

Hy :po=po vs. Hy : p# po.
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Der Test ¢(z) lautet

pla) =1 (z €R": [T(@)| > 51-ap2)

wobei

T(z) = /o 1O,
00
Zeigen wir, dass ¢ der beste Test zum Niveau a in ¥(a) (und somit bester
unverfilschter Test) ist. Nach Satz 3.3.24 miissen wir lediglich priifen, dass
¢ als ¢, mit (3.9) dargestellt werden kann, weil die n-dimensionale Normal-
verteilung mit Dichte f, (sieche Beispiel 3.3.17) zu der einparametrischen
Exponentialfamilie mit Statistik

T(x) = ynn—t

a0

gehort. Setzen wir ¢1 = z1_q/2, C2 = —21_q/2, 71 = Y2 = 0. Damit ist

1, falls |T(ﬂ§')’ > Zl—a/27

p(x) = pe(r) =
O, falls |T(33)’ S Zl—a/2'

und die Behauptung ist bewiesen, weil aus der in Beispiel 3.1.7 ermittelten

Giitefunktion G, (p,60) von ¢ ersichtlich ist, dass ¢ ein unverfilschter Test

zum Niveau « ist (und somit ¢ € ¥(a)).

Bemerkung 3.3.27. Bisher haben wir immer vorausgesetzt, dass nur ein
Parameter der Verteilung der Stichprobe (Xi,...,X,) unbekannt ist, um
die Theorie des Abschnittes 1.3 tiber die besten (Neyman-Pearson-) Tests
im Fall der einparametrischen Exponentialfamilie aufstellen zu kénnen. Um
jedoch den Fall weiterer unbekannten Parameter betrachten zu kénnen (wie
im Beispiel der zweiseitigen Tests des Erwartungswertes der normalverteilten
Stichprobe bei unbekannter Varianz (der sog. ¢-Test, vergleiche Abschnitt
1.2.1, 1 (a)), bedarf es einer tiefergehenderen Theorie, die aus Zeitgriinden
in dieser Vorlesung nicht behandelt wird. Der interessierte Leser findet das
Material dann im Buch [26].

3.4 Anpassungstests
Sei eine Stichprobe von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen
(X1,...,X,) gegeben mit X; ~ F (Verteilungsfunktion) fir ¢ = 1,...,n.

Bei den Anpassungstests wird die Hypothese

H(]:F:F(]VS.HliF#FO
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iiberpriift, wobei Fjy eine vorgegebene Verteilungsfunktion ist.

FEinen Test aus dieser Klasse haben wir bereits in der Vorlesung Stochas-
tik T kennengelernt: den Kolmogorow-Smirnov-Test (vgl. Bemerkung 7.6.8
ElemWR).

Jetzt werden weitere nichtparametrische Anpassungstests eingefithrt. Der
erste ist der X2—Anpassungs—test von K. Pearson.

3.4.1 y%-Anpassungstest

Der Test von Kolmogorov-Smirnov basierte auf dem Abstand

D, =sup | Fj,(z) — Fy(x) |
zeR

zwischen der empirischen Verteilungsfunktion der Stichprobe (X7i,...,X,)
und der Verteilungsfunktion Fy. In der Praxis jedoch erscheint dieser Test
zu feinfiihlig, denn er ist zu sensibel gegeniiber Unregelméfigkeiten in den
Stichproben und verwirft Hy zu oft. Einen Ausweg aus dieser Situation stellt
die Vergréberung der Haupthypothese Hy dar, auf welcher der folgende y2-
Anpassungstest beruht.

Man zerlegt den Wertebereich der Stichprobenvariablen X; in r Klassen
(aj,b5], 5 =1,...,r mit der Eigenschaft

—o<a<bi=ay<by=...=a, <b. <o0.

Anstelle von X;,7 = 1,...,n betrachten wir die sogenannten Klassenstdirken
Zj,j=1,...,r, wobei

Zj=#{i:a; < X; <bj, 1 <i<n}.

Lemma 3.4.1. Der Zufallsvektor Z = (Z1,...,Z,) " ist multinomialverteilt
mit Parametervektor

p=(p1,...,pr1)" €10,1]"71,

wobei
r—1
pj:P(aj < X3 Sbj):F(bj)—F(aj),jzl,...,’l“—l, przl_zpj-
j=1

Schreibweise:
Z ~ MT*l(nap)
Beweis Es ist zu zeigen, dass fiir alle Zahlen kq,... %k, € Ny mit k1 + ...+
k, = n gilt:
n!

. e

P(Zi:ki,izl,...,’r‘):k'
1+ ..
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Da X; unabhingig und identisch verteilt sind, gilt
n
P(Xj S (aij,bij], j= 1,...,77,) = HP(aij <X; < bz’j) Zplfl . -pf’“,
j=1

falls die Folge von Intervallen (a;;,b;;]j=1,. ., das Intervall (a;,b;] k; Mal
enthdlt, i = 1,...,r. Die Formel (3.10) ergibt sich aus dem Satz der to-
talen Wahrscheinlichkeit als Summe iiber die Permutationen von Folgen
(ai;,bi;]j=1,.. n dieser Art. O

Im Sinne des Lemmas 3.4.1 werden neue Hypothesen {iber die Beschaffenheit
von F' gepriift.

Ho :p=po vs. Hy :p+# po,
wobei p = (p1,... ,107«_1)T der Parametervektor der Multinomialverteilung

r—1

von Z ist, und po = (po1,---,por—1)" € (0,1)""! mit 3 po; < 1. In diesem
i=1

Fall ist

Ao ={F € A:F(bj) — F(aj) =poj, j=1,...,r—1},

Ay = A\ Ag, wobei A die Menge aller Verteilungsfunktionen ist. Um Hy vs.
H; zu testen, fiihren wir die Pearson-Teststatistik

o) - 31 o

=1 npoj
ein, wobei = (z1,...,2,) eine konkrete Stichprobe der Daten ist und z;,
7 =1,...,r ihre Klassenstarken sind.

Unter Hy gilt
EZj:npoj, jzl,...,r,

somit soll Hy abgelehnt werden, falls 7,,(X) ungewthnlich groie Werte an-
nimmt.

Im néchsten Satz zeigen wir, dass T'(X1, ..., X,) asymptotisch (fiir n —
00) X%,I—Verteilt ist, was zu folgendem Anpassungstest (X2—Anpassungstest)
fihrt:

Hy wird verworfen, falls T,,(z1,...,z,) > X%—l,l—a-

Dieser Test ist nach seinem Entdecker Karl Pearson (1857-1936) benannt
worden.

Satz 3.4.2. Unter Hy gilt

lim Py, (T(X1, - Xa) > X2 11a) =, a € (0,1),

n—o0

das heifit, der x?-Pearson-Test ist ein asymptotischer Test zum Niveau a.
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Beweis Fiithren wir die Bezeichnung Z,; = Z;(X1,...,X,) der Klassen-
starken ein, die aus der Stichprobe (Xi,...,X,) entstehen. Nach Lemma
3.4.1 ist

Zn = (Zniy..oyZnyr) ~ My_1(n,py) unter Hy.

Insbesondere soll E Z,,; = npg; und

npoj (1 — poj), =7,

COV(Zm', an) = ) )
—NpPoiPoj, ? # J

fur alle i, = 1,...,r gelten. Da

n
an:ZI(aj<Xi§bj), j=1,....7r
i=1

ist Zp, = (Zn1,...,Znyr—1) eine Summe von n unabhéngigen und identisch
verteilten Zufallsvektoren Y; € R™~! mit Koordinaten Yij = I(a; < X; < by),
j=1,...,r — 1. Daher gilt nach dem multivariaten Grenzwertsatz (der in

Lemma 3.4.3 bewiesen wird), dass

S Y —nEY
Zn_EZn i=
7! = N R 1 NG % Y ~ N(0, K),
n n n—oo

mit N (0, K) eine (r — 1)-dimensionale multivariate Normalverteilung (ver-
gleiche Vorlesungsskript WR, Beispiel 3.4.1. 3.) mit Erwartungswertvektor

Null und Kovarianzmatrix K = (a?j), wobei

g

2 { —PoiPoj, Z#]?

0—4 . .
poi(1 —poj), 1=

fir i,5 = 1,...,r — 1 ist. Diese Matrix K ist invertierbar mit K~! = A =
(aij),

1 . .
a“_{ por’ Z7éj7
ij = L
7—*—%7 =7

AuBlerdem ist K (als Kovarianzmatrix) symmetrisch und positiv definit. Aus
der linearen Algebra ist bekannt, dass es eine invertierbare (r — 1) x (r — 1)-
Matrix A'/? gibt, mit der Eigenschaft A = AY/2(A'/2)T. Daraus folgt,

K = A—l _ ((AI/Q)T)—l . (Al/Q)—l.
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Wenn wir (AY/2)T auf Z! anwenden, so bekommen wir
d
(AT z, L (V)T

wobei
(AT Y ~ N (0, (AY)T - K- AY?) = N (0, Z,1)

nach der Eigenschaft der multivariaten Normalverteilung, die im Kapitel 4,
Satz 4.1.12 behandelt wird. Des Weiteren wurde hier der Stetigkeitssatz aus
der Wahrscheinlichkeitsrechnung benutzt, dass

d d
Yo 53 Y = e(fn) =2 ¢(Y)

fiir beliebige Zufallsvektoren {Y,}, Y € R und stetige Abbildungen ¢ :

R — R. Diesen Satz haben wir in WR fiir Zufallsvariablen bewiesen (Satz

6.4.3, Vorlesungsskript WR). Die erneute Anwendung des Stetigkeitssatzes

ergibt

2 4
H

n—o0

a7z, VPP =R~y

Zeigen wir, dass
2
Tu(X1,.. ., X)) = |(AY2) T Z [

Es gilt:
2
(A2 Tz, " = (AT Z))T (A 73,
= Z!T A2 (AT 7 = 21T AZ
—_———
A
r—1 2 r—1r—1
1 /7 n Z, Z,
S )RR ()
j=1 Poj bor ;= =
r—1 r—1 2
_ (an npO]) n Zn]
- oo Z — — Poj
j:1 p()] pOT j=1 n
r—1 (an—npoj) n (an >2
= A — — Por
j=1 np()] pO’I‘ n
.
Z npo;
== Z ( = ?0]) - Tn(X17 7Xn)7
jil npO]
weil
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O]

Lemma 3.4.3 (Multivariater zentraler Grenzwertsatz). Sei {Y;,}nen eine
Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvektoren, mit EY; =
4 und Kovarianzmatrix K. Dann gilt

i Yi —np
i=1
= n?o Y ~ N(0,K). (3.11)

Beweis Sei Y; = (Yj1,...,Yjm)". Nach dem Stetigkeitssatz fiir charakte-
ristische Funktionen ist die Konvergenz (3.11) dquivalent zu

on(t) — o(t) teR™, (3.12)
wobei
4 LR Y. —nu;
(pn(t):E(BZtSn :Eexp{ Zt 1] \/’ETL] :U’]}

die charakteristische Funktion vom Zufallsvektor

n

> Yi—np

S, = i=1

vn
und

o(t) = et Kt/2

die charakteristische Funktion der N (0, K)-Verteilung ist. Die Funktion ¢, ()
kann in der Form

on(t) =Bexplid S = (.. t) €RT

umgeschrieben werden, wobei fiir die Zufallsvariable
m
= Z tj (YZJ
j=1

gilt:

VarL; = E Zt )Yik—p)ti| =t Kt, i€N.
k,j=1
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Falls t" Kt = 0, dann gilt L; = 0 fast sicher, fiir alle i € N. Hieraus folgt
on(t) = ¢(t) = 1, also gilt die Konvergenz 3.11.

Falls jedoch ¢ Kt > 0, dann kann ¢, (t) als charakteristische Funktion der
Zufallsvariablen

Zn:Li/\/ﬁ
i=1

an Stelle 1, und ¢(¢) als charakteristische Funktion der eindimensionalen
Normalverteilung N (0, Kt) an Stelle 1 interpretiert werden. Aus dem zen-
tralen Grenzwertsatz fiir eindimensionale Zufallsvariablen (vgl. Satz 5.2.2.
ElemWR) gilt

n
Lz’ d T
Z; 7 — L~N(0,t'Kt)
und somit

pn(t) = oo 1wy (D) o2 o) = o).

n—o0
Somit ist die Konvergenz (3.11) bewiesen. O
Bemerkung 3.4.4.

1. Die im letzten Beweis verwendete Methode der Reduktion einer mehr-
dimensionalen Konvergenz auf den eindimensionalen Fall mit Hilfe
von Linearkombinationen von Zufallsvariablen trdgt den Namen von

Cramér- Wold.

2. Der x?-Pearson-Test ist asymptotisch, also fiir grofie Stichprobenum-
fange, anzuwenden. Aber welches n ist grofl genug? Als ,,Faustregel”
gilt: npg; soll groBer gleich a sein, a € (2,00). Fiir eine groBere Klas-
senanzahl » > 10 kann sogar a = 1 verwendet werden. Wir zeigen
jetzt, dass der y?-Anpassungstest konsistent ist.

Lemma 3.4.5. Der x2?-Pearson-Test ist konsistent, das heifit
fiir alle p € [0,1)" "%, p # po gilt: nh_{]go Py (Tn(Xh ey Xn) > X%—l,l—a) =1

Beweis Unter H; gilt

n
> I(aj < Xi < by)
i=1 fs
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nach dem starken Gesetz der groflen Zahlen. Wir wéhlen j so, dass p; # po;.
Es gilt

7 . )2 7 . 2
Tn(Xl,...,Xn)z(’”WEn(’”—poj> FEN

Somit ist auch

O]

3.4.2 % Anpassungstest von Pearson-Fisher
Es sei (X71,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen und identisch verteil-
ten Zufallsvariablen X;, i = 1,...,n. Wir wollen testen, ob die Verteilungs-
funktion F' von X; zu einer parametrischen Familie

Ao ={Fp:0€0}, ©CR™
gehort. Seien die Zahlen a;, b;, i = 1,...,r vorgegeben mit der Eigenschaft
m<r,

—co<a<b=a<b=...Za <b <

und

an:#{Xi,izl,...,n:aj<Xi§bj}, j=1...,r
Zn = (ana'”yan)T‘
Nach Lemma 3.4.1 gilt: Z ~ M,_1(n,p), p = (po,...,pr—1)" € [0,1]" L.

Unter der Hypothese Hy : F € Ag gilt: p = p(0), 8 € © C R™. Wir
vergrobern die Hypothese Hy und wollen folgende neue Hypothese testen:

Hy:pe{p@):0c0} vs. H :p¢{p0):0c0O}.

Um dieses Hypothesenpaar zu testen, wird der y?-Pearson-Fisher-Test wie
folgt aufgebaut:

1. Ein Maximum-Likelihood-Schitzer 6,, = é(Xl, ..., X,) (schwach kon-
sistent) fir § wird gefunden: 0, § 0. Dabei mufl {én}neN asympto-
n o

tisch normalverteilt sein.

2. Es wird der Plug-In-Schitzer p(f,,) fiir p(d) gebildet.
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3. Die Testgrofie

N2
N " (Z"j — npj (9)) d

To( X1, ... Xn) = A o~
n( 1 n) ; npj(e) n—>oo77 Xr—m—1

unter Hy und gewissen Voraussetzungen.

4. Hy wird verworfen, falls Tp, (X1, ..., X,) > Xi—m-1.1_a- Dies ist ein
asymptotischer Test zum Niveau a.

Bemerkung 3.4.6.

1. Bei einem y?-Pearson-Fisher-Test wird vorausgesetzt, dass die Funk-
tion p(0) explizit bekannt ist, § jedoch unbekannt. Das bedeutet, dass
fiir jede Klasse von Verteilungen A die Funktion p(-) berechnet werden
soll.

2. Warum kann 7, n die Hypothese Hy von H; unterscheiden? Nach dem
Gesetz der groflen Zahlen gilt

1 S 1 X P
—Znj = Pi(0n) = — Znj = p;(0) = (;(6n) — j(0)) —= 0,
—_—— >
Lo —0

falls 6,, schwach konsistent ist und p;(-) eine stetige Funktion fiir alle
j=1,...,rist.

Das heif3t, unter Hj soll Tn(Xl, ..., Xp) relativ kleine Werte anneh-
men. Eine signifikante Abweichung von diesem Verhalten soll zur Ab-
lehnung von Hj fiithren, vergleiche Punkt 4.

Fiir die Verteilung Fy von X; gelten folgende Regularitdtsvoraussetzungen
(vgl Satz 1.2.21).

1. Die Verteilungsfunktion Fjy ist entweder diskret oder absolut stetig fiir
alle 6 € ©.

2. Die Parametrisierung ist eindeutig, das heifit: 6 # 0, < Fy # Fy,.

3. Der Tréger der Likelihood-Funktion

L(z.0) Py(X1 =), im Falle von diskreten Fp,
z,0) =
fo(x), im absolut stetigen Fall.

supp L(z,0) = {z € R: L(x,0) > 0} hangt nicht von 6 ab.
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4. L(x,0) sei 3 Mal stetig differenzierbar, und es gelte fir k = 1,...,3
und 41,...,i € {1...m}, dass

OFL(x,0

8k
)/ Md oy 0 | Lia,0)dz = 0.

5. Fiir alle 0y € © gibt es eine Konstante ¢, und eine messbare Funktion
9o, : supp L — R, sodass

931og L(x, )

< —
0, 00,00, | = 900 (%): 16 = ol <oy

und

Ego ggO(Xl) < 00.

Wir definieren die Informationsmatriz von Fisher durch

B 0log L(X1,0) 0log L(X1,0)
1(0) = (E [ ) 20, o (3.13)

Satz 3.4.7 (asymptotische Normalverteiltheit von konsistenten ML-Schét-
zern én, multivariater Fall m > 1). Es seien Xj,..., X, unabhingig und
identisch verteilt mit Likelihood-Funktion L, die den Regularitdtsbedingun-
gen 1-5 geniigt. Sei I(A) positiv definit fiir alle # € © C R™. Sei 0, =

A

0(X1,...,X,) eine Folge von schwach konsistenten Maximum-Likelihood-
Schétzern fiir §. Dann gilt:

Vil = 0) =5 N(O.17(0)).

Ohne Beweis; siche den Beweis des Satzes 1.2.21.

Fiir unsere vergroberte Hypothese Hy : p € {p(0),0 € ©} stellen wir folgen-
de, stiickweise konstante, Likelihood-Funktion auf:

L(x,0) = p;(0), falls z € (aj, b;].

Dann ist die Likelihood-Funktion der Stichprobe (x1,...,z,) gleich

L(flfl, ey Ty, 9) = H p](e)zy(xl,,l‘n)
7=1

T
= log L(x1,...,2p,0) = ZZj(wl, ooy y) - logp;(6).
j=1

0,, = é(:cl, ..., xy) = argmaxlog L(zy,...,x,,0)
0O
- ap;(0) 1 .
Zi(x1y .y )t = =1,...,m.
:Z ](‘Tla 7'1:) 891 p](g) 07 1 ) , M

=1
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Aus 377 pj(0) = 1 folgt

" 9p;(6) PN Zr: Zj(x1,. . ) —np;(0) Op;(0)

=1 891 j=1 pj(e) (9(91

=0, 2=1,...,m.

Lemma 3.4.8. Im obigen Fall gilt 1(9) = C" () - C(#), wobei C(6) eine

(r x m)-Matrix mit Elementen

Ipi(0) 1 :
cii(0) = . ist.
i) 90 pi(0)
Beweis
Olog L(X1,0) Olog L(X1,0)| ", Ologpp(0) Ologpr(6)
EO[ 00; 00, _kz::l 20, a9, PO
Ope(0) 1 Ope(f) 1
= : (O
k; 06, (8 06, (@) O
=(cT®)-c),..
denn log L(X1,0) Zlogp] € (aj,b4]) .
0

Deshalb gilt die Folgerung aus Satz 3.4.7:

Folgerung 3.4.9. Sei 6, = é(Xl, ..., X},) ein Maximum-Likelihood-Schétzer
von 6 im vergroberten Modell, der schwach konsistent ist und den obi-
gen Regularitdtsbedingungen gentigt. Sei die Informationsmatrix von Fisher
1() = CT () - C(6) fiir alle # € O positiv definit. Dann ist § asymptotisch
normalverteilt:

f(e —9) 5 ¥~ N(O,I‘1(9)>

Satz 3.4.10. Es sei 6, ein Maximum-Likelihood-Schétzer im vergroberten
Modell fiir 6, fiir den alle Voraussetzungen der Folgerung 3.4.9 erfiillt sind.
Die Teststatistik

" ; — i (0.))2
Tn(X17'-'aXn):Z (Z](X1,...,Xn2 np;(0n))
j=1 np;(6n)

ist unter Hy asymptotisch x2_, _;-verteilt:
. a 2
Tim Py (Ta(X1, o, Xn) > X uo1a) =

ohne Beweis (siehe [27]).
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Aus diesem Satz folgt, dass der y?-Pearson-Fisher-Test ein asymptotischer
Test zum Niveau « ist.

Beispiel 3.4.11.

1. x2-Pearson-Fisher-Test der Normalverteilung
Sei (Xi,...,X,) eine Zufallsstichprobe. Es soll gepriift werden, ob
X; ~ N(pu,0?). Es gilt
0= (u,0%) €0 =RxR,.
Sei (aj, bjlj=1,..r eine beliebige Aufteilung von R in 7 disjunkte Inter-
valle. Sei
1

fo(z) = s o2 (55

die Dichte der N(u,o?)-Verteilung.

bj
p;(0) = Py(a; < X1 < bj) :/ fol@)dz, j=1,...,r
aj
mit den Klassenstarken

Zj = #{Z 1 X, € (aj,bj]}.

Wir suchen den Maximum-Likelihood-Schétzer im vergroberten Mo-

dell:

9p; (6) _/bf@ _ 1 /bjwﬂ 1(zzn)?
o = 5 8Hf9(x)d:c— s ). e dzx

Op;(0 bi 9
3;(2) :/a_ ng(x)da:
1

:¢127r/b [‘;W

1 1(z—p)2 x— )2
e ()

11 b I
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Die notwendigen Bedingungen des Maximums sind:
by
. Jafe(x)dx .
aj
Z:Zj b; _MZ:ZJ':O’
= fela)de L
aj =n
by
L e,
aj
EZZJ- - -> Zj=0.
j=1

=t ﬁfg(%)dl‘ ——
aj =n
Daraus folgen die Maximum-Likelihood-Schétzer £ und &2 fiir x und
o
b
., [ xfo(x)dx
o1 7.9
= [ folw)da
a;
b
o e
~2 +

Wir konstruieren eine Niherung zu /i und &2 fiir 7 — oo. Falls 7 — oo
(und somit auch n — 00), dann ist b; —a; klein und nach der einfachen
Quadraturregel gilt:

by
/a- .'Iffg(.fl?)d.’l,‘ ~ (b] — a,])y]f‘g(yj)7

[ soterte = ;= a5) ol

J

wobei y1 = by, yr = b1 = ay,

yj = (bj+1+5)/2, j=2,....,r—1L

Daraus folgen fiir die Maximum-Likelihood-Schétzer ji und &2:

1 '
=) Yi-Zj=p
n “
7j=1
1< 9
&2%g (y; — 1) ZJ:52a
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Der x2-Pearson-Fisher-Test lautet dann: Hy wird abgelehnt, falls

E(E-mo)

= = > 21
n npj(e) Xr—3,1-a

2. x2-Pearson-Fisher-Test der Poissonverteilung

Es sei (Xy,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen und identisch
verteilen Zufallsvariablen. Wir wollen testen, ob X; ~ Poisson(\), A >
0. Es gilt 8 = XA und © = (0, 4+00). Die Vergroberung von © hat die
Form

—co=a1 < by =as< by =az3<...< b1 =a <b. =400.
~— ~—

=0 =1 =r—2
Dann ist
. M .
pj()\):P)\(Xl:]_l):e (]_1)|7 j:177r_17
00 _)\)\z
pT()\): Z € T
i=r—1 &
W) _ A NGy AT M (]_1 —1
dX (=1t (=1t =1L A

dpr e ( 1_1)_

i>r—1

Die Maximum-Likelihood-Gleichung lautet

2 ) (F-1)
=5 ()

Falls 7 — oo, so findet sich r(n) fiir jedes n, fiir das Z.,) = 0.
Deshalb gilt fir r > r(n):

r—1
d(i-1)Z —)\ZZ =0,
j=1

\\,_/

=N

woraus der Maximum-Likelihood-Schétzer

r—1 n

1 ) 1 —

j=1 j=1
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folgt. Der x2-Pearson-Fisher-Test lautet: Hy wird verworfen, falls

N2
T = r <Zj - ”p/\(Xn2)> > X72"—2,1—a‘
j=1 (npj(Xn))

3.4.3 Anpassungstest von Shapiro

Es sei (X1,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen, identisch verteilten
Zufallsvariablen, X; ~ F. Getestet werden soll die Hypothese

Hy:F € {N(u,0?) : p€R, 0% > 0} vs.
Hy:F ¢ {N(u,0%),peR, o* >0}

Die in den Abschnitten 3.4.1 - 3.4.2 vorgestellten x2-Tests sind asymptotisch;
deshalb konnen sie fiir relativ kleine Stichprobenumféinge nicht verwendet
werden.

Der folgende Test wird diese Liicke fiillen und eine Testentscheidung iiber
Hj selbst bei kleinen Stichproben ermoglichen.

Man bildet Ordnungsstatistiken X(y),..., Xy, X1) < X9y < ..., < Xy
und vergleicht ihre Korreliertheit mit den Mittelwerten der entsprechenden
Ordnungsstatistiken der N (0, 1)-Verteilung. Sei (Y1, ...,Y,,) eine Stichprobe
von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen, Y7 ~ N(0,1). Es
sei a; = EY(;), i =1,...,n. Falls der empirische Korrelationskoeffizient p,x
zwischen (ay, ..., a,) und (X(qy, ..., X(y)) bei 1 liegt, dann ist die Stichprobe
normalverteilt. Formalisieren wir diese Heuristik:

Es sei b; der Erwartungswert der ¢-ten Ordnungsstatistik in einer Stichpro-
be von N(u,o?)-verteilten, unabhéngigen Zufallsvariablen Z;: b; = E Z;),
i=1,...,n. Esgilt: b = u+ oa;, t = 1,...,n. Betrachten wir den Korrela-
tionskoeffizienten

S : (3.14)
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Da p invariant beziiglich Lineartransformationen ist und

Y ai=) EY;=E <ZY> =0, gilt:
i=1 =1 =1

Die Teststatistik lautet:

n

iX (i)

Aila
B0 8 (xr-x)°

T, =

(Shapiro-Francia-Test)

124

Die Werte a; sind bekannt und koénnen den Tabellen bzw. der Statistik-

Software entnommen werden. Es gilt: |T,,| < 1.

Hy wird abgelehnt, falls 7}, < g, o, wobei g, o das a-Quantil der Verteilung
von T, ist. Diese Quantile sind aus den Tabellen bekannt, bzw. kénnen durch

Monte-Carlo-Simulationen berechnet werden.

Bemerkung 3.4.12. Einen anderen, weit verbreiteten Test dieser Art be-
kommt man, wenn man die Lineartransformation b; = pu + oa; durch eine

andere Lineartransformation ersetzt:
/
(al,...,an) =K' (a1,...,an),

wobei K = (kij)?zl die Kovarianzmatrix von (Y(l), e ,Y(n)) ist:
]{JZ']'ZE(YY(Z‘)—%)(}/(]-)—CLJ'), i,j:1,...,n,
Der so konstruierte Test tragt den Namen Shapiro- Wilk-Test.

3.5 Weitere, nicht parametrische Tests

3.5.1 Binomialtest

Es sei (X1,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen, identisch verteilten

Zufallsvariablen, wobei X; ~ Bernoulli(p). Getestet werden soll:

Hy:p=mpovs. Hy:p# po
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Die Teststatistik lautet
n
T, = ZXi ~ Bin(n, pg),
= Ho

und die Entscheidungsregel ist: Hy wird verworfen, falls

Ty ¢ [Bin(nvpo)oz/% Bin(napﬂ)l—a/2]7

wobei Bin(n, p), das a-Quantil der Bin(n, p)-Verteilung ist.

Fiir andere Hy, wie zum Beispiel p < pg (p > pp) muss der Ablehnungsbe-
reich entsprechend angepasst werden.

Die Quantile Bin(n,p), erhélt man aus Tabellen oder aus Monte-Carlo-
Simulationen. Falls n grof} ist, konnen diese Quantile durch die Normalappro-
ximation berechnet werden:

Nach dem zentralen Grenzwertsatz von DeMoivre-Laplace gilt:

T, — npo T — npo T — Nnpo
P(T,<xz)=P = < ~ | ——.
" (\/npo(l —po) ~ /npo(l —po) ) n—ee npo(1l — po)

Daraus folgt:

_ Bin(n,po)a — npo
npo(1 — po)

«

= Bin(”aPO)O& ~ npO(l - pO) * 2o + npo
Nach der Poisson-Approximation (fiir n — oo, npg — Ag) gilt:

Bin(n, po)a /2 = Poisson(Ao)q /2,

Bin(n, po)1—a/2 &~ Poisson(Ag)1_q/2,  Wobei Ao = npo.

Zielstellung: Wie kann mit Hilfe des oben beschriebenen Binomialtests die
Symmetrieeigenschaft einer Verteilung getestet werden?

Essei (Y7,...,Y,) eine Stichprobe von unabhéngigen und identisch verteilen
Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F'. Getestet werden soll:

Hy : F ist symmetrisch vs. H; : F ist nicht symmetrisch.

Fine symmetrische Verteilung besitzt den Median bei Null. Deswegen ver-
grobern wir die Hypothese Hy und testen:

H}: F710,5) =0vs. Hi : F~1(0,5) # 0.
Noch allgemeiner: Fiir ein 8 € [0,1]:

HY : F~N(8) = vs. HY : F~'(8) # 5.
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H{ vs. H{ wird mit Hilfe des Binomialtests wie folgt getestet: Sei X; =
I(Y; <~g). Unter Hy gilt:

X; ~ Bernoulli(F(y3)) = Bernoulli(3).

Seien a1 = —00, by = Y4, az = by, by = +00 zwei disjunkte Klassen (ay, b1],
(ag,by] in der Sprache des y2-Pearson-Tests. Die Testgrofe ist:

=1

Die Hypothese F~1(8) = ~4 ist dquivalent zu H{’ : p = 3. Die Entschei-
dungsregel lautet dann: Hy" wird verworfen, falls

T ¢ [Bin(n, B)aja, Bin(n, B)1_ass]]

Dies ist ein Test zum Niveau «.

3.5.2 TIterationstests auf Zufilligkeit

In manchen Fragestellungen der Biologie untersucht man eine Folge von 0
oder 1 auf ihre ,,Zufélligkeit* bzw. Vorhandensein von gréfleren Clustern von
0 oder 1. Diese Hypothesen kann man mit Hilfe der sogenannten Iterations-
tests statistisch Uberpriifen.

n
Sei eine Stichprobe X;, i = 1,...,n gegeben, X; € {0,1}, Z X; = ny die

1=
Anzahl der Einsen, no = n — n; die Anzahl der Nullen, ni,no vorgegeben.
Eine Realisierung von (X7,...,X,) mit n = 18, n; = 12 wére zum Beispiel

x=(0,0,0,1,1,1,0,1,1,0,1,1,1,0,1,1,1,1)
Es soll getestet werden, ob

Hy : jede Folge x ist gleichwahrscheinlich vs.
H, : Es gibt bevorzugte Folgen (Clusterbildung)

stimmt.

Sei
n
QZ{x:(xl,...,xn): x; = 0 oder 1,i:1,...,n,2xi:n1}

der Stichprobenraum. Dann ist der Raum (Q, F, P) mit F = P (),

1 1
P(fc):@:@
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ein Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum.
Sei

T, (X) = #{Iterationen in X} = #{Teilfolgen der Nullen oder Einsen}
= #{Wechselstellen von 0 auf 1 oder von 1 auf 0} + 1.

Zum Beispiel ist fir x = (0,1,1,1,0,0,0,1,0,1,1,1,0,0), T,(x) =7 =6+1.
T,,(X) wird folgendermaflen als Teststatistik fiur Hy vs. H; benutzt. Hy wird
abgelehnt, falls T'(x) klein ist, das heift, falls T, (x) < Frp,- (). Dies ist ein
Test zum Niveau a. Wie berechnen wir die Quantile Fr.- 19

Satz 3.5.1. Unter Hy gelten folgende Aussagen:

1.
2(1(1)1()11) falls k = 2i,
Pn=h = O CEDHCED)CED) g k= 204 1.,
(y)
2.
ET, — 1 2n1n9
n
3.
2n1n2(2nine — n
Var (T,,) = = n22((n 1_ i) )
Beweis

1. Wir nehmen an, dass k = 2i (der ungerade Fall ist analog). Wie konnen
¢ Klumpen von Einsen gewéhlt werden? Die Anzahl dieser M6glichkei-
ten = die Anzahl der Moglichkeiten, wie n; Teilchen auf ¢ Klassen
verteilt werden.

0/00] ... 10| (1)

Dies ist gleich der Anzahl an Moglichkeiten, wie ¢ — 1 Trennwénde auf
ny — 1 Positionen verteilt werden kénnen = ("11:11) Das selbe gilt fiir
die Nullen.
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2. Sei Y} = I{Xj_l % X]}

Jj=2,...n"

n n
= ET,(X)=1+> EY;=1+> P(X;_1#X;).
=2 i=2

2(m, 1) T
P (X # X)) = =g =2 B e
ni (n—n1)Ing!
~ 2n1(n—mnq)
(n—1)n
. 277,177,2
Cn(n—1)
Daraus folgt
2n1n2 nin9
ET,=1 —1)———————=142 .
+(n )n(n -1) * n

Ubungsaufgabe 3.5.2. Beweisen Sie Punkt 3.
O

Beispiel 3.5.3 (Test von Wald-Wolfowitz). Seien Y = (Y1,...,Y,), Z =
(Z1,...,Zy,) unabhingige Stichproben von unabhéngigen und identisch ver-
teilten Zufallsvariablen, Y; ~ F, Z; ~ G. Getestet werden soll:

Hy: F=Gvs. H : F#+G.
Sei (Y,Z)= Y1,...,Yn,Z1,...,Zy,) und seien X, Stichprobenvariablen von

(Y,Z),i=1,...,n, n =ny + ng. Wir bilden die Ordnungsstatistiken XEZ.),
i=1,...,n und setzen

)1, falls X{i):ijﬁr einj=1,...,n1,
;=
0, falls X(/i) =Zjfirein j=1,...,no.

Unter Hy sind die Stichprobenwerte in (Y, Z) gut gemischt, das heifit jede

Kombination von 0 und 1 in (X7y,...,X,) ist gleichwahrscheinlich. Darum
kénnen wir den Iterationstest auf Zufélligkeit anwenden, um Hy vs. Hy zu
testen: Hy wird verworfen, falls T}, (z) < F~Y(a), z = (21, ..., 2n).

Wie konnen die Quantile von Fr, fiir grofle n berechnet werden? Falls

nq

— pe(0,1),
—— (0,1)

dann ist T;, asymptotisch normalverteilt.
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Satz 3.5.4. Unter der obigen Voraussetzung gilt:
ET,

nlggo = 2p(1 —p)
1 9 2
nh—{go EVarTn = 4p*“(1 — p)
T, — 2p(1 —
L=2U=p) d v N0 1), falls — s pe (0,1).
2y/np(l —p) n-oe m1tn2

So kénnen Quantile von 7T;, ndherungsweise fiir grofie n folgendermafien be-
rechnet werden:

a=P (T, < Prl(a)

n

)= (Tn —2np(1 —p) _ x—2np(1 p))
2y/np(1 —p) = 2y/np(l—p)

$=F;n1 (a)

2/mp(1 - p)
F (@) — 2np(1 — p)
2y/np(1 — p)

Damit erhalten wir flir die Quantile:

. <Fi,1(a) — 2np(1 —p)>

S

Fpl(a) ~ 2np(1 — p) + 2v/np(1 = p) - 24

ni
ni1+n2

In der Praxis setzt man p = fiir p ein.



Kapitel 4

Lineare Regression

In Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik (vgl. Abschnitt
6.7.3) betrachteten wir die einfache lineare Regression der Form

Yi =00+ fixi+e, i=1,...,n

In Matrix-Form schreiben wir Y = XS 4 ¢, wobei Y = (Y1,...,Y,,)" der
Vektor der Zielzufallsvariablen ist,

1 1
1 o
X —

1 =z,
eine (n x 2)-Matrix, die die Ausgangsvariablen x;,i = 1,...,n enthélt und
deshalb Design-Matriz genannt wird, 8 = (fy,81)" der Parametervektor
und ¢ = (e1,...,e,)" der Vektor der StorgréBen. Bisher waren oft &; ~
N(0, 02) firi=1,...,n und € ~ N(0,Z - 0?) multivariat normalverteilt.

Die multivariate (das bedeutet, nicht einfache) lineare Regression lésst eine
beliebige (n x m)-Design-Matrix

X = (xz])zzl N
Jj=1,....m
und einen m-dimensionalen Parametervektor 8 = (81, ..., Bm) " zu, fiir m >
2. Das heifit, es gilt
Y = XB+e, (4.1)

wobei € ~ N (0, K) ein multivariat normalverteilter Zufallsvektor der Stor-
groffen mit Kovarianzmatrix K ist, die im Allgemeinen nicht unabhéngig
voneinander sind:

K + diag (0%,...,02).

130
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Das Ziel dieses Kapitels ist es, Schitzer und Tests fiir 8 zu entwickeln.
Zuvor miissen jedoch die Eigenschaften der multivariaten Normalverteilung
untersucht werden.

4.1 Multivariate Normalverteilung

Im Vorlesungsskript Wahrscheinlichkeitsrechnung wurde die multivariate Nor-
malverteilung in Beispiel 3.4.5 folgendermafien eingefiihrt:

Definition 4.1.1. Es sei X = (X1,...,X,)" ein n-dimensionaler Zufalls-
vektor, u € R™, K eine symmetrische, positiv definite (n x n)-Matrix. X ist
multivariat normalverteilt mit den Parametern p und K (X ~ N(u, K)),
falls X absolut stetig verteilt ist mit der Dichte

o 1 1 —_—
Ix(@) = Gonr Jaen®) eXp{_2(x_“) K (m_“)}’
wobei x = (x1,...,2,) € R™

Wir geben drei weitere Definitionen von N (p, K) an und wollen die Zusam-
menhénge zwischen ihnen untersuchen:

Definition 4.1.2. Der Zufallsvektor X = (X1,...,X,)" ist multivariat
normalverteilt (X ~ N(u, K)) mit Parametern p € R™ und K (eine sym-
metrische, nicht-negativ definite (n x n)-Matrix), falls die charakteristische
Funktion px (t) = EetX) ¢ € R, gegeben ist durch

1
px(t) =exp {itTu - 2tTKt} , teR".

Definition 4.1.3. Der Zufallsvektor X = (X1,...,X,)" ist multivariat
normalverteilt (X ~ N(u, K)) mit Parametern g € R™ und einer symmetri-
schen, nicht negativ definiten (n x n)-Matrix K, falls

fiir alle a € R" : die Zufallsvariable (a, X) =a' X ~ N(a'p,a' Ka)
eindimensional normalverteilt ist.

Definition 4.1.4. Es sei p € R", K eine nicht-negativ definite, symmetri-
sche (n x n)-Matrix. Ein Zufallsvektor X = (X1,...,X,,)" ist multivariat
normalverteilt mit Parametern g und K (X ~ N(u, K)), falls

x4 w+C-Y,
wobei C eine (n x m) - Matrix mit rang(C) = m, K = C-CT und Y ~

N(0,Z) € R™ ein m-dimensionaler Zufallsvektor mit unabhéngigen und
identisch verteilten Koordinaten Y; ~ N(0,1) ist, j =1,...,m.
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Bemerkung 4.1.5. Dies ist das Analogon im eindimensionalen Fall: Y ~
N(p,0%) <Y L 4+ oX mit X ~ N(0,1).

Ubungsaufgabe 4.1.6. Priifen Sie, dass die in Definition 4.1.1 angegebene
Dichte
1

1 1 _ n
@) = Gy i exp{~3 (e - K@} s eR

tatsichlich eine Verteilungsdichte darstellt.

Lemma 4.1.7. Es seien X und Y n-dimensionale Zufallsvektoren mit cha-
rakteristischen Funktionen

ox (t) —F ei(t,X) —F eitTX
(PY(t) — Eei(LY) — EeitTY
fir t € R™. Es gelten folgende Eigenschaften:

1. Eindeutigkeitssatz:

X2Y & ox(t)=py(t), tcR"
2. Falls X und Y unabhéngig sind, dann gilt:

ex+y () = ox(t) - ey (t), teR™

ohne Beweis (vgl. Beweis des Satzes 2.1.4 (5), Folgerung 2.1.10 WT&SP).
Satz 4.1.8.

1. Die Definitionen 4.1.2 - 4.1.4 der multivariaten Normalverteilung sind
dquivalent.

2. Die Definitionen 4.1.1 und 4.1.4 sind im Falle n = m &dquivalent.
Bemerkung 4.1.9.

1. Falls die Matrix K in Definition 4.1.4 den vollen Rang n besitzt, so
besitzt sie die Dichte aus Definition 4.1.1. Sie wird in dem Fall reguldr
genannt.

2. Falls Rang (K) = m < n, dann ist die Verteilung N (u, K) laut Defi-
nition 4.1.4 auf dem m-dimensionalen linearen Unterraum

{yeR":y=pu+Cx,z € R™}

konzentriert. N(p, K) ist in diesem Fall offensichtlich nicht absoluts-
tetig verteilt und wird daher singuldr genannt.
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Beweis Wir beweisen: Definition 4.1.3 & 4.1.2 & 4.1.4.

1. (a) Wir zeigen: Die Definitionen 4.1.2 und 4.1.3 sind dquivalent. Dazu
ist zu zeigen: Fiir die Zufallsvariable X mit der charakteristischen
Funktion

1
px(t) = exp{it p — §tTKt}
& firallea € R":a' X ~ N(a" p,a" Ka).

Es gilt:
. PN (.o 1
o x (1) = Eeit X1 TV g exp{it—ru — §tTKt} = px(t),

fiir alle t € R. (Dies nennt man das Verfahren von Cramér-Wold,
vergleiche den multivariaten zentralen Grenzwertsatz).

(b) Wir zeigen: Die Definitionen 4.1.3 und 4.1.4 sind &quivalent. Dazu
ist zu zeigen: X = p+ C -Y (mit p, C, und Y wie in Definition
4.1.4) & px(t) = exp{it p— 5t Kt}, wobei K = C-C. Es gilt:

Yy
~ =

ourcy (t) = B ltutCY) _ g it utit'CY _ itTu Eei(CTt,Y)

Y~N(0,I) 1
:( ) ethu - exp (_yT k y>

2. Zu zeigen ist: Aus X ~ N(u, K) im Sinne von Definition 4.1.4, Y ~
N(p, K) im Sinne der Definition 4.1.1, Rang (K) = n folgt, dass o x =

Py -

Aus der Definition 4.1.2 (die &dquivalent zu Definition 4.1.4 ist) folgt,
dass

1
ex(t) = exp {itTp - 2tTKt} , teR",

gOy(t) — EeitTY

itTy 1 ' 1—"—+ 17 N
/"6 (2m)n/2/det K ¢ p{ 2 = n) < )}dy
e . (2 )n/2 ’7det exp gt T 21’ X X
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Wir diagonalisieren K : 3 orthogonale (n x n)-Matrix V : VI = V1
und VKV = diag (A1,...,\n), wobei \; > 0,4 = 1,...,n. Mit der
neuen Substitution: x = Vz, t = Vs erhalten wir:

ez’tT,u

2m)n/2V/det K
it n 1
= NS / / exp {zs 2= 3, Z Y }dzl .dzy,

zslzz (2>\ )dz

1
ey (t) = exp {z’sTVTVz - 2ZTVTK_1VZ} dz

— thu
H/\/Qﬂ')\
e HSON(OA 5;) = t“He 2

=1

1
= exp it p— §sTdiag (Ay-.n, )\n)s}

4.1.1 Eigenschaften der multivariaten Normalverteilung
Satz 4.1.10. Essei X = (X3,...,X,,) ~ N(u, K), p € R", K symmetrisch
und nicht-negativ definit. Dann gelten folgende Eigenschaften:

1. p ist der Erwartungswertvektor von X:
EX=pu, dasheift: EX;=pu;,i=1,...,n
K ist die Kovarianzmatriz von X:

K= (kz'j), mit kz‘j = Cov (XZ',XJ').

2. Jeder Teilvektor X' = (Xip,...,X;)" (1 < i1 < ... < i < n)

von X ist ebenso multivariat normalverteilt, X’ ~ N (', K'), wobei
:U'/ = (Mila"wﬂik)T? K' = ( gl) = (COV(XijaXil))a Jl=1..k
Insbesondere sind X; ~ N (4, ki;), wobei kj; = Var X;, i =1,...,n
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3. Zwei Teilvektoren von X sind unabhingig genau dann, wenn entspre-
chende Elemente £;; von K, die ihre Kreuzkovarianzen darstellen, Null
sind, das heiit: X’ = (X1,...,X%)", X” = (X441, .., X,) unabhin-
gig (wobei die Reihenfolge nur wegen der Einfachheit so gewéhlt wur-
de, aber unerheblich ist) < k;; =0 fir 1 <i <k, j > k oder i > F,

1<j<k
(I(})
pu—
0| K"

K’ und K" sind Kovarianzmatrizen von X’ bzw. X"”.

4. Faltungsstabilitat: Falls X und Y unabhéngige, n-dimensionale Zufalls-
vektoren mit X ~ N(p1, K1) und Y ~ N(u2, K9) sind, dann ist

X—FYNN([Ll—FMQ,Kl—I-KQ).

Ubungsaufgabe 4.1.11. Beweisen Sie Satz 4.1.10.

Satz 4.1.12 (Lineare Transformation von N(u, K)). Sei X ~ N(u, K) ein
n-dimensionaler Zufallsvektor, A eine (m x n)-Matrix mit Rang (A) = m <
n, b € R™. Dann ist der Zufallsvektor Y = AX+b multivariat normalverteilt:

Y ~ N(Apu+b,AKAT).

Beweis Ohne Beschriankung der Allgemeinheit setzen wir 4 = 0 und b = 0,
weil gy _q(t) = e=it'a. oy (t), fir a = Ap + b. Es ist zu zeigen:

Y =AX, X ~N(0,K) =Y ~ N(0,AKAT)

Es ist

i=s

~ =

i . T
oy (t) = pax(t) = Eeit AX — EilXA D)

4.1 1 1
(Def. 4.1.2) exp {—2STKS} = exp {—2tTAKATt} ,teR"”

:YHVN(QAKAU.

O

4.1.2 Lineare und quadratische Formen von normalverteil-
ten Zufallsvariablen

Definition 4.1.13. Seien X = (Xi,...,X,)  und Y = (V3,...,Y,)" Zu-
fallsvektoren auf (€2, F, P), A eine (n x n)-Matrix aus R™, die symmetrisch
ist.
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1. Z = AX heifit lineare Form von X mit Matrix A.
2. Z =Y T AX heiBt bilineare Form von X und Y mit Matrix A,

n o on
Z = ZZGZJXJY;
i=1j=1

3. Die Zufallsvariable Z = X T AX (die eine bilineare Form aus 2. mit
Y = X ist) heifit quadratische Form von X mit Matrix A.

Satz 4.1.14. Sei Z = Y " AX eine bilineare Form von Zufallsvektoren
X,Y € R" bzgl. der symmetrischen Matrix A. Falls ux = EX, uyy = EY
und Kxy = (Cov(X;,Yj)) ,, die Kreuzkovarianzmatrix von X und Y
ist, dann gilt:

ij=1,..,

EZ = py Apux + Spur(AKxy).
Beweis
EZ =ESpur (Z) = ESpur (Y'AX) (da Spur (AB) = Spur (BA))
— ESpur (AXY ") = Spur (AE (XY "))
= Spur (AE ((X —ux) (Y —py) "+ pxY T+ Xy — uxu;))
= Spur (A(Kxy + pxpy + pxpy — ixpy))
= Spur (AKxy + Apxpy)
= Spur (AKxy) + Spur (Aux : M)T/)
= Spur (N;A,ux) + Spur (AKxy) = py Aux + Spur (AKxy).
O
Folgerung 4.1.15. Fiir quadratische Formen gilt
E(XTAX) = uxAux + Spur (A - K),
wobei ux = EX und K die Kovarianzmatrix von X ist.

Satz 4.1.16 (Kovarianz quadratischer Formen). Es sei X ~ N(u, K) ein
n-dimensionaler Zufallsvektor und A, B € R™ zwei symmetrische (n X n)-
Matrizen. Dann gilt Folgendes:

Cov (XTAX,X"BX) = 44" AKBpu + 2 - Spur (AK BK).
Lemma 4.1.17 (gemischte Momente). Essei Y = (Y7,...,Y;,)" ~ N(0, K)
ein Zufallsvektor. Dann gilt Folgendes:

E (Y;Y;Yy) =0,

E (Y;Y;YiY)) = kij - kg + ki - kg + kjg - ki, 1 <4,5,k, 1 <n,

wobei K = (kij)i j=1,..n die Kovarianzmatrix von Y ist.
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Ubungsaufgabe 4.1.18. Beweisen Sie dieses Lemma.
Beweis von Satz 4.1.16.
Cov (XTAX,X"BX) =E (XTAX - X" BX)
~E (X'4X)-E (X' BX)
=Y =y =y =y
(Folgerung 4.1.15) ~ ~ ~ ~
TR (X = pw) AKX ) (X = p) T BX = )
— (MTAM + Spur (AK)) (uTBu + Spur (BK))
=B [(YTAY + 217 AY + p"Ap) (YT BY + 2" BY + " Bu)]
— " Ap-p" Bp — p" Ap - Spur (BK) — pu' B - Spur (AK)
— Spur (AK) - Spur (BK)
—E (YTAY-YTBY) +2E (YTAY : NTBY) +E (YTAY) T
+ 28 (WTAY Y BY ) +4E (T AY 4T BY )+2E (1T AY ) 4" By
=0
+p Ap-B (YTBY) + 20" Ap- By  BY + " A " B
=0
— " Ap-p" Bp — p" Ap - Spur (BK) — pu' B - Spur (AK)

— Spur (AK) - Spur (BK)

=0 (Lemma 4.1.17)
—_——

=B (YTAY Y BY) + 24" BE (Y -YTAY) +u" By - Spur (AK)
=0 =K
—_— —_—
+2uTAE (Y - YTBY ) +4uTAE (YY) B+ " A Spur (BK)
— u" Ap - Spur (BK) — u' B - Spur (AK) — Spur (AK)Spur (BK)
=B (Y'AY - YTBY) + 44" AK B — Spur (AK) - Spur (BK).
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Wegen

n n
E (YTAY-YTBY) =E | Y ayviV;- Y VY
ij=1 k=1
n
= > aibE (Y,Y;:Y)
i,,k,l=1
n

Lemma 4.1.17
( = ) > aijb (kij - ki + ki - kj + kg - ka)

i7j7k7l:1
n n n
= D aijkij- > bk +2 Y aij-kj-biekr
Q=1 k=1 ik, l=1

=2-Spur (AKBK) + Spur (AK) - Spur (BK)
folgt:
Cov (XTAX, XTBX)
= 2. Spur (AKBK) + Spur (AK)-Spur (BK) + 4" AK Bpu
—Spur (AK)-Spur (BK)=4u" AKBj+ 2 - Spur (AKBK).

O
Folgerung 4.1.19.

Var (XTAX) = 4p" AK Apu+2 - Spur ((AK)Q)

Satz 4.1.20. Es seien X ~ N(u,K) und A, B € R"™ zwei symmetrische
Matrizen. Dann gilt:

Cov (BX,XTAX)=2BKAp
Beweis

Cov (BX,XTAX) =
(Folgeru;g 4.1.15) E {(BX _ Bu)(XTAX _ MTA/‘L — Spur (AK))}
—B [B(X 0 ((X — ) TAX — p)

+2u"AX —2u" Ap — Spur (AK))} ,
denn

(X —p)TAX —p) = XTAX —uTAX — X TAp+ ' Ap
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und mit der Substitution Z = X — p (und damit E Z = 0)
Cov (BX, X AX) =B [BZ(2 AZ + 21" AZ — Spur (AK))]
=E(BZ-Z"AZ)+2E(BZ - AZ)
=BE Z=0
—
— Spur (AK) - E(BZ)
=2E(BZ-Z"Au)+E(BZZ"AZ)
=2B E(ZZ")Au+B-E(ZZ"AZ)
N—— ————
Cov X=K =0
=2BKApu,
wegen Z ~ N (0, K) und Lemma 4.1.17 und dem Beweis von Satz 4.1.16. [

Definition 4.1.21. Es seien X; ~ N(u;,1), i = 1,...,n unabhéngig. Dann
besitzt die Zufallsvariable

Y =X7+...+ X2

die sogenannte nicht-zentrale X%’ - Verteilung mit n Freiheitsgraden und dem
Nichtzentralitdtsparameter

In Bemerkung 2.2.6, WT&SP, haben wir momenterzeugende Funktionen von
Zufallsvariablen eingefithrt. Jetzt bendtigen wir fiir den Beweis des Satzes
4.1.23 folgenden Eindeutigkeitssatz:

Lemma 4.1.22 (Findeutigkeitssatz fir momenterzeugende Funktionen). Es
seien X1 und Xy zwei absolutstetige Zufallsvariablen mit momenterzeugen-
den Funktionen

My, (t) =EeXi, i=1,2,
die auf einem Intervall (a,b) definiert sind. Falls f; und fs die Dichten der
Verteilung von X; und X5 sind, dann gilt
fi(x) = fa(z) fur fast alle z € R & Mx, (t) = Mx,(t), t € (a,b).
Ohne Beweis.

Satz 4.1.23. Die Dichte einer X%’“—Verteilten Zufallsvariable X (mit n €
N und g > 0) ist gegeben durch die Mischung der Dichten von be Y
Verteilungen mit Mischungsvariable J ~ Poisson(y/2):

n+2j5
5 -1

Z e_u/2 (M/'Q)] ) e~ /2,

] X
fx(z) =4 =0 T p(ntzy B T T



KAPITEL 4. LINEARE REGRESSION 140

Beweis

1. Wir berechnen zuerst Mx(t), X ~ x7 :

Mx(t) =E (') =E exp {tzn:XiQ}

i=1
| a (zi—p)? 1
:H7- /em?-e_ > dx; <t<aXiNN(:ui’1)>
=1 V2 2
—o0
Es gilt:
2
R 1
txl?_x’Q'ul):2(2t$?—$?+2miﬂi_/%2>
1, i i 2
= —= | 22(1 —2¢) — 2z N T :
5 (:Ez( ) T + (1—2t) (1—2t) + 1
1 ) i (-r2s)
(@ =2t)—pw)® o, 2t
) 1-—2¢ 1 —2t

Wir substituieren

Yi = NI
und erhalten
00
Mx () = - 207 [[ew { - (15) b [ Fan
14 1-2t)f Var J.

1 { ut } 1
= ———~ ' €X P a—— —.
1 —20)2 “P\T -2t ) 2

2. Es sei Y eine Zufallsvariable mit der Dichte (4.2). Wir berechnen
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0 joo A
My(t) _ Ze—% (N/2) /e:pt ) e 2.-x 2 e
0

r(e) 2

_ 1
_(t)—mSatz 1.1.4

__ " “( p )jl
(1-20)2 <= \2(1-2t)) ;!

T L )
(1—2t

Nach Lemma 4.1.22 gilt dann, fx(z) = fy(z) fir fast alle x € R.

Bemerkung 4.1.24.

1. Die Definition 4.1.21 kann in folgender Form umgeschrieben werden:
Falls X ~ N(ji,Z), ji = (1, -, ptn) ", dann gilt [X[* = XTX ~ 2,
wobei pu = |fi|*.

2. Die obige Eigenschaft kann auf X ~ N(ji, K), mit einer symmetri-
schen, positiv definiten (n x n)-Matrix K verallgemeinert werden:

XTK™'X ~ X2, wobeiji=j K[,

denn weil K positiv definit ist, gibt es ein K %, sodass K = K3K3 .

Dann gilt
1 1
Y=K 22X ~N(K 2u,7),
weil
K 3KK 3 =K 3 .K3 . K3 .k 3T =7
und daher YTy PUE! X%,ﬁ, mit

.
i=(K"2) K 2= K2 K 2ji=ji' K~
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Satz 4.1.25. Es sei X ~ N(u,K), wobei K eine symmetrische, positiv
definite (n x n)-Matrix ist, und sei A eine weitere symmetrische (n x n)-
Matrix mit der Eigenschaft AK = (AK)? (Idempotenz) und Rang (A) =
r < n. Dann gilt:

XTAX ~ X?,ga wobei fi = ' Ap.
Beweis Wir zeigen, dass A nicht negativ definit ist.

AK = (AK)? = AK - AK | K!
— A=AKA= Vz eR": 2" Ax = 2" AK Ax

= (&)TK(&) > 0 wegen der positiven Definitheit von K.
=y =y

= A ist nicht negativ definit.
— 3H : eine (n x r)-Matrix mit Rang (H) =7: A= HH '

Somit gilt

X"AX=X"H-H'X=H"X))" H'X=Y"Y
N——"
=Y
Es gilt: Y ~ N(H"p,Z,), denn nach Satz 4.1.12 ist Y ~ N(H "p, H' K H)

und Rang (H) = r. Das heifit, H" H ist eine invertierbare (r x r)-Matrix,
und

H'KH=H"H)WH"H-H'KH-(H"H)H"H)™!
=AKA=A
=H"H)'H"- A HH"H)!
~~
=HHT

-7
Dann ist
XTAX =|Y P xzymit p=(H'p)> =p H-H p=p" Ap.
O

Satz 4.1.26 (Unabhéngigkeit). Es sei X ~ N(u, K) und K eine symmetri-
sche, nicht-negativ definite (n x n)-Matrix.

1. Esseien A, B (r; xn) bzw. (ro x n)-Matrizen, 71,79 < n mit AKBT =
0. Dann sind die Vektoren AX und BX unabhingig.

2. Sei ferner C' eine symmetrische, nicht-negativ definite (n x n)-Matrix
mit der Eigenschaft AKC = 0. Dann sind AX und X "CX unabhin-

gig.
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Beweis

1. Nach Satz 4.1.10, 3) gilt: AX und BX sind unabhéngig, genau dann

wenn @(ay,px)(t) = eax(t) - epx(t), t = (t1,t2)" € R™T72 ¢ € R™,
to € R™. Es ist zu zeigen:

(t) = Eelit! Att; B)-X L p it AX || ity BX

P(AX,BX)
Es gilt
CP(AX,BX)(t) _ Eei(tlTA+t2TB)-X
(Def4.1.2) ez‘(tlTA-H;B)-u—%~(t1TA+t2TB)~K~(tlTA+t2TB)T
und mit

(HHA+tB) K- (t{ A+ tQTB)T
= (HA) K (tIA)T + (tlTA)T K (tJ B)
+ (5 B) K (tlTA)T + (5 B) K (tQTB)T
—t] AKATt, +t] -AKB' ty+ty - BKA' -t +ty BKB ty
=0 =(AKBT)T=0
ist
Pax,Bx)(t) =
:(pr(tl)'gon(tQ), 1 Ger,tQ € R™

pit A=t AKATty | ity B—5t] BKB ta

2. C ist symmetrisch, nicht-negativ definit = Es gibt eine (n xr)-Matrix
H mit Rang (H) =7 <nund C = HH'", = H' H hat Rang r und
ist somit invertierbar. Dann gilt:

X'"CX=X"HH'X =H"X)" -H' X = |H" X%
Falls AX und H " X unabhéngig sind, dann sind auch AX und X 'CX =
|H" X|? unabhingig, nach dem Transformationssatz fiir Zufallsvek-

toren. Nach 1) sind AX und H'X unabhingig, falls AK(H")" =
AKH = 0. Da nach Voraussetzung

AKC=AKH -H'=0=— AKH -H"H =0,
da aber 3(HTH)™!, folgt, dass
0=AKH-H'H-(H'H)™'=AKH — AKH =0
— AX und H'X sind unabhingig
— AX und X " CX sind unabhingig.
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4.2 Multivariate lineare Regressionsmodelle mit vol-
lem Rang

Die multivariate lineare Regression hat die Form
Y=X(+e¢,
wobei Y = (Y1,...,Y;,) " der Zufallsvektor der Zielvariablen ist,

X = (@ij) i=1,..n
Jj=1,....m

ist eine deterministische Design-Matriz mit vollem Rang, Rang (X) =r =
m <n, B=(B1,...,0m)" ist der Parametervektor und € = (e1,...,6,)"
ist der Zufallsvektor der Stérgrifien, mit Ee; = 0, Vare; = o2 > 0. Das Ziel
dieses Abschnittes wird sein, 3 und o? geeignet zu schitzen.

4.2.1 Methode der kleinsten Quadrate
Sei X = (X1,...,Xm), wobei die deterministischen Vektoren gegeben durch

X; = (15, 225, . - ,a;nj)T, j =1,...,m einen m-dimensionalen linearen Un-
terraum Lx = (X1,...,X,,) aufspannen. Sei
e(B) = EIY - XBI" = gZ(YE — 2181 — .. = ZTimPm)
i=1

die mittlere quadratische Abweichung zwischen Y und Xf.
Der MKQ-Schdtzer § fir 5 ist definiert durch

A

B = argmin(e(3)). (4.3)

Warum existiert eine Losung 5 € R™ des quadratischen Optimierungspro-
blems (4.3)? Geometrisch kann X f als die orthogonale Projektion des Da-
tenvektors Y auf den linearen Unterraum Ly interpretiert werden. Formal
zeigen wir die Existenz der Losung mit folgendem Satz.

Satz 4.2.1. Unter den obigen Voraussetzungen existiert der eindeutig be-
stimmte MKQ-Schétzer 3, der die Losung der sogenannten Normalenglei-
chung ist:

X'Xp=Xx"y. (4.4)
Daher gilt:

3= (XTX)A XTy.
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Abbildung 4.1: Projektion auf den linearen Unterraum L x

Beweis Die notwendige Bedingung fiir die Existenz des Minimums ist €'(8) =
0, das heif3t

oo (0e(B) de(B)\

Es gilt:
¢(8) = % (X"x8-XTY)

= 5’ ist eine Losung der Normalengleichung X ' X3 = X TY. Wir zeigen
die hinreichende Bedingung des Minimums:

v (Gad)  <ixx
ij=1

0B;00; n

gooey

X TX ist symmetrisch und positiv definit, weil X einen vollen Rang hat:
Vy#0,yeR™: y X Xy=(Xy) Xy=|Xy]*>0

und aus y # 0 = Xy # 0, folgt, dass ¢” () positiv definit ist. Also ist X ' X
invertierbar. Das heifit, § ist der Minimumpunkt von e(3). Den Schéitzer

. -1

8 = (X TX) XTY bekommt man, indem man die Normalengleichung
-1

XTXB =X"Y von links mit (XTX> multipliziert. O

Beispiel 4.2.2.
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1. Einfache lineare Regression

1 I
1 xo .

X=|. . m=23=(B,B) Y =XB+e
1 x,

B = (31, Bg) ergibt den MKQ-Schétzer aus der Stochastik 1
A 52 A .
ﬁ2:¥7 ﬁlZYTL—XnBQ,

Sk x
wobei
—_ 1 n . 1 n
Xn:7ZX“ YTL:*Z}/Z
n: n “
i=1 =1
" —_ —
Sty = —= > (i - %) (Y= ¥a)
=1
1 & N2
2 o —
Sxx = —— ; X Xn)

Ubungsaufgabe 4.2.3. Beweisen Sie dies!

2. Multiple lineare Regression

Y = X + € mit Designmatrix

1 11 - zim
X=|: i | firf=6001-...m)
1 Tnl - Tnm

Der MKQ-Schiétzer 5 = (X" X)"'X Y ist offensichtlich ein linearer Schiit-

zer beztiglich Y.
Wir werden jetzt zeigen, dass 3 der beste lineare, erwartungstreue Schdtzer

von (3 (im Englischen BLUE = best linear unbiased estimator ) in der Klasse

E:{B:AY+b:EB:6}

aller linearen erwartungstreuen Schétzer ist.
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Satz 4.2.4 (Giiteeigenschaften des MKQ-Schdtzers B) EsseiY = XB+¢

ein multivariates lineares Regressionsmodell mit vollem Rang m und Stor-
. T . .

grofen € = (e1,...,&,) , die folgende Voraussetzungen erfiillen:

Ee=0, Cov (g,¢5) = 02(5ij, i,j=1,...,n fiir ein o2 € (0,00).
Dann gilt Folgendes:
1. Der MKQ-Schétzer B = (XTX)_1 XTY ist erwartungstreu: Ef = B.
2. Cov (B) = 02 (XTX)_1
3. B besitzt die minimale Varianz:

VBeL: VarBj ZVarBj, j=1,...,m.

Beweis 1. Es gilt:

EA=E [(XTX)l XT(XB+ a)]

XTX)A XTX-B+ (XTX)A X' Ee
=0

B VB eR™.

2. Fiir alle § = AY + b € L gilt:
B=EB=AEY +b=AXB+b VB ecR™.
— B=AY = A(XB+¢e) = AXB + Ae

=B+ Ae.
Fur
B= (XTX) X'y
—_—————
=A
gilt:

Cov 3= (B ((3=5) (5= 5))). 1.
=E (As : (As)T) =E (AssTAT) = AE (ssT) AT

A o2TAT = g2 AAT — o2 (XTX>_1XT ((XTX)—lXT>T

— o2 (XTX)_1 XTX (XTX)_1 — o2 (XTX)_1 :
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3. Sei B e L, =P+ Ae. Zu zeigen ist, dass

(COV (B))M = 02(AAT); > (cov (/3’)) = (X X)),

fire=1,...,m.
Sei D=A— (X"X)"'XT dann folgt: A=D+ (X'X) !XT,

AAT = (D +(xTx)" XT> (DT ' (XTX)_IT)

—DDT + (XTX)_1 ,

weil
DX (XTX)_ — (é{i— (XTX>_1XTX) (XTX)_
=7 ~
-0 -
und

(XTX)_l X'DT = (XTX>_1 X7 <AT ~-X (XTX)_1T>

= (XTX)_l ((Ax)"-xTx (XTX)_1 )

=T -7
=0.
= (447), = (p07) + (x7x), "> (xTx) ]

>0
:>VarBi <VarfB, i=1,...,m.

O]

Satz 4.2.5. Es sei Bn der MKQ-Schétzer im oben eingefithrten multivariaten
linearen Regressionsmodell. Sei {ay, }, oy eine Zahlenfolge mit a, # 0, n € N,
an, — 0 (n — 00). Es wird vorausgesetzt, dass eine invertierbare (m x m)-
Matrix @) existiert mit

— T T
Q= nhm an (Xn Xn> .
Dann ist 3, schwach konsistent:

B = 6.

n—oo
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Beweis

Bnnﬁoﬁﬁp<‘3n—6’>a)n§20 Ve > 0.

P(‘Bn—5’>5)zp(

RS
|
=
S
Vv
™
(V)
S—

I

>
g :
l-

)
V
(O]
o

N——

AN
o
<
fcs
——

<N"P(|Bin - Bi| >

11M:
7 N

z )

Tschebyschew ™ Var Bm

< m 3 — 0
4 £ n—00
=1
falls Var i — 0, i=1,...,m.
n—oo

Var Bm ist ein Diagonaleintrag von der Matrix
A (Satz4.2.4 -1
Cov j, B2 ;2 (XJ Xn) .

Wenn wir zeigen, dass Cov 3, — 0, ist der Satz bewiesen.
n—oo
Es existiert

Q= lim — ()(,I)cn)_1

n—oo q,,

und damit gilt:

. A . -1 . 1 -1
nh_)rglo Cov 8, = 02 lim (XJXR) =02 nh_}rrgo Qp - - (X;{Xn>

n—oo n

=0-Q ' ¢s%=0.

4.2.2 Schitzer der Varianz o2

Wir fithren den Schétzer 62 fiir die Varianz o2 der Storgrofen ; folgender-
maflen ein:

52— 1 ’Y—X,@"Z. (4.5)

n—m

Dies ist eine verallgemeinerte Version des Varianzschétzers aus der einfachen
linearen Regression, die wir bereits in Stochastik I kennenlernten. Dabei ist
Y =Y — X der Vektor der Residuen.
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Satz 4.2.6 (Erwartungstreue). Der Varianzschétzer
1 ~12
2= —— |y - XB|
n—m

ist erwartungstreu. Das heif3t,

E¢? =o”
Beweis
52 — n_lm (Y_XB)T<Y—XB)
- - _1 - (v - X(XTX)—U(TY)T (Y - X (XTX)_1 XTY>
_ 1 vy oy
n—m

wobei D =7 — X(XTX)7'X T eine (n x n)-Matrix ist. Dann ist

=Y yipTpy— 1 yTpry ;YTDY, falls
n—m n—m n—m

DT = D und D? = D (das heifit, dass D symmetrisch und idempotent ist).
Tatséchlich gilt:

pT=1-(x7) (XTX)T_IX —7T-X (X = D.
D? = (- x(X"x)"'x") (I X (x7x) )
=7-2X (XTX) XT+x (XTX) XTx (X7 )
—7T-X (XTX)_ X" =D.

Weiterhin gilt:

5% = %m - Spur (YTDY) ——— - Spur (DYYT)
—Eé = - _1 p - Spur (DE (YYT)) = (f -Spur (D),

denn
Spur (D B (YYT)) -

= Spur (D(XB)(XB)" + DXBET +D E=(XB)T + D Bee )
*0 =0 =Cove=02-T
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und
T\ T
DX = (I—X(X X) X )X
Ty LT
:X—X(X X) X'X=X-X=0.
Es bleibt zu zeigen, dass Spur (D) =n — m:
1
Spur (D) = Spur (z - X (x7x) XT)
-1
= Spur (Z) — Spur (X (XTX) XT)

=n — Spur (XTX- (XTX)_I) =n-—m.

eine (m x m)-Matrix

4.2.3 Maximum-Likelihood-Schitzer fiir 5 und o2

Um Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 8 und o2 bzw. Verteilungseigenschaf-
ten der MKQ-Schétzer 3 und 62 herleiten zu konnen, muf die Verteilung von
€ bzw. Y prézisiert werden. Wir werden ab sofort normalverteilte Storgrofien
betrachten, die unabhéngig und identisch verteilt sind:

e~ N (0,021) . a2>0.
Daraus folgt:
Y ~ N (X,B, 0—21) .

Wie sieht die Verteilung der MKQ-Schétzer B und 62 aus? Da B linear von
R -1
Y abhingt, erwartungstreu ist und die Cov 3 = 42 (X X ) besitzt, gilt:

B~ N <ﬁ, o2 (XTX)_1> .

Berechnen wir nun Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 8 und o2, und zwar ¢
und 2. Dann zeigen wir, dass sie im Wesentlichen mit den MKQ-Schétzern
iibereinstimmen.
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Betrachten wir zunéchst die Likelihood-Funktion von Y:

Ly, 6,0%) = fr(y) = (1 e {5 - X8 (- X5)]

27ra)n
und die Log-Likelihood-Funktion

n n 1
log L(y, 8,0°) = —5108 (2m) —§log (UZ) T 952 ly — Xﬁ‘Q'

=g

Die Maximum-Likelihood-Schétzer sind dann

(/éa &2) = argmax IOgL(y, 67 02)7
BER™ ¢2>0

sofern sie existieren.

Satz 4.2.7 (Mazimum-Likelihood-Schitzung von [ und &2). Es existieren
eindeutig bestimmte Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 8 und o2, die fol-
gendermafen aussehen:

B=3= (XTX)A XTy
o n—m

52 = 62:1‘Y—XB’
n n

2

Beweis Wir fixieren o2 > 0 und suchen

B = argmax log L(Y, B,0%) = argmin |Y — XB|2 ,
BeER™ BeER™

- R -1
woraus folgt, dass § mit dem bekannten MKQ-Schétzer g = (X X ) Xy

identisch ist, der nicht von o2 abhéingt. Berechnen wir jetzt

52 = argmax log L (Y, B, 02) = argmax g(o?).
02>0 02>0

Es gilt

g (0'2) —r —O0Q, g (02) — —0Q,
02—+00 020

weil [V — XB|* # 0, dadurch, dass Y ~ N (X8,027) € {Xy : y € R™} mit
Wahrscheinlichkeit Null. Da
n 1

AN
g(a>*_§o_2+

Y -X 1 <12
%:0, ist&Q:—‘Y—X,B)
2(0?) n

ein Maximumpunkt von g(o?), das heifit, 52 ist ein Maximum-Likelihood-
Schéitzer fiir o2. O
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Satz 4.2.8. Unter den obigen Voraussetzungen gilt:

1. E¢? = %02, das heifit, 52 ist nicht erwartungstreu; allerdings ist er
asymptotisch unverzerrt.

2 2

2 n—m A
~ Xn—ma o2 g

2. 15 ~ Xo—m-
Beweis 1. Trivial (vergleiche den Beweis von Satz 4.2.6)

2. Wir zeigen den Satz nur fiir 2.

n—m,, 1 A2
S0t = ‘Y — XA

1

==Y DY (nach dem Beweis von Satz 4.2.6)
o V:D2
1 1

= (DY) DY = —(D(X 5 +¢) -D(XB+e)
(o 07 N~ ——

=0 =0

1 T

—JD@TD8_<€ )D<E>,
(o g g

wobei

g

<) ~N(0,7).

o
Nach Satz 4.1.25 gilt

T
%DSNﬁ,

wobei r = Rang (D), weil DZ = D idempotent ist. Falls r = n — m,
dann ist (n — m)é6% ~ x2_,,. Zeigen wir, dass Rang (D) = r =
n — m. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass Rang (D) = n —
dim(Kern (D)). Wir zeigen, dass Kern (D) = {Xz : x € R™} und da-
mit dim(Kern (D)) = m, weil Rang (X) = m. Esist {Xz: 2 € R"} C
Kern (D), da

DX=T-XX"X)'XHx=X-(X"X)"'xTXx =0
und Kern (D) C {Xz: z € R™}, weil

VyeKemn (D): Dy=0<= I-X(X'X)"'XT)y=0
—y=X - (X"X)'XTy=Xze{Xz: zcR"}.
N—————

T
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Satz 4.2.9. Sei Y = X +¢ ein multivariates lineares Regressionsmodell mit
Y = (Y1,...,Y,) T, Designmatrix X mit Rang (X) =m, 8= (B1,...,8m) ",
e ~ N(0,0%Z). Dann sind die Schitzer 3 = (X' X)"!X Y fiir 8 bzw.

62 = 1|V — Xj3|? fiir 0? unabhingig voneinander.
n—m

Beweis In diesem Beweis verwenden wir den Satz 4.1.26, fir dessen An-
wendung wir /3 als lineare und 62 als quadratische Form von ¢ darstellen.
Es ist in den Beweisen der Satze 4.2.4 und 4.2.8 gezeigt worden, dass
b=p+XTX)'XTe,
—_———
=A

1
6% = e"De, wobei D=7 - X(X"X)"'Xx T,

n—m

Zuséatzlich gilt AD = 0, weil nach dem Beweis des Satzes 4.2.6

(AD)T =DTAT =D - X(Xx"xX)"H)T =o0.
=0
Da e ~ N(0,02%T), folgt daraus
Ac?ID = 0.

Deshalb sind die Voraussetzungen des Satzes 4.1.26 erfiillt, und B und 62
sind unabhéngig. O

4.2.4 Tests fiir Regressionsparameter

In diesem Abschnitt wird zunéchst die Hypothese

Hy:pB=povs. Hy: 3% Bo

fiir ein By € R™ getestet. Dafiir definieren wir die Testgrofie

(3 - ﬁo)TXTX (B - 50)
= maé? '

Man kann zeigen (vgl. Satz 4.2.11), dass unter Hy gilt:
T ~ Fm,n—m-

Daraus folgt, dass Hy abgelehnt werden soll, falls T > F, . 1—a, Wobei
Frn—m,1—a das (1 —a)-Quantil der Fy,, ,,—p,-Verteilung darstellt. Dies ist ein
Test zum Niveau o € (0,1).

Spezialfall: Der Fall By = 0 beschreibt einen Test auf Zusammenhang ; das
heifit, man testet, ob die Parameter (i,..., 5, fir die Beschreibung der
Daten Y relevant sind.
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Bemerkung 4.2.10.

1. Wie kann man verstehen, dass die Testgrofle T' tatséchlich Hy von Hy
unterscheiden soll? Fiithren wir die Bezeichnung

Y=Y-X3
~—
=Y

ein; dabei gilt:
S S
n—m

und Y ist der Vektor der Residuen.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzen wir Sy = 0. Falls Hy
nicht gelten soll, dann ist 5 % 0, und somit

X8> = (XB)"XB=5"XTX5 >0,

weil X den vollen Rang hat. Daraus folgt, dass Hy abgelehnt werden
soll, falls

v’ = ‘XB‘Q = 5TXTXB>o0.

In der Testgrofe | X B |2 sind allerdings die Schwankungen der Schit-
zung von f3 nicht beriicksichtigt. Deswegen teilt man | X 3|? durch &2

p_BxX'xp Y
- m-62 o2
_m_ ‘Y e
Der Satz von Pythagoras liefert
5 12 A2
Y[ = [+ 2],

wobei unter Hj

ElY?P=E|Y?-E|Y - Y| =no? -E|V|> gilt, und somit
EDA/‘Q (Ho) no? —E|§7|2 _n—m < no? B )
e () el o B )

n—m

weil E|Y ]2 = E (YTY) =02 n, wegenY ~ N(0,0%T).

= Die Testgrofle T ist sensibel gegeniiber Abweichungen von Hy.
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2. Die Grofle
o =]

wird Reststreuung genannt. Mit deren Hilfe kann der Begriff des Be-
stimmtheitsmafes R? aus der Stochastik I wie folgt verallgemeinert
werden:

o PP
’Y—?n-er’

wobei e = (1,...,1)1, Y, = Y;.

1

3=

)

Satz 4.2.11. Unter Hy : 8 = [y gilt

n

_ (B—BO)TXTX (3—50) N

A mmn—mn-
mé2 '

Beweis Es gilt
A -1
B~ N <ﬂ0, o? (X' X) )
— B= o~ N(0,0°(XTX)).
=K

Falls A = XTX, dann ist AK = 7 idempotent. Dann gilt nach Satz 4.1.25

o2

(B-60) A(B-5) "2

(Zur Information: Unter H; wire (8 — o) A(B — Bo) nicht-zentral y*
verteilt).
Es gilt zusétzlich:

n—m.,
52

2
o2 ~ Xn—m-

Aus Satz 4.2.9 folgt die Unabhéngigkeit von (B—ﬁo)TA(B—ﬁo) und " 52.

(B = Bo) " (XTX)(B = Bo)/m

—T= (n—m)62/(n —m)

~ Fm,n—m

nach der Definition der F-Verteilung.

Jetzt wird die Relevanz der einzelnen Parameter j3; getestet:

Hyo : Bj = Boj vs. Hi: Bj # PBoj.
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Satz 4.2.12. Unter Hy : 8; = Bo; gilt:

Bj — Boj .
T, = fiﬂj ~ tp_m, Wobei
oV

(XTX> B - (xij)i,jzl,...,m )

Beweis Aus i N(Bo,c2(XTX)~1) folgt 3 o N(Boj,0?2%7) und somit
N ) BB e (nem)e? H
Bi—Boj ~ N(0,02277). Dann ist % ~ N(0,1). Zusétzlich gilt: % ~
x2_,,, und nach Satz 4.2.9 sind beide GréBen unabhiingig. Daraus folgt:

B;—Boj

T; = _ oVl | T—
(n—m)62
(n—m)o?

O

Somit wird Hy : 8 = Bjo abgelehnt, falls [T > t,_,, 1_q/. Dies ist ein Test
von Hy vs. H; zum Niveau a.
Sei nun

H() : ﬁjl :,Bojl,...,,@jl :/BOjl VS. H1 e {1,...,[} : ,le. #50]‘1.
die zu testende Hypothese.

Ubungsaufgabe 4.2.13. Zeigen Sie, dass unter Hy folgende Verteilungs-
aussage gilt:
(B — Bo) "K' (B — B)

T = 1652 ~ ﬂ,n—m7

wobei

B,:(le""73jl)7
Bo = (Bojr» -+ Boji)

P A% S YV |
K =

L SN ¥

Konstruieren Sie den dazugehorigen F-Test!
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Test auf Linearkombination von Parametern
Sei nun

Hy:HB =cvs. H: HB # c,
wobei H eine (r x m)-Matrix und ¢ € R" sind.
Satz 4.2.14. Unter Hy gilt

p HB= T HXTX)H) N HS ) po

ro?

Deshalb wird Hy : Hf3 = c abgelehnt, falls T' > F}. ;,_p 1—q-

Ubungsaufgabe 4.2.15. Beweisen Sie Satz 4.2.14!

4.2.5 Konfidenzbereiche
1. Konfidenzintervall fiir 3;

Im Satz 4.2.12 haben wir gezeigt, dass

~ tn—my

A

& -\ il

wobei (X TX)™! = (Jiij)i7j:17..,’m. Daraus kann mit den {iblichen Uber-
legungen folgendes Konfidenzintervall fiir §; zum Niveau 1 — o abge-
leitet werden:

P (BJ - tn—m,l—a/? -GVl < Bj < Bj + tn—m,l—oa/? SOV mjj) =1-oa.

2. Simultaner Konfidenzbereich fiir B = (B1,...,Bm)"

Falls A; wie unten definiert ist, dann erhélt man mit Hilfe folgender
Bonferroni-Ungleichung

P(fin)>Srw-mon,
i=1 j=1

J

IDE

dass

P(Aj,jzl,...,m>
(Bonferroni) ™ a
> ZP(Aj)—(m—l)—m-(l—)—m—i—l—l—a,

j=1 "

wobei

Aj = {87 € |Bj — ta-mi—afzm) 0V, B 4 tum1—ajem) 6Vl | .
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Daraus folgt, dass
{B=(i . Bm): By € Ay}
ein simultaner Konfidenzbereich fiir 5 zum Niveau 1 — « ist.

3. Konfidenzellipsoid fiir B.

In Satz 4.2.11 haben wir bewiesen, dass

B-B)T(XTX)(B-8)

mo2

T —

~ Fm,nfm-
Daraus folgt, dass
P(T < Fun-mi-a)=1—a und

3 \T(xT 53—
BT <, )

&= { BeR™:
ein Konfidenzellipsoid zum Niveau 1 — « ist, siche Abbildung 4.2.

Abbildung 4.2: Konfidenzellipsoid

Da ein Ellipsoid in das minimale Parallelepipet P eingebettet werden
kann, sodass die Seitenléngen von P gleich 2x der Halbachsenldngen
von & sind, ergibt sich folgender simultaner Konfidenzbereich fiir g =

(B, Bm) "

P = {B : Bj — &\/mxijm’n,mJ,a < Bj < Bj + &\/mxijm’nm’la}

j=1....,m.

4. Konfidenzintervall fiir den erwarteten Zielwert xo1f81 + - .. + TomBm-

Sei Yo = 29161+ . .. + ZomBm + €0 eine neue Zielvariable mit Eey = 0.
Dann ist

n
EYy =) z0ifi-

=1
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Wir konstruieren ein Konfidenzintervall fiir E Y. Dazu verwenden wir
die Beweisidee des Satzes 4.2.12 kombiniert mit Satz 4.2.14 mit H =
(w01, .-, %om) = xg, 7 = 1. Dann ist

m . m
> Bizoi — > Bizoi
=1 =1

~tp—m-
6\/xOT(XTX)—1x0
Darum ist

{B = (/817 ey 5m)T : Z mOiﬁAi -0 l’g(XTX)_ll’o . tnfm,lfa/Q
=1
<> 20 £ w0ili + 6/ ad (XTX) g - tnm,la/?}

i=1 =1

T =

m
ein Konfidenzintervall fiir }_ xg;8; zum Niveau 1 — a.
i=1

5. Prognoseintervall fiir die Zielvariable Yy.

m
Fiir Yy = 3 20;8i+€0 mit g ~ N(0,02), ¢ unabhéngig von ey, . .., &y,
i=1
gilt:
2d B — Yo ~ N(0,0*(1 + ¢ (X " X)  ap))
1A
— Y
— o~ Yo ~ N(0,1)
0\/1 + 2 (XTX) tag
T A
- Y.
— 20 B 0 ~ tn—m,

&\/1 +ad (XTX) Loy
Also ist
(xOTB —c, a:gﬁ + c)

mit ¢ = 5’\/1 + LL‘J(XTX)fl - Zo - tn—m,l—a/Q

ein Prognoseintervall fiir die Zielvariable Yy zum Niveau 1 — a.

m
6. Konfidenzband fiir die Regressionsebene y = B1+ > x;3; tm multiplen
i=2
Regressionsmodell.
Es sei Y = X5 + ¢, wobei
I z2 - zim
1 myp - xom

X=\. . ‘ und € ~ N(0, 6% - 7).

1 zp2 -+ Tpm
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Wir wollen ein zufélliges Konfidenzband B(x) fiir y angeben. Es gilt

P (ZJ =01+ Zﬁixi € B(x)) =1l—a Vzrc Rgn_l, wobei
i=2

Ry ={(1,22,...,2m) €R™}.

Satz 4.2.16. Es gilt:

=Y
. ™ 2
(xTﬁ - (51 +> 51'1/‘@') )
P =2 <m-Fpyp ):1.
(xgﬁ?lxl T (XTX) T S meemla °

Ohne Beweis.

4.3 Multivariate lineare Regression mit Rang (X) <
m

EsseiY = Xf+¢, Y € R", wobei X eine (n x m)-Matrix mit Rang (X) =
r<mist, 8= B1,..,0m), e € R", Ec = 0, E(gig) = 8502, i,j =
1,...,m,0%2>0.

Der MKQ-Schétzer B ist nach wie vor eine Losung der Normalengleichung

(XTX) B=XTy.
X T X ist aber nicht mehr invertierbar, weil

Rang (X ' X) < min{Rang (X),Rang (XT)} =r<m.

Um B aus der Normalengleichung zu gewinnen, sollen beide Seiten der Glei-
chung mit der sogenannten verallgemeinerten Inversen von X ' X multipli-
ziert werden.

4.3.1 Verallgemeinerte Inverse

Definition 4.3.1. Sei A eine (n x m)-Matrix. Eine (m x n)-Matrix A~ heift
verallgemeinerte Inverse von A, falls

AA"A=A gilt.

Die Matrix A~ ist nicht eindeutig bestimmt, was die folgenden Hilfssétze
zeigen.
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Lemma 4.3.2. Sei A eine (n x m)-Matrix, m < n mit Rang (4) =r < m.
Es existieren invertierbare Matrizen P (n x n) und @ (m x m), sodass

Z. 0
PAQ = " , wobei I, = diag(1,...,1). (4.6)
r Mal
Folgerung 4.3.3. Fiir eine beliebige (nxm)-Matrix A mit n > m, Rang (A)
r < m gilt
_ Ir A2
AT =Q P, (4.7)
A As

r Mal

——
wobei P und ) Matrizen aus der Darstellung (4.6) sind, Z, = diag (1,...,
und Aj, Ag, Az beliebige ((m—17)x7r), (rx(n—r)) bzw. (m—7)x (n—7r
Matrizen sind.
Insbesondere kann

A =0,

A2:Ov

Az = diag (1,...,1,0,...,0),
———

s—r Mal
se{r,...,m}

gewahlt werden, das heifit, Rang (A7) =s € {r,...,m} fir

Zs 0O
A" =Q P.
0 0
Beweis Zeigen wir, dass fiir A~ wie in (4.7) gegeben, AA~A = A gilt. Aus

Lemma 4.3.2 folgt, dass

A=rP'.diag (1,...,1,0,...,0)- Q"' und somit

. B SRV I A (o)
AAA=P Q'Q- PP Q
0 0 Ay A 0 0
_pa [T O[T A [ T0])
0 0/ \ A A 0 0
e A R
0 0
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Lemma 4.3.4. Sei A eine beliebige (n x m)-Matrix mit Rang (A) = r < m,
m < n.

1. Falls (AT A)~ eine verallgemeinerte Inverse von AT A ist, dann ist

¥
((ATA)’) ebenfalls eine verallgemeinerte Inverse von AT A.
2. Es gilt die Darstellung
(ATAY(ATA)"AT = AT baw.
A(ATA)~(ATA) = A

Beweis

1. AT A ist symmetrisch, also

(ATAMATA) ATA) = (AT4) =474

—ATA((ATA)-) AT A

-
Also ist ((ATA)’) eine verallgemeinerte Inverse von AT A.

2. Essei B= (ATA)(ATA)"AT — AT. Wir zeigen, dass B = 0, indem
wir zeigen, dass BB' = 0.

BBT = ((ATA)(ATA)—AT - AT) <A ((ATA)—)T ATA - A)

.
= ATA(ATA)"ATA((ATA)7) ATA-ATA(ATA)"ATA

=ATA

SATA((ATA)) ATALATA

=ATA
=ATA-24TA+ATA=0.

Die Aussage A(ATA)"AT A = A erhilt man, indem man die Matrizen
an beiden Seiten der Gleichung AT A(ATA)~ AT = AT transponiert.

O

4.3.2 MKQ-Schatzer fiir g

Satz 4.3.5. Es sei X eine (n x m)-Designmatrix mit Rang (X) =7 < m in
der linearen Regression Y = X + ¢. Die allgemeine Losung der Normalen-
gleichung

(XTX) B=XTY
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sieht folgendermaflen aus:
8= (XTX)* XY + (Im - (XTX)* XTX) z, z€R™.  (4.8)

Beweis

1. Zeigen wir, dass [ wie in (4.8) angegeben, eine Losung der Normalen-
gleichung darstellt.

X"Xp=X"X)(X"X)"XTY + (XTX ~X'X(X'TX)"XTX ) z
=XT( Lemma 4.3.4, 2.)) =XTX
= XY

2. Zeigen wir, dass eine beliebige Losung 3’ der Normalengleichung die
Form (4.8) besitzt. Sei § die Losung (4.8). Wir bilden die Differenz
der Gleichungen

(XTxX)p =XTy
- X'X)p =XTy
(XTX)(6' =B =0

g=B-8+p
=8 =B+ (X X)X Y + (T, - (X X)"XTX) 2
(XX XY + (Im - (XTX)*XTX) 2+ (8 - B)
- (XTX)TXTX(8 - 8)
=0
= (XTX) XY + (Zn— (XTX) XX) (246 -8)

—_———
=20

= (' besitzt die Darstellung (4.8).

O]

Bemerkung 4.3.6. Der Satz 4.3.5 liefert die Menge aller Extremalpunkte
der MKQ-Minimierungsaufgabe

e(B) :%|Y—X,6'|2 —>mﬁin.

Deshalb soll die Menge aller MKQ-Schétzer von f in (4.8) zusétzliche An-
forderungen erfiillen.
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Satz 4.3.7.
1. Alle MKQ-Schétzer von 8 haben die Form

3= (XTX)_ XTY, wobei
(XTX)~ eine beliebige verallgemeinerte Inverse von X ' X ist.

2. B ist nicht erwartungstreu, denn
Ef = (XTX)* XTX8B.
3. Es gilt:

CovB=0(xTX) (XTx)( (XTX)—)T

Beweis

1. Zeigen wir, dass e(3) > e(B) VB € R™.
n-e(f) =Y - Xp* = (Y - XB+X(B-5)"(Y - XB+X(B-5))
(Y = XB) (Y - XB) + (X(G-5)) (X(F-9))
+2(B—8) X7 (Y - XB)
=n-e(B)+2-(B=B) (XY - (X XB)+|X(B - 5)

=0
>n-e(B)+0=n-¢e(B), denn

’ 2

B hat die Form (4.8) mit z = 0 und ist somit eine Lésung der Norma-
lengleichung.

2. Es gilt:
Ef=E ((X'X)"X'Y)=(x"x) x"BY
=(X"X)"X"XpB, weil aus
Y=XF+¢e, Ee=0 die Relation EY = X folgt.
Warum ist 3 nicht erwartungstreu? Also warum ist (X' X)"X T X3 #
B, B € R™?

Da Rang (X) =7 < m, ist Rang (X" X) < mund damit Rang (X" X)"XTX) <
m. Darum existiert ein 5 # 0, fir das gilt:

(XTX)_ XTXB =048,
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also ist B nicht erwartungstreu. Es gilt sogar, dass alle Lésungen von
(4.8) keine erwartungstreuen Schétzer sind. Wenn wir den Erwartungs-
wert an (4.8) anwenden, so erhielten wir im Falle der Erwartungstreue:

VBER™: B=(X"X)XTXB+ (Ln— (XTX)(XTX))2, zeR™
= (Zn— (XTX)"(XTX)) (= 8) =0 Vz,8€R"
= (X'X) (X'X)(B-2)=B-2 Vz,BeR™

Da diese Gleichung nicht fur alle § € R™ gelten kann (siehe oben),
fiihrt die Annahme der Erwartungstreue zum Widerspruch.

3. Es gilt:

Cov (BZ,BJ) = Cov (((XTX)_XT Y>', ((XTX)_XTY> >

7 J
=A=(ak)

n n
= Cov (Z ik Yy, Z%ﬂﬁ)
k=1

=1

n n

Z a;a; Cov (Yk, Yl) = g2 Z ik = (UQAAT)' .
7/7‘7

k=1 k=1

=02-01

_ (UQ(XTX)—XTX ((XTX)_)T)i )

4.3.3 Erwartungstreu schitzbare Funktionen

Definition 4.3.8. Eine Linearkombination a'8 von f1,...,0m, a € R™
heifit (erwartungstreu) schatzbar, falls

JceR": E (cTY) =a'B,
das heifit, falls es einen linearen, erwartungstreuen Schétzer ¢'Y fiir a'f
gibt.

Satz 4.3.9. Die Funktion '3, a € R™ ist genau dann erwartungstreu
schitzbar, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

1. 3ceR": a' =c'X.
2. a erfiillt die Gleichung

o (XTX) XTX=a. (4.9)
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Beweis
1. ,= “ Falls a' § schitzbar, dann existiert ein d € R™ mit E (d"Y) =
a'B VB eR™. Also
' B=d'EY =d X8 = (aT - dTX) B=0, VBecR™
—a' =d'X,
setze ¢ = d, damit ist die erste Richtung bewiesen.
= E(Y)=c¢"EY =c¢'XB =a'p, also ist a' 3 erwartungs-
treu schatzbar.
2. ,= “: Falls a' B erwartungstreu schitzbar ist, dann gilt:

dT(XTX)XTx P LT X (xTx) X Tx = x T,

=X (Lemma 4.3.4)

Also ist (4.9) erfiillt.
pe=“TFallsa"(X'X)"XTX =a",danngilt mitc = (¢ " (X" X)"XT")T
nach Punkt 1, dass a' 3 schétzbar ist.

]

Bemerkung 4.3.10. Im Falle der Regression mit Rang (X) = m ist die
Gleichung (4.9) immer erfiillt, denn (X'X)™ = (X' X)~! und damit ist
a' B schitzbar fir alle a € R™.

Satz 4.3.11 (Beispiele schitzbarer Funktionen). Falls Rang (X) = r < m,
dann sind folgende Linearkombinationen von § schétzbar:

1. Die Koordinaten én: x;iB5, © = 1,...,n des Erwartungswertvektors
EY = Xp. o~
2. Beliebige Linearkombinationen schitzbarer Funktionen.
Beweis
1. Fihre die Bezeichnung Z; = (x;1,...,%im), ¢ = 1,...,n ein. Dann ist

m

~T .
Zwijﬁj =z, Vi=1,...,n,
J=1

XB = (Z1,79,....%,)" B.

Z;0 ist schétzbar, falls ; die Gleichung (4.9) erfillt, die fiir alle i =
1,...,n folgendermaflen in Matrixform dargestellt werden kann:

X (XTX)7 XTX =X,

was nach Lemma 4.3.4 Giltigkeit besitzt.
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2. Fiir ay,...,ax € R™ seien af 3, ... ,a,jﬁ schétzbare Funktionen. Fiir

k
alle A\ = (A1,..., M) € RF zeigen wir, dass 3. N\ - a8 = ATAB
i=1
schitzbar ist, wobei A = (a1,...,a;)'. Zu zeigen bleibt: b = (AT A)T
erfiillt (4.9), also
AA(XTx) xTx =24,
Diese Gleichung stimmt, weil o] (X' X)"X'X =aq/, i = 1,...,k.
Nach Satz 4.3.9, 2.) ist A" Aj schitzbar.
O

Satz 4.3.12 (Gauf-Markov). Es sei a' 8 eine schiitzbare Funktion, a € R™
im linearen Regressionsmodell Y = X + ¢ mit Rang (X) < m.

1. Der beste lineare erwartungstreue Schétzer (engl. BLUE - best linear
unbiased estimator) von a' B ist durch a5 gegeben, wobei

g=(x"x) x'y
ein MKQ-Schétzer fir 5 ist.
2. Var(a'B) = c?a" (X" X)"a.

Beweis Die Linearitit von a' f = a' (X" X)~X Y als Funktion von Y ist
klar. Zeigen wir die Erwartungstreue:

E(@'Bf)=a'Ef=a'(X"X)"X"Xp3
=" X(XTX)"X"Xp= gl)_(ﬁ =a'B VB eR™.

T

=X (Lemma 4.3.4) =a

Berechnen wir Var (a'3) (also beweisen wir Punkt 2), und zeigen, dass
sie minimal ist.

Var (a' B) = Var <Z ai6i> = Z a;aj - Cov (BZ,BJ>
i=1 ij=1
- atlz 4.95. T
= a' Cov (B) g BB (T 2 ((XTX)_XTX(XTX)_) a
T T
=00’ (XTX)7) XTX((XTX)7) a
—— ——
=(XTX)~ (XTX)~
Femma 134 1) 2 TXTX) XTX(XTX)"a

Sate 439 1) 2 T x (XTXO)XTX(XTX) X Te
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Jetzt zeigen wir, dass fiir einen beliebigen linearen, erwartungstreuen Schét-
zer b'Y von a' B gilt: Var (b'Y) > Var (a' ). Weil b'Y erwartungstreu ist,
gilt: E(b'Y) = a'B. Nach Satz 4.3.9 gilt: a' = b" X. Betrachten wir die
Varianz von

0 < Var (bTY - aTB)
— Var (bTY) — 2Cov (bTY, aTB) + Var (aTB)
=Var(b'Y)—20%" (X" X)"a+ %" (X"X)a
= Var (b7Y) = Var (a'5)
mit
Cov (b7Y,a"B) = Cov (b7Y,a"(XTX)"XTY) = 0% (X X)" X'b

=a

=2 (X" X)a.

Damit ist Var (bTY> > Var (aTB) und a' 3 ist ein bester, linearer, erwar-

tungstreuer Schitzer fiir a' 5. O
Bemerkung 4.3.13.

1. Falls Rang (X) = m, dann ist a " /3 der beste lineare, erwartungstreue
Schitzer fiir a' 3, a € R™.

2. Der Schitzer ' f = a' (XTX)"X"Y héngt nicht von der Wahl der
verallgemeinerten Inversen ab, wie im folgenden Satz gezeigt wird.

Satz 4.3.14. Der beste lineare, erwartungstreue Schétzer a' 3 fiir a' 3 ist
eindeutig bestimmt.

Beweis

Satz 4.3.9, 1.)

o' B=a"(XTX)" XY X(XTX)"XTY.

Wir zeigen, dass X (X " X)~X " nicht von der Wahl von (X T X)~ abhingt.
Zeigen wir, dass fiir beliebige verallgemeinerte Inverse A; und A von (X T X)
gilt: XA; X" = XA, X", Nach Lemma 4.3.4, 2.) gilt:

XA XTX =X =XAX"X.
Multiplizieren wir alle Teile der Gleichung mit A; X" von rechts:

XA XTXAXT=XA,XT=XA, X"XA,XT
\—,T—/ \T
=X =

Also ist XA X T = XA, X T, O
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4.3.4 Normalverteilte Storgrofien

Sei Y = X + ¢ ein lineares Regressionsmodell mit Rang (X) = r < m
und ¢ ~ N(0,02Z). Genauso wie in Abschnitt 4.2.3 kénnen Maximum-
Likelihood-Schétzer 8 und &2 fiir 8 und o2 hergeleitet werden. Und genauso
wie im Satz 4.2.7 kann gezeigt werden, dass

B=B=(X"X)"X"Y und
1 2

52 = — ‘Y - Xﬁ‘ .
n

Jetzt werden die Verteilungseigenschaften von 3 und &2 untersucht. Wir
beginnen mit der Erwartungstreue von 2. Wir zeigen, dass 62 nicht erwar-
tungstreu ist, dafiir ist aber der korrigierte Schétzer

2 1 n_ .2

= Y - XB]° = ——¢
n—r n—r

qQ

erwartungstreu.

Satz 4.3.15. Der Schitzer a2 ist erwartungstreu fiir o2.

Der Beweis des Satzes 4.3.15 folgt dem Beweis des Satzes 4.2.6, in dem B =
(XTX)7'XTY und 6% = —L_|Y — X3|? im Fall Rang (X) = m betrachtet
wurden. Somit ist die Aussage des Satzes 4.2.6 ein Spezialfall des Satzes
4.3.15. Fithren wir die Matrix D =Z — X(X ' X)~ X" ein.

Lemma 4.3.16. Fiir D gelten folgende Eigenschaften:
1. DT = D (Symmetrie),
2. D? = D (Idempotenz),
3. DX =0,

4. Spur (D) =n—r.

Beweis
1. Es gilt:
D' = (- X(XTX)*XT)T =T-X ((XTX)*)T X7
=7-X(X'"X)"X" =D,
weil ((X TX)~ ! auch eine verallgemeinerte Inverse von X "X ist

(vergleiche Lemma 4.3.4, 1.)).



KAPITEL 4. LINEARE REGRESSION 171

2. Es gilt:
2
D= (T-x(X"X)"X")
—ZT-2X(X"TX) " X"+ XX'X)"X"X(X"X)"Xx"'
=X (Lemma 4.3.4, 2.))
=7-X(X"X)"X" =D.

3. DX=X-XX'X)X'X =X-X=0.

=X (Lemma 4.3.4, 2.))

4. Es gilt:
Spur (D) = Spur (I) — Spur (X(XTX)_XT)
=n — Spur (X(XTX)_XT> .

Verwenden wir die Eigenschaft der symmetrischen idempotenten Ma-
trizen A aus der linearen Algebra, dass Spur (A) = Rang (A). Da
X(XTX)"XT symmetrisch und idempotent ist, geniigt es zu zeigen,
dass Rang (X(X"X)~XT") =r. Nach Lemma 4.3.4 2.) gilt:

Rang (X) =7 = Rang (X(X' X)X X)
< min {Rang (X(X"X)"XT"), Rang (X) }
———

=T

< Rang (X(X'X)"X") < Rang (X) =7
— Rang (X(XTX)—XT) —
= Spur (X(XTX)fXT) =r.

O
Beweis des Satzes 4.3.15 Mit Hilfe des Lemmas 4.3.16 bekommt man
1 2 1 2 1
= —— Y- XB[ = — [y - X(XTX)XTY| = DY |?
n—r n—r n—r
1 2 1 1
= ’DXB + DE’ = — |DeP=———<" D'De= e' De.
n—r 26/ n—r n—r _?g) n—r

Deshalb gilt:

1 1 1
_9 T _ T _ _ T
Ege = 7n—rE (5 Ds) = n_rESpur (8 De) = n_TSpur (D E(se ))
03T
o?
= -Spur (D) = o2 nach Lemma 4.3.16, 4.), weil Eee | = ¢%Z
n—r

wegen € ~ N(0,0%Z).
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Satz 4.3.17. Es gelten folgende Verteilungseigenschaften:

1.B~N ((XTX)XTXB, 2(XTX)"(XTX) ((XTX))T),

2. (n—r)T

A~ X
3. B und & sind unabhingig.
Beweis
1. Es gilt:
B=XTX)"XTY = XTX)"XT(XB+¢)
=(X"X)X'XB+(X"X)"X ¢
=p =A

und mit der Definition von N (-, -) bekommt man
B~N (ﬂ, UQAAT)
=N ((XTX)" XX, (X X) " XTX(XTX))T)
mit AAT = (XTX)"XTX((XTx)")T

2. Es gilt 32 = ——¢ " De aus dem Beweis des Satzes 4.3.15. Deshalb

n—r
(n —1r)a> € TD €\ (Satz 4.1.25) o
T2 \o o ~ Xoer
——
~N(0,T)

3. Betrachten wir Ae und e " De. Es geniigt zu zeigen, dass sie unabhéngig
sind, um die Unabhéngigkeit von § und @ zu beweisen, weil 8 =
p+ Ae, 52 = LeT De. Es gilt: A-02Z-D = 0. Nach Satz 4.1.26 sind
dann Ae und " De unabhingig.

O

4.3.5 Hypothesentests

Betrachten wir die Hypothesen Hy : HS = d vs. Hy : HB # d, wobei H eine
(s x m)-Matrix (s < m) mit Rang (H) = s ist, und d € R®.
Im Satz 4.2.14 haben wir im Fall Rang (X) = r = m folgende Testgrofle
dafiir betrachtet:

(HB — )T (H(XTX)" H )" (1B — d) 1)

T = ~9 ~ Fs,n—m-
SO
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Im allgemeinen Fall betrachten wir

(HB —d)" (H(XTX)"HT")"'(HB - d)

T= . .

(4.10)

SO
H
Wir wollen zeigen, dass T' (Ho) Fs p—r. Dann wird Hy verworfen, falls 7' >
Fsn—r1—a- Dies ist ein Test zum Niveau o € (0, 1).

Definition 4.3.18. Die Hypothese Hy : HB = d heifit testbar, falls alle
Koordinaten des Vektors Hf schitzbare Funktionen sind.

Satz 4.3.9 gibt Bedingungen an H an, unter denen Hy : Hf3 = d testbar ist.
Diese werden im folgendem Lemma formuliert:

Lemma 4.3.19. Die Hypothese Hy : Hf3 = d ist testbar genau dann, wenn
1. 3(s x n)-Matrix C : H = CX, oder
2. HX"X)"X'TX =H.

Wir zeigen, dass die Testgrofie 7' in (4.10) wohldefiniert ist, das heifit, die
(s x s)-Matrix H(X " X)~H' positiv definit und damit invertierbar ist. Aus
Z. 0
0 0
Matrix P, die invertierbar und symmetrisch ist. Deshalb gilt

Folgerung 4.3.3 haben wir X' X = P! P! fiir eine (m x m)-

7. 0
xX'x)"=p-| 7 P=P-P
0 Imfr

das heiBt, dass es eine eindeutige verallgemeinerte Inverse von X ' X mit
dieser Darstellung gibt. Daraus folgt, dass die (s x s)-Matrix HPPH ' =
(PHT)T-PHT positiv definit ist, weil Rang (PH ") = 5. Sei nun (X ' X)~ ei-
ne beliebige verallgemeinerte Inverse von X ' X. Dann ist mit Lemma 4.3.19

HX'X)"H' =CX(X'X)"X'C"=CXPPX'C" = HPPH",

denn X(XTX)~XT ist invariant beziiglich der Wahl von (X' X)~, laut
Beweis des Satzes 4.3.14. Also ist H (X TX>_H T positiv definit fiir ei-

ne beliebige verallgemeinerte Inverse (X X )_ und die Testgrofle T somit
wohldefiniert.

)

Satz 4.3.20. Falls Hy : Hf = d testbar ist, dann gilt T’ (Ho Fspnr.
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Beweis Ahnlich, wie in Satz 4.2.14 gilt
HB—-d=HX"X)"X"(XB+e)—d
—HX"X)"X'"Xg-d+H(X"X)"X"e.

=p =B

H
Zeigen wir, dass u (Ho) 0.

(Lemma 4.3.19) C . X(XTX)_XTX B—-d=CXp—-d=Hp—d (Ho) 0.

=X (Lemma 4.3.4, 2.))

— -1 —
Nach Satz 4.3.17 sind (HB — d)T (H(X"X)~H") ~ (HB - d) und s - 52
(n—r)a?

o~ X2_,. Also bleibt nur noch zu zeigen, dass

unabhéngig,

- T - -1/ = (Ho)
(HBT;Td) (H(XTx)"HT) (HBB—Ed) ~ 32

Es gilt
TRT Tyyv=prT) !
"B (H(X"X)"H")  Be

=’ X ((XTX)*)T el (H(XTX)*HT)_1 HX X)X e

A
Man kann leicht zeigen, dass A symmetrisch, idempotent und Rang (A) = s
ist. Zeigen wir zum Beispiel die Idempotenz:
T -1 T
A= x((X"X)7) H'(HX'X)"H") BHX'X) XX ((X X)) H

H (Lemma 4.3.19, 2.))

: (H(XTX)_HT)A HX'X) X"
=X ((XTX)*)T il (H(XTX)*HT)_I HXTX) X' =4,

-
weil ((X X )_) auch eine verallgemeinerte Inverse von X ' X ist (nach
Lemma 4.3.4). Somit hingt auch H(X ' X)"H" = CX(X"X)~X"C" nicht
von der Wahl von (X " X)~ ab, vgl. den Beweis des Satzes 4.3.14. Nach Satz
4.1.25 ist %A% ~ X2, wegen ¢ ~ N(0,027) und somit T % Fopr. O

4.3.6 Konfidenzbereiche

Ahnlich wie in Abschnitt 4.2.5 werden wir Konfidenzbereiche fiir unter-
schiedliche Funktionen vom Parametervektor § angeben. Aus dem Satz
4.3.20 ergibt sich unmittelbar folgender Konfidenzbereich zum Niveau 1 —
aec(0,1):
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Folgerung 4.3.21. Sei Y = X3 + ¢ ein multivariates Regressionsmodell
mit Rang (X) = r < m, H eine (s x m)-Matrix mit Rang (H) = s, s €
{1,...,m} und Hy : HB = d testbar ¥d € R®. Dann ist

(HB - d)T (H(XTX)*HT)A (HB ~ d)

5.2

deR’: < Fs,n—r,l—a

ein Konfidenzbereich fir HS zum Niveau 1 — .

Folgerung 4.3.22. Sei h' 3 eine schitzbare lineare Funktion von 3, h € R™.
Dann ist

(hT/B - tn—r, 1-—a/2" E\/ hT (XTX)_h7 hTB + tn—r, 1-a/2" E\/ hT (XTX)_h’)

ein Konfidenzintervall fiir A" 8 zum Niveau 1 — a.
Beweis Setzen wir s =1 und H = h'. Aus Satz 4.3.20 folgt

(hTB - d)T (hT(XTX)—h) - (hTB - d) - (hTB - d) (hTB - d)

= 52 TR GT(XTX)h)

(h7B - d)2
T2 (T (XTX)h)

~ Fl,n—r

unter der Voraussetzung h' S = d, weil h" (X X ) " h eindimensional (eine
Zahl) ist. Deshalb gilt

h'B—h'p

Vi=_NB-h P

7\ /W (XTX)"h

~ tn—’r

und somit
P (_tn—r,l—a/Q < \/T < tn—r,l—a/?) =1l-a
Daraus folgt das obige Konfidenzintervall. O

Man kann sogar eine stirkere Version von 4.3.22 beweisen, die fiir alle h aus
einem linearen Unterraum gilt:

Satz 4.3.23 (Konfidenzband von Scheffé). Sei H = (hy,...,hs)" wobei
hi,...,hs € R™ 1 < s < m und Hy : HS = d testbar Vd € R®. Sei

Rang (H) = s und £ =< hy,...,hs > der lineare Unterraum, der von den
Vektoren hy, ..., hs aufgespannt wird. Dann gilt:
N2
(73-473)
P | max <sFspri—a|=1—-«

hel | o2hT(XTX)~h
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Somit ist

KB+ \[sFunria- 0y hT(XTX)—h}

ein (gleichmiBiges bzgl. h € £) Konfidenzintervall fiir T 3.

Beweis Setze
Ty = (HB - Hﬁ)T (H(XTX)_HT)A (HB - Hﬁ) ,
dann folgt aus Satz 4.3.20 fiir alle o € (0, 1):
P(Ty<s5:0%Fonria) =1-a.

Falls wir zeigen konnen, dass

Ty = max (:L‘T (HB _ H6>)2

4.11
z€R®, z£0 xl (H(XTX)_HT)x ’ ( )

dann ist der Satz bewiesen, denn

l-—a= P(Tl < SEQFs,nfr,lfa)
—
t

(o (13 m3))

—p =
xe%lj}i{#o T (HXTX)"HN)z [~ t
. 2
((H72)T5 — (HT0)"5)
5 <t
veknz0 | (H o) (XTX)~(HTz) [~
. 2
B h'B—n'p
H'z=heL P | max ( ) < SEQFs,n—r,l—a

hel | hT(XTX)"h

Also, zeigen wir die Giiltigkeit von (4.11). Es gentigt zu zeigen, dass T die
obere Schranke von

(a7 (1B — 1))’
T (HXTX)"H")x

darstellt, die auch angenommen wird. Da H(X " X)~"H " positiv definit ist
und invertierbar, existiert eine invertierbare (s x s)-Matrix B mit der Ei-
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genschaft BB = H(X"X)"H'. Dann gilt
Tya 2_ (T -1 g7 2
(«"(HB-1p)) = (& B -B(HB- HP))
(BTm)T
C.S. _
< |B'af-|B~N(HB — HB)!
— T _
=2 BBz (Hﬂ - Hﬁ) (B "Y' B YHB - HB)
—_———
— (BT)—IB—I — (BBT)—I
_ T -1 _
=2 H(X"X)"H'z- (HB - HB) (H(X'X)"H') (HB - Hp).
Somit gilt

(" (5 - Hp))’
T (HXTX)"HN)z

< (HB - Hp) T(H(XTX)*HT) _I(HB - Hp)

=1Ti.

-1,
Fir x = (H(XTX)_HT) (HB — Hﬁ) kann man leicht priifen, dass diese
Schranke angenommen wird. O

4.3.7 Einfiihrung in die Varianzanalyse

In diesem Abschnitt geben wir ein Beispiel fiir die Verwendung linearer
Modelle mit Design-Matrix, die keinen vollen Rang besitzt. Dabei handelt es
sich um die Aussage der Variabilitdt der Erwartungswerte in der Stichprobe
Y = (Y1,...,Y,) T, die auf englisch analysis of variance, kurz ANOVA, heifit.
Spéter werden wir auch denselben Begriff Varianzanalyse dafiir verwenden.
Betrachten wir zunédchst die einfaktorielle Varianzanalyse, bei der man da-
von ausgeht, dass die Stichprobe (Y7,...,Y,) in k& homogene Teilklassen
(Yij, g=1,...,n;),i=1,...,k zerlegbar ist, mit den Eigenschaften:

1E(Y7;J):,ulz,u+al, j=1....n;, 1=1,... k.
k k

2.m;>1, i=1,...,k > mni=n, > na =0.
i=1 i=1

Dabei ist p ein Faktor, der allen Klassen gemeinsam ist, und «; verkorpert
die klassenspezifischen Differenzen zwischen den Erwartungswerten p1, .. ., tik.
Die Nummer ¢ = 1,...,k der Klassen wird als Stufe eines Finflussfaktors
(zum Beispiel die Dosis eines Medikaments in einer klinischen Studie) und
o, 1 = 1,...,k als Effekt der i-ten Stufe gedeutet. Die Nebenbedingung

k
> nia; = 0 bewirkt, dass die Umrechnung (uq, ..., pug) <— (1, @1, ..., )
i=1
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k n;
eindeutig wird und dass p = % >, > EYj;. Es wird vorausgesetzt, dass p;
i=1j=1
mit unkorrelierten Mef}fehlern ¢;; gemessen werden kann, das heift

Yij:,ui—l—sij:,u—l—ai—i—sij, i=1,....k, j=1,...,n4 (412)
Eei; =0, Vare;; = o2, g;; unkorreliert, t = 1,...,k, j =1,...,n,.
(4.13)

Es soll die klassische ANOVA-Hypothese getestet werden, dass keine Varia-
bilitdt in den Erwartungswerten u; auffindbar ist:

Ho: p=p2=...= g,
was bedeutet, dass
Hy: aj=ay=...=q.

Aus der Nebenbedingung

k
Z n;o; = 0.
=1

folgt: a; =0
Die Problemstellung (4.12) kann in der Form der multivariaten linearen
Regression folgendermaflen umgeschrieben werden:

Y =XB+e, wobei Y = (Yi1,.. ., Yiny, Yats - Yong, oo Yats oo o5 Yim,) |
B: (/.L,Oq,...,()ék)—r,

ez(511,...,€1n1,...,5k1,...,sknk)T,
11 0 ... ... 0
11 0 ... ... 0
n
1 1 0 0
1 0 1 0 0
X = n9
1o 1 0 ..o/
1 0 0 1 }nk
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Die (n x (k4 1))-Matrix X hat den Rang k < m = k + 1, somit ist die
Theorie von Abschnitt 4.3 auf dieses Modell komplett anwendbar.

Ubungsaufgabe 4.3.24. Zeigen Sie, dass die ANOVA-Hypothese

H02 Oéi:(), Vizl,...,k}

nicht testbar ist!

Um eine dquivalente testbare Hypothese aufzustellen, benutzt man

H()I 041—052:0,...,051—Oék:0 bzw. H(): HBIO

fir die (k — 1) x (k 4+ 1)-Matrix

01 -1 0 ... O
01 0 -1 ... 0
H =
01 0 -1 0
01 0 0 -1
(Zeigen Sie es!)
Bei der zweifaktoriellen Varianzanalyse wird die Stichprobe (Y,...,Y},) in

Abhéngigkeit von 2 Faktoren in kj - k3 homogene Gruppen aufgeteilt:

Yiisjs J=1,-0 3 Niyiy
firigy =1,...,k1, 10 =1,..., ko, sodass
k1 ke
> Y nas =
i1=14dp=1

Hier wird angenommen, dass
E}/higj = Wiyig = ,U,+Oé“ +ﬁ12 +7’i1i27 /il = 17 ce. 7k17 /i2 = 17 .. ‘7k27
somit stellt man folgendes lineares Modell auf:

Yiviag = Hivis F €iving = M+ iy + Biy + Yiris + Eiriag
j:1,...,ni1i2,i1:1,...,k1,i2:1,...,k2.

Ubungsaufgabe 4.3.25. Schreiben Sie die Design-Matrix X fiir diesen Fall
explizit auf! Zeigen Sie, dass sie wieder keinen vollen Rang besitzt.



Kapitel 5

Verallgemeinerte lineare
Modelle

Eine andere Klasse von Regressionsmodellen erlaubt einerseits einen belie-
bigen funktionellen Zusammenhang g zwischen dem Mittelwert der Ziel-
variablen EY; und dem linearen Teil X3, der aus linearen Kombinatio-
nen der Eintrdge der Designmatrix X = (x;;) und des Parametervektors
B=(B1,...,Bm)" besteht; andererseits lisst sie andere Verteilungen von Y;
zu, die nicht notwendigerweise auf der Normalverteilung (und Funktionen
davon) basieren. So ist es moglich, Daten Y; zu betrachten, die eine endliche
Anzahl von Ausprdgungen haben (z.B. ,Ja“ und ,Nein“ in 6konomischen
Meinungsumfragen). Die Klasse aller moglichen Verteilungen wird durch die
sog. Exponentialfamilie begrenzt, die wir in Kiirze einfithren werden.

Sei Y7,...,Y, eine Zufallsstichprobe der Zielvariablen des Modells und sei

die Designmatrix der Ausgangsvariablen, die hier nicht zufillig sind.
Definition 5.1. Das verallgemeinerte lineare Modell ist gegeben durch

(9(EYY),...,g(EY,)) = X3 mit 8= (B1,....0m)" (5.1)

wobei g : G C R — R die sog. Linkfunktion mit dem Definitionsbereich G
ist. Der Rang (X) = m.

Unter der Annahme, dass g explizit bekannt ist, soll hier der Parameter-
vektor 8 aus (Y1,...,Y,,) geschétzt werden. Wir setzen voraus, dass Y; ,i =
1,...,n, unabhéingig, aber nicht unbedingt identisch verteilt sind. Ihre Ver-
teilung gehort jedoch zur folgenden Klasse von Verteilungen:

180
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5.1 Exponentialfamilie von Verteilungen

Definition 5.1.1. Die Verteilung einer Zufallsvariable Y gehort zur Expo-
nentialfamilie, falls es Funktionen a : R x Ry — R und b: © — R gibt, fiir
die

e im absolutstetigen Fall die Dichte von Y gegeben ist durch
1
Jow) = exp{ 5 (W0 +aly,7) = b))}, yeR  (52)
e im diskreten Fall die Zéahldichte von Y gegeben ist durch

Py(Y =y) =exp{ 20+ aly.7) - bO)fyeC  (53)

wobei C' der (héchstens) abzihlbare Wertebereich von Y, 72 der sog.
Storparameter, § € © C R ein Parameter und

0= {GGR /exp M}dy<oo}

bzw. im diskreten Fall:

0= {QER Zexp{w}<oo}

yeC

der natiirliche Parameterraum ist, der mindestens zwei verschiedene
Elemente enthélt.

Lemma 5.1.2. O ist ein Intervall.

Beweis Zeigen wir, dass © C R konvex ist. Dann ist es notwendigerwei-
se ein (moglicherweise undendliches) Intervall. Fiir beliebige 61, 62 € ©
(mindestens ein solches Paar gibt es nach Definition 5.1.1) zeigen wir, dass
aby + (1 — )by € O fiir alle « € (0,1). Nehmen wir an, dass die Verteilung
von Y absolut stetig ist. Da 6; € O, es gilt

1 .
/Rexp{ﬂ(yéi—i—a(yﬁ))}dy<oo, i=1,2.
Durch die offensichtliche Ungleichung

azy + (1 — a)re < max{xi,z2}, z1,22 € R «a€(0,1)

erhalten wir
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exp {712 (y(aty + (1~ a)b2) +aly. 7)) }

= exp {a7_12(y91 +aly,m) +(1-a)5 (y@g +aly, ))}
< maxexp {:2 (y@i + a(y, T))}

{0 con 3 )

so dass

/Rexp {:Z(y(ozél + (1 —a)bs) + a(y,T)) } dy
<Z/exp{ y0; + a(y, ))}dy

< 0

nach Voraussetzungen des Lemmas.

= af + (1 - 04)92 €0,
und © ist ein Intervall. ]

Beispiel 5.1.3. Welche Verteilungen gehoren zur Exponentialfamilie?

1. Normalverteilung: Falls Y ~ N (i1, 0%), dann ist der Erwartungswert
p der uns interessierende Parameter, o2 ist dagegen der Stérparameter.

Es gilt:
1 (y=m)?
Tuly) = e 207
wW) =

2
% (y,u, — %5 - (% + %210g(27702)>) }
so dass 0 = u, T = o,
2 42 9
aly,7) = —% -5 log(2mo?) und  b(u) = b(6) = % _

2. Bernoulli-Verteilung: Y ~ Bernoulli(p), p € [0;1]

Sie wird etwa im Falle von Meinungsumfragen in der Marktforschung
verwendet, in denen
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1, falls die Antwort ,,ja“
= { ) 1aTS CUE AIBWOTL »J8° o uf eine Frage der Enquete gege-

0, falls die Antwort ,nein“
ben wurde.

Dabei ist die Wahrscheinlichkeit P(Y = 1) =p, P(Y =0) =1 —p.
Dann gilt fiir y € {0,1}:

Py(Y = y) = p¥(1 — p)'~¥ = evloer+(1-y)log(1-p)

— oYlos 75— (= log(1-p))

Somit gehort die Bernoulli-Verteilung zur Exponentialfamilie mit

P =1, a(y,7) =0, b)) =—log(l—p) = log(1+e’).

9:10?,1 ; ;
-p

3. Poisson-Verteilung: Falls Y ~ Poisson(\), A > 0, dann gilt fir y €

No
Pg(y = y) = 6_)\ . ﬁ — eyIOg)‘_lOg(y!)_)‘
y!
Somit gehort die Poisson-Verteilung zur Exponentialfamilie mit 6 =
log A\, 7 =1,

aly,7) = —log(y!), b)) =1=¢".

Lemma 5.1.4. Falls die Verteilung von Y zur Exponentialfamilie gehort,
EY? < oo und b : © — R zweimal stetig differenzierbar ist mit b”(8) > 0 fiir
alle § € ©, dann gilt

EY =b'(0), VarY =720"(0) .
Beweis

1. Fiithren wir den Beweis fiir den Fall der absolut stetigen Verteilung
von Y. Der diskrete Fall lasst sich analog behandeln, wenn man das
[-Zeichen durch )" ersetzt. Es gilt
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EY:/Ryfe(y)dyz/RyeXp{T y9+a(y,7)—b(9))}dy

_ 0 1
_ .2 _
—e -2 .7 RaHexp{T2 y@—i—a(y,r))}dy

_ d 1
f— . 27 E—
—e <2 .7 50 Rexp{T2 (y9+a(y,7')>}dy

e L9 (e 1
=e 2.7 89<GT2 /Rexp{ﬂ(ye—ka(ym)—b(@))}dy)

Jz foy)dy=1
_b b(6) _b®) b(9) ve
=e 2 7_2£ (672>—e 72 -7‘27( )672 :b’(ﬁ)

72

2. Es bleibt noch zu zeigen:

Ubungsaufgabe 5.1.5. Beweisen Sie die Formel (analog zu 1)

VarY = 720" (6).

5.2 Linkfunktion

Die Zielgroflen Y;, i = 1,...,n seien also unabhéngig verteilt mit einer Ver-
teilung, die zur Exponetialfamilie gehért und einer (Zahl)Dichte wie in (5.2)
bzw. (5.3). Setzen wir voraus, dass b: © — R zweimal stetig differenzierbar
ist mit ”(#) > 0 fiir alle # € O. Sei ein verallgemeinertes lineares Modell
(3.0.1) gegeben.

Definition 5.2.1. (Natiirliche Linkfunktion) Die Linkfunktion g : G — R
heifit natiirlich, falls g = (b')~%, G = {¥/(0) : § € ©} und g zweimal stetig
differenzierbar ist mit ¢'(x) # 0 fiir alle x € G.

Die Frage, warum die natiirliche Linkfunktion so heifit, beantwortet folgen-
des Lemma:

Lemma 5.2.2. Falls das verallgemeinerte lineare Modell (5.1) die natiirli-
che Linkfunktion besitzt, dann gilt (61,...,60,)" = XB.

Beweis Wegen b”(6) > 0 ist b/(f) monoton steigend, also invertierbar. Fiih-
ren wir folgende Bezeichnungen ein:
)T

T .
MZ:E}/;a nl:xzﬁ? x’i:(xila"'al‘im ’ 7’:17"%”‘
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Da g invertierbar ist, gilt

Hi = gil(a%T/B) = 971(771‘), i=1,...,n.
Andererseits folgt u; = b'(6;) aus Lemma 5.1.4, so dass
b/(ez) — g_l(’rh) Deﬁniti:on 5.2.1 b/(’]’h)7 Z _ 1’ . 7n.

Wegen der Monotonie von b’ folgt die Behauptung 6; =n;i =1,...,n. [

Beispiel 5.2.3. Berechnen wir die natiirlichen Linkfunktionen fiir die Ver-
teilungen von Beispiel 5.1.3.

1. Normalverteilung: da b(u) = “72, gilt

b (z) = 2; =z und somit g(z) = (V') 1(z) =z

Die natiirliche Linkfunktion ist g(z) = x, somit gilt hier
(i1, pim) | = (EYy,...,EY,)" = X5
Das ist genau der Fall der linearen Regression.

2. Bernoulli-Verteilung: da b(#) = log(1 + ¢?), gilt

b/ _ T __
(z) e Y
- 1 =
e*m—kl_y
S-——1=e"
Yy
&= —log _yzlog i
Y -y
= g(z) = (V) H(z) =1
9(z) = ()" (2) = log T—

Das verallgemeinerte lineare Regressionsmodell im Falle der Bernoulli-
Verteilung wird bindre (kategoriale) Regression genannt. Falls sie mit
der natiirlichen Linkfunktion verwendet wird, nennt man sie logistische
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Regression. In diesem Fall gilt

(p1,-..,pn) = (EYq,...,EY,)"

Qizloglpi':xjﬁ, i=1,...,n
— Di
P ——
1 —pi
= = eei
Pi= e
exiTB 1
< Di 1_'_695;'—6 1= 1, , N
Das Verhéltnis
Di P(Y; =1)

1
I—pi P(Y;=0)
wird in der englischsprachigen Literatur Odd genannt. Der Logarith-
mus des Odds heiflt Logit:
Di
1—p;’

log i=1,....n

Logits sind also hier ,neue Zielvariablen®“, die durch Linearkombina-
tionen z, 3 geschiitzt werden.

Eine alternative Linkfunktion, die oft benutzt wird, ist g(z) = ®~!(z),
die Quantilfunktion der Normalverteilung. Sie ist keine natiirliche Link-
funktion. Mit ihrer Hilfe bekommt man das sog. Probit-Modell:

pi=®(x/B), i=1,...,n
. Poisson-Verteilung: da b(f) = ¢, ist in diesem Fall
g(z) = ()"} (z) =logz, x>0

die natiirliche Linkfunktion. Somit hat das verallgemeinerte lineare
Modell mit der natiirlichen Linkfunktion folgende Darstellung

(log)\l,...,log)\n)T:Xﬁ oder /\i:ex;ﬁ,izl,...,n

5.3 Maximum-Likelihood-Schitzung von [

Da die (Z&hl)Dichte von Y; die Gestalt

exp {T%(y@ +aly, ) — b(9,))}
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hat und Y; unabhéngig sind, kann man die Log-Likelihood-Funktion der
Stichprobe Y = (Y1, ...,Y},) in folgender Form aufschreiben:

o8 L(Y,0) =log [[ f0.(%) = 5 3" (Yt +a(vir) ~b(6)) (5.4
i=1 =1

Aus dem Beweis des Lemmas 3.2.1 folgt, dass
0i=)"g (= B))i=1,....,n (5.5)

was bedeutet, dass die Funktion log L(Y, #) eine Funktion von Parameter g
ist. In der Zukunft schreiben wir log L(Y, §), um diese Tatsache zu unter-
streichen. Unser Ziel ist es, den Maximum-Likelihood-Schétzer A fiir B zu
berechnen:

A

B = argmax log L(Y, 3)
B

Dafiir wird die notwendige Bedingung des Extremums

dlog L(Y, B)
0B

untersucht. Verwenden wir folgende Bezeichnungen:

=0=1,...,m

_ dlog L(Y, )

Ui(B) a5;

1=1,...,m

Definition 5.3.1.
1. Die Matrix I(8) = (1;;(8)){"=1 heiBt Fisher-Informationsmatriz.
2. Fiihren wir die sog. Hesse-Matriz W () als zufillige Matrix

2
~ 03,08

ein. Diese (m x m)-Matrix enthélt die partiellen Ableitungen 2. Ord-
nung der Log-Likelihood-Funktion, die fiir die numerische Losung der
Maximierungsaufgabe

W(B) = (Wi;(8))i5=1 mit  Wi;(5) log L(Y, 5)

log L(Y, B) — mﬁax

von Bedeutung sein werden.
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Satz 5.3.2. Man kann zeigen, dass U(5) und I(3) folgende explizite Form
haben:

1. Es gilt
Agt(mi) 1
Tii Y i 3 =1, ,m
Z 3 (i =P =5, o, o2(B)’
2. Es gilt
5)_Zn: (99 (m) P 1
k _i:1$1]xlk‘ 87’]1 0_12(5)]7 =L...,m,

wobei n; = ] B, ui(8) = g7 (z; B) der Erwartungswert von Y; und
Lemma 5.1.4 5.5) _ _ .
o2() Femma 54 2y O 2 ()L (gY@l B))), i =1, n

die Varianz von Yj ist.
Beweis

1. Fiithren wir die Bezeichnung

1
1;(B) = ) (Yi0; + a (Y, 7) = b(6;)), i=1,...,n ein.

Somit gilt

i ol .
3 5g R (B
Durch die mehrfache Anwendung der Kettenregel ergibt sich

ali(ﬁ)_311(6)‘697;‘8!%‘0771- 1=1 n =1 m
o8, — 00; Ou; Om 0B’ Tt = e

Da
859121@ - %(Y - v/(6) Lemma““: (Yi — (),
(o) - (we)”
-1
— (b//(ei))_l Lemma 5.1.4 (O’i(f)) _ 8127-(2,6)
und
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wegen p1; = BY; = g~ (n;),
on; i a(xiTﬁ) i=1

— = Tij, , 1, = 17 ,m,
aﬁj aﬁj J J
bekommen wir
2 89_1(771)
U; i (Y — i .
J (/8 7_2 ZZI ] i (/8)) O_ZQ(ﬁ) am
g '(m) 1

2. Fur alleé,j =1,...,m gilt:

1i;(8) = E(Us(B)U;(B))

2 Og~'(mk) g~ (m) 1
= xrixy; Cov (Y, Y7) -
g—:l ’ IJT(% o Oy oi(B)of(B)
k9%

2 o9 )\ 1
_’szjlxkiarkj( O, ) 20"
0

Bemerkung 5.3.3. Im Falle der natiirlichen Linkfunktion vereinfachen sich
die obigen Gleichungen. So sieht die Log-Likelihood-Funktion folgenderma-

Ben aus:
log L(Y, B) = f: (Vie! B+ a(y;,7) = b(z] B)).

Da in diesem Fall g=1(n;) = b'(n;)n; = 2/ B =0;  gilt

ag_l(ni) i Lemma312 1 2
o = b"(6:) —0i (5)

und somit

1 n
_ ﬁz% (¥ — () = 1......m

jk 4 mewzkg J?k =1,.
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Satz 5.3.4. Es gilt

p) = ;xijm (( Y — ui(ﬁ))w - u?%%ﬁ))],k =1,...,m

dg~ (m) 1 (W) og T (m)
;i und vy; = 2 9P ,

1i(B) =EY;, o7(B) = VarY;, n; =z .

Beweis Fiir beliebige j, k= 1,...,m gilt

Uy =

1=1,...,n,

0 Satz 532 O - dg~! i 1
Wik(8) = 5 Ui (9) ™2 05 (4 = ) 2 (2
=1

om; 01-2(5)
- 9 (997t (nm) 1
; ( i = 1B g5, ( O 02(5))

(2

gt m) 1 8/%
oni  o2(p aﬁk

¥ — ey 2 (T ( ) ()~ 0 g71) (m:)
(m(Yz “1(6))85;6( 2b”(( N=1(g~1(n ))) )

_(39‘1(7%))2 1 x)
an; 28)" "

n

=1

g,
*ixwxzk ((Y;—,U,Z(,B))I/Z—U? 21 )7
=1 o7 (B)
wobei
69_1(771) ]- Lcmnﬁ 5.1.4 ab/(el) i 1
anl O-ZQ (/6) und Sz;z 5.3.2 6772 7'2 b”(@z)
o) 90,1 1 108
- 891 877@‘ 7'2 b”(@i) - 7'2 (97]2‘
und

0 <8g‘1(m)_ 1 ) 1.0%; O m==]8 1 0%,

o8\~ om oXB)) " To om. . o M
dabei ist
wi(B)
-1 —1 -1
09— (m) _ 99 (m) Omi _ 09— (m)
0By on; 0Bk on; ’

und 6; = (V) Log (), i=1,...,n. O
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Fiir verallgemeinerte lineare Modelle mit natiirlichen Linkfunktionen gilt
insbesondere

1 n
W(B)=-I1(8) = i > wijzino; (B) (5.6)

i=1
weil in diesem Fall v; = 0 fiir allei = 1,...,n. W(/3) ist also deterministisch.
Tatsdchlich ist nach Lemma 5.2.2 6, = m;rﬁ = 1n; und somit 8;779_; = 0,

1=1,...,n.
Aus Bemerkung 5.3.3 auferdem: u? = Zro(8).

Beispiel 5.3.5. Wie sehen U(5),I(8) und W(p) fiir unsere Modelle aus
Beispiel 2.6.2 (natiirliche Linkfunktionen) aus?

1. Normalverteilung: dieser Fall entspricht der iiblichen multivariaten
linearen Regression mit normalverteilten Storgrofien. In diesem Fall
gilt p=XgB, 72 =02

Aus Bemerkung 5.3.3 folgt
1

U(B) = XY - XP)
1) = EUAB) - Uy(A), = XX
W(8) = ~1(5)

2. Logistische Regression: hier gilt 72 = 1, u; = p;, 02 = pi(1 — i),
i=1,...,n, p; € (0,1) und somit

UB)=X"(Y -p)
I(B) = X "diag(p;(1 — pi)) X

W(B)=—-I(B)
wobei p = (p1,...,pn) .
3. Poisson-Regression: es gilt 72 =1, pu; = \; = 01»2, i=1,...,n und
somit

UB)=X"(Y =)
1(B) = X "diag(\i)X
W(B) = —1(B)

wobei A = (Ag,..., )"
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Wann ist die Losung des Gleichungssystems U(/3) = 0 auch ein Maximum-
Punkt der Funktion log L(Y, 3)7

Mit anderen Worten: Wann existiert der ML-Schétzer 3 von 3, der eindeutig
bestimmt ist?

A

B = argmax log L(Y, 3)
B

An der hinreichenden Bedingung eines Maximums folgt, dass die Hesse-
Matrix W (/) negativ definit sein muss. Betrachten wir den Spezialfall der
natiirlichen Linkfunktion. Dann gilt nach Bemerkung 5.3.3:

o Das Gleichungssystem U(8) = 0 schreibt sich U(8) = T%X Ny —
#(B)) =0

« Die Matrix W (8) = — 4 X "diag(c?(83))X ist negativ definit, falls zu-
sétzlich
rg(X) =mund 0 < 02(3) < oo fiir alle i = 1,...,n.

Unter diesen Bedingungen existiert also ein eindeutiger ML-Schétzer
B fir 5.
Geben wir jetzt Verfahren an, die das (im Allgemeinen nicht lineare) Glei-

chungssystem U(f) = 0 numerisch 16sen. Diese Ansétze sind iterativ, d.h.
sie ndhern sich schrittweise dem ML-Schétzer g an.

Newton-Verfahren Wihle einen geeigneten Startwert 5’0 € R™. Im
Schritt k4 1, berechne §y.1 aus B, £ =0,1,... auf folgende Art und
Weise:

o Nimm die Taylor-Entwicklung von U () bis zur ersten Ordnung
an der Stelle B, : U(B) ~ U(By) + W (B:) (8 — Br).

e Setze sie gleich Null: U(Sx) + W (B31)(8 — Br) = 0

e Die Losung dieses Gleichungssystems ist Bk+1 :

Brar = B =W Br) - U(Br)k =0,1,2,...

vorausgesetzt, dass W(Bk) invertierbar ist.

Breche den Iterationsprozess ab, sobald | Bk+1 — 3;4 < ¢ fiir eine vor-
gegebene Genauigkeit § > 0 ist.

Das Konvergenzverhalten dieses Verfahrens hiangt entscheidend von der Wahl
von Bo ab, fiir dessen Konvergenz Bg nah genug bei B liegen muss. Ein wei-
terer Nachteil dieses Verfahrens ist, dass die zufillige Matrix W () unter
Umsténden nicht invertierbar ist. Deswegen schlagen wir jetzt eine Modifi-
kation des Newton-Verfahrens vor, bei der W () durch den Erwartungswert

EW(B) = —1(8) (5.7)
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ersetzt wird. Dass die Identitat (5.6) stimmt, folgt aus dem Satz 5.3.4, und
der Tatsache, dass EY; = p;, ¢ = 1,...,n. Wenn man voraussetzt, dass
rg(X) =mundu; #0, i =1,...,n, so ist nach Satz 5.3.2 I(3) invertierbar.
Dieses Verfahren wird Fisher Scoring genannt.

Der einzige Unterschied zu den Schritten des Newton-Verfahrens besteht
beim Fisher Scoring darin, dass man in Schritt 2 die iterative Gleichung

Bt = B + I Y B)U(Br)k = 0,1,...

einsetzt.
Im Falle einer natiirlichen Linkfunktion gilt nach Bemerkung 3.3.1

B = B+ 7 (X Tdiag(o? (B X) 5 (XT(V ~ (b))

= B+ 7 (X Tdiag(o? (B X) T (XT(Y - pu(A))-

5.4 Asymptotische Tests fiir

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, eine Testregel fiir die Hypothese

Hy:B=pFovs. Hi : 8% o mit B= (B, --,Bm) Bo=Bot,---,Bom)"

zu konstruieren. Insbesondere sind die Haupthypothesen Hg : 5 = 0 bzw.
Hy : Bj = 0 von Interesse, weil sie die Tatsache reflektieren, dass die Zielva-
riablen Y = (Y1,...,Y,)" von einigen Ausgangsvariablen (z.B. (21, ..., %n;) "
im Falle der Hypothese §; = 0) unabhéngig sind.

Um solche Hypothesen testen zu kénnen, werden Teststatistiken 7, vorge-
schlagen, die asymptotisch (fir n — c0) eine bekannte Priifverteilung (z.B.
multivariate Normalverteilung oder x? - Verteilung) besitzen. Dafiir sind
gewisse Vorarbeiten notwendig. Sei

gEY;)=X;pi=1,...,n

ein verallgemeinertes lineares Modell mit natiirlicher Linkfunktion g. Seien
L(Y,p), U(B) und I(p) die Likelihood-Funktion, der Vektor der partiellen
Ableitungen von log L(Y, §) bzw. die Fisher-Informationsmatrix in diesem
Modell.

Durch 3, = B(Yl, ..., Yy, X) bezeichne man eine Folge von Schétzern fiir 3.
Es gelten folgende Voraussetzungen:

1. Es existiert ein Kompaktum K C R™, so dass alle Zeilen X;, i =
1,...,n,n €N, von X in K liegen. Dabei soll § = 2" € © fiir alle
BeER™und z € K.
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2. Es existiert eine Folge {I',}nen von diagonalen (m x m)-Matrizen
I'y, = I'y(B) mit positiven Diagonalelementen und den Eigenschaften
Jim T, = 0, h_)rgo L) I.(B)T, = K~1(B), wobei K(j3) eine symmetri-

sche positiv definite (m x m)-Matrix ist, fiir alle g € R™.

Satz 5.4.1. Unter obigen Voraussetzungen gilt:
es existiert eine I'y,-Konsitente Folge von ML-Schétzern {3, } fur S,

(d.h. P (I‘;HBH — Bl <e,UBy) = 0) — 1 fiir n — 00), so dass

1. TF =T;1(B3, — B) —%— N(0,K(8)) und

n—oo
2. T, = 2(log L(Y, B,,) — log L(Y, B)) —> x2,m = dim j3
Bemerkung 5.4.2. (vgl. [27], S.288-292)

1. Oft wahlt man T';, = diag (ﬁ, cee ﬁ)

2. Bisher wurde stets angenommen, dass der Stérparameter 72 bekannt
ist. Falls es nicht der Fall ist, kann 72 durch

geschéitzt werden, wobei O, = (W)Y (i(Bn)), @ = 1,...,n ist. Dieser

Schétzer ist ein empirisches Analogon der Gleichung 72 = ;{?@Y) aus

Lemma 5.1.4.

3. Die Aussage 2. des Satzes 5.4.1 gilt auch, wenn man den unbekannten

Parameter 72 durch einen konsistenten Schiitzer 72 ersetzt.

Wie verwendet man nun den Satz 5.4.1 zum Testen der Hypothesen
Hy:p =P80 vs. Hi:B8# o
oder komponentenweise
Hy:B;=00,7=1...,m vs. Hy:3j51:85 # Bj 0
Sei

m
EY;) = Zl’ijﬁji = 1,...,1’L
Jj=1

ein verallgemeinertes lineares Modell mit natiirlicher Linkfunktion g. Nach
Bemerkung 5.3.3 gilt

log L(Y, 3) = %i(Y:pTﬁ+a Yi, T )—b(l‘z‘Tﬁ)>
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wobei Y = (Y1,...,Y,) " und z; = (z41,...,%m) . Deshalb gilt
2 & A A«
=52 (Yia] (B = Bo) = bla] B) + bla] o))

Bei Vorgabe eines Exponential-Modells (7,b - bekannt), der Stichprobe der
Zielvariablen Y und der Designmatrix X wird Hy verworfen, falls T,, >
X21.1—a» Wobei m die Anzahl der Parameter im Modell, x7,, _, das (1 — a)-
Quantil der x2, - Verteilung und « € (0,1) das Signifikanzniveau des asym-
ptotischen Tests ist. Dieser Test ist nur fiir relativ grofle n anwendbar. Der
Fehler 1. Art hat dabei (fir n — oco) die asymptotische Wahrscheinlichkeit
«. Falls eine einfache Hypothese

HoiﬂjZOVS. leﬁj%O
getestet werden soll, benutzt man die aus der Statistik 7,7 abgeleitete Test-

statistik T}}:
Hy wird verworfen, falls

M > Z1_a
(I'n (ﬁn))ﬂ ’
wobei 2;_a das (1—%)-Quantil der N'(0,1) - Verteilung ist. Hierbei ist {I';, }
so gewahlt worden, dass K () = Id ist, V3 € R™. Dies ist ein asymptotischer
Test zum Niveau «, weil

T, =

Pty (T3] > 21-8) = 1 = Py (T3] < 21-8) —— 1= (z1_g) + B(—z1_3)

—_—————
1-P(z,_a)
@] (0%
—1-(1-Y)p1-(1-2) =
( 2>+ ( 2) *

2

wobei
t2

®(x ~Tdt

——
= e
V2m .
die Verteilungsfunktion der N(0,1) - Verteilung ist.

Beispiel 5.4.3. (Kreditrisikopriifung) (vgl. Fahrmeir, L., Kneib, T., Lang,
S. - Regression, S.208ff) Es liegt folgender Datensatz einer siiddeutschen
Bank aus den 1990er Jahren vor: Es werden Ergebnisse der Kreditrisikoprii-
fung von n = 1000 Kreditantriagen (ca. 700 gute und 300 schlechte Kredite)
analysiert:

Die Zielvariable ist gegeben durch

. {O, falls das Darlehen vom Kunden i zuriickgezahlt wurde

1, falls das Darlehen vom Kunden i nicht zuriickgezahlt wurde
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Die Designmatrix X enthilt folgende Zusatzinformationen {iber den Kun-

den:

Variable

Bedeutung

L,
Ti1 = 0

kein Konto
Konto

Kontofithrung des Kontos
bei der Bank

L,
Tig = 0

gutes Konto

kein oder schwaches Konto

Bewertung der

Kontofiihrung

Laufzeit des Kredits

T53
in Monaten
Tia Hohe des Kredits in £
1, gut Zahlungsverhalten
Ti5 =
” 0, schlecht beim Kunden
1 ivat
Tig =< priva ] Verwendungszweck
0, geschéftlich

Frage: Wie soll ﬁ geschétzt werden?

Als Modell wird das Logit-Modell gewahlt mit p; = P(Y; = 1), fir i =

1,...,n:

log

1-p
firi=1,...

Ziel: Schétze o, . ..

,m, wobei 5 = (f,...

(2

vergabe relevant sind.

- = Bo +xa B+ xi2f2 + xis3fs + wiaBa + wis B5 + i6 e,

,Be) T und m = 7.

, B¢ und priife, welche Faktoren fiir die kiinftige Kredit-

Hy : 5; = 0 (Merkmal z; beeinflusst die Kreditvergabe nicht) wird abgelehnt,
falls p-Wert < a. Man sieht, dass u.a. auch 54 fiir die Kreditvergabe nicht
relevant ist, was der Intuition widerspricht. Eine Verfeinerung des Modells
ist notwendig;:

Neues Modell:

9(EY;) = Bo + Brxir + Powio + Bawiz + Braly + Biwia + Bixdy + Bswis + Boxis

Frage: Welches Modell ist besser?
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Y=1 Y=0

T kein Konto 45.0 20.0
T gut 15.3 49.8
schlecht 39.7 30.2

T4 Kredithohe Y=1 Y=0
0<...<500 1.00 2.14

500 < ... <1000 11.33 9.14

1000 < ... < 1500 17.00 19.86

1500 < ... < 2500 19.67  24.57

2500 < ... <5000 25.00  28.57

5000 < ... <7500 11.33 9.71

7500 < ... < 10000 6.67 3.7
10000 < ... < 15000 7.00 2.00
15000 < ... < 20000 1.00 0.29

T5 Friithere Kredite Y=1 Y=0

gut 82.33 94.95

schlecht 17.66 5.15

rg Verwendungszweck Y =1 Y =0
privat 57.53  69.29

beruflich 42.47  30.71

Tabelle 5.1: Auszug aus dem Originaldatensatz

Mit anderen Worten, wir testen

Hy : 82 = 0 (lineares Modell) vs. H; : 33 # 0 (quadratisches Modell) bzw.
Hy : 2 = 0 (lineares Modell) vs. Hy : 3% # 0 (quadratisches Modell)

Dabei verallgemeinern wir die Art der statistischen Hypothesen wie folgt:
es wird
Hy:Cp=dvs. H :CB+d

getestet, wobei C' eine (r x m) - Matrix mit rg C' =r < m ist und d € R".
Zum Vergleich: frither haben wir

Hy: B =Py vs. Hy:p# pof, o € R™
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T ) T3 T4 T Te

0.274 0.393 20.903 3271 0911 0.657

Tabelle 5.2: Mittelwerte T; von x;; im Datensatz

Wert \/(I{l(ﬁ))“ T!  p-Wert

Bo 0.281 0.303 -0.94  0.347
B1 0.618 0.175 3.53 < 0.001
B2 -1.338 0.201 -6.65 < 0.001
Bz 0.033 0.008 429 < 0.001
Bsa 0.023 0.033 0.72 0.474
Bs -0.986 0.251 -3.93 < 0.001
Bs -0.426 0.266 -2.69  0.007

Tabelle 5.3: Ergebnis zur ML-Schétzung durch das Fisher Scoring Verfahren,

wobei 1/ (I, 1(3))ZZ als asymptotische Standardabweichung von f3; interpre-
tiert wird. Signifikanzniveau: o = 0.001

Wert \/(L{l (B T} p-Wert

Bo -0.488 0.390 -1.25  0.211
B1  0.618 0.176 3.51 < 0.001
B -1.337 0.202 -6.61 < 0.001
B3 0.092 0.025 3.64 < 0.001
B2 -0.001  <0.001  -220 0.028
B -0.264 0.099 -2.68  0.007
Bl 0.023 0.007 3.07  0.002
Bs -0.995 0.255 -3.90 < 0.001
B -0.404 0.160 -2.52  0.012

Tabelle 5.4: p-Werte fiir die Regressionskoeffizienten des neuen Modells

getestet. Natiirlich ist 8 = fy ein Spezialfall von C'8 = d mit C =1d, d = .
Die neuen Hypothesen beinhalten Aussagen iiber die Linearkombinationen
der Parameterwerte. Wie soll Hy vs. H; getestet werden?

Sei 3, der ML-Schiitzer von 8 unter Hy, d.h. 3, = argmax log L(Y,53)
B € R™m: CB=d



KAPITEL 5. VERALLGEMEINERTE LINEARE MODELLE 199

Sei 3, der ML-Schitzer von 8 unrestringiert, d.h. 3, = argmax log L(Y, ).
B € Rm

Die Idee df:r folgenden Tests ist es, Bn mit Bn zu vergleichen. Falls die Ab-
weichung (,, — B, groflist, soll Hy abgelehnt werden.

Satz 5.4.4. Sei log L(Y, 8) die Log-Likelihood-Funktion der Stichprobe der
Zielvariablen
Y = (Y1,...,Y,) ", I,(B) die Fisher-Informationsmatrix, U(3) die Score-
Funktion des verallgemeinerten linearen Modells mit natiirlicher Linkfunk-
tion

g:9(EY;) =X;pi=1,...,n

Wir fithren folgende Teststatistiken ein:

1. Likelihood-Ratio-Teststatistik:
T, = 2(l0g L(Y. Bu) — log L(Y. B.))
2. Wald-Statistik:
T = (Chu = &) (CL (B)CT)H(CBn — d)
3. Score-Statistik:
Ty, = U(Ba) "1, (Ba)U (Bn)
Unter gewissen Bedingungen an die Schéitzer B und B (vgl. Satz 5.4.1) sind

die Teststatistiken 1 - 3 asymptotisch x2,-verteilt: z.B. gilt fiir die Likelihood-
Ratio-Teststatistik

T, ——
" p—oo Xm

Folgerung 5.4.5. Der Satz 5.4.4 liefert uns folgende Entscheidungsregel:
Hy wird abgelehnt, falls

Tn(T;:?Tn) > X%m,l—a
Dies ist ein asymptotischer Test zum Signifikanzniveau a.

Beispiel 5.4.6 (Fortsetzung). Es ergeben sich folgende Werte fiir die Test-
statistiken:

T, = 12.44 p-Wert: 0.0020
T = 11.47 p-Wert: 0.0032

Fiir o = 0.005 gilt p-Wert < «, somit wird Hy : 32 = 0 abgelehnt = das
quadratische verallgemeinerte lineare Modell ist besser.



KAPITEL 5. VERALLGEMEINERTE LINEARE MODELLE 200

5.5 Kriterien zur Modellwahl bzw. Modellanpas-
sung

Es ist bekannt, dass die Giite der Anpassung eines parametrischen Modells
an die Daten im Allgemeinen steigt, wenn die Anzahl der Parameter erhoht
wird. Die Aufgabe eines Statistikers ist es aber, ein gut passendes Modell
mit einer moglichst kleinen Anzahl an Parametern zu finden. Deshalb ver-
wendet man folgendes Informationskriterium von Akaike, um Modelle mit
(moglicherweise) unterschiedlichen Parametersétzen zu vergleichen.
Informationskoeffizient von Akaike:

AIC = —2log L(Y, B) + 2m

wobei Y = (Y1,...,Y,) die Stichprobe der Zielvariablen im verallgemei-
nerten linearen Modell und B der dazugehorige ML-Schétzer sei. Der Wert
von AIC beriicksichtigt einerseits die Forderung der Maximalitdt der Log-
Likelihood-Funktion log L(Y, B), andererseits bestraft er Modelle mit einer
groffen Anzahl von Parametern m. Das Modell mit dem kleineren AIC ist
als besseres Modell einzustufen. Manchmal verwendet man statt AIC den
normierten Koeffizienten AIC/n.

Beispiel 5.5.1 (Fortsetzung). Berechnen wir den Informationskoeffizienten
von Akaike fiir das lineare und quadratische Logit-Modell im Beispiel der
Kreditrisikopriifung;:

Lineares Modell : AIC = 1043.815
Quadratisches Modell : AIC = 1035.371

Man sieht anhand des AIC, dass die Wahl zu Gunsten des quadratischen
Modells ausfallt.

Der Nachteil der oben beschriebenen AIC-Regel liegt darin, dass die end-
giiltige Entscheidung dem Statistiker iiberlassen bleibt. Deshalb ist es wiin-
schenswert, einen statistischen Test zu konstruieren, der die Giite der Mo-
dellanpassung beurteilen kann.

Wir werden jetzt den x?-Test beschreiben. Sei dazu

gEY)=X;pi=1,...,n

ein verallgemeinertes lineares Modell mit Linkfunktion g und Parametervek-
tor 8= (B1,...,Bm)". Teilen wir die Zielvariablen Y7,...,Y;, in k Gruppen
auf, so dass sie moglichst homogen in Bezug auf die zu schéitzenden Para-
meter sind. So liegt z.B. eine solche Aufteilung vor, wenn der Wertebereich
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der Zielvariablen Y; , geschickt“ in k > m ! Intervalle (a;, b;] unterteilt wird:
—oo§a1<b1:a2<b2:a3<...<bk,1:ak<bk§+oo

In die Gruppe [ fallen alle Beobachtungen Y;, die zu (a;, b;] gehoren. Dabei
miissen (az, by] so gewilt werden, dass fi; = g~ '(X;3) innerhalb einer Gruppe
konstant wird: ; = fi; V j aus Gruppe 1.2 Sei

e n=#{Y;:Y; € (a,b]} die Klassenstarke der Klasse [

« YV, = 1l >_Y; das arithmetische Mittel innerhalb der Klasse !

T
. 5’ der ML-Schétzer von 3, der aus Y gewonnen wurde

e [)(B) = > log fp(Y;) die Log-Likelihood-Funktion der Zielvariablen Y;
innerhalb der Gruppe [

e fiy =g Y(X;3) und v(fy) der Erwartungswert- bzw. der Varianzschit-
zer von p; = EY;, die aus dem ML-Schétzer 5 gewonnen wurden

Dabei ist v(j1;) = 720" (6'~1(/i;)), wobei b(-) der entsprechende Koeffizient in
der Dichte fy aus der Exponentialfamilie ist. Man bildet folgende Teststa-
tistiken:

Satz 5.5.2. Falls n — oo und die Anzahl n; — oo fiir alle [, dann gilt unter
gewissen Voraussetzungen Folgendes:

X2 —>d X2
n—00 k—m—1
d 2
D——
0o Xk—m—1

1 d 2
k<m=D——x1 _, _1

n—00

<0
2Dies ist eine informelle Beschreibung des Vorgangs, bei dem fiir jedes Y; n; unabhén-
gige Kopien von Y; erzeugt werden, die die i-te Klasse bilden.
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Folgerung 5.5.3. Mit Hilfe der Behauptungen des Satzes 5.5.2 kdnnen die
Hypothesen

Hy:Y = (Y1,...,Y,) stammt aus dem Modell g(EY;) = X,/
vs.
Hy:Y = (Y1,...,Y,) stammt nicht aus dem Modell g(EY;) = X,

fir i = 1,...,n folgendermaflen getestet werden:

Hy wird (fir grofie n) zum asymptotischen Signifikanzniveau o verworfen,
falls

2 2 2
X" > Xi—m—11-a DPZW. D >Xi_ i 11-q
Diese Tests sollten aber nicht verwendet werden, falls die Klassenstéirken n;

klein sind.

Beispiel 5.5.4.
Wie sehen die oben beschriebenen Tests im Falle der Logit- bzw. Poisson-
Regression aus?

1. Logit-Modell: Y; ~ Bernoulli(p;), i =1,...,n
Pi
— Di

Wir teilen Y7,...,Y, in k& Klassen auf, so dass die Wahrscheinlichkeit
des Auftretens von 1 in jeder Klasse moglichst gut durch Y; = n% >Y;

= verallgemeinertes lineares Modell  log

:XZBZ:l,,n

T
geschiitzt wird. Somit gilt mit i; = p; = g~ (X;58) = %, v(p) =
14e"t
(1= py)
k avg A\2
2 Y1 —m)
=X =)
lzzl pi(L = pu)/mu
2. Poisson-Modell: Y; ~ Poisson(\),
= verallgemeinertes lineares Modell logA; = X;8i=1,...,n

Somit gilt mit i = A = eX7, v(N) =\



Kapitel 6

Hauptkomponentenanalyse

In diesem Kapitel werden Methoden zur Reduktion der Komplexitédt von
sehr groflen statistischen Datensétzen vorgestellt, die als Hauptkomponen-
tenanalyse (HKA) bekannt sind (engl. Principal Component Analysis, PCA).
Mit ihrer Hilfe ist es moglich einen sehr hochdimensionalen Datensatz X =
(X1,...,X,)" € R" auf wenige wirklich wichtige Komponenten ¢ = AX €
R? zuriickzufithren, d < n, die aber dabei die meiste Variabilitit des ori-
ginalen Datensatzes X beibehalten. A ist dabei eine (d x n)-Matrix, die zu
finden ist, wenn gewisse (in 6.1 angegebene) Nebenbedingungen erfiillt sind.
Andere Beispiele von Anwendungen sind Visualisierung von komplexen Da-
tensétzen, Ausreifler-Erkennung, Cluster-Analyse u.s.w.. Fiir eine iibersicht
siehe z.B. [18].

6.1 Einfiihrung

Um nachfolgende Problemstellungen zu motivieren, betrachten wir ein Bei-
spiel des Text Mining aus der Autoindustrie:

Beispiel 6.1.1. Ein Autohersteller ist daran interessiert, seine Verluste,
die in Folge von Betrug und Inkompetenz seitens seiner Niederlassungen
bei Garantie-Reparaturen auftreten, zu minimieren. Deshalb mochte er eine
Aufilligkeitsanalyse von Reparaturbesichtigungen aus Garantie-Werkstéatten
betreiben, die dazu fithren sollte, computergestiitzt, verddchtige Meldun-
gen zu finden, die nachher manuell und einzeln weiter gepriift werden. Ein
weiterer Anreiz fiir die automatischen Fritherkennung von Auffélligkeiten
besteht darin, dass flichendeckende Priifungen nur fiir wenige Niederlassun-
gen und in unregelméfigen Zeitabstidnden (aus Kostengriiden) moglich sind,
und selbst die konnte man sich sparen. Ein typischer Text, der eine Garantie-
Reparatur beschreibt, verwendet maximal 300.000 Woérter aus einem Fach-
wortschatz. Daher werden solche Texte als Vektoren x = (x1,...,2,)" der
Léange n = 300.000 dargestellt, wobei

203
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{ 1 , falls das Wort ¢ im Text x vorkommt
Ty =

0 , sonst

Diese Vektoren x werden normiert, so dass sie auf der Sphire S™~! liegen.
Innerhalb eines Jahres entsteht dadurch eine riesige Datenbank solcher Vek-
toren x mit mehreren Millionen Eintragen. Die Aufgabe eines Statistikers
besteht in der drastischen Reduktion der Dimension n — 1 des Datensatzes,
so dass eine Visualisierung des Datensatzes moglich wird. Eine mogliche Lo-
sung liegt in der Verwendung von HKA. Die HKA geht in ihren Urspriingen
auf die Arbeiten von Beltran (1873) und Jordan (1874) zuriick, die die Sin-
gle Value Decomposition verwendeten. In der mehr oder minder modernen
Form (vgl. 6.1) erscheint sie erst in den Arbeiten von K. Pearson (1901)
und H. Hotelling (1933). Auch der Name HKA stammt von Hotelling. Eine
Weiterentwicklung der Methoden ist Girshick (1939), Anderson (1963), Rao
(1964) und anderen zu verdanken. Erst nach der Einfithrung der PCs ist
aber diese Methodologie richtig angewandt geworden. Denn ohne Computer
ist die Berechnung von Hauptkomponenten fiir n > 4 sehr schwierig. Seit
den 1980er Jahren gibt es einen rasanten Anstieg der Anwendungen von
HKA in allen Wissensbereichen (vor allem in Ingenieurwissenschaften), wo
multivariate Datensitze analysiert werden sollen.

6.2 Hauptkomponentenanalyse auf Modellebene

In diesem Abschnitt wollen wir das Hauptproblem der HKA fiir Zufalls-
stichproben X = (X1,...,X,)" mit bekannter Kovarianzstruktur einfiih-
ren. Sei X = (Xi,...,X,)" eine Zufallsstichprobe von Zufallszahlen X;
mit bekannter Kovarianzmatrix ¥ und VarX; € (0,00), ¢ = 1,...,n. Sei-
en A\ > A > ... > A\, > 0 die Eigenwerte von X, die in absteigender
Reihenfolge geordnet und alle von einander verschieden sind. Wir suchen
Linearkombinationen o' X von X, die die maximale Varianz besitzen, wo-
bei der Vektor a entsprechend normiert ist z.B., so dass & € S ! in der
Euklidischen Norm.

Definition 6.2.1. Die Linearkombination oleX, i = 1,...,n, heiit i-te
Hauptkomponente von X, falls sie die maximale Varianz besitzt unter der
Bedingung, dass a; € S ! und alTX, aQTX, .. .,allX und aZTX unkorre-
liert sind:

Var o' X — max
«
Cov (@' X,af]X)=0, j=1,...,i—1

Dabei heif3t «; der Koeffizientenvektor der i-ten Hauptkomponente a;r X.
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Satz 6.2.2. Die i-te Hauptkomponente von X ist gegeben durch
Y = o) X,
wobei «; der Eigenvektor von Y mit Eigenwert \; ist. Dabei gilt
Var(Y;) =\, i=1,...,n.

Beweis Zeigen wir, dass die Aussage des Satzes gilt fiir ¢ = 1,2. Fiir ¢ > 2
ist der Beweis analog. Fiir ¢ = 1 gibt es eine Nebenbedingung |a| = 1 in
(6.1), die in die Lagrange-Zielfunktion

f(a) = Var(a"X) + A(Ja|* — 1)
iibernommen wird. Dabei gilt
2 2
Var(a' X) = B(a"X —EBa"X)" =E(a’ (X - EX))

—Ea' (X —EX)(X —EX) a=a'E(X —EX)(X —EX)"a

=a'Xa,

a2 =a' -a,und f(a) =a'Sa+ Ma'a —1).
Die notwendige Bedingung des Maximums ist

of of

oa 0 oN 0
wobei die zweite Gleichung einfach die Nebenbedingung |a| = 1 reprisen-
tiert.
% = (%,...,% , wobei a = (a!,...,a™)T und g—i = 0 schreibt sich

Yo — da = 0 in Vektorform oder Yo = A«, was heif3t, dass « ein Eigenvek-
tor von ¥ mit dem Eigenwert )\ ist. Da Var(a'X) = o' Sa maximal sein
soll, gilt

Var(a'X)=a ' da=Xa'a=\
1
und A=A >X>...> A\, = A= und a= 0.
Fiir 7 = 2, soll die Maximierungsaufgabe

a' Yo — max
o

al a=1
Cov (a] X,a'X) =0

beziiglich o gelost werden, wobei

Cov (a1 X, aTX) = aIEa =a'Ya; =a' Moy = Ma' o,
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Das heifit, folgende Funktion soll maximiert werden:

fla)=a"Sa+Aa"a—1)+da’a;.

Genau wie oben bekommt man

8—f22a+)\a+5a1:0
fole}

Durch die Nebenbedingungen o ¥a = 0 und of o = 0 (siche oben) be-
kommt man

was bedeutet, dass Ya = Aa und « ist wieder ein Eigenvektor von ¥ mit
Eigenwert A. Da a orthogonal zu o sein soll und Var(a' X) = A maximal
sein soll, bekommt man

(I:Oégund)\:)\2:>Y2:Oé;—X.

O
Ubungsaufgabe 6.2.3. Fiihren Sie den Beweis fiir 4 > 2 durch!
Sei nun A = (aq,...,qy). Dies ist eine orthogonale (n x n)-Matrix, fir die
gilt (aus dem Satz 6.2.2), dass
YA=AA, A=diag (A\1,..., ),
oder, aquivalent dazu,
ATSA=A, Y =AAAT (6.2)

Satz 6.2.4. Fiir eine (n x m)-Matrix B, mit orthogonalen Spalten b;, i =
I,....,m,m<mn,sei Y = B'X und ¥y = Cov (Y) = B'"YB die Kovari-
anzmatrix von Y. Dann gilt

A, = argmax Spur (Xy),
B

wobei A, = (a1, ..., ).

Beweis Da ag,...,a, eine Basis in R™ bilden, gilt

n
bk:ZCikaia k:1,...,m,
i=1



KAPITEL 6. HAUPTKOMPONENTENANALYSE 207

wobei B = (b1,...,bm), oder, in Matrixform, B = AC, mit C' = (¢;),
i=1,...,n,7=1,...,m. Daher gilt

Yy =B'SB=C" ATAEA C=CTAC = le Ajeic)

wobei c die j-te Zeile von C ist. Deshalb gilt

Spur (Xy) = Z)\ Spur (cj cj) Z)\ Spur ( c cj) Z)\ |cj\
Jj=1 Jj=1

Da C =A"'B=ATB, gilt

C'C=B"AA"B=B"B=1,,
N—— N——"

In Im
wobei
I, = diag (1,...,1).
———
k
Somit

n m
Z Z szj =m,
i=1j=1

und die Spalten von C sind orthonormal. Daher kann C' als ein Teil (erste
m Spalten) einer orthonormalen (n x n)-Matrix D gesehen werden. Da auch
die Zeilen von D orthonormale Vektoren sind und ¢, die ersten m Elemente
der Zeilen von D bilden, gilt

7=1
Da
n m n
Spur (Xy) = Z)‘i Z C?j = ZBZ)‘“
=1 J=1 =1
——
Bi
wobei 5; <1,i=1,...,n, Y iy fi =m, und

AL > A2 > 0> Ay, Y BiAi — max

firfr=...=8n =1, Bm+1 =...= By =0. Aber wenn B = A,,,, dann gilt



KAPITEL 6. HAUPTKOMPONENTENANALYSE 208

0 , sonst
woraus B1 = ... = Bm = 1, Bma1 = ... = B = 0 folgt. Somit ist A, die
Lésung von Spur (Xy) — maxp. O

Die Behauptung des Satzes 6.2.4 bedeutet, dass

Var (f‘; Y) = Var (i a X)

=1

maximal ist fir Vm = 1,...,n, falls Y; Hauptkomponenten von X sind.

Folgerung 6.2.5. (Spektraldarstellung von X). Es gilt

5= N-ai-o (6.3)
=1

Beweis Die Darstellung folgt aus (6.2), weil

Y= (a1,...,ap) -diag (A,..., \n) - (a1, .., 00) "

Bemerkung 6.2.6.

1. Da A1 > A2 > ... > A\, mit |oy| = 1, Vi, folgt aus der Darstellung
(6.3), dass die ersten Hauptkomponenten nicht nur den Hauptbeitrag
zur Varianz von X;, sondern auch zu den Kovarianzen liefern. Dieser
Beitrag wird mit steigendem ¢ = 1,...,n immer geringer.

2. Falls Rang (¥) = r < n, dann bedeutet (6.3), dass ¥ komplett aus ih-
ren ersten r Hauptkomponenten und Koeffizientenvektoren bestimmt
werden kann.

Lemma 6.2.7. Sei ¥ eine positiv definite symmetrische (n x n)-Matrix mit
Eigenwerten \; > A2 > ... > A, > 0 und entsprechenden Eigenvektoren
a1y, || =1,9=1,...,n. Dann gilt

aYa
Ay = sup  ————,
a€Sk,a#0 ‘Oé|

wobei S, = (a1, ..., ap_1)" fiir belicbige k = 1,...,n.
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Beweis Sei

al Ya
c= sup ————
aESy ‘Oé‘

Zeigen wir, dass A\p < ¢ < \g.

1. ¢ > M\;: Fur a = oy beweist man

alEak )\ka,—gak
CZ—F— =7 = Ak

2. ¢ < A\g: Es ist zu zeigen, dass
n
a'Sa < Mo, VaeS, a#0, YaeR" a= Zciai,
i=1

weil {a;}" | eine orthonormale Basis bilden.

a€esS, = cp=...=cp_1 =0,

dass heif3t

n
Q= E CiQu,
i=k

n n
Yo = ZC,‘EO@ = Zci/\iai,
=1

i=1
n T n n n
T T 2
o Yo = Zciai Z Nicioy | = Z CiCj A aj o = Zci A,
i=1 i=1 i,j=1 —~ =1

g

n
af* = ¢
i=1

Deshalb gilt fiir a € Sy

n n n
oo = Zc?)\i < Z)\kc? = Ak ch = \i|a)?,
i=k 1=k i=k

und ¢ < A\ weil A > Aj, 7 > k.
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Satz 6.2.8. Seien B, Y und Xy wie in Satz 6.2.4. Dann gilt
Ay = arg}rgnax det(Zy),
wobei A, = (g, ..., ).
Beweis Sei k € {1,...,m} fixiert. Fiihren wir Sy = (a,...,0p_1)" C R¥
ein (wie in Lemma 6.2.7). Seien p; > po > ... > pu,, Eigenwerte von

Yy = BTYB mit entsprechenden Eigenvektoren ~i,...,¥m, die orthonor-
miert sind. Sei Ty, = (Vg41,--.,7m) C R™. Es gilt offensichtlich

Dim (Sx) =n—k+1, Dim T} = k.
Genau wie in Lemma 6.2.7 kann gezeigt werden, dass Vy # 0, v € Ty, gilt
Ty
[v[?

> k-

Betrachten wir S, = B(T}) C R"™. Da B eine orthonormale Transformation
ist, ist sie eindeutig und somit Dim (Sj) = Dim (7)) = k. Aus der Formel

folgt

Dim (S, N Sy) = Dim S + Dim S —Dim (S, US;) >n—k+1+k—n=1
n—k+1 k <
- SN

das heift, 3o € SN Sk, a # 0. Fir dieses « gilt « = B, v € Ty und deshalb

v TE~2 B v BTYBy B a'Ya
7|2 Ny ala
—~—
yTBT By

nach |y| = |B~|, weil B Distanzen beibehélt. Deshalb gilt uy < A fiir alle
k=1,...,m, und

< Ak

e <

det(Xy) = Huk < H A = mgxdet(zy) < H Ak.
i=1 k=1 k1
Allerdings gilt fir B = Ay, ur = A\, kK =1,...,m, deshalb
Ay, = argmax det(Xy).

B
O

Nun betrachten wir geometrische Eigenschaften von Hauptkomponenten.
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Proposition 6.2.9. Die Hauptkomponentenkoeffizienten aq,...,a, sind
die Hauptachsen des Ellipsoids z' ¥~ 'z = ¢, mit Halbachsenldngen +/c\;,
1=1,...,n

Beweis Die Hauptkomponenten von X sind gegeben durch Z = ATX,
wobei A = (az, ..., q,) eine orthonormale Transformation ist, deshalb AT =
A~' X = AZ. Daher gilt fiir unser Ellipsoid

2 Y7y = TATS Az = 2TA 2 = ¢,
~—
Subst.x=Az

wobei

1 1

ATY 1A = A~ = di ( e —
lag )\17 ’An

) , A =diag (A,..., ),
weil ¥7! dieselben Eigenvektoren mit Eigenwerten /\i hat. Daher kann das
Ellipsoid 2" A~z = ¢ in seiner normierten Form als

X !

dargestellt werden. Daraus folgt, dass «; in die Richtungen seiner Haupt-
achsen zeigen und, dass seine Halbachsenldngen gleich /cA; sind. O

Bemerkung 6.2.10. (Multivariate Normalverteilung). Falls X ~ N(0,X)
gilt, dann ist "Y'z = ¢ ein Ellipsoid der konstanten Wahrscheinlichkeit
fur X, weil die Dichte von X

1 1 o1 } 1
T) = exps——v X xp-—W, x€R",
@) = s p{ 2 (27)%

auf diesem Ellipsoid konstant bleibt. Sonst definiert z' X 'z = ¢ Kontu-
ren der konstanten Wahrscheinlichkeit fiir X. Dabei zeigt der Vektor a; in
die Richtung der groBten Varianz von o' X (es ist die grofte Hauptachse
mit Lénge v/c\; des Ellipsoids); as zeigt in die Richtung der zweit grofiten
Varianz (Halbachse v/c)2), usw. (vgl. Bedingung 6.1).

Bemerkung 6.2.11. Eine andere Form von Hauptkomponentenanalyse ist
moglich, wenn man statt X = (Xl,...,Xn)T die normierte Stichprobe
X, = (X1/wi,..., Xn/wn) " benutzt, wobei Gewichte w = (wi,...,wn)"
eine gewisse Préferenz in der Analyse zum Ausdruck bringen und somit
Vorinformationen enthalten. Eine hiufige Wahl ist

wi = /0 =/ VarX;,
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was zur HKA von X* = (X7,...,X}}), X; = =2, i = 1,...,n mit Hilfe

der Korrelationsmatrix ¥* = (Corr (X}, X;)); j=1 fihrt

COV (XZ', Xj)

\/ VarXZ-Vaer

Dabei kommt man auf andere Hauptkomponenten o TXx*, fir die af # a;
gilt, i =1,...,n.

Corr (X;, X;) = = Cov (X7, X]), 4,j=1,...,n

Was sind dann Vor- bzw. Nachteile von HKA basierend auf (X,¥) und
(X*,2%)7
Nachteile von (X, ¥)-HKA:

1. Die HKA basierend auf (X*, ¥*) héngt nicht von der Wahl der Maf$-
einheiten von X ab. Somit sind Vergleiche der Ergebnisse von HKA
von mehereren Stichproben unterschiedlicher Herkunft mdéglich.

2. Falls die Varianzen von X; sehr unterschiedlich sind, so werden die
Variablen X; mit grofiten Varianzen auch die ersten HK bestimmen,
was eindeutig einen Nachteil darstellt. Die HKA basierend auf (X™*, ¥*)
ist frei von diesem Nachteil. Die (X,X)-HKA ist in solchen Fillen
nicht aussagekréftig, weil sie (in leicht veranderter Form) einfach die
Variablen X; in der Reihenfolge absteigender Varianzen ordnet.

Beispiel 6.2.12. Sei X = (X, X3), wobei X; die Léange darstellt
und X5 das Gewicht. X7 kann in cm oder m gemessen werden, Xo
allerdings nur in kg. In diesen zwei Féllen seien die Kovarianzmatrizen
von X gegeben durch

80 44 8000 4400
21 = bzw. 22 = .
44 80 4400 8800
Die Berechnung der ersten HK ergibt in beiden Féllen

o) X =0,707X140, 707X fiir ¥1 bzw. a] X = 0,998X,40, 055X fiir Xs.

Zu bemerken ist, dass im ersten Fall X; und X, gleiche Beitrage zur 1.
HK besitzen, wobei im 2. Fall X; den dominierenden Einfluss ausiibt.
Dazu gilt /\1)‘+1)\2 -100% = 77,5% im ersten Fall und )\1’11/\2 -100% =
99,3% im 2. Fall (es ist der Anteil der Variation der ersten HK von

der gesamten Varianz).
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3. Falls Zufallsvariable X; in X unterschiedlicher Herkunft sind (wie im
obigen Beispiel), dann ist die Interpretation des Anteils der Variation
problematisch, weil in der Summe A; + ...+ A\, m?, kg2, usw. aufsum-
miert werden. Die HKA basierend auf (X*,3*) dagegen betrachtet
maflose Groflen, so dass die Summe A\; + ... 4+ A\, durchaus interpre-
tierbar ist.

Vorteile von (X, ¥)-HKA:

1. Falls statt X bzw. X* ihre empirische Analoga $ bzw. &* benutzt wer-
den (wenn X(3*) nicht bekannt sind, miissen sie aus den Daten ge-
schiitzt werden), dann hat (X, 3)-HKA Vorteile, weil die statistischen
Methoden hier einfacher sind als bei (X*, 3*)-HKA.

2. Wenn X; in X alle dieselbe Mafleinheit besitzen, dann ist die HKA
basierend auf (X,Y) manchmal vorteilhafter, weil bei der Standardi-
sierung von (X, ¥) auf (X*, ¥*) der Bezug zu den Einheiten, in denen
X gemessen wurde, verloren geht.

Bemerkung 6.2.13. Manchmal wird in Definition 6.2.1 statt |o| = 1 die
Normierung |ag| = Vg, £ = 1,...,n benutzt (sieche Optimierungsaufgabe
(6.1)). Dies ist insbesondere der Fall in der korrelationsbasierten HKA.

Bemerkung 6.2.14. (Gleiche Eigenwerte )\;). Falls einige Eigenwerte von
3 gleich sind, z.B. A1 = Ao = ... = Ap > A1 > ... > Ay, bedeutet
dies, dass es einen linearen Unterraum der Dimension k£ gibt, in denen eine
beliebige Basis die ersten k Eigenvektoren darstellt. Dies bedeutet, dass fur
die HKA die ersten k Eigenvektoren nicht eindeutig definiert werden kénnen.
Geometrisch interpretiert: Die ersten k& Halbachsen von z' X7 'z = ¢ sind
gleich, d.h., das Ellipsoid " ¥~ '2 = ¢ hat einen sphérischen k-dimensionalen
Durchschnitt durch den Ursprung, in dem die Richtungen der Halbachsen
beliebig (orthogonal zueinander) gewéhlt werden kénnen.

Bemerkung 6.2.15 (A; = 0). Wenn A\ > ... > Ay > A1 = ... =
An = 0, dann gibt es in der Stichprobe X lediglich n — k linear unabhéngige
Zufallsvektoren X;. Deshalb sollten nur diese n — k Variablen zur Analyse
benutzt werden.

6.3 Hauptkomponentenanalyse auf Datenebene

Bei diesem Abschnitt wird nicht mehr vorausgesetzt, dass die Kovarianzma-
trix ¥ bekannt ist. Deshalb soll sie durch die empirische Kovarianzmatrix
3 ersetzt werden. Seien X1, X2 ... X™ unabhéngige Realisierungen eines
n-dimensionalen Zufallsvektors X = (X1,...,X,)", X! = (Xi,..., X7,
i=1,...,m. X" wird als Beobachtung von X interpretiert.
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Definition 6.3.1. Definiere den n-dimensionalen Zufallsvektor a; durch

1 m

Y (¥i-Y)

ap = argmax
a€cER™ m — 1

i=1
mit Nebenbedingungen |a| = 1, @ unkorelliert mit ay, ..., ax_1 fiir alle k =
1,...,n, wobei
: — 1 &
Vi=a'X', i=1,...,m, Y==—>Y.
mi=

So definiert a,;rX die k-ten Hauptkomponenten von X mit Koeffizientenvek-
tor ay, Yir = a;—X ist die Auswertung der k-ten HK auf der i-ten Beobach-
tung X?von X;,i=1,...,m, k=1,...,n.

Lemma 6.3.2. Es gilt

wobei
1 & 13
Yi==—) Yy Xp=—> X;, k=1,....n
mi:l mi:l

und Iy, der Eigenwert der empirischen Kovarianzmatrix 3 = (645);;-; ist,

) 1 & — — .

Uijziz(X;——Xi)(X;—Xj), Lij=1,....,n, l1>l>...>1,.
m—1 i

ay, ist der Eigenvektor von 3 mit Eigenwert I, k =1,...,n.

Beweis

Ubungsaufgabe 6.3.3. Vergleiche den Beweis des Statzes 6.2.2.
O

Im Folgenden werden wir X durch X’ — X ersetzen und dabei die Bezeich-
nung X* beibehalten, i = 1,...,n.

Bemerkung 6.3.4. Die Eigenschaften der HKA formuliert in Satz 6.2.4,
Folgerung 6.2.5, Satz 6.2.8, Proposition 6.2.9 bleiben auch in ihrer statis-
tischen Version (Definition 6.3.1) erhalten, mit folgenden offensichtlichen
Modifikationen: ¥ wird ersetzt durch 3, A = (a1y...,a) durch A =
(a1y...,an), Apm = (a1,...,0qp) durch A, = (a1,...,a;,), Xy durch die
empirische Koviarianzmatrix Sy von Y. So benutzt beispielsweise die Spek-
traldarstellung von by
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i=1

Ubungsaufgabe 6.3.5. Zeigen Sie es!

Zeigen wir eine weitere Eigenschaft der empirischen HKA, die auch als eine
dquivalente Definition betrachtet werden kann:

Satz 6.3.6. Sei B eine (n X p)-Matrix, p < n, mit orthogonalen Spalten.
Seien Z; = B' X i =1,...,m Projektionen von X%, i =1,...,m, auf einen
p-dimensionalen Unterraum L g. Definiere

m
ML
=1

Dann gilt

A, = (ai,...,ap) = argmin G(B).
B
Beweis Nach dem Satz von Pythagoras gilt ‘Xi]2 = |Z* + |X = Zi]?,
deshalb

:Z’Xl —Z|Zi]2—>rnin
i=1 i=1

falls .
G(B) =1z Z Z Z; = ZX’TBBTXZ — max.
=1 i=1 i=1
Es gilt

=

Il
_

G(B) = Spur ( (XiTBBTXi)>

7

= i Spur (XTBBT X'

= Z Spur (B"X'X'"B
i=1

)
)
= Spur (B—r (Z X2X1T> B —1)Spur (BTEB)

Zusammengefasst gilt

'Da X* durch X* — X ersetzt wurde.
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G(B) = (m —1)Spur (BTf]B> ,
die nach Bemerkung 6.3.4 und Satz 6.2.4 maximal wird, falls B = A4,. O

Bemerkung 6.3.7. Wie kann Satz 6.3.6 als dquivalente Definition der em-
pirischen HKA benutzt werden? a; werden als orthogonale Vektoren de-
finiert, die einen linearen Unterraum L, = (ai,...,a,) aufspannen, p =
1,...,n — 1, mit der Eigenschaft, dass die Summe der quadratischen ortho-
gonalen Abstinde von X? zu L, minimal wird. So wére es z.B. fir p =1 L
die beste Gerade, die den Datensatz X!, ..., X™ approximiert, fiir p =mn—1
wére L, die beste Hyperebene mit derselben Eigenschaft (vgl. lineare Re-
gression).

Der folgende Satz gibt uns gleichzeitig eine effiziente Berechnungsmethode
und eine neue Interpretation der HK an.

Satz 6.3.8. (Singularwertzerlegung)

Sei X = (Xl -X,X?-X,...,xm —Y)T eine (m x n)-Matrix, die zen-
trierte Beobachtungen X’ von X enthélt. Sei Rang (X) = r < n,m. Es gilt

folgende Zerlegung: N
X =ULA/, (6.5)

wobei U eine (m x r)-Matrix mit orthonormalen Spalten ist

L =diag (I1,...,l;) wobei [ =/(m— 1)
die Wurzel aus dem i-ten (nicht trivialen) Eigenwert von X ' X = (m — 1)%
ist,i=1,...,r. A, = (a1,...,a,) ist die (n x r)-Matrix mit Spalten a;
Beweis Definiere U = (uy,...,u,) mit Spalten u; = X%, i =1,...,7.

Zeigen wir, dass die Darstellung (6.5) gilt. Laut Spektrald%nrstellung (6.4)
gilt

T
(m—l)i:XTX:ZZ?aia:, weil [;=0,i=r+1,...,n.
i=1
Deshalb
laf
T LS8 T e~ TL=0i>r e~ o T
ULAT. :U :ZXZTZZCL,L :ZXaia’i R ZXaiai
~ i=1 i i=1 i=1

-
lra,

Xa;=0,i=r+ 1,...,n, wegen rcmg(f() = r und Zentrierung der Spalten

von X durch X. Da die Vektoren a; orthonormal sind, gilt

n
ULA! =X aja] =XI=X.
=1
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O]

Bemerkung 6.3.9. Die Matrix U liefert folgende Versionen von Auswer-
tungen

sz—akXZ XTap, Yie=uwiply, i=1,....m k=1,...,n
Es gilt

_ Var(Yy) I 1 )
Var(u;;) = ZNI% RO, Vi, k

6.4 Asymptotische Verteilung von HK bei normal-
verteilten Stichproben

Sei nun X ~ N(u,X), ¥ habe Eigenwerte \y > A2 > ... > A\, > 0 und

entsprechende Eigenvektoren ay, k = 1,...,n. Berechne
= (A ) T
= (ln,.. )Tv
= (Oék:l, o)
k= (ak1, .. akn)Ta
k=1,..
Satz 6.4.1.
1. [ ist asymptotisch (fiir m — oo) unabhéngig von ax, k =1,...,n.
2. lund ag, k= 1,...,n sind asymptotisch m — oo multivariat normal-

verteilt, mit asymptotischen Erwartungswerten

lim E(l) =X und n’%i—{nooE(ak) =a, k=1,...,n.

m—o0
3. Es gilt
2
2)‘_k1’ k=K .
Cov (I, lpr) ~ ¢ ™ fir m — oo

0, k=#kK

Ao s
i 2 1k ZAZ ljlkl)z, k=Fk
Cov (akj,agjr) ~ fir m — oo.

Al A Qe gt 51 ’
B yeven v IR
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Ohne Beweis!
Die Aussagen von Satz 6.4.1 kénnen dazu benutzt werden, ML-Schétzer
sowie Konfidenzintervalle fiir A und oy, zu konstruieren.

Ubungsaufgabe 6.4.2.
1. Zeige, dass ein ML-Schétzer fiir 3 durch mﬁflf] gegeben ist.

2. Zeige, dass der ML-Schétzer

fr A ist A= m=1]
flr oy ist ap =ap,k=1,...,n.
3. Zeige, dass die ML-Schétzer in 2. mit Momenten-Schétzern fiir A und

ay, Uibereinstimmen, die aus dem Satz 6.4.1 gewonnen werden kénnen.

Folgerung 6.4.3 (Konfidenzintervalle fiir A\;). Ein asymptotisches Konfi-
denzintervall fir Ay (m — 0o) zum Niveau 1 — « ist gegeben durch

[lk (l - \/Z>llk (1+ \/Z)ll |

2
m—1

wobei m so groflist, dass — za < 1.

2
Beweis Da [, ~ N ()\k, T?’H) flir m — oo aus Satz 6.4.1, 2. und 3., gilt

Iy — g

2
m—lAk

~ N(0,1) fir m — oo.

Daraus folgt

. lp— X /m—1 B
Tr%gnoop<zgg e V2 §z1_3>_1—a,

oder fir m — o

2 I, 2
za <= —1< Z1-g,
m—1 k m— 1. ,
:—Z%
lk2 SR lk2
1— milz% 1+ mflzg

mit Wahrscheinlichkeit 1 — a. O
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Da alle Iy, k = 1,...,n asymptotisch (m — 00) unabhéngig sind, kann ein
simultaner Konfidenzbereich fiir [ als kartesisches Produkt der Konfidenzin-
tervalle fiir [, aus Folgerung 6.4.3 angegeben werden.

Lemma 6.4.4. Es gilt
(m—1)ag (lki_l + l;lf] - QIn) ozkm—i;: X2

Ohne Beweis!
Daraus folgt das (asymptotische) Konfidenzellipsoid fiir a, zum Niveau 1—f

{y eR": (m—1)y' (lki_l + l;lf] — QIn) y < XEL—LB} .

Bemerkung 6.4.5. Folgerung 6.4.3 bzw. Lemma 6.4.4 konnen zur Kon-
struktion von statistischen Tests fiir A\ bzw. 4 folgendermaflen verwendet
werden:

1. Testen von Hy : A\ = A, v.s. Hi: A\g # A
Die Hypothese Hy wird verworfen, falls

Ik — kg

—_— > Za
/2 2
m—1"‘ko

Dies ist ein asymptotischer Test (m — 0o) zum Niveau a.

2. Testen wir Hy : oy = ag, v.s. Hy : a # oy,
Die Hypothese Hy wird abgelehnt, falls

(m — 1)0%0 (lkfl_l + l,;li - 2In) Qg = X%—La-

Dies ist ein asymptotischer (m — oo) Test zum Nivieau a.

6.5 Ausreiflererkennung

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass die Stichprobe X', X2 ... X™
einige Ausreifler enthalten kann. Was aber ist ein Ausreifler? In der statisti-
schen Literatur gibt es dazu keine einheitliche Meinung. Allgemein wiirden
wir sagen, dass die Beobachtung X’ ein Ausreifier ist, wenn sie einen unty-
pischen Wert (in Bezug auf die Verteilung von X) annimmt. Es kann z.B.
ein ungewochnlich hoher bzw. niedriger Wert von einigen Koordinaten von
X% sein. Es kann aber auch eine ungewohliche Kombination von gewohnli-
chen Koordinatenwerten einiger Koordinaten von X° sein. Der Grund fiir
solche untypischen Werte X* kann ein MeBfehler, aber auch eine Anomalie
im Datensatz sein.
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Beispiel 6.5.1. Sei X = (X, Xs), wobei X; ="Koérpergrofe'(in cm) und
X2 = “Gewicht” (in kg) von Kindern im Alter von 5 bis 15 Jahren sind.
Das Merkmal X wird in einer medizinischen Studie n mal gemessen. Da-
bei sind Beobachtungen X = (250,80) und X7 = (175,25) als Ausreifler
klassifiziert worden, und zwar daher, weil X ¢ = 250cm eine unvorstellbare
Korpergrofie ist, bei X7 sind sowohl X{ = 175 als auch X3 = 25 im mitt-
leren Wertebereich von X; und Xs, ihre Kombination jedoch ist praktisch
unmoglich.

Wie koénnte man Ausreifler enttarnen? Normalerweise werden untypische
Werte von X¢ anhand von Plots des Datensatzes X',..., X™ als Einzel-
punkte, die nicht in der groflen Punktwolke liegen, identifiziert. Bei hoher
Dimension n von X ist es jedoch schwierig, so einen Datensatz zu visua-
lisieren. Deshalb kann man vorschlagen einen Datenpunkt der ersten 2-3
HK von (X!,..., X™) zu erstellen. Dann werden dort ungewohnlich grofe
bzw. kleine Werte von X,’é sofort erkennbar. Um jedoch eine ungewohnliche
Zusammensetzung von gewohnlichen Koordinatenwerten X,iC zu entdecken,
bedarf es der letzten HK. Dazu wird die Auswertung folgender Statistiken
empfohlen:

Seien ay, ..., a, die Koeffizientenvektoren der HK von (X!,..., X™). Seien
Y = a;Xi, i=1,...,m, k=1,...,n die Auswertungen der HK zu den
Beobachtungen X*. Seien I, k = 1,...,n die Eigenwerte der empirischen
Kovarianzmatrix 3 von (X1,...,X™). Fiir ein 1 < ng < n, definieren wir
die Statistiken

dMmey = Y Y3,

k=n—ng+1
n 2
@)\ _ Yik
d (n()) = - Z Z
n—no+1
dP ()= > Y3,
k=n—ng+1
Y;
d£4) (ng) =  max Vi

n—no+1<k<n /I’
firi=1,...,m.

Lemma 6.5.2. Es gilt
d§2)(n) = (Xi—Y)Tffl (Xi —Y), 1=1,...,m,

wobei Y;; an ihren empirischen Mittel gemessen werden, das heifit, Y;;, wer-
den durch Y;p — Yy ersetzt, k=1,...,n,t=1,...,m.

Beweis Es gilt
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S =ALA", wobei L =diag (I1,...,l,) und A= (aj,..., ap).
Daher

ST =ALTTAT mit L' =diag (I7Y,..., 1Y),
Da zusiitzlich Y; = ATX? fir Y; = (Yq,...,Yi) ,i=1,...,n, es gilt

Xi=AT'YY,= A4y, X' =V AT, i=1,...,n
und deshalb
m

Sy, X =v'AT.

_ 1
X = —
mizl

iXi:Ai Y =

Daher gilt

I I
NT _ " Y2 9
=(Vi-Y) I (N-Y) =3 =dPm)
k=1
O
Um nun Ausreiier in (X!,..., X™) zu erkennen, werden Werte dl(-j )(n), i =

L,....,m, j=1,...,nfir n =1,2,3 berechnet. Beobachtungen X? mit den
grofften Werten dgj )(n) werden als mogliche Ausreifler eingestuft. Zuséatzlich
kann ein Plot von einer Punktewolke

D= {(dz(?)(n) — d§2)(n0),d§2)(no)) yi=1,..., m}
dabei behilflich sein. X* wird hier als Ausreiler erkannt, wenn
(@ (n) = d? (o), d* (no))
isoliert von der iibrigen Punktwolke D liegt.

Bemerkung 6.5.3. Falls X ~ N(u,Y) mit bekannten p und ¥, und HKA
auf Modellebene durchgefiihrt wird, kénnen Verteilungen von dz(J ) (ng) expli-

zit angegeben werden. Es sind (aufer d§4)) Gamma-Verteilungen mit bekann-
ten Parametern z.B. dl(-z)(no) ~ X%, i =1,...,m. Die Verteilungsfunktion
von d§4) (ng) ist ®"0(x), wobei ®(x) die Verteilungsfunktion der N(0,1)-

Verteilung ist. Dann kénnen Konfidenzintervalle fiir dz(-j )(no) eine formale
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Entscheidungsregel dafiir liefern, ob X einen Ausreifier darstellt. Diese Vor-
gehensweise basiert zwar auf einer festen mathematischen Grundlage, ist
aber in der Praxis wenig einsetzbar, da der Fall von normalverteilten Daten
(und dazu mit bekannten Parametern p und X!) duferst selten vorliegt.

Bemerkung 6.5.4. Statistiken dz(»z),dZ(A) betonen die letzten Statistiken

mehr als dz(l) (wegen der entsprechenden Normierung). Deshalb sind sie zur
Entdeckung von ungewthnlichen Korrelationen in den Daten geeignet (wie
etwa in Beispiel 6.5.1, Beobachtung X7 = (175,25)). Statistik d§-3) betont
die ersten HK. Daher ist sie anzuwenden, um ungewohnlich grofie (kleine)
Werte von Koordinaten X} zu entdecken (X} =250 im Beispiel 6.5.1).

6.6 Hauptkomponentenanalyse und Regression

Sei folgendes multivariates lineares Regressionsmodell gegeben: Y = X5+«
wobei Y = (Y1,...,Y;,)" der Vektor der Zielvariablen ist. Sei weiter X =
(Xij)i=1,...n,j=1,..,m die (n x m)-Matrix der Ausgangsvariablen, Rang (X) =
m, € = (e1,...,6,)" der Vektor der Storgréfen, wobei €; unabhingig sind
mit Ee; = 0, Varg; = 02, i = 1,...,n. O.B.d.A. werden wir voraussetzen,
dass X (wie in Satz 6.3.8) zentriert ist, d.h., das empirische Mittel der Zeilen
von X ist Null, oder, etwas detaillierter, X;; wird erstellt durch X;; — Y]
wobei

X; =

S

n
ZXU’ jzl,...,m.
1=1

Wenn einige Variablen X;; in X nahezu linear abhéngig sind, das heifit
det(X T X) =~ 0, dann wirkt es sich auf den Schétzer 3 von § als hohe In-
stabilitéit in seiner Berechnung aus, weil Cov (8) = 62(X ' X)~! (vgl. Satz
6.3.8) sehr geringe Varianzen von 3]- enthalten wird. Ein Ausweg aus dieser
Situation wird die Verwendung von Verallgemeinerungen sein wie in Kapitel
6.3. Eine andere Moglichkeit ist es, die HKA fiir X zu verwenden, um so
lineare Abhingigkeiten in X durch die letzten HK zu detektieren und eini-
ge Variablen 3; aus der Regression auszuschlieflen. Genau diese Moglichkeit
werden wir in diesem Abschnitt ndher beschreiben

Seien ay,...,a, die Koeffizientenvektoren der HK (das heifit Eigenvekto-
ren) von X' X. Sei Z;, = a,IXi die Auswertung der k-ten HK der i-ten
Zeile X von X, i=1,...,n, k=1,...,m. Mit Z = (Zy) gilt Z = XA,
wobei A = (ay, ..., an) eine orthogonale (m x m)-Matrix ist. Stellen wir die
Regressionsgleichung Y = X5 + £ folgendermaflen dar:

_ T _ T _ C AT
Y—XAz;l ,84—5—)\(;1/14 B+E=Zy+E, wobeiy=A'[ist. (6.6)
8
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Somit hat man die alten Ausgangsvariablen § durch ihre Transformierte
v = A" B ersetzt. Nun folgt die Schéitzung von v aus Satz 4.2.1:

i=(272)" 27y =172y, (6.7)

wobei L = diag (I1,...,L,) die Eigenwerte I; von X ' X enthilt. Dies gilt,
weil Z orthogonale Spalten besitzt. Daher gilt

m
B=Ay=AL"'ZTY = AL'ATXTY =Y i, \apaf XY,
(XTX)—I k=1
wobei wir in der letzten Gleichungsmetrik Formeln (6.6), (6.7) und die Spek-

traldarstellung (Folgerung 6.2.5) von (X' X)™! benutzt haben. Aus Satz
6.2.4 folgt auBlerdem, dass

Cov (B) = o2 Z I taray .
k=1

Somit haben wir folgendes Ergebnis bewiesen:

Lemma 6.6.1. Die MKQ-Losung der Regressionsgleichung Y = X5+ € ist
gegeben durch

m
B= Z l,;lakagXTY.
k=1

Dabei gilt

m

Cov (B) = o2 Z I aray .
k=1

Bemerkung 6.6.2. Was sind die Vorteile der in (6.6)-(6.7)eingefiihrten
Vorgehensweise?

1. Nach dem Bestimmen der HK von X "X ist die Berechnung von 4 =
L~'ZTY einfach und schnell, weil (6.7) keine Inversen Matrizen mehr
enthélt (L' = diag (I7,...,1;,") ist dann explizit bekannt).

2. Wenn einige [ sehr nahe bei Null sind oder sogar Rang (X) < m
ist, konnen einige der letzten HK (mit Varianzen, die sehr klein oder
gar Null sind) von XX einfach von der Regression ausgeschlossen
werden. Dies wird durch den neuen Schétzer

P
B = Z l,;laka,;rXTY
k=1

erreicht, p < m.
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Lemma 6.6.3. Sei Rang(X) =m:

1. Der Schétzer B ist verzerrt:

ES = (I— i akag)g

k=p+1

2. Es gilt:

p
Cov (B) = o2 Z L agal
k=1
Beweis 1. Da
. . m
B=B—- > Llaae XY
k=p+1

ist und /3’ erwartungstreu ist, gilt

224

m

EB = EfB — I aga, XTEY =3 — I lagal XX B =8~ ara, B
B Z k QkdE Z k Yk A /B ﬁ Z kE

k=p+1 k=p+1 Lol k=p+1
k
m
=|(I- Z axay | B
k==p+1
2. Wird gezeigt in:
U'bungsaufgabe 6.6.4.
]

Geben wir noch eine dquivalente Formulierung der Regression mit Hil-
fe der HKA. Statt v = ATB zu verwenden, werden wir diesmal von der

Singuldrwertzerlegung (Satz 6.3.8) fiir X Gebrauch machen:

X=ULzAT,

wobei U eine (n x m)-Matrix mit orthonormalen Spalten ist (die normierte
Auswertungen von HK an Zeilen von X enthalten) und L2 = diag (V11, .-, VIm)-

Fiithren wir die Bezeichnung

§=L2AT3

ein, so gilt

(6.8)
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Y =XB+E=ULATB+E=USs + €.
19
Der MKQ-Schétzer fir § ware

S=w'u)y'uTy =u'y,
1

weil U orthonormale Spalten besitzt. Aus (6.8) folgt 5 = AL~35 und deshalb
B=AL35=AL3UTY.
Dabei ist der Zusammenhang zwischen v und ¢ folgender:

y=ATB=AT (AL726) = ATAL 26 = L7325
I

Wir haben somit folgendes Lemma bewiesen:

Lemma 6.6.5. Die HK-Form Y = Ué§ + £ der Regression Y = X5+ £ hat
die MKQ-Losung 0 = U 'Y bzw.

B=AL"2U"Y. (6.9)

Dzlxbei ist der Parametervektor ¢ einfach eine normierte Version von ~: § =
Lz~

Bemerkung 6.6.6.

1. Da es effiziente Algorithmen zur Berechnung der Singuldrwertzerle-
gung gibt, bietet die Berechnungsformel (6.9) klare Rechenvorteile ge-
geniiber der gewdhnlichen Formulierung 3 = (XTX)"'XTY, in der
X TX invertiert werden muss.

2. Statt die letzten m—p HK von X ' X aus der Regression auszuschliefien
(vgl. Bemerkung 6.6.2, 2.), ist es allgemeiner moglich den Schétzer /3
tiber einer Teilmenge M von {1,...,m} zu berechnen:

BM = Z l,;laka;—XTY
keM
Dies benutzt, dass nur HK mit Varianzen I, k € M, fir die Schiatzung
beriicksichtigt werden. Dann gilt auch

Cov (BM) = g2 Z l;laka;,
keM
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vgl. ibungsaufgabe 6.6.4. Diese Vorgehensweise benutzt den Auschluss
der Komponenten v, k ¢ M von v = (v1,...,%m) ' aus der MKQ-
Schitzung. dquivalent kann man vom Ausschluss der Komponenten
Og, k& M von § = (61,...,6m)" reden, weil § = L2 also 6 = Ik
fiir alle £ ist.

Was sind mogliche Strategien zur Wahl der Indexmenge M?

1. M ={k:1l > l"} fur einen vorgegebenen Schwellenwert [* > 0. Wenn

bei 1 liegt, so kann [* € (0,01;0,1). Der Nachteil dieses Verfahrens
liegt darin, dass manche HK, die wichtig fiir die Vorhersage von Y
sind, oft kleine Varianzen besitzen und somit hier aus der Betrachtung
ausgeschlossen wurden.

2. Sei ¢ das i-te Diagonalelement von (X " X)~!. Es gilt offensichtlich
ol = VZ—E’BZ (vgl. Satz 6.2.4), ¢ = 1,...,m. Dann kann man M = {k :

0
0%, > o*} wihlen fiir einen geeigneten Schwellenwert o*. Zur Wahl

von o* siehe [18], S. 174. Diese Methode besitzt denselben Nachteil
wie 1..

3. M = {1,...,p}, wobei p ist die grofite Zahl < m, fiir die eines der
folgenden Kriterien erfiillt wird:
a) Es gilt:

m

> E(Bar,— i) <ZE —B)% VB=(Br,-..,Bm) €R™ (6.10)

=1

b) Es gilt:

E(c'By —c¢' B2 <E("B—-c'B)? VBeR™ ceR™

c) Es gilt:

~ 2 N 2
E'XBM - XB‘ <E ‘XB - XB‘

Dabei orientiert sich das Kriterium a) an der Aufgabe, § moglichst
préizise zu schétzen. Kriterien b) und c¢) dagegen erzielen das beste
Ergebnis bei der Vorhersage von EY = X durch X B M bzw. X 3 . Alle
Groflen in a)-c) sind mittlere quadratische Fehler, die sowohl den Bias
als auch die Varianzen von B v berticksichtigen.
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In der statistischen Literatur sind viele weitere Strategien beschrieben, die
in konkreten Situationen einen verbesserten Schétzer BM im Vergleich zu
B erzielen. Die Fragestellung der optimalen Wahl von M ist jedoch immer
noch offen.

Eine Alternative zur Einschrinkung der Menge von HK in der Regression
(das hei3t zum Ausschluss von HK mit [ ~ 0) ist der folgende Schétzer Sg:

m

Br =3 (k+ Kp) lara XY,
k=1
wobei K1, ..., K,, > 0 Gewichte sind, die eine zuséitzliche Auswahl von Ein-

flussgroBen in der Regression darstellen. Durch diese Gewichte wird erreicht,
dass I ~ 0 keinen destabilisierenden Einfluss auf die Schitzung mehr aus-
iiben.

Ubungsaufgabe 6.6.7. Zeigen Sie, dass 2)

~ m I
C — 42 T
ov (BR) g ];1 (lk + Kk)Qakak

1) B R ist ein verzerrter Schétzer von 5. Finden Sie den Bias von B R!

Die Bezeichnung (g steht fiir (Engl.) Ridge Regression. Hier stellt sich
die Frage der Wahl von Ky, k = 1,...,m. In der Praxis wird oft empfohlen,
Ki,=K,k=1,...,m, wobei K klein ist, zu wéhlen.

Noch eine Anwendung der HKA in der Regression wird durch die sogeannte
latente Wurzel-Regression (Engl. latent root regression) gegeben. Diese Art
der Regression versucht, nur solche HKA zu eliminieren, die gleichzeitig
kleine Varianzen [ besitzen und keinen Wert fiir die Vorhersage von EY
durch X 3 darstellen. Dabei wird die HKA an der (m + 1) x (m + 1)-Matrix
XTX mit X = (Y, X) durchgefiihrt. Seien @, k = 0, ..., m die Koeffizienten

der HK von XX , mit entsprechenden Eigenwerten Tk, k=0,...,m. Sei
dabei ay = (ago,...,a6m) , k=0,...,m.

Definieren wir die Indexmenge der auszuschliefenden HK als M = {k =
0,...,m: 1l <1, lako| < a*}. Dies ist die Indexmenge von solchen HK, die

kleine Varianzen besitzen und keinen grofien Einfluss auf die Prognose von
Y ausiiben. Sei M = {0,...,m}\ML. Definiere

Br = Z crag, wobei {Cp, k€ M} =argmin|Y — Xﬁ\Q, mit 8 = Z Crag
keM B keM

Satz 6.6.8. Es gilt
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_ _%0\/2?:1 (Yi —?)2

Ck — e
U iem ITO
k3

, keM

Ohne Beweis!

Schwellenwerte [* und ¢* sind immer noch empirisch zu wahlen.

6.7 Numerische Berechnung der Hauptkomponen-
ten

Um zu verstehen, was statistische Software-Pakete bei der Berechnung von
HK tun, ist es wichtig, einige Algorithmen dazu zu kennen. Dabei wird man
sich dariiber im Klaren, warum manchmal die Ergebnisse schlecht sind (z.B.
bei Eigenwerten, die fast gleich sind) oder welche Einschrankungen diese
Algorithmen an die Grofile der zu bearbeitenden Datensétze (in Speicher
und/oder Laufzeit) implizieren. Wir werden hier eine kurze iibersicht dieser
Methoden geben. Da die HKA im Wesentlichen darauf basiert, Figenwerte
A; und Eigenvektoren «; einer positiv semi-definiten (m x m)-Matrix ¥ zu
berechnen, werden wir uns mit dieser Berechnung beschéftigen.

Sei also ¥ eine (m x m)-Matrix mit den Eigenvektoren aj, ..., a,, und Ei-
genwerten \i, ..., \,, die positiv semi-definit ist. In der Fachliteratur sind
mindestens 4 Methoden zur Berechnung von «; und A; bekannt:

1. Potenzmethode
2. QR-Zerlegung
3. Singularwertzerlegung

4. Neuronale Netzwerke

Wir werden hier kurz nur die Essenz der Potenzmethode erwédhnen: diese
stellt einen iterativen Algorithmus zum Auffinden von A\; und «; dar, falls
AL >> Ao > ... > A Sei ug der Anfangsvektor aus R™. Schreibe u, =
Yup_1 = X ug fur alle r € N. Wenn

m
ug = Z C; 0
=1

in der Orthonormalbasis aq,...,a,, Koordinaten cq,..., ¢, besitzt, dann
gilt
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m m
U = X ug = ZciETai = Zci)\zozi, reN
i=1 i=1

. - -
Sei up = (Upty vy Upm) s @ = (XL, - vy Qi) -
Lemma 6.7.1. Es gilt
U
i N )\1
u’l"—l,i r—00
firi=1,...,m und
Uy
' al
Ci)‘l r—00

Beweis Fiir j =1,...,m gilt

Ury = Z ci)\faij
=1
und deshalb

m r Qij
S G
i=1% r—1

— ZAl

. m r—1 aij
u,rflmj Zl:l CZ)\Z Arfl
1

urj

1
A\
crapA + ity ¢ (,\7) i

01a1j)\1:)\1’ weil % <l,t=2,...,n

-1
m A\ T—=00 C1(Y];
cran; + 300G (,ﬁ) Qij 1513 !
weiterhin,
m T
Uy ¢ (i
=a1 + E — |+ ) ai—
UAE i Cl ()\1 r—00

O

Die Tatsache, dass ¢; unbekannt ist, soll uns nicht stéren, denn {# kann
1

zum Einheitsvektor normiert werden. Aus dem Beweis des Lemmas 6.6.5

wird klar, dass die Konvergenz-geschwindigkeit von u“%; gegen A1 und von

Uy
c1 )\71"

gegen a1 genau dann schlechter wird, wenn \; &= A9, wenn also % s

Was wire aber im Fall Ay &= Ay zu tun, um die Konvergenz des Verfahrens
zu beschleunigen? Statt ¥ kann man in den Iterationen > — pI verwenden,
um das Verhéltnis 22=2 kleiner zu machen. Oder, statt ¥ verwendet man

A1—p
(2 — pI)~t, das heiBt, man 16st das Gleichungssystem (3 — pI)u, = uy_1
fiir jedes r € N. Somit ist fiir die geeignete Wahl von p die Konvergenz zu
ag, k=1,...,m moglich (im zweiten Fall).
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Ubungsaufgabe 6.7.2. Konstruieren Sie diese Vektoren und beweisen Sie
die Konvergenz!

Eine Beschleunigung der Konvergenz kann auch erreicht werden, wenn statt
{u,} die Folge {ua,} betrachtet wird, ug, = T? ug, r € N. Weitere MafBnah-
men zur Verbesserung des Algorithmus der Potenzmethode findet man in
[18], S. 410-411.
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