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1 Stichproben und Stichprobenfunktionen

Zu den Zielen der mathematischen Statistik gehort die Beschreibung und Untersuchung der Eigenschaften bzw.
Gesetzmiéfigkeiten von (grofen) Datensétzen. Dabei kann es sich einerseits um sogenannte

e reale Daten

handeln, die sich z.B. bei der Beobachtung (Messung) von Vorgingen bzw. Strukturen in Natur, Technik oder
Wirtschaft ergeben, oder es kénnen

e synthetische Daten

sein, die bei der Simulation solcher Vorgénge bzw. Strukturen durch Computeralgorithmen erzeugt werden.

Die grundlegende Idee der Statistik, um diese Zielstellung zu erreichen, ist die stochastische Modellierung der
vorliegenden Daten.

Dabei nutzt die Statistik Begriffe und Ergebnisse der Wahrscheinlichkeitsrechnung, wie zum Beispiel:

e FEreignis und Wahrscheinlichkeit,
e Zufallsvariable und Verteilung,

e Erwartungswert und Varianz,

e stochastische Unabhéangigkeit,

e Gesetz der grofen Zahlen,

e zentraler Grenzwertsatz,

vgl. das Skript zur Vorlesung ,,Wahrscheinlichkeitsrechnung” im WS 06,/07.

Verweise auf dieses Vorlesungsmanuskript werden wir mit dem Zusatz ,WR” vor der Nummer der zitierten Ab-
schnitte, Lemmata, Theoreme, Korollare bzw. Formeln kennzeichnen.

1.1 Zufallsstichprobe

Der Vektor der vorliegenden Daten (z1,...,2,) kann im allgemeinen eine komplizierte Struktur aufweisen.

e Dabei muss der ,Wert” z; nicht unbedingt eine Zahl sein, sondern x; kann fiir jedes ¢ = 1,...,n selbst
ein Vektor sein, der beispielsweise die Lage, Grofe, Form und Orientierung eines geometrischen Objektes
beschreiben kann.

e In dieser einfithrenden Vorlesung setzen wir jedoch meistens voraus, dass x; € R fiir jedes i = 1,...,n.

e Eine Ausnahme bilden die in der zweiten Hélfte des Semesters diskutierten Zwei-Stichproben-Probleme, bei
denen der Fall z; € R? fiir jedes i = 1,...,n betrachtet wird.

Wir nehmen an, dass die Daten x4, ...,x, die Realisierung eines stochastischen Modells sind.
e Und zwar sei zq, ..., z, die Realisierung einer Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvaria-
blen Xi,...,X, : Q — R, die {iber einem (im allgemeinen nicht naher spezifizierten) Wahrscheinlichkeits-

raum (Q, F, P) definiert sind.
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e D.h.

insbesondere, dass fiir ein w € 2

Xi(w) =; Vie{l,...,n}.

e AuRerdem setzen wir stets voraus, dass E (X?) < oo fiiri =1,...,n.
Definition
1. Der Vektor (z1,...,x,) heifst (konkrete) Stichprobe.

2.

Die Menge B C R™ aller (potentiell moglichen) Stichproben (z1, ..., z,) heilt Stichprobenraum, wobei
wir zur Vereinfachung der Notation annehmen, dass B = R".

3. Der Zufallsvektor (X7, ...,X,,) heillt Zufallsstichprobe.

Beachte

Fiir jedes i = 1,...,n heift a; Stichprobenwert von (x1,...,2,). Analog hierzu nennt man X; Stich-
probenvariable von (X1, ..., Xp,).
. Die Dimension n von (z1,...,z,) bzw. (X1,...,X,) heilst Stichprobenumfang.

Die allgemeine Zielstellung der statistischen Datenanalyse, die in der Einleitung von Kapitel 1 diskutiert
wurde, kann nun wie folgt prézisiert werden: Aus den vorliegenden Daten 1, ..., x, sollen Schlussfol-
gerungen iiber Eigenschaften der (unbekannten) Verteilung der Zufallsstichprobe (X7, ..., X,,) gezogen
werden.

Weil wir voraussetzen, dass die Stichprobenvariablen Xi,..., X, unabhingig und identisch verteilt
sind, wird die Verteilung von (X1,..., X,,) eindeutig durch die (Rand-) Verteilungsfunktion F' = F,
einer (einzelnen) Stichprobenvariablen X; bestimmt, vgl. Abschnitt WR-3.3.5 des Skriptes zur Vorle-
sung ,Wahrscheinlichkeitsrechnung” im WS 06/07.

Aus den Daten 1, ..., z, sollen deshalb Schlussfolgerungen iiber Eigenschaften der unbekannten Ver-
teilungsfunktion F' gezogen werden.

1.2 Stichprobenfunktionen

Um Eigenschaften der Verteilungsfunktion F' zu bestimmen, werden Funktionen ¢ : R™ — R™ betrachtet, die der
Stichprobe (x1,...,x,) die ,Bewertung” ¢(x1,...,x,) € R™ zuordnen, vgl. auch Abschnitt WR-3.4. Dies fiihrt
zu der folgenden Begriffsbildung.

Definition Sei m > 1 eine beliebige natiirliche Zahl. Eine Borel-messbare Abbildung ¢ : R™ — R™ heifit
Stichprobenfunktion.

Beachte

Im allgemeinen ist es iiblich, die zusammengesetzte Abbildung ¢(Xi,...,X,) : @ — R™ mit
o(X1, .., Xn)(w) = p(X1(w), ..., Xp(w))

Statistik zu nennen, d.h., ¢ ist dann eine Funktion der Zufallsstichprobe (Xi,...,X,,).
Manchmal spricht man auch von einer zufdlligen Stichprobenfunktion.

Im Zusammenhang mit der Schidtzung von Parametern oder anderen Modellcharakteristiken nennt man
o(X1,...,Xn) Schitzer. Beim Testen von Hypothesen spricht man dagegen von (Test-) Statistiken bzw.
von Testgrofien, vgl. Abschnitt 4.
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1.2.1 Stichprobenmittel

Wir diskutieren zunéchst die Frage, wie der Erwartungswert 4 = E X; der Stichprobenvariablen X1, ..., X, aus
den beobachteten Daten x1, ..., z, bestimmt werden kann.

e Hierfiir betrachten wir die Stichprobenfunktion ¢ : R — R mit ¢(z1,...,2,) =n"! Yo @i

e D.h., wir betrachten das arithmetische Mittel

Ty = %in (1)
i=1

der Stichprobenwerte z1,...,z,.

e Die Zahl T, wird Stichprobenmittel der (konkreten) Stichprobe (z1,...,z,) genannt.

e Auflerdem betrachten wir das arithmetische Mittel der Stichprobenvariablen X7, ..., X,,, dessen Eigenschaf-
ten bereits in Abschnitt WR-5.2 im Zusammenhang mit dem Gesetz der grofsen Zahlen untersucht worden
sind.

Definition Die Zufallsvariable .

— 1
Xn=-) X, 2
. ; (2)
heifst Stichprobenmittel der Zufallsstichprobe (X7, ..., X,).

Der Erwartungswert und die Varianz von X,, lassen sich wie folgt darstellen.

Theorem 1.1 FEs gilt

EX, =u (3)
und
Var X, = —, (4)
n
wobei u = EX; und 02 = VarX; den Erwartungswert bzw. die Varianz der Stichprobenvariablen Xi,...,X,
bezeichnen.
Beweis

e Die Formeln (3) und (4) ergeben sich wie folgt aus den Theoremen WR~4.4 bzw. WR—4.10.
e Wegen der Linearitit des Erwartungswertes gilt namlich (vgl. Theorem WR~4.4)

EX, E(i;X)
;;EXi

1 n
E;M:ll-
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e Aus Theorem WR—4.10 iiber die Varianz der Summe von unabhéngigen Zufallsvariablen ergibt sich,
dass

_ 1 n
Vaan = ﬁ Var ( E XZ)
i=1

MH

= ; gVarXi

n
1 , 02
= — E o= —.
n2 4 n O
=1

Beachte

e Weil das Stichprobenmittel X,, den Erwartungswert  hat (vgl. (3)), kann man X, als einen geeigneten
,Schatzer” der (im allgemeinen unbekannten) Modellcharakteristik p ansehen.

e Wegen (3) sagt man, dass bei der Schiitzung von u durch X,, kein ,systematischer Fehler” begangen
wird.

e Der Schéitzer X,, kann dennoch sehr ungenau sein, wobei man den in (4) gegebenen Wert o /n als
Kennzahl fiir die Schitzgenauigkeit von X,, auffassen kann.

e Dabei bedeutet (4), dass die Schitzgenauigkeit mit wachsendem Stichprobenumfang n verbessert wird.

2

e Es ist jedoch zu beachten, dass 0° im allgemeinen ebenfalls unbekannt ist.

e Um eine Vorstellung iiber die Grékenordnung der Schiitzgenauigkeit von X,, bei vorgegebenem Stich-
probenumfang n zu erlangen, muss deshalb auch 2 aus den beobachteten Daten 1, ..., z, geschitzt
werden.

e Diese Fragestellung werden wir in Abschnitt 1.2.2 diskutieren.

Neben den Formeln (3) und (4) fiir Erwartungswert und Varianz des Stichprobenmittels X, sind noch weitere
Aussagen iiber die Verteilung von X, von Interesse bzw. iiber deren asymptotisches Verhalten fiir grofie n.

Theorem 1.2 FEs gilt

P(nh_{rolo X, = u) =1 (5)
und _
o (T <) < o

fiir jedes x € R, wobei ®(x) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

Der Beweis von Theorem 1.2 ergibt sich unmittelbar aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen bzw. aus dem
zentralen Grenzwertsatz fiir Summen von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen (vgl. die Theo-
reme WR-5.15 bzw. WR-5.16).

Beachte

e Theorem 1.2 bietet eine Moglichkeit, um die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {|X,, — pu| > ¢} zu
bestimmen, dass das Stichprobenmittel X,, um mehr als einen vorgegebenen Schwellenwert ¢ > 0 von
dem zu schatzenden Wert u abweicht.
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e Aus (6) ergibt sich hierfiir die folgende Néherungsformel
P(X, — >g)z2(1_¢(¥)) (7)

fir grofe n, denn es gilt

P(|Xp—pl>e) = p(\/ﬁ‘XnU—u‘>a\g/ﬁ)
- p( Rt <) (v Tent > )
? @(—Ef)—kl—(b(#)

- (02,

e Falls 02 unbekannt ist, dann kann man anstelle der Niherungsformel (7) ein (zufiilliges) Intervall
angeben, in dem die Abweichung X,, — p des Stichprobenmittels X,, von dem zu schiitzenden Wert
1 mit einer (ndherungsweise) vorgegebenen Wahrscheinlichkeit liegt, vgl. die Anmerkungen am Ende
von Abschnitt 1.2.2.

1.2.2 Stichprobenvarianz

Wir untersuchen nun die Frage, wie die Varianz ¢2 = Var X; der Stichprobenvariablen X7,...,X, aus den
beobachteten Daten x1,...,x, bestimmt werden kann. Dabei gehen wir dhnlich wie in Abschnitt 1.2.1 vor.

e Wir betrachten die Stichprobenfunktion ¢ : R™ — R mit

D@1, n) = —— 3 (1 = Tu)?, (8)

wobel T,, in (1) gegeben ist.

e Die in (8) eingefiihrte Grofe wird Stichprobenvarianz der (konkreten) Stichprobe (x4, ..., 2,) genannt und
mit s2 bezeichnet.

Definition Die Zufallsvariable
1 _
Sn=—72 (Xi—Xn)?, 9)

heifst Stichprobenvarianz der Zufallsstichprobe (X1, ..., Xp,).

Der Erwartungswert und die Varianz von S2 lassen sich wie folgt darstellen.

Theorem 1.3 Es gilt
E(S%) = o?. (10)

Falls E(X}) < oo firi=1,...,n, dann gilt aufferdem

Var(83) = - (s~ =2 o) | (11)

wobei iy = E ((X; — p)*) und o* = (Var X;)? das 4-te zentrale Moment bzw. die quadrierte Varianz der Stich-
probenvariablen X1, ..., X, bezeichnen.
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Beweis

e Aus der Definitionsgleichung (9) von S? ergibt sich, dass

S?z = Z(Xz _yn)Q

d.h.,

P S A (12)

wobei X! = X; — p mit E X/ = 0.

e Weil die Formel (12) die gleiche Form hat wie die Definitionsgleichung (9) von S2, kénnen (und werden)
wir 0.B.d.A. voraussetzen, dass
EX; =0. (13)

e Hieraus folgt insbesondere, dass o
EX,=0. (14)

e Auferdem ergibt sich aus der Definitionsgleichung (9) von S2, dass

5721 = 1 zn:(Xi - Yn)z

d.h.,
1 - —2
52 = (> x2-nXy). 15
e Wegen der Linearitét des Erwartungswertes ergibt sich somit bei Beriicksichtigung von (13) und (14),
dass
1 = 2
ES2 = (> Ex? -nE(X)))
A (LGRS
! (iv X; — nVar X, )
= ar X; — nVar X,
n—1 =
1 2
= (na2fn0—):c72,
n—1 n

wobei sich die vorletzte Gleichheit aus (4) ergibt.
e Damit ist (10) bewiesen.

e Um die Giiltigkeit von (11) zu zeigen, berechnen wir zunichst den Erwartungswert E (S2) der quadrier-
ten Stichprobenvarianz Si = (52)2.
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e Durch Quadrierung beider Seiten von (15) ergibt sich, dass

(- 125t = (32 -nx) = (L x2) - Yo X2+
i=1 i=1 i=1

e Fiir den Erwartungswert des ersten Summanden dieser Summe gilt
n 2 n n
B(Xx)) = B(XxrE )
i=1 i=1  j=1
- (Z Xi+ 30 x2x?)

i#j

= ZIE X —i—ZE X7X?)

i#£j

- ZIE (X + > E(X)E

i#]
= nuy+n(n—1)0"
wobei py = E (X}), d.h.,

B((30X2)) = s+ nin — 1)0°

e Fiir den Erwartungswert des zweiten Summanden gilt
sy = (3 X% 20
i=1 i=1 j=1
- (e )

i#£j
- ]E(zn:X2ZX2)+ E(ZXX Zxk)
i#£]
- an((iX?) )+ Xk ()
i=1 iAj k= 1—;_/
(16) % (npa +n(n —1)0?)
_ (n—1)o* ’

wobei die vorletzte Gleichheit aus (16), aus der Unabhéngigkeit der Stichprobenvariablen X7, ...

und aus der Annahme folgt, dass E X; =0 flir jedes i =1,...,n
e Schlielich ergibt sich auf dhnliche Weise fiir den Erwartungswert des dritten Summanden

S5 - = SR 5
_ % E ((znjxg +ZXZ»XJ) (ZX2 +3 X, Xt))

k=1 i£j st
1 = 4 2v2 2v2
= SE (Zxk +Y 0 XEXC +QZXin)
k=1 kA i#£]

1
= (npa + 3n(n —1)0?).

11

(16)



1 STICHPROBEN UND STICHPROBENFUNKTIONEN 12

e Insgesamt ergibt sich also, dass

2 n 2 3
E(SY) = npy Ha Ha 4 _
(5n) (n—1)2 (n71)2+n(n71)2+0 (nfl n71+n(n—1))

(n>=2n+1)puy 4 n?>—2n+3

- n(n —1)2 7 n(n —1)
_ 1 n n>-2n+3 ,
- oph n(n—1)

e In Theorem WR~4.6 hatten wir gezeigt, dass
Var Z = E(Z?) — (E Z)?

fiir jede Zufallsvariable Z mit E (Z2) < oo.

e Hieraus und aus (10) folgt nun, dass

Var (S2) = ]E(Si)_(]E(Si)f

1 n?—2n+3
= —put+———7-——o'-0"
n n(n—1)
1( n—3 4>
= = - 0" ).
P U

Beachte

e Weil die Stichprobenvarianz S2 den Erwartungswert o2 hat (vgl. (10)), kann S2 als ein geeigneter
Schitzer der (im allgemeinen unbekannten) Modellcharakteristik o angesehen werden.

e Wegen (10) sagt man, dass bei der Schiitzung von o2 durch S? kein systematischer Fehler begangen
wird.

e Dariiber hinaus bedeutet (11), dass die Schitzgenauigkeit mit wachsendem Stichprobenumfang n ver-
bessert wird, falls das 4-te zentrale Moment der Stichprobenvariablen endlich ist.

Neben den Formeln (10) und (11) fiir Erwartungswert und Varianz der Stichprobenvarianz S2 sind erneut weitere
Aussagen iiber die Verteilung von S? bzw. iiber deren asymptotisches Verhalten fiir groke n von Interesse.

Theorem 1.4 Es gilt
P( lim S2 = 02) =1. (17)

n—oo

Falls B (X}) < oo und P((X; —p)? = ¢) <1 fiir beliebige i = 1,2,... und c € R, dann gilt auferdem i}y > o* und

2 _ 2
S:—o

7 1
Hqy — 0O

lim P<\/ﬁ

< x) — () (18)
fiir jedes x € R, wobei uy = E ((Xi—u)‘*) und ot = (Var X;)? das 4-te zentrale Moment bzw. die quadrierte Varianz
der Stichprobenvariablen X1, ..., X, bezeichnen und ®(x) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
15t.
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Beweis

Aus der Voraussetzung, dass die Stichprobenvariablen X1, ..., X,, unabhingig und identisch verteilt
sind, ergibt sich, dass auch die Zufallsvariablen X7, ..., X2 unabhingig und identisch verteilt sind, vgl.
Theorem WR-3.18.

Deshalb ergibt sich aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen (vgl. Theorem WR-5.15), dass mit
Wahrscheinlichkeit 1

1 n
lim — ) X?=E(X7).
Jim_ ~ ; P =E(X7)
Auferdem ergibt sich aus (5), dass mit Wahrscheinlichkeit 1
— 1 <& 2 1 & 2
Jm X = i (5 32%) = (fim 530X = @ x)°

Hieraus und aus (15) ergibt sich nun, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

1 .
lim $2 = lim 1(§ ' x2 —nxi)
n— o0 n—oo N —
=1
= lim IS ¥
n—oomn —1\n ! "
1=1

= E(X})—(EX,)?=0".

Damit ist (17) bewiesen.

Um die Giiltigkeit von (18) zu zeigen, benutzen wir die Darstellungsformeln (12) und (15) der Stich-
probenvarianz S2.

Dabei ergibt sich, dass

82 = (S0 - n(XP) = - (i; X2,

wobei X! = X; —
Aus Formel (5) in Theorem 1.2 ergibt sich, dass v/n(X’,)? in Verteilung gegen 0 konvergiert.

Deshalb ergibt sich aus dem Satz von Slutsky fir die Addition bzw. Multiplikation (vgl. die Theore-
me WR-5.9 und WR-5.11), dass fiir jedes € R

. S2 — o2 L —1
Jm P(va2em <o) = lm P(VA—Zmee— <)
> (X0)? ~ no?
Y
n—oo (i — o)
i(W —nE ((X})?)
= lim P( =1 < x)
nee nVar ((X{)Q)
= o),

wobei sich die letzte Gleichheit aus dem zentralen Grenzwertsatz fiir Summen von unabhéngigen und
identisch verteilten Zufallsvariablen ergibt (vgl. Theorem WR-5.16). O
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Korollar 1.1 FEs gilt

lim P(\/ﬁ Y’gf s x) = O() (19)

n—oo n

fiir jedes x € R, wobei ®(x) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

Beweis

e Aus (17) in Theorem 1.4 ergibt sich, dass S, L5 5

e Aus (6) in Theorem 1.2 ergibt sich nun die Behauptung mit Hilfe des Satzes von Slutsky fiir die
Multiplikation (vgl. Theorem WR~5.11). O

Beachte

e Korollar 1.1 bietet die Moglichkeit, ein (zufélliges) Intervall anzugeben, in dem die Abweichung X, —p
des Stichprobenmittels X,, von dem zu schitzenden Wert p mit einer (ndherungsweise) vorgegebenen
Wahrscheinlichkeit liegt, vgl. Formel (20).

Sei @ € (0,1), und sei z, € R die (eindeutig bestimmte) Losung der Gleichung ®(z,) = .

Dann heifft z, das a-Quantil der Standardnormalverteilung N(0, 1).
e Fiir @ > 0.5 kann man das a-Quantil der N(0, 1)-Verteilung aus Tabelle 1 entnehmen, vgl. Abschnitt 6.

Aus (19) ergibt sich nun, dass

—Z1-0/250 < Z1—a/25n
P(7<Xn— <7)z1— , 20
T I n o (20)
denn
_Zlfa/?gn ~ Zlfa/QSn Y71, — M
G =R LS )
\/ﬁ < Ap—p< \/'ﬁ Z—ay2 < \/77 S < Z1-q/2
Yn - Yn -
= P(\/ﬁ 5 E< Zl—a/?) —P(\/ﬁ E< _Zl—a/2>
(19)
N P(21-a/2) — P(—21-a/2)
= (b(zlfa/Q) - ‘I)(Za/2) =1-a,
wobei in der vorletzten Gleichheit die Symmetrieeigenschaft
Raj2 = —Rl-a/2 (21)
der Quantile der N(0, 1)-Verteilung genutzt wurde.
1.3 Beispiel: Normalverteilte Stichprobenvariablen
e In Abschnitt 1.3.3 werden wir voraussetzen, dass die Stichprobenvariablen X1, ..., X,, normalverteilt sind,

d.h., X; ~ N(u,0?) fiir jedes i € {1,...,n}, wobei u € R und o2 > 0.

e Anstelle der Niherungsformeln (7) und (20) kénnen wir dann ,exakte” Formeln fiir die Wahrscheinlichkeit
herleiten, dass die Abweichung X ,, — 1 des Stichprobenmittels X,, von dem zu schitzenden Wert p in einem
bestimmten Intervall liegt.

e Hierfiir betrachten wir zunéchst eine Klasse von Verteilungen, die mit der Gammafunktion eng zusammen-
héngt.
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1.3.1 Gammaverteilung und y?-Verteilung

e SeiI': (0,00) — (0,00) die Gammafunktion mit

oo

I'(p) = /e_y P dy, p>0. (22)
0

e Durch partielle Integration ergibt sich, dass fiir jedes p > 0

L(p+1)= /e‘y yPdy = [—e‘y y”]o +p/e‘y y'ldy,
0 0
e Also gilt fiir jedes p > 0
L(p+1) =pl(p). (23)

o Weil

oo

ra) = /e_y dy = {_e—y}:’ =1,

0
ergibt sich aus (23), dass I'(n + 1) = n! fiir jedes n € N.

Beachte
e Mit der Substitution ¢’ = b=y, wobei b > 0, geht (22) iiber in

L(p) =b” /e_by yPdy
0

bzw.

P
1:/ b e yPldy, (24)

wobei der Integrand als Wahrscheinlichkeitsdichte aufgefasst werden kann.
e Dies fithrt zu der folgenden Begriffsbildung.

Definition Man sagt, dass die Zufallsvariable Y : Q — R gammauverteilt ist mit den Parametern b > 0 und p > 0,
wenn Y absolutstetig ist und wenn die Dichte fy : R — [0,00) von Y gegeben ist durch

P
) e WyP~l falls y > 0,
friy)=4 "7 (25)
0, falls y < 0.

Schreibweise: Y ~ I'(b, p).

Theorem 1.5 Die Zufallsvariable Y : Q — R sei gammaverteilt mit den Parametern b > 0 und p > 0. Fir
die momenterzeugende Funktion vy : (—00,b) — R mit ¢y (t) = Ee'Y bzw. fiir die charakteristische Funktion
oy 1R — C mit oy (t) = E e*Y gilt dann

by() = —75, Vte(-sob)  bmn  py(f)= ———— Vi€R. (26)

(-5 (17)17’

Auflerdem gilt fiir jedes k € N

plp+1)...(p+k—1) 27)

E(Yk) = o .
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Beweis

Aus der Definition der momenterzeugenden Funktion und aus (25) ergibt sich, dass

t :Eetyz/ ety d :/—etye_by p=1lg :/—e_(b_t)y P=ly.
Yy () J Iy (y)dy J o) Yy dy J ) Yy’ dy

Ahnlich wie bei der Herleitung von (24) betrachten wir nun die Substitution y = (b —t)y’, wobei b > 0
und t < b, und erhalten die Gleichung

r b=t -ty p1
1= vyPldy.
0/ T(p) * s

Hieraus folgt, dass fiir jedes t < b
bP 1

g

Yy (t) =

d.h., die in dem Gebiet {z = t; + ity : t; < b} holomorphen Funktionen ¢;(z) = Ee*¥ und ¢a(z) =
(1 — 2z/b)~P besitzen fiir jedes z € (—o0,b) jeweils die gleichen Funktionswerte.

Aus dem Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen (vgl. Abschnitt 8.1 in R. Remmert (1992) Funk-
tionentheorie 1, Springer, Berlin) ergibt sich nun, dass ¢1(it) = ¢o(it) fiir jedes t € R gilt.

Damit ist (26) bewiesen.

Aus (26) ergibt sich nun, dass @y (t) unendlich oft differenzierbar ist und dass die k-te Ableitung @& ) (t)
von @y (t) gegeben ist durch

)y PP+ . (p+Ek=1) 4 1
oy (t) = o i iy vt € R.
(1-%)

Weil auRerdem E (|Y|*¥) < oo fiir jedes k € N, gilt (vgl. Theorem WR-5.21)

* 0
E(YF) = “"Y,k( ) vken.
1
Hieraus folgt die Giiltigkeit von (27). O

Aus Theorem 1.5 ergibt sich insbesondere, dass die Familie der Gammaverteilungen die folgende Eigenschaft der
Faltungsstabilitit besitzt.

Korollar 1.2 Seien Y1,Ys : © — R unabhdngige Zufallsvariablen mit Y1 ~ T'(b,p1) und Yo ~ T'(b,p2), wobei
b,p1,p2 > 0. Dann gilt Y1 + Yy ~ T'(b, p1 + p2).

Beweis

e Fiir die charakteristische Funktion ¢y, 1y, (t) = E e!*¥Y1Y2) der Summe Y; + Y5 gilt wegen der Unab-

hingigkeit von Y7 und Y5 (vgl. Theorem WR-5.18), dass

PY1+Ys (t) = 7y (t)<)0Yz (t) ; vieR.
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e Aus (26) ergibt sich also, dass

1 1
PY1+Yo (t) = 1£\ P1 11\ P2
EIEy
(-3 ;
1

it\pP1tp2 °
5
(-3

o Die charakteristische Funktion ¢y, 1y, (t) der Summe Y; +Y5 besitzt somit die in (26) hergeleitete Form
der charakteristischen Funktion der Gammaverteilung T'(b, p1 + p2).

e Aus dem Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen (vgl. Korollar WR-5.5) folgt nun, dass
Yi+ Y2 ~ (b, p1 + p2). u

Beachte

e Aus der Definitionsgleichung (25) der Dichte der Gammaverteilung ergibt sich, dass die Exponential-
verteilung Exp(b) eine spezielle Gammaverteilung ist, wobei

Exp(b) = I'(b, 1).

e Wegen Korollar 1.2 ist die Summe Y7 + ... + Y, von n unabhingigen und identisch verteilten Zu-
fallsvariablen Y7,...,Y, mit Y; ~ Exp(b) fiir jedes ¢ € {1,...,n} ebenfalls gammaverteilt, und zwar
gilt

Yi+...4Y,~T(bhn).
Ein solche Gammaverteilung heillt Erlangverteilung der Ordnung n.

e Aufler den Klassen der Exponential- bzw. Erlangverteilungen werden noch weitere Teilklassen von
Gammaverteilungen betrachtet.

e Eine solche Teilklasse von Gammaverteilungen spielt bei der Bestimmung der Verteilung der Stichpro-
benvarianz S2 von normalverteilten Stichprobenvariablen eine wichtige Rolle.

e Es ist dies die Familie der y2?-Verteilungen, die zu den sogenannten statistischen Priifverteilungen
gehoren und die wie folgt definiert sind.

Definition
e Sei r € N eine beliebige natiirliche Zahl, und seien Xi,..., X, : Q@ — R unabhéngige und N(0, 1)-
verteilte Zufallsvariablen.

e Dann sagt man, dass die Zufallsvariable U, = Y_!_, X? eine x*- Verteilung mit r Freiheitsgraden hat.
(Schreibweise: U, ~ x?2)

Theorem 1.6 Sei r > 1 eine beliebige natiirliche Zahl, und sei U, eine x2-verteilte Zufallsvariable mit r Frei-
heitsgraden. Dann ist die Dichte von U, gegeben durch

l.(r72)/267a:/2 f I 0
—————, fallsz >0,
fo(x)=4 27L(r/2) (28)

0, sonst,

wobei I'(1) =1, I'(1/2) = /7 und T(p+ 1) = pT(p), d.h., es gilt U, ~ T'(1/2,7/2).
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Beweis

e Wir betrachten zunichst den Fall » = 1, d.h., es gelte U; = X? mit X ~N(0,1).
e Fiir die Dichte fy, (x) von U; ergibt sich dann aus Theorem WR-3.15, dass

1
—(fx(Vz) + fx(—Vx)), falls z >0,
fo@) =4 2T
0, falls z < 0.

e Weil
e = = en(-5).

ergibt sich somit, dass

x
exp(—=), fallsz >0,
fur(w) = { V2 =2) (29)

0, falls z < 0.

e Damit ist (28) fiir den Fall » = 1 bewiesen.
e Ein Vergleich von Formel (29) mit der Definitionsgleichung (25) der Gammaverteilung zeigt auferdem,
dass
Uy = X%~ T(1/2,1/2). (30)
e Seien nun Xi,..., X, : Q@ — R unabhéngige und N(0, 1)-verteilte Zufallsvariablen.
e Aus (30) und aus Korollar 1.2 folgt dann, dass

X34 .+ X2~ T(1/2,7/2).

e Hieraus und aus der Definitionsgleichung (25) der Gammaverteilung ergibt sich nun die Giiltigkeit von
(28) fiir jedes r € N. O

Beachte

e Fiir U, ~ x2 und a € (0,1) sei x?, die (eindeutig bestimmte) Losung der Gleichung Fy, (x7 ) = o
e Dann heifst X%,a das a-Quantil der x2-Verteilung mit r Freiheitsgraden.

e Quantile der x2-Verteilung mit r Freiheitsgraden sind in Tabelle 2 gegeben, vgl. Abschnitt 6.

1.3.2 Unabhingigkeit und Transformation von Zufallsvektoren

e In Abschnitt 1.3.3 bendtigen wir einige Eigenschaften von Zufallsvektoren, die wir hier lediglich erwdhnen
(ohne sie im einzelnen zu beweisen).

e In den Abschnitten WR-3 bzw. WR-4 der Vorlesung ,Wahrscheinlichkeitsrechnung” im WS 01/02 sind
solche Eigenschaften fiir den Fall reellwertiger Zufallsvariablen hergeleitet worden.

Definition In Verallgemeinerung des Begriffes der Unabhéngigkeit von reellwertigen Zufallsvariablen, der in
Abschnitt WR-3.3.5 eingefiihrt wurde, sagen wir, dass die Zufallsvektoren X; : @ — R™ ... X, : Q —
R™» unabhdngig sind, falls

Fixy,...x) (@1, ... xn) = Fx,(21) ... Fx, (75) Vo, e R™ ... x, € R, (31)

Tyeens
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Analog zu Theorem WR-3.11 ergibt sich dann die folgende Charakterisierung der Unabhéngigkeit absolutstetiger
Zufallsvektoren.

Theorem 1.7 Seien (X1,...,X,) : Q@ — R™MT+mn ynd damit auch X1 : @ — R™ ... X, : Q@ — R™" abso-
lutstetige Zufallsvektoren. Die Komponenten X1,...,X,, des Vektors (X1,...,X,) sind genau dann unabhdngig,
wenn fiir fast alle (x1,...,z,) € RMiT+mn

f(X1,~»-,Xn)($17 N 732‘”) = le (.’)31) N an ((,Cn) . (32)

Analog zu Theorem WR-3.18 ergibt sich der folgende Satz iiber die Unabhéngigkeit zusammengesetzter Abbil-
dungen.

Theorem 1.8 Die Zufallsvektoren X7 : Q@ — R™ ... X, : @ — R™" seien unabhdingig. Fir beliebige Borel-
messbare Funktionen o1 : R™ — R™1 ... ¢, : R™" — R™n sind die Zufallsvektoren v1(X1), ..., on(Xy) dann
auch unabhdngig.

Schlielich gilt der folgende Transformationssatz fiir die Dichte von absolutstetigen Zufallsvektoren.
Theorem 1.9

o Sei X = (X1,...,Xn) : Q& — R™ ein absolutstetiger Zufallsvektor mit der Dichte fx : R™ — [0,00),
sei B € B(R™) ein offener n-dimensionaler Quader, und sei ¢ = (p1,...,0,) : R* — R™ eine auf B
differenzierbare Abbildung mit den (stetigen) partiellen Ableitungen Op;/0x (x4, ..., Ty).

o Auflerdem gelte
{r eR": fx(z) #0} C B

und

det(%(ml,...,an;&O Y(z1,...,2,) € B,

J

so dass die Finschrinkung ¢ : B — C von ¢ auf die Menge B eine eineindeutige Abbildung ist, wobei
C ={p(x):x € B}.

o Seip = (o7t 0.1): C — B die Unkehrung der Abbildung ¢ : B — C.

e Dann ist auch der Zufallsvektor Y = p(X) absolutstetig, und fir die Dichte fy(y) von'Y gilt

(e @) e ) \det(agolj'jl(yl,...,yn))

) fallsy:(yl,,yn) GC;

fr(y) = (33)

0, fallsy & C.

1.3.3 Verteilung von Stichprobenmittel und Stichprobenvarianz

e Wir bestimmen nun die (gemeinsame) Verteilung des Stichprobenmittels X,, und der Stichprobenvarianz
S2 bei normalverteilten Stichprobenvariablen X7, ..., X,,.

e Zuniichst zeigen wir, dass X,, und S2 unabhiingig sind.

Theorem 1.10 Sei (X1,...,X,) eine normalverteilte Zufallsstichprobe mit X; ~ N(u,0?). Dann sind X,, und
S2 unabhingige Zufallsvariablen.
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Beweis

Zur Erinnerung: Mit der Schreibweise X| = X; — p gilt

_ 1 & 1 & _
X =~ E X/ 4+p und  S2= § (X! - X7)%. (34)
i=1 =1

n—1~4

Wegen Theorem 1.8 kénnen (und werden) wir deshalb 0.B.d.A. voraussetzen, dass u = 0 und o2 = 1,
d.h. X; ~ N(0,1).

Um die Unabhiingigkeit von X,, und S2 zu zeigen, nutzen wir die Tatsache, dass sich die Stichproben-
varianz S2 wie folgt darstellen liisst:

= (- oo - x)
- - L : ((i(x,- - Yn))Q + f:(xi - X%,
=2 =2

wobei sich die letzte Gleichheit aus der Identitit Y ;- (X; — X,,) = 0 ergibt.

Die Stichprobenvarianz S2 ist also eine Funktion des Zufallsvektors (X2 X, Xn— Yn), d.h., es
gilt _

S2=0(Xo— Xy, X — X0 s (35)

wobel

3

xi)Q +y a:?) . (36)

=2

(o, ... xn) = 1 ((

n
n—1 —

K2

Wir zeigen nun zunéchst, dass der Zufallsvektor (Xg —Xn,ooy Xn — Yn) unabhingig von X,, ist.

Wegen der Unabhéngigkeit und N(0, 1)—Verteiltheit der Stichprobenvariablen X7, ..., X, ist die (ge-
meinsame) Dichte fx(z1,...,z,) des Zufallsvektors X = (X;,...,X,,) gegeben durch

fx(z Tp) = 1 ex (—liﬁ) Y(x xn)R"

X 1y+++sdn (271_),”/2 p 92 i) IR ) .

=1

Wir betrachten die lineare Abbildung ¢ : R® — R"™ mit

01(z) =Tn, w2)=22—Tn, ..., ©p(T) =2, —Tp.

Fiir die Umkehrabbildung ¢! : R® — R" gilt dann fiir jedes y = (y1,...,¥yn) € R"

oW ==Y v, e W=ty s 00 W) =Yt Un
=2

Fiir die Jacobi-Determinante der Abbildung ¢ : R” — R™ bzw. der Umkehrabbildung ¢! : R® — R"

gilt
6<pi - 1
det(axj (z1,... ,xn)> =

fiir jedes (z1,...,2,) € R™ bzw.
oot
det( ) (y177yn))_n

Yj

fiir jedes (y1,...,yn) € R™.
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Aus Theorem 1.9 ergibt sich somit fiir die Dichte f (y X% X % )(yl, .« s Yn) des Zufallsvektors
Mny<r2 T A n e n_—<n

(yn,XQ—Xn,...,Xn—yn) :@(Xl,,Xn)

die folgende Darstellungsformel.

Fiir jedes (y1,...,yn) € R gilt

n

S

f(yn_’)b_ym_an_yn)(y17 e Yn) = 7(27:;”/2 eXP(—%(yl - Zyi)z) exp(—% (yi + 91)2>
i=2 i=2
n \1/2 1 n 1/2 1 /e ~ 2
- ()" (4 () (4 (B + (S5)).
e Wegen dieser Produktdarstellung der Dichte f(Ym Xo- T Xn—fn) (y1,...,Yyn) ergibt sich nun aus

Theorem 1.7, dass (X2 — X, Xp — Yn) unabhéngig von X,, ist.

Wegen (35) ergibt sich somit aus Theorem 1.8, dass auch die Zufallsvariablen S? und X,, unabhingig
sind. (]

Theorem 1.11 Sei (X1,...,X,,) eine normalverteilte Zufallsstichprobe mit X; ~ N(u,0?) firi € {1,...,n}.
Dann gilt

X, ~ N(p,0°/n) (37)
und ( )52
n—1)5;
oz ~ Xifl . (38)
Beweis

e Aus Theorem WR-3.14 (bzw. aus dessen vektorieller Version in Theorem 1.9) ergibt sich, dass

Xi

~ N(/n, 0? /n?)

fiir jedes ¢ € {1,...,n}, vgl. auch das Beispiel in Abschnitt WR-3.4.2.

Weil mit X,...,X,, auch die Zufallsvariablen X; /n, ..., X, /n unabhingig sind, ergibt sich nun aus
der Faltungsstabilitéit der Normalverteilung (vgl. Korollar WR-3.2), dass

- X X,
X,=21 4 4 22 N(p, 02 /n).
n n

Damit ist (37) bewiesen.

Um (38) zu beweisen, betrachten wir die Identitét

n n

Z(Xi - ,u)2 Z((Xz — X)) + (X — M))Z

i=1 i=1
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Weil die Zufallsvariablen o~ 1(X; — p),...,071(X,, — u) unabhingig und N(0, 1)-verteilt sind, ergibt
sich somit aus der Definition der y2-Verteilung, dass

n 2 f:(Xi_Yn)g X, — 2
N e ”

e Wegen Theorem 1.10 sind die beiden Summanden RS; und RSs auf der rechten Seite dieser Gleichung
unabhéngig.
e Wegen Theorem WR-5.18 gilt deshalb fiir die charakteristische Funktion ¢rg(t) der linken Seite LS
von (39), dass
ers(t) = ¢rs, (t)eRrs. (1)
fiir jedes ¢t € R, wobei ¢gs, (t) die charakteristische Funktion von RS; bezeichnet.
e Aus Theorem 1.5 folgt somit, dass fiir jedes t € R
eLs(t)

Prs, (t) = ors, (1)

1
(1—2it)

(n=1)/2"
e Die erneute Anwendung von Theorem 1.5 und des Eindeutigkeitssatzes fiir charakteristische Funktionen

(vgl. Korollar WR-5.5) ergibt nun, dass

(n—1)S3
T = RSl ~ Xi71 .

1.3.4 t-Verteilung

Wir fiithren nun eine weitere Klasse von statistischen Priifverteilungen ein, die wie folgt definiert sind.

Definition Seir € N eine beliebige natiirliche Zahl, und seien X und U, unabhéngige Zufallsvariablen mit X ~
N(0,1) und U, ~ x2. Dann sagt man, dass die Zufallsvariable

W=X/ﬁ (40)

t-verteilt ist mit r Freiheitsgraden. (Schreibweise: V. ~ t,.)

Theorem 1.12 Sei V, ~ t,.. Fir die Dichte fy,_ (x) von V, gilt dann

I'((r+1)/2) 1

fv.(z) = T(r/2) v (1+ x2/r)(r+l)/2

fiir jedes x € R.

Beweis

e Seien X und U, unabhiingige Zufallsvariablen mit X ~ N(0,1) und U, ~ x2.
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Fiir die gemeinsame Dichte f(x v, )(z,u) von (X, U,) gilt dann:

1 72 u(r—2)/26—u/2
_ = e 77 42
f(X,U,-)(x7u) mexp( 2 ) or/2 F(T/2) ( )
fiir beliebige z € R und w > 0.
e Wir betrachten die Abbildung (z,u) — (v, w) mit
x
v= , w=u
Vu/r
e Fiir die Jacobi-Determinante der Umkehrabbildung gilt (w/r)"/2.
o Aus Theorem 1.9 ergibt sich somit fiir die (Rand-) Dichte fy, (v) von V., dass
_ 1/2 1/2
fr@) = [ focon (o2, w) (w/r) du
0
1 T wy fw1/2
: e 5)(2)
V2m 22 T(r/2) r/z /eXp P\ v
0
_ 1 i (1+v /7") ((r+1)/2)—1
= 27r2r/2r1/2f /) /eXp ) dw .
0
e Fiir das Integral ergibt sich aus der Darstellungsformel (24) der Gammafunktion, dass
Ji (L+v*/r)wy  (riryzy—1 , . D((r+1)/2)
/exp(— 2 )w dw = ((1+v2/r)>(r+1)/2 )
0 2
e Hieraus folgt, dass fiir jedes v € R
1 1 I'((r+1)/2)
fv.(v) = )2 1/2 r+1)/2
1/2/”2/ rl/ F(’I’/Q) ((1+v2/r))(+)/ O
2

Beachte
e Sei V, ~ t,. Fiir « € (0,1) wird dann die (eindeutige) Losung ¢, , der Gleichung Fy, (t, ) = o das
a-Quantil der t-Verteilung mit r Freiheitsgraden genannt, vgl. Tabelle 3 in Abschnitt 6.

e Analog zu der Symmetrieeigenschaft z, = —z1_, der Quantile z, der Standardnormalverteilung gilt
auch
tr,a = _tr,lfa (43)
fiir beliebige r € N und « € (0, 1), weil die in (41) gegebene Dichte der t-Verteilung eine beziiglich des
Nullpunktes symmetrische Funktion ist.

Theorem 1.13 Sei (X1,...,X,) eine normalverteilte Zufallsstichprobe mit X; ~ N(u,0?) firi € {1,...,n}.
Dann gilt



1 STICHPROBEN UND STICHPROBENFUNKTIONEN 24

Beweis

e In Theorem 1.10 hatten wir gezeigt, dass die Zufallsvariablen X, und S? unabhiingig sind.

e Aus Theorem WR-3.18 (bzw. aus dessen vektorieller Version in Theorem 1.8) ergibt sich somit, dass
auch die Zufallsvariablen

X, — 1 —1)52
vi(EnE) (=1
o n—1 o2
unabhéngig sind.
e Aufserdem ergibt sich aus Theorem 1.11, dass
X, —
Vi (F=E) ~ N, 1)
und ( )52
n—1)5;
— s "~ Xn—1-

g

e Deshalb ergibt sich unmittelbar aus der Definition der t-Verteilung, dass

_ Xn_:u
Ve B -
Sn 1 (n—-nsz "
n—1 o2 O

Beachte

e Theorem 1.13 bietet die Mdglichkeit, ein (zufilliges) Intervall anzugeben, in dem die Abweichung X,, —u

des Stichprobenmittels X,, von dem zu schitzenden Wert p mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit
liegt.

e Von besonderer Bedeutung ist dabei die Tatsache, dass die Kenntnis der (im allgemeinen unbekannten)
Parameter p und o2 nicht zur Konstruktion dieses Intervalls erforderlich ist.

e Aus Theorem 1.13 ergibt sich nimlich auf die gleiche Weise wie bei der Herleitung von (20), dass

~th—11-a/25"  — tn-11-0/250\

fiir jedes « € (0, 1).

1.4 Ordnungsstatistiken

e Aufer dem Stichprobenmittel X, und der Stichprobenvarianz S2, deren Eigenschaften in den Abschnit-
ten 1.2 bzw. 1.3 diskutiert wurden, gibt es noch weitere Stichprobenfunktionen, die bei der statistischen
Datenanalyse von Interesse sind.

e Eine solche Klasse von Stichprobenfunktionen sind die sogenannten Ordnungsstatistiken, die mit Hilfe der
folgenden Borel-messbaren Abbildung ¢ : R™ — R"™ definiert werden:

(@1, m0) = (T1), -5 Tm)) = @(T1, .00, Tp) (46)

wobei fiir jedes i € {1,...,n}
zy = min{z; : #{k 1z <} > i} (47)
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Beachte Die in (46) und (47) gegebene Abbildung ¢ : R™ — R"™ ist eine Permutation der Komponenten des
Vektors (z1,...,Ty), so dass
1)y Sz <. S X -

Definition

e Sei (X1,...,X,,) eine beliebige Zufallsstichprobe, und

o fiir jedes w € () sei
(Xy(w), .o, Xy (w)) = go(Xl(w), o ,Xn(w))
die in (46) und (47) gegebene Permutation von (X;(w),..., X, (w)), so dass

XpWw) <. £ Xy (W) (48)

e Die auf diese Weise definierten Zufallsvariablen X1y, ..., X(,) : € — R heiffen die Ordnungsstatistiken
von (Xi,...,X,).

Beachte

e Insbesondere gilt
Xy = min X; und Xy = max X, (49)
1<i<n 1<i<n
d.h., X1y bzw. X,y sind das Minimum bzw. das Mazimum der Stichprobenvariablen X1,..., X,,.
e In diesem Zusammenhang wird auch die Stichprobenspannweite R,, = X,y — X (1) betrachtet.

o Anstelle des Stichprobenmittels X,, wird manchmal der Stichprobenmedian M,, betrachtet, wobei

X((n+1)/2) 5 falls n ungerade,
Mn = (50)
(X(n/2) + X((nj2)+1)) /2, falls n gerade,

e Der Stichprobenmedian ist also ebenfalls ein Mittelwert: Jeweils etwa die Hélfte der Stichprobenvaria-
blen X1,..., X, ist kleiner bzw. grofer als der Stichprobenmedian.

e Ein Vorteil des Stichprobenmedians M,, besteht darin, dass M, wesentlich weniger als X,, von den
extremalen Variablen Xy und X, abhangt.

1.4.1 Diskrete Stichprobenvariablen

Wir untersuchen nun die Verteilung von Ordnungsstatistiken, wobei wir zunéchst den Fall betrachten, dass die
Verteilung der Stichprobenvariablen X, ..., X, diskret ist.

Theorem 1.14

e Die Stichprobenvariablen X1,...,X,, seien diskret, d.h., es gebe eine (abzdhlbare) Menge
C={x_my...,T_1,L0,T1,T2,..., Ty} CR
Mt x_py < ...<x_1 <X <X <To<...< Ty und
PX;eC)=1 Vie{l,...,n},

wobet wir T_,, = —00 bzw. T, = oo setzen, falls m = oo bzw. m' = co und lim,,_, o T, = —00 bzw.
lim,, o T, = 0.
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e Dann gilt fir beliebige i € {1,...,n} und j € {—m,...,m'}

P(X@ < 5) i()Pkl— )k (51)

k=i
bzw. .
Py =) =3 () (PR - By = P = B, 52)

k=i

wobes ;
P = Z Dk und pr = P(X; = xy)
k=—m
Beweis

e Fiir beliebige i € {1,...,n} und j € {—m,...,m'} deuten wir das Ereignis {X; < z;} als ,Erfolg” und
das Ereignis {X; > z,} als ,Misserfolg”.

e Weil die Stichprobenvariablen X, ..., X, unabhingig und identisch verteilt sind, ergibt sich somit,
dass die Zufallsvariable Y = #{i : X; < z;} binomialverteilt ist mit ¥ ~ Bin(n, P;).

o Weil auflerdem
{X@ <z} ={Y > i},

ergibt sich hieraus, dass

P(Xy <) = P(Y >14)
= > <n>Pk(l — Pyt
k
k=i
e Damit ist (51) bewiesen.
o Auferdem gilt
P(Xu =z;) = P(Xu <zy)— P(Xu <zj-1)
= k(1 — p)y»=F_— pk _p._\nk
_ ;( )(P 1—P)"k— Pk (1-P_y) ) .

1.4.2 Absolutstetige Stichprobenvariablen

e Uber die Verteilungsfunktion F' : R — [0, 1] der Stichprobenvariablen X1,..., X,, setzen wir nun voraus,

dass .
= / fy)dy,

wobei f(y) > 0 fiir jedes y € R und [, f(y)dy = 1.

e Zusitzlich setzen wir noch voraus, dass die Dichte f : R — [0, 00) stiickweise stetig ist, d.h., die Dichte f
habe héchstens abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen, die sich nirgendwo im Endlichen h&ufen mdégen.

e Die Verteilungsfunktion F' ist dann stiickweise stetig differenzierbar.
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Theorem 1.15

e Die Stichprobenvariablen X1,...,X,, seien absolutstetig mit der stiickweise stetigen Dichte f: R — [0, 00).

e Dann ist auch die Ordnungsstatistik Xy fiir jedes i € {1,...,n} eine absolutstetige Zufallsvariable, deren
Dichte fx,, : R — [0,00) gegeben ist durch

n - f(@)(F(x) T (1= F)" (53)

0@ =Gm =

Beweis

e Ahnlich wie beim Beweis von (51) in Theorem 1.14 setzen wir Y = #{i : X; < z}.

e Weil die Stichprobenvariablen X1, ..., X, unabhingig und identisch verteilt sind, ergibt sich nun, dass
Y binomialverteilt ist mit Y ~ Bin(n, F(z)).

e Wegen {X(;) <} = {Y > i} erhalten wir also, dass fiir jedes z € R
. n k n—k
P(Xgp<z)=>) < k> (F(2))"(1-F(x))"". (54)
k=i

Weil F' stiickweise stetig differenzierbar ist, gilt dies somit auch fiir die Verteilungsfunktion Fx , : R —
[0,1] von X (3 mit Fx, (z) = P(X(;) < z) fiir jedes » € R.

Insbesondere ist also X ;) absolutstetig.

Beiderseitiges Differenzieren von (54) ergibt nun, dass

d
fX(i) (x) = o FX(i)(x)
d

= —P(X/y<
T (X@) <=z)

= Y (Z) (k(F(x))’“*l (1= F@)" " f@) = (n— k) (F(x))" (1 - F(x))”*“f(m)) .
k=i
e Weil n — k = 0 fiir k = n, ergibt sich hieraus, dass

frole) = (1)@ @) 0= r@) e Y (L)kE@) T 0= Fe) T @

7

k=i+1
5 (Z) (n—k)(F(2))" (1 - F2))"™"" f(x).
k=i

e Durch die Substitution ¥’ = k — 1 in der ersten Summe erhalten wir, dass

n!

Ixo@ = GTopre—a /@E@) T (- Fe)"

|
> (k + 1) (k+1)(F(@)" (1= F()"" " ()

k=
n—

X (3= - @)

e

o
<.

n! i1 .
- G—Dl(n—d)l f@)(F(z) (1-F()" ",
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wobei sich die letzte Gleichheit aus der Identitét

(u2) 0= = = ()
ergibt. -

In Verallgemeinerung von Theorem 1.15 kann man die folgende Formel fiir die gemeinsame Dichte von zwei
Ordnungsstatistiken herleiten.

Theorem 1.16

e Die Stichprobenvariablen X1, ..., X, seien absolutstetig mit der stickweise stetigen Dichte f : R — [0,00).
e Firl <i < j <mn stdie gemeinsame Dichte fx  x : R? — [0,00) der Ordnungsstatistiken Xy, X(5)
gegeben durch
i—1 j—1—i n—j
nlf (i) f () (F (@)™ (F(aj) = Fla))™ " (1= F(ay))"™
(DG 1-D!(n—)) ’
fx(i>,x(j)($i,$j) = falls —o0 < z; < xj; < 00, (55)

0, sonst.

Beweis

e Der Beweis von Theorem 1.16 verlduft dhnlich wie der Beweis von Theorem 1.15. Wir geben deshalb
hier lediglich die Beweisidee an und lassen die Details weg.

e Undzwarsel Y = #{i: 1 <i<n, X; <gylund Z =#{i: 1 <i<n,y <X, <z} fiir beliebige
Yy <z
e Dann kann man leicht zeigen, dass fiir 1 < k, £ <mn

n'

P =k Z2=0) = g (FW) (FE) = Fw) (1= F&)"

e Auferdem lisst sich die gemeinsame Verteilungsfunktion Fx , x ; R? — [0, 1] der Ordnungsstatisti-
ken X(;y, X(;) darstellen durch

j—1 n—k
Fx,x,,2)=PY >i,Y+Z>j)=> Y PY =k Z=10+P(Y >j).
k=i t=j—Fk
e Durch Einsetzen der vorhergenden Formel fiir P(Y = k, Z = ¢) bzw. P(Y > j) ergibt sich nun die
Behauptung (55). O

Beachte

e Es lassen sich auch Formeln fiir die gemeinsame Dichte von drei und mehr Ordnungsstatistiken herlei-
ten.

e Insbesondere gilt fiir die gemeinsame Dichte fx .. x,, @ R" — [0,00) aller Ordnungsstatistiken
X(1)7 PN ,X(n):

n! f(xy)... f(z,), falls —co <z <...<zp < o0,
XXy (15 Tn) = (56)
0, sonst.
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1.4.3 Beispiel: gleichverteilte Stichprobenvariablen

e Wir illustrieren nun die in Abschnitt 1.4.2 hergeleiteten Ergebnisse fiir das folgende Beispiel.

e Die Stichprobenvariablen X7, ..., X,, seien gleichverteilt im Intervall (0, 6) fiir ein 6 > 0, d.h.

6=, falls z € (0,0),

fz) =
0, falls = & (0,90).

1. Dichte, Erwartungswert und Varianz von X ;)

e Aus Theorem 1.15 ergibt sich durch Einsetzen in (53), dass

n! ) ,
T N1 . 9_” i—1 0 — n—u fall 0.0
e @y=d G=Dim—ir” * (0—2)""", falls z € (0,0),
(4) =
0, falls = ¢ (0,0).
e Hieraus folgt insbesondere, dass
9 i(n—i+1)6?
EXy = d Var Xy — "7
Oy ™ PO T 2+ 2)

2. Gemeinsame Dichte von X (1) und X ()

e Aus Theorem 1.16 ergibt sich durch Einsetzen in (55), dass fiir 0 < z7 < x,, <

nn—1) jx, > )"*2 ~on(n—1)(zy, —x)" 2

Froxlone) = = (5= 5) = T - (57)

3. Gemeinsame Dichte von R, = X(n) — X1y und Z,, = (X 1y + X(n))/2
e Wir betrachten nun die Stichprobenspannweite R, = X(,) — X(1) und das arithmetische Mittel Z, =
(X(1) + X(n))/2 der extremalen Ordnungsstatistiken X (1) und X,).

e Ahnlich wie das Stichprobenmittel X,, bzw. der Stichprobenmedian M,, ist auch das Mittel Z,, =
(X (1) + X(n))/2 eine sogenannte Lokationskenngrdfe.

e Fiir die gemeinsame Dichte fr, 7, : R? — [0,00) des Zufallsvektors (R, Z,) gilt

n(n — 1)rn=2

fRo 2, (r.2) = on 7
0, sonst.

falls r € (0,0) und r/2 < 2 < 0 —1/2, (58)

e Dabei ergibt sich (58) aus (57) und aus dem in Theorem 1.9 angegebenen Transformationssatz fiir die
Dichte von absolutstetigen Zufallsvektoren.

e Denn durch die Abbildung
(@), T(m)) = (r,2) : R? — R?
mit
T + %))
2
wird die Menge {(z(1),7(n)) : 0 < z(1) < 2(n) < 0} auf die Menge {(r,z) : 0 <7 < 0,7/2 <z <
6 — r/2} abgebildet, und

(T7 Z) = (x(n) —Z(1) >
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e fiir die Umkehrabbildung
(r,z) = (), Z(n)) : R? —> R?
mit
r r
(), Tn)) = (Z T At 5)
ist die Jacobi-Determinante gleich —1.
4. Dichte von R, = X,y — X(1)
e Fiir die (Rand-) Dichte fr, : R — [0,00) von R,, = X(,) — X(1) gilt
n(n —1)r"=2(0 —r)

fr. (1) = o 7
0, sonst,

falls r € (0,0), (59)

e denn aus (58) und aus Theorem WR-3.9 iiber die Integraldarstellung von Randdichten ergibt sich,
dass fiir jedes r € (0,6)

0—r/2 Ly
() = / W—TW ds

r/2

n(n—1)r"=2(0 —r)

on
5. Dichte von Z, = (X(1) + X(n))/2
o Auf die gleiche Weise wie bei der Herleitung von (59) kann man zeigen, dass
ML}:L_I ) falls z € (0,0/2],
522 = o — o)™ (60)
g falls z € (0/2,0),

e denn aus (58) ergibt sich, dass fiir z € (0,0/2]

2z
n(n —1)rn=2 n(2z)" 1
fz,(2) = - dr =
e

en

bzw. fiir z € (0/2,6)

2(9*2‘)”(” _ 1)7~n—2 n(2(0 _ Z))n71
on (Z) = / on dr = on :
0

1.5 Empirische Verteilungsfunktion

e Wir betrachten nun noch eine andere Klasse von Stichprobenfunktionen, mit deren Hilfe die Verteilungs-
funktion F' der Stichprobenvariablen X7,..., X, aus den vorliegenden Daten x1,...,x, bestimmt werden
kann.

e Hierfiir betrachten wir fiir jedes € R die Stichprobenfunktion ¢, : R™ — [0, 1] mit

#{1:1<1<n,z; <x
L,Ow(l'h...,iﬂn): { n } ) (61)

e wobei v (21,...,x,) die relative Hiufigkeit derjenigen Stichprobenwerte ist, die den Schwellenwert x nicht
iiberschreiten.
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1.5.1 Definition und elementare Eigenschaften

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass fiir jeden Vektor (x1,...,x,) € R™ die in (61) definierte Abbildung
xéwx(xla"'axn) (62)
die Eigenschaften einer Verteilungsfunktion hat.

e Die in (62) gegebene Abbildung wird deshalb empirische Verteilungsfunktion der (konkreten) Stichprobe
(1,...,2,) genannt.

Dies fiihrt zu der folgenden Begriffsbildung.

Definition Die Abbildung F, : R x € — [0, 1] mit

#{i:1<i<n, X;(w) <z}

ﬁn(x, w) =
n

(63)

heifst empirische Verteilungsfunktion der Zufallsstichprobe (X1, ..., X,,).
Beachte
e Die in (63) gegebene Abbildung kann man als eine Familie { F,, (z), € R} von Zufallvariablen F, (z) :
Q — [0,1] auffassen.

e Eine solche Familie von Zufallsvariablen wird empirischer Prozess genannt. Empirische Prozesse bilden
eine spezielle Klasse stochastischer Prozesse, d.h., eine Familie von Zufallsvariablen, die {iber einund-
demselben Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind.

Theorem 1.17 Fiir jedes x € R gilt:

1. Die Zufallsvariable n F,,(z) ist binomialverteilt mit den Parametern n und p = F(z), d.h., es gilt

P(nF,(z) =k) = (Z) (F(z))*(1 = F(z))"*, Vke{0,1,...,n}. (64)

2. Insbesondere gilt
Fr)(1 - F(x))
- .

E F,(x) = F(x) und Var ﬁn(x) =

3. Mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt N
lim F,(z) = F(z). (66)
4. Falls 0 < F(x) < 1, dann gilt auflerdem fiir jedes y € R
Fy(z) — F(x)
F(z)(1 - F(x

lim P<\/ﬁ

n—oo

<y)=2@), (67)
) )
wobei ®(y) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

Beweis

e So wie in Abschnitt 1.4 deuten wir das Ereignis {X; < x} als ,Erfolg” und das Ereignis {X; > z} als
»Misserfolg”.

e Aus der Definitionsgleichung (63) der empirischen Verteilungsfunktion ﬁn ergibt sich somit, dass wir

die Zufallsvariable n F,,(z) als die Anzahl der Erfolge beim n-maligen Miinzwurf mit den identischen
Erfolgswahrscheinlichkeiten a; = as = ... = a, = F(z) auffassen konnen, vgl. Beispiel 2 in Ab-
schnitt WR-3.2.2.
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e Hieraus ergibt sich, dass n F),(z) binomialverteilt ist mit n F,, () ~ Bin(n, F(z)).
e Damit ist (64) bewiesen.

e Aus den Formeln fiir den Erwartungswert bzw. die Varianz der Binomialverteilung ergibt sich nun die
Giiltigkeit von (65), vgl. jeweils Beispiel 1 in den Abschnitten WR~4.1.1 bzw. WR-4.2.2.

e Aus der Definitionsgleichung (63) der empirischen Verteilungsfunktion F), folgt auferdem, dass

wobei
1, falls X; <=,

0, falls X; > x.

Y, =

e Wegen dieser Darstellungsmoglichkeit von nﬁn(x) als Summe von n unabhingigen und identisch
(Bernoulli-) verteilten Zufallsvariablen Y; mit EY; = F(x) ergibt sich (66) unmittelbar aus dem starken
Gesetz der groften Zahlen; vgl. Theorem WR-5.15.

e Mit der gleichen Begriindung ergibt sich (67) unmittelbar aus dem zentralen Grenzwertsatz fiir Summen
von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen; vgl. Theorem WR-5.16. |

Beachte Weil die Zufallsvariable ﬁn(x) den Erwartungswert F'(x) hat (vgl. (65)), kann E, (x) als ein geeigneter
Schétzer von F'(z) angesehen werden.

1.5.2 Satz von Gliwenko-Cantelli

e In diesem Abschnitt betrachten wir die Abweichung

Dy =sup| Fy(z) = F(z)]. (68)

der empirischen Verteilungsfunktion ﬁn von der zu schitzenden Verteilungsfunktion F' der Stichprobenva-
riablen X1q,..., X,.

e Die in (68) definierte Zufallsvariable D,, wird Kolmogorow-Abstand von F, und F genannt.

o Weil die empirische Verteilungsfunktion F,, eine Treppenfunktion ist (vgl. (63)) und weil F' monoton nicht-
fallend und rechtsstetig ist, lasst sich (68) auch wie folgt schreiben:

— 1
D, = max max{’l— - F(X@) —O)’7
n

)
f—FXi‘
ie{l,...,n} n ( ()) }

bzw.

i1
Dnzmg%wmw{ﬂX@—M—-n ,E—Fumﬂ» (69)

wobei X(;) die i-te Ordnungsstatistik von Xy,..., X, ist.
e Wir kénnen D,, als den mazimalen Schitzfehler bei der Schiatzung der Funktionswerte F'(x) von F durch
F,(z) auffassen.
Beachte

e In Theorem 1.17 wurde gezeigt (vgl. (66)), dass die empirische Verteilungsfunktion ﬁn punktweise mit
Wabhrscheinlichkeit 1 gegen F' konvergiert, d.h.,

]%hmA@@ﬁ:Fwwzl VzeR.

n—oo



1 STICHPROBEN UND STICHPROBENFUNKTIONEN

von Gliwenko-Cantelli genannt wird.

Theorem 1.18 FEs gilt

Beweis

P(lim Dn:O):l.

Wir nehmen zunéchst an, dass die Verteilungsfunktion F : R — [0, 1] stetig ist.

Fiir jede natiirliche Zahl m € N gibt es dann reelle Zahlen z,...,z,_1 € R, so dass
20 =—00< 2 < ... <Zm-1<2Zp =0

und
1 k m—1

F(ZO):OvF(Zl):Ea"'vF(Zk)zau'“vF(mel):TaF(zm)zl‘

Mit der Schreibweise € = 1/m ergibt sich dann hieraus, dass fiir jedes z € [zg, Zk+1)

Fo(z) = F(2) < Fulzen) = Flar) = Fulzer) = Flaen) + ¢,
Fo(z)—F(z) > Fu(z)—F(zes1) = Fo(ze) — F(z) —¢.

Fiir beliebige m € Nund k € {0,1,...,m} sei

A = {w €0 lim F,(zp,w) = F(Zk)}

n—oo

Aus Teilaussage 3 von Theorem 1.17 ergibt sich dann, dass

P(Ank) =1
fiir beliebige m € N und k € {0,1,...,m}.
Damit gilt auch
P(Am) =1,
wobei -
Am = m Am,k y
k=0
denn aus (73) ergibt sich, dass
P(An) = 1-P(A7)

I
_
|
~
x>
L
N
gﬁ
Ead
N——

vV
-
I
bl
]
~
3(‘:
Il
!
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e Dariiber hinaus kann man zeigen, dass sich auch die Verteilungsfunktion F' insgesamt durch den em-
pirischen Prozess { F},(z), x € R} im Sinne der fast sicheren Konvergenz approximieren lésst, falls der
Stichprobenumfang n unendlich groft wird.

e Damit ist die folgende Eigenschaft des Kolmogorow-Abstandes D,, gemeint, die in der Literatur Satz

(72)
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Fiir jedes w € A, gibt es nun eine natiirliche Zahl n(w) € N, so dass
| Fo(zi,w) — Flzp)| < &

fiir jedes n > n(w) und fiir jedes k € {0,1,...,m}.

Hieraus und aus (72) folgt, dass

sup | Fy(z,w) — F(2)| < 2¢ (75)
z€R

fiir jedes w € A, und fiir jedes n > n(w).

Dies bedeutet, dass es fiir jedes w € A = [ °_, A, und fiir jedes £ > 0 eine natiirliche Zahl n(w,e) € N
gibt, so dass (75) fiir jedes n > n(w, €) gilt.

Dabei ergibt sich genauso wie im Beweis von (74), dass

P(4) = 1-P(A%)
= 1—P(G A;,)
> 1—§:P(A;):1,

weil P(AS,)) = 0 fiir jedes m € N.

Weil € > 0 beliebig klein gewihlt werden kann, ist somit die Behauptung (70) fiir den Fall bewiesen,
dass die Verteilungsfunktion F': R — [0, 1] stetig ist.

Im Fall einer beliebigen (nichtnotwendig stetigen) Verteilungsfunktion F' ldsst sich die Giiltigkeit von
(70) auf dhnliche Weise zeigen.

Anstelle von (71) nutzen wir nun die Tatsache, dass es fiir jede natiirliche Zahl m € N reelle Zahlen
215, 2m—1 € R gibt, so dass
20 =—00< 2 < ... <Zm-1<Zp =0
und fiir jedes k € {0,1,...,m —1}
F(zk41 —0) — F(z) < e, (76)

wobei € = 1/m.

Auferdem ergibt sich genauso wie bei der Herleitung von (72), dass fiir jedes z € [z, 2k+1)

ﬁn(z) - F(z) < ﬁn(szrl —0) = F(zk41 —0) + ¢,
(77)

Fo(z)—F(2) > Fulzk) —F(z) —¢.

Aus Teilaussage 3 von Theorem 1.17 ergibt sich &hnlich wie (73), dass P(A], ;) = 1 fiir beliebige m € N
und k € {0,1,...,m}, wobei

ALy = {w €Q: lim F,(z —0,w) = F(z, —0)}-

n—oo

Hieraus und aus (77) folgt dann, dass (75) fiir jedes w € A/, und fiir jedes n > n(w) gilt, wobei

m

A= () (Amr N AL L) -

k=0

Weil P(A],) = 1 fiir jedes m € N, ergibt sich nun die Behauptung genauso wie im ersten Teil des
Beweises. ]
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1.5.3 Verteilung des maximalen Schitzfehlers
e Um die Verteilung des maximalen Schétzfehlers D,, bei der Schétzung der Funktionswerte F'(x) von F durch
F,(x) ndher zu untersuchen, benétigen wir den folgenden Begriff.

e Das Intervall I = (a,b] C R mit a < b heifit Konstanzbereich der Verteilungsfunktion F' von Xq,...,X,,
falls P(X; € I) = 0 und falls es kein groferes Intervall mit dieser Eigenschaft gibt, das I enthélt.

e Fiir den Fall, dass die Verteilungsfunktion F' : R — [0, 1] der Stichprobenvariablen Xj,..., X,, stetig ist,
zeigen wir nun, dass der Kolmogorow-Abstand D,, eine sogenannte verteilungsfreie Stichprobenfunktion ist.

e Damit ist gemeint, dass die Verteilung von D, nicht von der speziellen Ausprigung der stetigen Vertei-
lungsfunktion F' abhingt.

Theorem 1.19 Fir jede stetige Verteilungsfunktion F : R — [0, 1] gilt

d o~
D, = sup | Gn(y) —y
y€[0,1]

; (78)

wobei @n R x Q — [0,1] die empirische Verteilungsfunktion einer beliebigen Zufallsstichprobe (Y1, ...,Yy) ist,
die aus n unabhdngigen und in dem Intervall [0, 1] gleichverteilten Stichprobenvariablen Y1, ...,Y, besteht.

Beweis

e Sei B die Vereinigung aller Konstanzbereiche von F. Dann gilt mit Wahrscheinlichkeit 1

D, = sup | F,(z) — F(z)|. (79)
reBe°
e Auflerdem gilt fiir jedes x € B
{Xi <2} ={F(X;) < F(z)} (80)

e Wir setzen nun Y; = F(X;) fir jedes i € {1,...,n}.

e Aus Theorem 1.8 (vgl. auch Theorem WR~-3.18) ergibt sich dann, dass die Zufallsvariablen Y7,...,Y,
unabhéngig sind.

o Weil F stetig ist, gibt es fiir jedes y € (0,1) ein z, € R, so dass
z, =inf{z’: F(2') =y} € B°.
e Folglich gilt fiir jedes y € (0,1)
P <y) = P(F(Xi) < F(zy)) = P(X; < my) = Fay) =y,
wobei sich die zweite Gleichheit aus (80) ergibt.
e Die Zufallsvariablen Y7,...,Y,, sind also unabhéngig und im Intervall [0, 1] gleichverteilt.
o Wegen (80) gilt somit, dass F),(z) = én(F(x)) fiir jedes x € B“.
e Hieraus und aus (79) folgt, dass

D. © sup |F(@) - Fla)
reBe
= sup |Gu(F(x)) ~ F(a)
reBe¢
= sup|G,(F(x)) — F(z)]
x€eR
= sup |Gn(y) —yl,
y€[0,1]

wobei in der letzten Gleichheit erneut die Voraussetzung genutzt wurde, dass F' stetig ist. ]
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Korollar 1.3 Fiir jede stetige Verteilungsfunktion F : R — [0,1] gilt

d 1—1 1
D, < {Yo-"=.2-Y}, 81
_max maxq ¥ - ——, — =V (81)

wobei Y(;y die i-te Ordnungsstatistik der in [0,1] gleichverteilten Stichprobenvariablen Yi,...,Y,, ist.

Beweis

e Wegen Theorem 1.19 kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass F(z) = z fiir jedes x € [0, 1].

e Aus der Darstellungsformel (69) fiir D,, ergibt sich dann, dass

t—1 1
Dn = le{rnLa}fn} max{F(X(i) — 0) - n 5 ﬁ - F(X(,L))}
1 .
= max maX{X(i) — ! s 1 — X(z)}
ie{l,...,n} n n
d 1—1 ¢
- iegl,e.t.}.(,n} max{Y(i) n 'n Y(l)} ’ O

Beachte

e Fiir den Fall, dass F stetig ist, ergibt sich aus (81) die folgende Integraldarstellung fiir die Verteilungs-
funktion von D,,:

0, falls x <0,
1 miteate  Hrite
P(D"S%_Fz): / WY1y Yn) dyn - . dyr fa1150<33<272:17
heSea m,
1, falls x > 22;1,

wobei
nl, falls0<y; <...<yp, <1,

g(yla cee 7y71) =
0, sonst.

Diese Integraldarstellung kann mit (nichtelementaren) kombinatorischen Uberlegungen hergeleitet wer-
den; vgl. beispielsweise das Buch von J.D. Gibbons und S. Chakrabarti (1992) Nonparametric Statistical
Inference, 3rd ed., Marcel Dekker, New York.

Fiir grofe n kann man anstelle dieser Integraldarstellung eine (asymptotische) Naherungsformel zur
Bestimmung der Verteilungsfunktion von D,, verwenden.

Und zwar kann man (&hnlich wie beim zentralen Grenzwertsatz fiir Summen von unabhéngigen und
identisch verteilten Zufallsvariablen; vgl. Theorem WR~5.16) zeigen, dass auch D,, bei entsprechend
gewéhlter Normierung gegen einen nichtdeterministischen, d.h. zufélligen Grenzwert (im Sinne der
Verteilungskonvergenz) strebt.

Dies ist die Aussage des folgenden Satzes von Kolmogorow.
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Theorem 1.20 Falls die Verteilungsfunktion F : R — [0, 1] der Stichprobenvariablen X1, ..., X, stetig ist, dann
gilt fiir jedes x € R
lim P(v/nD, <z)=K(z), (82)

n—oo

wobei N
1—2 3 (=1)FLexp(—2k%2?), falls z >0,

K(z) = k=1 (83)
0, falls x < 0.

Der Beweis von Theorem 1.20 ist tiefliegend und geht tiber den Rahmen dieser einfiihrenden Vorlesung hinaus;
vgl. beispielsweise Kapitel 13 in L. Breiman (1992), Probability, 2nd ed., STAM, Philadelphia.

Beachte

o Wegen (82) ist klar, dass die in (83) gegebene Funktion K : R — [0,1] die Eigenschaften einer Vertei-
lungsfunktion hat.
e Fiir n > 40 liefern (82) und (83) eine brauchbare Naherungsformel zur Bestimmung der Verteilungs-

funktion von D,,:
P(D,, <)~ K(x\/n) Vo>0.



2 PUNKTSCHATZER 38

2 Punktschatzer

2.1 Parametrisches Modell

e Die Verteilungsfunktion F' der Stichprobenvariablen X1, ..., X, mdge zu einer vorgegebenen (d.h. bekann-
ten) parametrischen Familie von Verteilungsfunktionen {Fy, § € ©} gehoren,

e wobei die Menge ©® C R™ Parameterraum genannt wird und m € N eine beliebige, jedoch vorgegebene
natiirliche Zahl ist.

e Mit anderen Worten: Es gelte F' = Fy fiir ein § € O, wobei jedoch der Parametervektor § = (61,...,0,,)
(bzw. ein Teil seiner Komponenten) unbekannt sei und aus den beobachteten Daten z1,...,x, geschitzt
werden soll.

e Dabei werden wir stets voraussetzen, dass

— der Parameterraum © eine Borel-Menge ist, d.h., © € B(R™).
— die Parametrisierung 6 — Fy identifizierbar ist, d.h., es gelte Fy, # Fy,, falls 61 # 0s.

Wir nehmen an, dass der (gemeinsame) Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P), iiber dem die Stichprobenvariablen
X1, Xs, ... definiert sind, der sogenannte kanonische Wahrscheinlichkeitsraum ist, vgl. auch das in Abschnitt WR—
4.1.1 diskutierte Beispiel des wiederholten Wiirfelns. D. h., wir setzen

D=RxRx...={w:w=(w,ws,...), w; ER Vi=1,2,...}
und F = B(R) ® B(R) ® ..., wobei das Wahrscheinlichkeitsmaf P gegeben ist durch
Pw:we Quw;, <z, ...,wiy, <, }) = Flay) - ... F(xg,) . (1)

Die Stichprobenvariablen X; : © — R sind gegeben durch X;(w) = w;, d.h. durch die Projektion auf die i-te
Komponente w; von w.

Beachte

e Das in (1) definierte Wahrscheinlichkeitsmafs P bezeichnen wir im folgenden mit Py, um zu betonen,
dass P von dem (unbekannten) Parametervektor § € © abhéngt.

e Entsprechend verwenden wir die Bezeichnungen E ¢y und Vary fiir Erwartungswert bzw. Varianz.

e Falls keine Verwechslung moglich ist, dann bezeichnen wir auch die Verteilung einer (einzelnen) Stich-
probenvariablen X; mit Py, d.h. Py(X; < x;) = Py((—00,x;]) = Fy(z;).

e Zur Erinnerung: Fiir jede Borel-messbare Funktion 8 : R® — R™ wird der Zufallsvektor g(X 1y Xp)
Statistik bzw. zuféllige Stichprobenfunktion genannt.

o~

e Bei der Schitzung von Parametern nennt man 6(Xy, ..., X,,) Punktschdtzer fir den Parameter 6. Dabei

~

wird meistens vorausgesetzt, dass Py(0(Xy,...,X,) € ©) = 1. Manchmal wird jedoch zugelassen, dass

die Werte des Schétzers 6(X7, ..., X, ) mit einer (kleinen) positiven Wahrscheinlichkeit auferhalb des
Parameterraumes © liegen konnen.

Beispiel Eine der wichtigsten parametrischen Verteilungsfamilien { Py, 6 € ©} von Stichprobenvariablen, die in
dieser Vorlesung betrachtet werden, ist die Normalverteilungsfamilie {N(u,0?), p € R, 0% > 0}. In diesem
Fall ist m =2, © = R x (0,00) und 0 = (61, 63) = (u, 0?).

Beachte Weitere Beispiele von Familien parametrischer Verteilungen, die bisher in dieser Vorlesung (bzw. in
der Vorlesung ,Wahrscheinlichkeitsrechnung” des WS 01/02) betrachtet wurden, sind die Familien der
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(diskreten bzw. stetigen) Gleichverteilung,
Binomialverteilung,

Poisson-Verteilung,
Exponentialverteilung,

x2-Verteilung,

Gammaverteilung,

t-Verteilung.

2.2 Methoden zur Gewinnung von Punktschiatzern

39

Wir diskutieren nun Methoden, die ein systematisches Vorgehen bei der Wahl einer Borel-messbaren Abbildung

h:R" -0 ermoglichen, um den unbekannten Parametervektor 6 auf geeignete Weise zu schétzen.

2.2.1 Momenten-Methode

e Die Momentenmethode ist eines der dltesten Verfahren zur Gewinnung von Schéitzern fiir die unbekannten
Komponenten des Parametervektors 6 = (01,...,60,,).

e Sie wurde von Karl Pearson (1857-1936) gegen Ende des 19. Jahrhunderts eingefiihrt und

e beruht auf dem Vergleich von Momenten der Stichprobenvariablen Xi,...,X,, mit den entsprechenden
empirischen Momenten der konkreten Stichprobe x1,...,x,.
Modellannahmen

e Es gelte Eg(|X1]") < oo fiir jedes 6 € © und fiir eine natiirliche Zahl r > m.

e Aufllerdem wird angenommen, dass fiir jedes k = 1,...,r das k-te Moment

= Eo(XT)

der Stichprobenvariablen X7, ..., X, eine (bekannte) Funktion des Parametervektors 6 = (61, ...

ist.

e Fiir jedes k = 1,...,r gebe es also eine Borel-messbare Funktion g : © — R, so dass

pi = gr(0) , VoecO.

Losungsansatz
1. Fiir jedes k € {1,...,r} bestimmen wir das k-te empirische Moment my = my(z1,...,x,) der konkre-
ten Stichprobe (x1,...,2,), wobei

~ 1
Mg (T1,. .., 2n) = Efo

-~

i=1
. Danach bilden wir das Gleichungssystem
mg(x1,...,z,) = gr(0), ke{l,...,r} (4)
mit dem unbekannten Vektor § = (01,...,0,,).
. Es wird vorausgesetzt, dass dieses Gleichungssystem fiir jedes (x1,...,x,) € R™ eine eindeutig be-

stimmte Losung 0(zq,...,z,) € © besitzt, die von der konkreten Stichprobe (z1,...,z,) abhingt,

und dass
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4.

die Abbildung 6 : R” — © mit ~

(1, Tn) = (X1, 20), (5)
die den Stichprobenraum R"™ in den Parameterraum © C R™ abbildet, Borel-messbar ist, d.h., 0 ist
eine Stichprobenfunktion.

Definition  Der durch (5) gegebene Zufallsvektor §(X1,...,Xn) heifst M-Schdtzer des Parametervektors 6,
wobei in (5) die Zufallsstichprobe (Xj,...,X,,) anstelle der konkreten Stichprobe (z1,...,x,) eingesetzt

wird.

Beachte

Beispiele

1.

Mit Hilfe des starken Gesetzes der groflen Zahlen kann die folgende Begriindung fiir die Anwendung
der Momentenmethode gegeben werden.

Fiir das empirische Moment my (X, ...,X,) der Zufallsstichprobe (X;,...,X,) gilt
me(X1, ..., X Zxkﬁuk, Vk=1,...,r, (6)

falls n — oo; vgl. Theorem WR-5.15.

Falls die in (3) gegebene Abbildung g = (g1,...,9m) : © — C mit C = ¢(©) = {g9(#) : § € ©} C R™
eineindeutig ist und falls die Umkehrabbildung g=! : C' — © stetig ist, dann gilt wegen (6) fiir den
M-Schétzer 0(Xy,...,X,), dass fiir jedes 6 € © mit Wahrscheinlichkeit 1

lim 0(Xy,...,X,) =0. (7)

n—oo

Diese (asymptotische) Giiteeigenschaft des Schétzers (9\(X1, ..., Xp) wird starke Konsistenz genannt.
Weitere Giiteeigenschaften von M-Schétzern werden wir in Abschnitten 2.3 und 2.4 diskutieren.

Normalverteilte Stichprobenvariablen

Es gelte {Py, 0 € ©} = {N(u,0?), p € R, 0 > 0}.

Dabei nehmen wir an, dass beide Komponenten p und o2 des Vektors (i, 0?) unbekannt sind.
Dann ist m = 2 mit © = R x (0,00) und 6 = (01,62) = (u, 0?).

Auferdem gilt g1 (u,0?) = p und go(u, 0?) = 0% + p?.

Das Gleichungssystem (4) hat also die Form

RN IS~ 2 o o
Ez;%:ﬂ, 52%20 +Huo.
1= 1=

e Hieraus ergibt sich die Losung 0 = (i, 52) mit

3\»—

E
und
7 - (XA -GR)
1 ) 1 & 2 1 & N2
AOIEL NN EFPICELIE

wobei sich die letzte Gleichheit aus der Darstellungsformel (1.15) der Stichprobenvarianz ergibt,
die in Abschnitt 1.2.2 hergeleitet wurde.

Sl
Ms

-

1

o
Il
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2.

3.

e Bei normalverteilten Stichprobenvariablen X7, ..., X,, ergeben sich somit die M-Schéatzer
1 n
w(Xy,..., X)) =— X; 8
/’L( 1, ) ) n Zz:; ( )
und
~ 1< = \2
aQ(Xl,...,Xn):EZ(Xi—Xn) (9)
i=1

fiir die unbekannten Modellparameter p bzw. o2.

Binomialverteilte Stichprobenvariablen
o Es gelte nun {Py, 0 € O} = {Bin(k,p), k € N, p € [0,1]}.

e Dabei nehmen wir erneut an, dass beide Komponenten k und p des Parametervektors (k, p) unbe-
kannt sind.

e Dann ist m =2 und © = N x [0, 1] mit 6 = (61,62) = (k, p).
e Aufllerdem ist
gi(k,p)=kp  und  ga(k,p) = kp(1 —p) + K°p°.

e Das Gleichungssystem (4) hat also die Form
lixi:km lznzﬂﬁz:/’fp(l*p)JerpZ-
n - n <"
=1 =1
e Durch Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite Gleichung ergibt sich, dass
lzn:x? =Z,(1—p)+72.
n P 1 n

e Falls nicht sédmtliche Stichprobenwerte z1,...,z, gleich Null sind, dann ergibt sich hieraus die
Losung 6 = (k, p) mit
~ Ty
k = —=
p
und .
z —l(2x2—nf2) z —EZ(m—E )?
n n —~ 7 n n n 4 3 n

p= — = — )
Tn Tn

wobei sich die letzte Gleichheit erneut aus der Darstellungsformel (1.15) der Stichprobenvarianz
ergibt.

e Bei binomialverteilten Stichprobenvariablen X7, ..., X,, ergeben sich also die M-Schétzer
—2
~ X
k(X1,...,X,) = — n (10)
X _ = )2
e 2 (X=X
i=1
und _
N Xn
(X1, ., Xp)==—"""— (11)
(X1 X,

fiir die unbekannten Modellparameter k bzw. p, falls (Xy,...,X,) # (0,...,0).

Gammaverteilte Stichprobenvariablen
e Es gelte {Py, 0 € ©} = {T'(b,p), b > 0, p > 0}.
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e Dann ist m = 2 und © = (0,00)2 mit 6 = (01,6,) = (b, p).
e Aus Theorem 1.5 folgt, dass

=P y = PP D)
1= 2 2 .
e Hieraus ergibt sich das Geichungssystem
PO - _plp+1)
1= 2 b2
mit der Losung
> my ~ ()”
b= , D=

g — (g
Beachte

e Es gibt Beispiele parametrischer Verteilungsfamilien, so dass das Gleichungssystem (4) fiir 7 = m nicht
eindeutig losbar ist, fiir » > m jedoch eine eindeutig bestimmte Loésung besitzt.

e D.h., bei der Anwendung der Momentenmethode kann die Anzahl der zu betrachtenden Momente
U1, ..., e grofer als die Anzahl der (unbekannten) Parameterkomponenten 64, ..., 6, sein.

2.2.2 Maximum-Likelihood-Schatzer

e Eine andere Methode zur Gewinnung von Schéitzern fiir die unbekannten Komponenten des Parametervek-
tors 6 = (01, ...,0,,) ist die Maximum-Likelihood-Methode.

e Genauso wie bei der Momentenmethode wird auch bei der Maximum-Likelihood-Methode das Ziel verfolgt,
0 so zu schitzen, dass eine moglichst gute Anpassung der Modellverteilung Py bzw. der Verteilungsfunktion
Fy an die beobachteten Daten x4, ..., z, erreicht wird.

Wir betrachten hier nur die beiden (grundlegenden) Fille, dass die Stichprobenvariablen Xj,...,X,, entweder
diskret oder absolutstetig sind. D.h., fiir jedes § € © gelte entweder

e Py(X; € C) =1 fiir eine abzihlbare Menge C' C R, wobei wir mit {p(x;0), x € C'} die Wahrscheinlichkeits-
funktion von X3 bezeichnen, d.h. p(z;0) = Pp(X; = z) fiir jedes 2 € R, oder

e Py(B) = [ f(y;0) dy fiir jedes B € B(R), wobei f(-;0) die Dichte von Py ist.
B
Dabei wird bei der Maximum-Likelihood-Methode der Parametervektor 8 so gewahlt, dass

e im diskreten Fall die Wahrscheinlichkeit Py(X; = x1,..., X,
{Xl = T1,.. .,Xn = l’n} bzw.

xn) = p(a1;0)...p(x,;0) des Ereignisses

e im absolutstetigen Fall die ,infinitesimale” Wahrscheinlichkeit
Py(X1 € (z1, 21 +dx1), ..., Xy € (Tn, xp +dxy)) = f(21;0) ... f(zn;0)d2y ... day,

maximiert wird.

Die Maximum-Likelihood-Methode wurde bereits im Jahre 1821 von Carl Friedrich Gauss (1777-1855) erwéhnt.
Sir Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) hat diese Methode dann im Jahre 1922 wiederentdeckt und mit der
Untersuchung ihrer Eigenschaften begonnen.

Definition Die Abbildung L : R” x © — [0, 00) sei durch die folgende Vorschrift gegeben.
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e Falls Py diskret ist, dann sei

L(x1,.. . x0;0) = p(x1;0) ... p(x,;0), V(x1,. .., ) € R™. (12)
e Falls Py absolutstetig ist, dann sei

L(xy,...,x0;0) = f(21;0) ... f(zn;0), V(x1,..., %) € R™. (13)

Fir jeden Vektor (z1,...,2,) € R™ heifft die Abbildung § — L(z1,...,z,;6), die den Parameterraum ©
nach [0, 00) abbildet, die Likelihood-Funktion der Stichprobe (z1,...,Zy).

Die Idee der Maximum-Likelihood-Methode besteht nun darin, fiir jede (konkrete) Stichprobe (z1,...,z,) einen
Parametervektor 6 € © zu bestimmen, so dass der Wert L(x1,...,x,;0) der Likelihood-Funktion moglichst grof
wird. Dies fithrt zu der folgenden Begriffsbildung.

Definition Sei §:R" — © C R™ eine Stichprobenfunktion mit

o~

L(zy, ... ,x0;0) < L(x1, ..., 205 0(z1,. .., 20)), V(z1,...,2,) €R", € 0O. (14)
Der Zufallsvektor §(X1, ..., Xp) wird dann Mazimum-Likelihood-Schdtzer fiir 6 (bzw. kurz: ML-Schétzer)
genannt.
Beachte

~

e Manchmal ist der in (14) definierte Maximum-Likelihood-Schétzer (X, ..., X,,) nicht eindeutig be-
stimmt bzw. die Likelihood-Funktion L(z1,. .., x,; 0) ist zu kompliziert, so dass sich das Optimierungs-
problem (14) nicht analytisch 16sen lésst.

e Dann muss man auf numerische Algorithmen zuriickgreifen.

e Es gibt aber auch eine Reihe von (einfachen) Beispielen parametrischer Verteilungsfamilien, fiir die
sich das Optimierungsproblem (14) analytisch (durch Differenzieren) 16sen lésst.

e Anstelle (14) wird dabei oft die (4quivalente) Bedingung

~

log L(x1, ..., xn;0) <log L(x1,...,xn; 0(x1,...,25)), Y(x1,...,2,) ER", €6 (15)

betrachtet.
e Fiir jeden Vektor (x1,...,z,) € R™ wird die Abbildung 6 — log L(z1,...,z,;0) die Loglikelihood-
Funktion der Stichprobe (x4, ...,z,) genannt.

e Sie bietet den Vorteil, dass beim Ubergang zur Loglikelihood-Funktion die Produkte in (12) bzw. (13)
in (einfacher handhabbare) Summen iibergehen.

Beispiele

1.  Wer war vermutlich der Absender?

e Eine Warenlieferung eines unbekannten Herstellers bestehe aus 12 Exemplaren eines Artikels.
e Dabei sei festgestellt worden, dass eines der 12 Exemplare Ausschuss ist.

e Es sei bekannt, dass nur drei potentiell mogliche Hersteller in Frage kommen und dass deren Liefe-
rungen erfahrungsgeméfs jeweils einen Ausschussanteil von 6; = 0,05, 3 = 0,10 bzw. 5 = 0,15
aufweisen.

e Frage: Welcher der drei Hersteller war vermutlich der Absender der Warenlieferung?
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e Modell: Betrachten die Stichprobenvariablen Xy, ..., Xj2 mit

1, falls das i-te Exemplar der Lieferung Ausschuss ist,

Xi(w) = ’
0, sonst

und die Familie der drei Bernoulli-Verteilungen {Bin(1, 6,),Bin(1,62),Bin(1,65)}, d.h. m =1 und
© = {01, 03,0s}.
e Ldsung: Die Stichprobenfunktion

é\: {Oﬂ 1}12 - {01792793}

wird so gewiihlt, dass fiir jeden Vektor (z1,...,712) € {0,1}*2 mit #{i : x; = 1} = 1 die Wahr-
scheinlichkeit
Pg(()(l7 PN ,Xlg) = (1‘1, ey :Z?12)) = 0(1 — 0)11

maximal ist.
o Es gilt

0 Pg((Xl,...,Xlg):(1‘1,...,.1312))

0,05 0,028
0,10 0,031
0,15 0,025

e Das Maximum 0,031 steht in der zweiten Zeile dieser Tabelle.

o Also ist O(z1,...,212) = Oy fiir jeden Vektor (x1,...,712) € {0,1}12 mit #{i : z; = 1} = 1, d.h.,
der Hersteller mit dem Ausschussanteil 62 = 0.10 war vermutlich der Absender der Lieferung.

2. Bernoulli-verteilte Stichprobenvariablen (Fortsetzung)
e Betrachten die Familie {Py, 6 € ©} = {Bin(1,p), p € [0,1]} der Bernoulli-Verteilungen.
e Dann gilt

p"(1 —p)t==, falls x € {0,1},
p(a;p) =
0, sonst

e Die Likelihood-Funktion L ist also gegeben durch

IT1p% (1 —p)t==, falls (zq,...,2,) € {0,1}",
i—1

L(xla' 7xn7p)* =
0, sonst
e Falls zy = ... = 2, = 0 bzw. 1 = ... = x, = 1, dann sieht man leicht, dass die Abbildung
p — L(x1,...,z,;p) an der Stelle p = 0 bzw. p = 1 ein (eindeutig bestimmtes) Maximum hat.
e Seinun (z1,...,%,) € {0,1}" mit 0 < > x; < n. Dann ist
i=1

n n

p—log L(x1,...,2n;p) = (Z@) logp + (n— le) log(1 —p)

i=1 =1
eine stetige Funktion im Intervall (0,1), und es gilt

linélogL(:cl,...,xn;p) = —00 bzw. lirqlogL($1,~.~,xn§P) = —0.
p— p—
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e Die Abbildung p — log L(x1,...,x,;p) hat also ein Maximum im Intervall (0, 1).
e Durch Differenzieren nach p ergibt sich

n n

aloguxg};-wmp) _ (;x); ~(n- gx)lip |

e Weil die Gleichung

n

xi)%— (n—Zaﬁi)ﬁ:O

i=1

(

die (eindeutig bestimmte) Losung

- 1y _
p(ml,...,xn):Ein (:xn)
i=1

hat, nimmt die Abbildung p — log L(z1, ..., 2zy;p) an der Stelle p = T,, ihr Maximum an.

n

i=1

e Also ist der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir den Parameter p gegeben durch

(X1, Xp) = %ix (=%X.).
=1

3. Binomialverteilte Stichprobenvariablen

e Fiir eine beliebige, jedoch vorgegebene (d.h. bekannte) natiirliche Zahl ng > 1 betrachten wir nun
die Familie {Py, 6 € ©} = {Bin(ng, p), p € [0,1]} von Binomialerteilungen.
e Dann gilt

(no>pz(1 —p)7*  fallsz €{0,1,...,n0},
p(z;p) = r

0, sonst.

e Genauso wie in Beispiel 2 ergibt sich der Maximum-Likelihood-Schétzer

pXy, .., X)) =

2|

fiir den (unbekannten) Parameter p.

4. Poisson-verteilte Stichprobenvariablen
e Betrachten die Familie {Py, 6 € ©} = {Poi()), A > 0} der Poisson-Verteilungen.

e Dann gilt
)\I
Ze™, fallsz€{0,1,...},
0, sonst.

e Auf die gleiche Weise wie in den Beispielen 2 und 3 ergibt sich der Maximum-Likelihood-Schétzer

o~

AMX,. ., X)) =X,

fiir den Parameter \.

5. Normalverteilte Stichprobenvariablen

e Betrachten nun die Familie {Ps, 0 € ©} = {N(u1,0?), p € R,0? > 0} der Normalverteilungen.
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Dann gilt
fx;p,0%) =

o))

Die Likelihood-Funktion L ist somit gegeben durch

L(xl,...,xn;u,02):( ! )eXp(Qli )

2ro

Fiir die Loglikelihood-Funktion gilt
log L(x1, ..., 20 u,02) = —nlog(V2m0o) ~ 5.2 Z

Durch Differenzieren nach p ergibt sich

d*log L(x1,...,xn;p,0%)
821 o2

bzw.

Olog L(z1, ..., Tn; pt,02) 1 &
op :ﬁz(x a

Fiir jedes (fest vorgegebene) o2 > 0 nimmt also die Abbildung

/J“ - logL(xlv st 7xn;u702)

ihr Maximum an der Stelle y = T,, an.
Es ist nun noch das Maximum der Abbildung

0? = log L(x1,...,Tn;Tp,0°) (16)

zu bestimmen.

Weil P(X; = ... = X,) = 0 gilt, kdnnen wir annehmen, dass nicht alle Stichprobenwerte x1, ..., x,
gleich sind.

Beachte: Die Abbildung (16) ist stetig fiir alle 02 > 0, und es gilt

hm log L(x1, ..., 20 T, 02) = —00 bzw. lim log L(z1,...,%n;Tp,0%) = —00.

02—0 02 —00

Die Abbildung (16) hat also ein Maximum im Intervall (0, o).
Durch Differenzieren nach o2 ergibt sich

dlog L(z1,...,%n;Tp,0?) _on 1 i
Oo? 204
Weil vorausgesetzt wird, dass nicht alle Stichprobenwerte 1, ..., x, gleich sind, gilt

n

Z(l‘i —fn)Z >0.

i=1

Deshalb hat die Gleichung
n 1 n
AP PIS

die (eindeutig bestimmte) Losung
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e Hieraus ergeben sich die Maximum-Likelihood-Schétzer

(X1, X)) = X0, 74(X1,...,X,)

I
S|
B
!
>
g

fiir die Parameter p und o?.

6. Gleichverteilte Stichprobenvariablen

Betrachten die Familie {Py, 6 € O} = {U(0,b), b > 0} von Gleichverteilungen.
Dann gilt

1, falls 0 <z < b,
fla;0) =4 b
0, sonst.

Die Likelihood-Funktion L ist somit gegeben durch

—, falls0 < zq,...,z, <D,
L(zy,...,2,;0) =¢ 0"

0, sonst.

Weil die Abbildung b — L(z1,...,%,;b) monoton fallend ist fir b > max{z1,...,z,} > 0, ergibt
sich der Maximum-Likelihood-Schétzer

b(X1,...,Xpn) =max{Xy,...,X,}

fiir den Parameter b.

2.2.3 Bayes-Schitzer

e Zur Erinnerung: Bei der Momenten-Methode in Abschnitt 2.2.1 und auch bei der Maximum-Likelihood-
Methode in Abschnitt 2.2.2 betrachteten wir das parametrische Modell, das in Abschnitt 2.1 eingefiihrt
worden ist.

e Dabei setzten wir voraus, dass die Verteilungsfunktion F' der Stichprobenvariablen Xi,..., X, zu einer
vorgegebenen (d.h. bekannten) parametrischen Familie von Verteilungsfunktionen {Fy, § € ©} gehort.

e Mit anderen Worten: Es wurde angenommen, dass F' = Fy fiir ein 0 € O, wobei der Parametervektor 6 =
(01,...,0m) (bzw. ein Teil seiner Komponenten) unbekannt sei und aus den beobachteten Daten 1, ..., 2,
geschitzt werden soll.

e Wir modifizieren nun dieses parametrische Modell folgendermafien.

e Anstelle der bisherigen Modellannahme, dass der Parameter 6 ein zwar unbekannter, jedoch determini-
stischer Vektor ist, setzen wir jetzt voraus, dass der Parameter selbst ein Zufallsvektor ist, den wir mit
0 : 2 — © bezeichnen.

e Dabei nehmen wir an, dass wir bereits (vor der Erhebung von Daten) eine gewisse Vorkenntnis {iber die
Verteilung von 6 besitzen.

e Diese Vorkenntnis modellieren wir durch eine Verteilung @ : B(®©) — [0,1] {iber dem Parameterraum
(©,B(0)), die wir a-priori- Verteilung von 6 nennen.
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Beachte

e Im folgenden werden wir nur den Fall betrachten, dass die a-priori Verteilung ) von 0 entweder diskret
oder absolutstetig ist, wobei ¢ : © — [0, 00) entweder die Wahrscheinlichkeitsfunktion von @ ist, d.h.,

D> q0)=1
oeC

flir eine abzéhlbare Menge C' C ©, oder die Dichte von @ ist, d.h.

Q(B) = /q(&) de, VB € B(©).
B
e Die Familie {Py, 6 € O} der (potentiell moglichen) Verteilungen der Stichprobenvariablen X7, ..., X,

kann ebenfalls (so wie bisher stets angenommen) entweder eine Familie diskreter Verteilungen oder
eine Familie absolutstetiger Verteilungen sein.

Definition (a-posteriori- Verteilung)

e Die in Abschnitt 2.2.2 eingefiihrte Likelihood-Funktion L : R™ x © — [0, 00) mit

r1;0)...p(xy;0) im diskreten Fall,
L(xy,...,x,;0) = plesf)..pl ) (17)
f(x1;0) ... f(xn;0) im absolutstetigen Fall

sei Borel-messbar in siamtlichen n +m Argumenten z1,...,z, und 6 = (01, ...,0,,), weil jetzt auch 6
als Variable aufgefasst wird.

e Fiir jeden (Daten-) Vektor (x1,...,x,) € R™, fir den f(x1,...,2,) > 0 gilt, wobei

> L(zq,...,x,;6)q(0), falls Q diskret,

flzy,...,x,) =< 9€¢ (18)
[ L(z1,...,2,;0)q(0)df, falls Q absolutstetig,
)

heiftt dann die Funktion q(,, .. 4,) : © — [0,00) mit

L(x1,...,2,;0)q(0)
flxy, ... xy)

qd(z,,..., mn)(e) = (19)

a-posteriori- Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. a-posteriori-Dichte von 5; bei Vorliegen der (konkreten)
Stichprobe (z1,...,z,).

Beachte

Die Funktion gz, .. 5,) : © — [0,00) kann als bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. bedingte Dichte
von # angesehen werden, unter der Bedingung, dass (Xi,...,X,,) = (z1,...,2,), denn

e die Likelihood-Funktion L(z1,...,z,;60) konnen wir als bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw.
bedingte Dichte von (X4, ..., X, ) ansehen, unter der Bedingung, dass 6 = 6,

e das Produkt L(zy,...,2,;0)q(0) als die gemeinsame (unbedingte) Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw.

Dichte des Zufallsvektors (X7, ..., X,,0), und

e die in (18) gegebene Funktion f(zy,...,x,) als die (Rand-) Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte
von (Xi,...,X,).
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Definition (Bayes-Schdtzer)

e Die Funktion g, ... z,) : © — [0, 00) kann nun zur Konstruktion von Punktschétzern fiir den unbekann-
ten Parameter genutzt werden.

e Dabei verallgemeinern wir den in Abschnitt 2.1 eingefiithrten Begriff des Punktschétzers, indem wir
den Zufallsvektor p(Xy,...,X,,) fir jede Borel-messbare Abbildung ¢ : R — R™ als Punktschéitzer
fiir 6 auffassen, wobei nicht notwendigerweise p(R™) C © gelten muss.

e Falls m = 1, dann kann beispielsweise der Erwartungswert

> 0.2 (0), falls Q diskret,

0(x1,...,2,) =4 ?€C (20)
04,0 (0)df, falls Q absolutstetig,

<}

~

betrachtet und 6(Xy,...,X,,) als Bayes-Schdtzer des unbekannten Parameters angesehen werden.

~

Man kann zeigen, dass der in (20) gegebene Schitzwert 0(xq,...,x,) den mittleren quadratischen Fehler

S (0 —a)? U(z1,....o)(0), falls Q diskret,
9eC

J(0—a)*qa,.....x)(0)dO, falls Q absolutstetig,
e

g(xl,...,zn) (a) =

o~

minimiert, d.h., es gilt gz, ..2,)(@) > 9(ay.....2) (O(71, ..., 7)) fiir jedes a € R, vgl. auch Abschnitt 2.3.1.
Beachte

e Sei p : R™ — R eine beliebige Stichprobenfunktion.
betrachtet man dann auch die a-posteriori Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte g, @L [0, )
von 6 unter der Bedingung, dass p(X1,...,X,) =y fir y € R.

e Dabei ist
_ Jopxiexn () a(6)

JoX1sxm) ()

qy(9) ; (21)

wobei fy ,(x,,....x,,)(y) die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte von ¢(X1,. .., X,) fir eine vorge-
gebene Verteilung Py der Stichprobenvariablen X1, ..., X, bezeichnet und

QX:C f07cp(X1,...,Xn)(y) Q(G) ) falls Q diskret,
€

f(p(Xl,...,Xn)(y) = .
ffeﬁw(th’xn)(y) q(0)de, falls Q absolutstetig,
o)

die ,,unbedingte” Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte von ¢(Xq,...,X,) ist.

Beispiel (Bernoulli-verteilte Stichprobenvariablen)

e Betrachten die Familie {Py, § € ©} = {Bin(1, p), p € [0,1]} der Bernoulli-Verteilungen.
e Die a-priori-Verteilung von p : Q@ — [0,1] sei die Betaverteilung Beta(a, 3), wobei die Parameter

a, 3 > 0 vorgegeben seien.

e Die a-priori-Dichte ¢ : [0, 1] — (0, 00) von p ist also gegeben durch

F(Oé + ﬂ) pafl

_ p)B-1
o el (22

q(p) =
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e Wir betrachten die Stichprobenfunktion ¥ = Z?=1 X;, d.h., Y ist die Anzahl der ,Erfolge” bei n
Versuchen.

e Dann gilt fiir jedes p € [0, 1]

fp,Y(y) = <Z>py(1_p)ny7 vye {0517"'577“}

und somit
1
_ _(n\L(a+p) Ly +a)l'(n—y+ )
= O/fp,y(y)q(p) dp = (y) T3 Tntaid) . VYye{o,1,...,n}.
e Fiir die a-posteriori Dichte g, : [0,1] — [0, 00) von p ergibt sich hieraus, dass
_ fp,Y(y)Q(p) _ F(TL + o+ /6) yt+a—1 1— n—y+8—1
o Y Y e R

fiir beliebige y € {0,1,...,n} und p € [0, 1].
e Dies ist die Dichte der Betaverteilung Beta(y + a,n —y + ().

e Fiir den Erwartungswert p(y) dieser Verteilung gilt

1

0= [t =5
pay(p atf+n’

0

e Dies ergibt den Bayes-Schitzer p(Y) mit

- Y+a
Y)y=—"—

p(Y) a+B+n

bzw.
n Y a+ Q@

a+B+nn  a+pB+na+ps’

plY) = (23)

e Der Bayes-Schitzer p(Y) ist also eine Linearkombination

1. des Erwartungswertes «/(« + 3) der a-priori-Verteilung von p, der ein natiirlicher Schétzer wire,
wenn wir iiber keinerlei Daten verfiigen wiirden, und

2. des Stichprobenmittels Y/n, das ein natiirlicher Schétzer wére, wenn keine a-priori-Verteilung von
p zur Verfiigung stehen wiirde.

2.3 Giiteeigenschaften von Punktschitzern

e In Abschnitt 2.2 diskutierten wir verschiedene Methoden, die ein systematisches Vorgehen bei der Wahl
einer Borel-messbaren Abbildung 6 : R — © ermdglichen, um den unbekannten Parametervektor 6 zu
schitzen.

e Fs kann also vorkommen, dass fiir einunddassselbe Schétzproblem verschiedene Punktschitzer zur Verfiigung
stehen.

e Deshalb ist es niitzlich, Giiteeigenschaften zur Bewertung von Punktschétzern zu untersuchen.

e Wir betrachten nun eine beliebige (Borel-messbare) Stichprobenfunktion f:R" - © C R™ und den
zugehorigen Schitzer 6(X, ..., X,,) des Parametervektors 6.

e Dabei nehmen wir so wie in den Abschnitten 2.2.1 und 2.2.2 an, dass F' = Fy fiir ein 8 € ©, wobei der
Parametervektor 6 = (01,...,0,,) (bzw. ein Teil seiner Komponenten) unbekannt sei.
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2.3.1 Erwartungstreue; mittlerer quadratischer Fehler

Definition

e Es gelte R
Egl0(X1,...,Xn)| < oo, Vo eo,

wobeli | §(X1, ..., X,)| die Norm des Zufallsvektors é\(Xl, e
e Dann heiflt der Schétzer §(X1, X))
— erwartungstreu, falls Ey é\(Xl, ..., X)) = 0 fur jedes 6 € O,

, Xn) bezeichnet.

— asymptotisch erwartungstreu, falls nan;OEg §(X1, ..., Xp) = 0 fiir jedes 0 € ©.
Beachte Die folgende Sprechweise ist iiblich:
e Die Verzerrung bzw. der Bias von @\(Xl, ..., X,,) unter Py ist die Differenz
Biasg 0(X1,...,X,) =Eg0(X1,...,X,) —0.

o Falls R
Eo(|0(X1,...,X,) —0*) < o0, Vheo,

dann heift der Erwartungswert E (| §(X1, .., Xp) — 0|%) die mittlere quadratische Abweichung des
Schétzers 6(X1,...,X,) von dem zu schitzenden Parametervektor 6 € © C R™.

e Anstelle ,mittlere quadratische Abweichung” sagen wir auch kurz MQ-Fehler von @\(X Lyeeoy Xn)

Im Fall eines eindimensionalen Parameters # € R kann man den MQ-Fehler von g(X 1,...,Xp) wie folgt zerlegen.

Theorem 2.1 Falls m =1, d.h. © C R, dann gilt

Eo((0(X1,...,X,) —60)%) = Varg 6(X1,..., X,,) + (Biasg 0(Xy,...,X,))". (24)
Falls §(X1, ..., X)) erwartungstreu ist, dann gilt insbesondere
Eo((8(Xy,...,X,) —60)°) = Varg 0(Xy,..., X,,). (25)
Beweis
e Es gilt
Eo((0(X1,..., X)) —0)%) = Eo((0(X1,...,X))?) = 20E40(X1,. .., X,) + 6
— Eo((0(X1,...,X0))?) = (EgB(Xy,..., X))

+(E9§(X1,...,X ))? = 20E 4 6(X1, ..., X,) +6°
— Varg0(X1,...,X,) + (Biasp 0(X,..., X,,))".

e Damit ist (24) bewiesen, und (25) ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Erwartungstreue. O

Beachte

e Aus der Zerlegung (24) ergibt sich, dass der MQ-Fehler eines Schitzers é\(Xl, ..., X,) genau dann
klein ist, wenn sowohl die Varianz Vargy60(Xi,...,X,,) als auch die Verzerrung Biasy 6(X71,...,X,)
von 6(Xy,...,X,) klein sind.
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e Um zu einem Schétzer mit einem kleinen MQ-Fehler zu gelangen, kénnte man also unter den verfiig-
baren erwartungstreuen Schétzern denjenigen Schétzer mit der kleinsten Varianz auswéhlen.

e Manchmal ist es jedoch sinnvoll, den MQ-Fehler noch weiter zu verringern, indem man bei der Minimie-
rung des MQ-Fehlers nicht nur erwartungstreue Schétzer betrachtet, sondern auch verzerrte Schétzer
mit in die Betrachtung einbezieht.

Beispiele

1.  Normalverteilte Stichprobenvariablen

e Sei (Xy,...,X,) eine normalverteilte Zufallsstichprobe mit X; ~ N(u, 02).

e In den Theoremen 1.1 bzw. 1.3 hatten wir gezeigt, dass X,, bzw. S2 erwartungstreue Schiitzer fiir
1t bzw. o2 sind.

e Auflerdem hatten wir in den Theoremen 1.1 bzw. 1.3 gezeigt, dass die Varianz dieser Schétzer
gegeben ist durch

— 2 1 -3
Var g X, = — bzw.  Vary(S?) = f(uﬁl - 04) ,
n n n—1
wobei py = E ((X; — p)*); 0 = (u,0?).
e Dabei vereinfacht sich die letzte Formel bei normalverteilten Stichprobenvariablen, denn p) kann
durch Differenzieren der charakteristischen Funktion der N(0, 02)-Verteilung bestimmt werden.

e Hieraus ergibt sich, dass
20%

Val"g(SZ) = n—1 .

e In den Abschnitten 2.2.1 bzw. 2.2.2 wurde der folgende (alternative) Schiitzer fiir o2 konstruiert:

n

~ 1 — .2
02(Xy,...,X,) =~ Z(Xi ~X,)
[t
e Dieser Schétzer ist nicht erwartungstreu, sondern nur asymptotisch erwartungstreu.
e Fiir die Varianz von 5%(Xy,...,X,) gilt jedoch:
2 2(n—1)ot 201
) Var ¢(S2) = (n =)o <7 = Var ¢(S2) .

n? n—1

n—1

Vary6%(X1,...,X,) = (

e Aus Theorem 2.1 ergibt sich auferdem fiir den MQ-Fehler von 5%(Xy,...,X,,) bzw. S2, dass

Eo((62(X1,...,Xn) —02)?) = Varga*(Xy,...,X,) + (Biasg 33(X1,..., X,))°
2(n —1)o* -1 2
_ (n 2)0 +(” 02_U2>
n n
(2n —1)0*
< 20
n—1

= Eq((S2—0%)?).

e Der Schitzer 52(X1,...,X,) fiir 02 hat also einen kleineren MQ-Fehler als S2.

e Andererseits besteht ein Nachteil des Schétzers 52(X1,...,X,,) darin, dass %(Xy,...,X,) die
Modellvarianz o2 systematisch unterschétzt.

2. Bernoulli-verteilte Stichprobenvariablen

e Sei nun (X7,...,X,,) eine Bernoulli-verteilte Zufallsstichprobe mit X; ~ Bin(1, p).
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Der Maximum-Likelihood-Schétzer
]3\(X17 o 7Xn) = yn

fiir den Parameter p, den wir in Abschnitt 2.2.2 hergeleitet hatten, ist erwartungstreu.
Fiir den MQ-Fehler dieses Schétzers gilt somit, dass

E,((P(X1,....Xn) —p)?) :Varpyn:w. (26)
Auferdem hatten wir in Abschnitt 2.2.3 den Bayes-Schétzer p(Y') fiir p konstruiert mit
BY) = Oﬁ% Y:;Xi.
Aus Theorem 2.1 ergibt sich fiir den MQ-Fehler dieses Bayes-Schétzers, dass
E,((B(Y) ~p)®) = Var,B(Y)+ (Bias, p(¥))"
2
Vo (i) + (B s )

_ _mwd-p) ( np +a _p>2
(a+ B+n)? a+B+n '
Falls keine spezielle a-priori-Information iiber den Parameter p vorliegt, dann erscheint es sinnvoll,
a und 8 so zu wihlen, dass der MQ-Fehler des Bayes-Schéitzers p(Y') nicht von p abhéingt.

Fir a = 8 = /n/4 gilt ndmlich, dass

n

i+ P

Aus (26) und (27) ergibt sich dann, dass der MQ-Fehler des Bayes-Schitzers p(Y') bei kleinem
Stichprobenumfang (n = 4) deutlich kleiner als der MQ-Fehler von X,, ist (es sei denn, dass p
nahe bei 0 oder 1 liegt).

Umgekehrt ist der MQ-Fehler von X,, bei grofem Stichprobenumfang (n ~ 400) deutlich kleiner
als der MQ-Fehler von p(Y) (es sei denn, dass p nahe bei 1/2 liegt).

E,((p(Y)—p)*) = (27)

2.3.2 Ungleichung von Cramér-Rao

e In diesem Abschnitt setzen wir voraus, dass der Parameter 6 eine relle Zahl ist, d.h.,

e es gelte m =1 bzw. © C R.

e Aus Theorem 2.1 ergibt sich, dass in der Klasse der erwartungstreuen Schéitzer die Minimierung des MQ-
Fehlers gleichbedeutend mit der Minimierung der Varianz des Schétzers ist.

e Wir werden deshalb die folgende Sprechweise verwenden.

Definition

e Seien 51, é\g : R™ — © zwei Stichprobenfunktionen, so dass fiir jedes 6 € ©

und

Eof2(X1,...,Xn) <00 Eeb3(Xy,...,X,) < oo

Eofy (X1, .., Xn) = EgBa(X1,..., X,) = 6.
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o Falls N N
Var991(X1,...,Xn)§Var992(X1,...,Xn)7 V9€®7

dann sagen wir, dass der Schétzer 51()(1, ..., X,,) besser als der Schétzer @(Xl, oo, X)) fir 0 ist.

Beispiel Poisson-verteilte Stichprobenvariablen

e Sei (X1,...,X,,) eine Poisson-verteilte Zufallsstichprobe mit X; ~ Poi()).
e Weil sowohl der Erwartungswert als auch die Varianz der Poi())-Verteilung gleich X sind, gilt

E X, =E\S%=)\.

e D.h., sowohl X, als auch S2 sind erwartungstreue Schiitzer fiir \.

e Aus den Theoremen 1.1 bzw. 1.3 folgt auferdem, dass die Varianz dieser Schétzer gegeben ist durch

- A oy L/, n—=3 4
VarAXn—E bzw. VarA(Sn)—n<p4 n—l)\)’

wobei 1y = E ((X; — A)*).
e Fiir das vierte zentrierte Moment p} der Poi(\)-Verteilung gilt
wy = X+ 322

e Hieraus ergibt sich, dass die Varianz von X,, kleiner ist als die Varianz von S?, denn es gilt:

Varkyn:%<%(1+(3—n_i)))\> = Var ,(S2).

e Wir werden nun die Frage untersuchen, ob es erwartungstreue Schétzer fiir A gibt, deren Varianz kleiner
als A/n ist.

Zunéchst leiten wir eine allgemeine untere Schranke fiir die Varianz von Schétzern mit gewissen Regularitétsei-
genschaften her, die in der Literatur Ungleichung von Cramér-Rao genannt wird.

Das parametrische Modell { Py, 6 € ©} geniige den folgenden Regularititsbedingungen:
1. Die Familie {Py,0 € O} bestehe entweder nur aus diskreten Verteilungen oder nur aus absolutstetigen
Verteilungen, wobei © C R ein offenes Intervall sei.

2. Die Menge B = {x € R : L(x;0) > 0} hénge nicht von § € © ab, wobei die Likelihood-Funktion L(z;6)
gegeben ist durch

p(x;0) im diskreten Fall,
L(z;0) =
f(x;0) im absolutstetigen Fall
und p(z;0) bzw. f(x;0) die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte von Py ist.
3. Die Ableitung %L(x; ) existiere fiir beliebige § € © und = € B.

4. Vertauschbarkeit von Ableitung und Summe/Integral: Fiir jedes 6 € © gelte

0 d .
Z %L(x, 0) = T Z L(z;0) =0 im diskreten Fall (28)
reB reB
bzw. 5 J
/ %L(x; 0) dx = o /L(x; f)dx =0  im absolutstetigen Fall. (29)
B B
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Theorem 2.2 Sei {Py, 0 € O} eine Familie von Verteilungen, die den Regularititsbedingungen 14 geniigt, und
sei B : R™ — © eine Stichprobenfunktion, so dass fiir jedes 6 € ©

o Eo((0(X1,...,X,))?) < o0,

e dic Ableitung %E 9§(X1, .oy X)) existiert und

Z (3(:c1, .. ,xn)%L(zl, ceey T 6) im diskreten Fall,
d L1 yeeeydy
E(X, X)) =1 T neb 9 (30)
/ O(xq,... ,xn)%L(:rl, cosTpy0)dzy ... dz,  im absolutstetigen Fall,

Bn

wobei L(x1,...,xy;0) die Likelihood-Funktion ist mit

p(z1;0)...p(xn;0) im diskreten Fall,
L(xh (R 71‘7“9) =
flx1;0) ... f(xn;0) im absolutstetigen Fall.

Dann gilt fiir jedes 0 € ©
d

; (i
Varg 0(Xq,...,X,) > nEG((% logL(X1;0)>2> .

Eof(X1,. ..,Xn))2
(31)

Beweis

e Wir betrachten zunachst den diskreten Fall.
e Fiir jedes 0 € © sei die Abbildung ¢y : R™ — R gegeben durch

a n
eo(T1,. .., Tn) = (% IOgHL(Ii;9))]IBx...><B(I1,---,illn)-
i=1
e Dann gilt fiir jedes 6§ € ©

Va’r(’(pﬁ(Xla"an) = Va]f'g<

f[ X1,9>

log L(X;;0) )

M= Q’\Qv
Sh

= Varg(

Il
-

3

= ZVare(

= nVarg(aae

wobei sich die letzten beiden Gleichheiten aus der Unabhéngigkeit bzw. identischen Verteiltheit der
Stichprobenvariablen X7y, ..., X, ergeben.

log L(Xi§9))

%‘Qj

log L(X7; 0)) ,

e Auflerdem gilt

E (;0 logL(X1,9)> = Z(; log L(x; 9)) (x;0)

zEB
0

zEB

= % ZL(x;G):O.

rzEeEB
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e Somit gilt
a 2
Var oo (X1, - - ., Xn) :nEf,((% 1ogL(X1;9)> )

e Aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz (vgl. Theorem WR-4.11) ergibt sich nun, dass

-~ ~

2
(Cove(cpg(Xh...,Xn),H(Xl,...,Xn))) < Vargpp(X1, ..., Xn)Vargd(X1,. .., X,)

~

nEg((% 1ogL(X1;9))2)Var90(X1,...,Xn).

e Wegen Egpp(X1,...,X,) =0 ergibt sich andererseits, dass

-~

Covelpo(X1,. ., Xn), 0(X1, ..., Xn)) =Eo(pe(X1,...,Xn)0(X1,..., X,))

= Z é(xl,,xn)(g logL(xl,...,xn;ﬂ))L(xl,...,xn;G)

00
x1,...,tn€EB
= Z 5(3:1 x,,)gL(zl R )
) ) L 89 ) ) 3
Z1,...,kn€EB
30) d_, -~
= —E¢0(X1,...,X,).
d@ 0 ( 1 ] )

e Damit ist (31) fiir den diskreten Fall bewiesen. Im absolutstetigen Fall verlduft der Beweis analog. O

Korollar 2.1 Sei {Py, 6 € ©} eine Familie von Verteilungen und 9:R" — O eine Stichprobenfunktion, die den

~

Bedingungen von Theorem 2.2 gendigen. Falls 0(X1, ..., X,) ein erwartungstreuer Schitzer fir 0 ist, dann gilt fir
jedes 0 € ©
~ 1
Varg 0(Xq,...,X,) > . (32)

- nEg((a% logL(X1;9)>2)

Beweis

~

o Weil 0(Xy,...,X,) erwartungstreu ist, gilt

o~

Eof(X1,...,X,) =0

bzw. p
CEO(Xy,... X)) =1.
ag= o0 )
e Die Behauptung ergibt sich nun unmittelbar aus der Cramér-Rao-Ungleichung (31). (|

Wir diskutieren nun zwei Beispiele von parametrischen Verteilungsfamilien, fiir die die Bedingungen von Theo-
rem 2.2 bzw. Korollar 2.1 erfiillt sind. AuRerdem zeigen wir, dass fiir diese beiden Verteilungsfamilien das Stich-
probenmittel X,, ein Schitzer ist, der ,optimal” im Sinne der Ungleichungen (31) bzw. (32) ist.

Beispiele

1. Normalverteilte Stichprobenvariablen
e Falls X; ~ N(u,0?), wobei die Varianz 02 bekannt sei, dann gilt © = B = R und fiir jedes z € R

| (x—p)?
L(z;p) = V2o exp(—T) (33)
bzw.
o 1 a—up (z—p)*
@ L(z;p) = Sro 02 exp(—?) ‘ (34)
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Somit gilt

/%L(x;u)dm: %/L(z;u)dm:(}. (35)
R R

Die Regularitétsbedingungen 1-4, die unmittelbar vor Theorem 2.2 formuliert wurden, sind also
erfiillt. Wir zeigen nun, dass der Schétzer X, fiir p die Bedingungen von Theorem 2.2 erfiillt.

e Weil X,, normalverteilt und ein erwartungstreuer Schiitzer fiir p ist, gilt offenbar E #(yi) < o0,

und die Ableitung (d/dp) E , X, =1 ist wohldefiniert.
e Die Giiltigkeit von (30) mittels vollstdndiger Induktion,
— denn aus (33) und (34) folgt, dass fiir n =1

9 r—p 1 2 2
/xaL(:v;u)dx:/xTL(:v;u)dm:ﬁ(]EH(XZ»)—M):L (36)
R R
— Fiir ein n € N gelte nun
0
/(x1+...+xn)a—L(ajl,...,xn;u)d(ml,...,xn):n. (37)
R® a
— Weil
0
aiL(mlw $n+17M)
= 2L(ﬂc Ty o) L(xpy1; 1) + L T )EL(JJ )
- 3u 15+ Tny 4 n+1; 4 15y Ty M alu n+1; M1
und weil

/—sz, Ydz; =0, Vi=1,...,n+1,

ergibt sich nun aus (36) und (37), dass

0
(x14 ...+ 2Tpt1) 6—L(9L‘1,...7wn+1;u)d(x1,...,xn+1) =n+1.
R+ a
e AufRerdem gilt
0 0 (z—p)?\ _ z—p
o log L(z, u) o (— — log(2mo*) — 552 ) = 3
und somit
o? 1

_ 5 —.
" nEu((g, e LXum))
2. Poisson-verteilte Stichprobenvariablen

e Falls X; ~ Poi(\), dann gilt B = N und L(z;\) = (A\*/z!) e~ fiir jedes x € N bzw.

—e falls x = 0,
L) = o (39)
(1—;)@_1)! e~ ", falls x> 0.
e Somit gilt
9 LAy = et i(l - —) AU S (39)
OA —1)!

zeN
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o8

e Die Regularitatsbedingungen 1-4 von Theorem 2.2 sind also erfiillt.

o Auferdem geniigt der Schiitzer X, fiir A den Bedingungen von Theorem 2.2, denn fiir jedes A > 0

gilt
E\X,| =E X, =\,

und somit (d/d)\)E X, = 1.

Var ,\Yn = —
n

A

e Hieraus und aus (38) ergibt sich die Giiltigkeit der Bedingung (30) erneut mittels vollstandiger

Induktion:
— Firn =1 gilt
) - Ay ARl
>oa g Lad) = Zk(l - E) ]
zeN k=1
— Wir nehmen nun an, dass
0
Z (1 + ..+ 1) 57 L,
O
T1,..,&n—1EN
— Dann gilt
0
Z (xl+...+xn)aL(aﬂ1,...,xn;)\)
T1,...,TnEN
T1,..e3Tp—1ENx,EN
0
FL(@1s a1 N) 5 L(was \))
39),(40
(39),(40) ) ((x1+...+:cn_1)aL(x1,..

T1,..sTn—1EN

(40)

Z Z ((:cl +.ootzp_1)+ xn) ((% L(zq,... ,xn_l;)\))L(wn; A)

y Tn—1; )\)

0
+)‘7L(1'17"'axn—1;>‘) +L($1,...,$n_1;>\)>

o\
LB 1) 40+ 1=mn.
e Auferdem gilt fiir jedes x € N

9 log L(z; A\) =

1=
oA

> 8

e Hieraus folgt, dass

1 A2

(x—=N).

A

nEa((gy encxisn)) AT

e Weil Var yX,, = A\/n gilt, ist damit gezeigt, dass in der Klasse derjenigen Schétzer, die die Bedin-
gungen von Theorem 2.2 erfiillen, das Stichprobenmittel X,, bester erwartungstreuer Schitzer fiir

A ist.

Beachte Es gibt jedoch Familien {Py, 6 € ©} von Verteilungen,

e die den Regularitatsbedingungen 1-4 nicht geniigen, und

e fiir die man Beispiele von erwartungstreuen Schétzern konstruieren kann, deren Varianz kleiner als die

untere Schranke in (32) ist.
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Beispiel Gleichverteilte Stichprobenvariablen

e Sei (X1,...,X,) eine gleichverteilte Zufallsstichprobe mit X; ~ U(0, 6).

e Dann ist B = (0,60) (also eine Menge, die entgegen der zweiten Regularititsbedingung von der spezifi-
schen Auspriagung des Parameters 6 abhédngt), und es gilt

L(x;0) = Vz € (0,0).

1
9 )

e Hieraus folgt, dass auch die Regularititsbedingung (29) nicht erfiillt ist, denn

0 6
d 1 (9 1
0
3 0
s /%* /FL
0 0

0
20 log L(x;0) =

&‘Q
S

o\%

o Auflerdem gilt fiir jedes z € (0, 6)

e Hieraus folgt, dass
1 62

nEg((% 1ogL(X1;9))2)

n .

e Wir konstruieren nun einen erwartungstreuen Schiitzer fiir 6, dessen Varianz kleiner als 62 /n ist.

e Sei ]
0(X1,. . Xn) = 2D e X1, ..., X}
n
Dann gilt
—~ 1
E@(Xl,...,Xn):n:; E max{X1,..., X} =0
und
Vartz)\(Xl,...,Xn) = wVarmax{Xl, X}
n?
 (n+1)? n6?
N n?  (n+1)2(n+2)
62 92
B (n+2)

2.3.3 Suffizienz

Sei {Py, 0 € ©} ein beliebiges parametrisches Modell mit © C R™, und sei (X7,...,X,) eine Zufallsstichprobe
iiber dem (kanonischen) Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, Py).

e Zur Erinnerung: Unter gewissen Regularitdtsbedingungen hatten wir in Abschnitt 2.3.2 fiir eine Klasse
von erwartungstreuen Schétzern eine untere Schranke fiir ihre Varianz, die sogenannte Ungleichung von
Cramér-Rao, hergeleitet; vgl. Korollar 2.1.

e In Abschnitt 2.3.5 werden wir die Frage untersuchen, unter welchen Bedingungen erwartungstreue Schétzer
mit minimaler Varianz existieren und welche Eigenschaften solche Schétzer haben.
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e In Zusammenhang hiermit wird die Suffizienz von Schéitzern eine wichtige Rolle spielen, wobei diese Eigen-
schaft intuitiv wie folgt beschrieben werden kann.

e Man sagt, dass der Schétzer (X1, ..., X,) fir 0 suffizient ist, falls (in einem noch zu prézisierenden Sinne)
samtliche Information iiber 6, die in der Zufallsstichprobe (X7, ..., X,,) enthalten ist, auch in (X7, ..., X,)
enthalten ist.

Beachte

e Typischerweise erfolgt ein ,Informationsverlust” beim Ubergang von (X1, ..., X,) nach ¢(X1,..., X,)
insofern, dass

e die Funktionswerte der Abbildung (Xi,...,X,) : @ — R™ im allgemeinen nicht aus den Funktions-
werten der Abbildung ¢(X1,...,X,,) : Q@ — R™ rekonstruiert werden kénnen.

e Von Suffizienz spricht man, wenn dieser ,Informationsverlust” in einem gewissen (stochastischen) Sinne
nicht wesentlich ist.

Wir prézisieren dies zunéchst fiir den diskreten Fall: Fiir jedes 6 € © gelte

e Py(X; € C) =1 fiir eine abziéhlbare Menge C' C R, die nicht von 6§ abhéngt, wobei wir mit {p(z;0), z € C}
die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X; bezeichnen und 0.B.d.A. annehmen, dass p(z;6) > 0 fiir jedes
zeC.

e Dann gilt auch Py(¢(X1,...,X,) € C') = 1 fiir jedes § € ©, wobei ¢ C R™ die minimale abzdhlbare
Menge mit dieser Eigenschaft sei, d.h., dass Py(p(X1,...,X,) =t) > 0 fiir jedes t € C".

Definition Der Schitzer ¢(X,...,X,) fir 0 heifit suffizient, falls fiir beliebige x1,...,2, € C und t € C’ die
bedingten Wahrscheinlichkeiten
Pg(Xl = .’1?1,...7Xn = .%‘n,(p(Xl,...,Xn) = t)

Py Xy =x1,..., Xpn =25 | 0(X1,...,Xp) =1t) = Pro(Xr . X = 1) (42)

nicht von 6 abhéngen.

Beachte

o Falls (42) gilt, dann ist es nicht moglich, der (konkreten) Stichprobe (z1,...,zy) mit Hilfe der (be-
dingten) Likelihood-Funktion

Li(z1,...,2n;0) = Po( X1 =21,..., Xy =0 | o(X1,..., Xp) =1)

o~

einen (eindeutig bestimmten) ML-Schétzwert 6(z1, ..., x,) fiir # zuzuordnen.
e Mit anderen Worten: Falls (X7, ..., X,,) ein suffizienter Schétzer fiir  ist und falls bekannt ist, dass
o(Xy,...,X,) =t,dann kann aus der zusétzlichen Kenntnis der einzelnen Stichprobenwerte x4, ..., z,

keine weitere Information iiber den unbekannten Parametervektor 6 gewonnen werden.

Zunéchst zeigen wir, dass die Suffizienz bei (bijektiven) zusammengesetzten Stichprobenfunktionen nicht verloren
geht.

Lemma 2.1 Seip(X1,...,X,) ein suffizienter Schitzer fir 0, und sei g : R™ — R™ eine bijektive Borel-messbare
Abbildung. Dann ist auch go p(X1,...,X,) ein suffizienter Schdtzer fir 6.
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Beweis Fiir jedes t € R™ mit Py(go o(X1,...,X,) =1t) > 0 gilt

Py(Xy=x1,..., Xn=an | gop(X1,...,Xpn) =1)
Py( X1 =z1,...,Xn=2an,900(X1,...,Xp) =1)
Py(gop(Xy,...,X,) =1t)
Py(X1=x1,...,Xpn =20, 0(X1,...,X,) =g (1))
Po(o(X1,..., Xn) =g71(t))
= P(Xi=x1,.. . Xp=2, | p(X1,..., X)) =g (1)),

wobei der letzte Ausdruck nicht von 6 abhéngt, weil (X7, ..., X,,) suffizient ist. |

Beachte
e Wir leiten nun eine (notwendige und hinreichende) Bedingung fiir die Suffizienz von Schétzern her, die
sich unmittelbar aus der Definition dieser Giiteeigenschaft ergibt.

e Dabei verwenden wir die abkiirzende Schreibweise
p(x1,...,xn;0) = Pp(X1 =21,..., X = 24), Vri,...,2, € C,
fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zufallsstichprobe (X7, ..., X, ), und
q(t;0) = Py(o(X1,...,Xpn) =1t), vtel',

fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion von ¢(X1, ..., X,).

Lemma 2.2 Der Schitzer o(X1,...,X,) fir 0 ist genau dann suffizient, wenn fir beliebige x1,...,x, € C der
Quotient p(x1,...,2n;0)/q(p(x1,...,2,);60) nicht von 6 € © abhdngt.

Beweis

e Seixy,...,z, €Cund t € C'.
e Weil die bedingten Wahrscheinlichkeiten in (42) gleich 0 sind, falls ¢t # ¢(z1,...,2,), geniigt es, den
Fall t = (21, ...,2,) zu betrachten.
e Offenbar gilt
{(X1,.. ., Xn) = (x1,. ., 20)} CH{o(X1, ..., Xn) = (21, .., x0) } -

e Hieraus folgt, dass

Py X1 =z1,.... Xp=an | o(X1,..., X0n) = @(x1,...,24))
Py( X1 =z1,...,. Xp =xpn,0(X1,..., X0n) = @(x1,...,2,))
Po(o(X1,..., Xn) =0(x1,...,2p))
Py( Xy =x1,...,Xpn =2y)
Py(p(X1,..., Xn) = o(x1, ..., 20))
p(x1, ..., 2,;0)
q(o(z1,- .. 20);0)

Beispiel Bernoulli-verteilte Stichprobenvariablen

o Es gelte {Fy, § € ©} = {Bin(1,0), 0 € (0,1)}.
e Wir zeigen, dass X, ein suffizienter Schéitzer fiir @ ist.

e Wegen Lemma 2.1 geniigt es zu zeigen, dass der Schétzer Y = X7 + ... + X, suffizient ist.
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e Mit der abkiirzenden Schreibweise t = z1 + ...+ x,, gilt fiir beliebige 6 € (0,1) und 1, ...,z, € {0,1}

n

[1 6% (1 — 6)1—=

p(xl,---7$n;9) _ =1
q(t; 0) <7t7’> 9t(1 _ G)nft

(’t‘) ot(1 — o)

-t
(’;) 0t (1 — o)
1 1

() (e

e Weil der letzte Quotient nicht von 6 abhéngt, ergibt sich aus Lemma 2.2, dass der Schéitzer Y =
X1+ ...+ X, suffizient ist.

Beachte

e Die folgende (verallgemeinerte) Fassung von Lemma 2.2 wird in der Literatur Faktorisierungssatz von
Neyman-Fisher genannt.

e Dieser Faktorisierungssatz beinhaltet eine andere (notwendige und hinreichende) Bedingung fiir die
Suffizienz, die gegeniiber der in Lemma 2.2 angegebenen Bedingung den Vorteil besitzt, dass die Wahr-

scheinlichkeitsfunktion von ¢(X7, ..., X,,) nicht explizit berechnet werden muss.
Theorem 2.3 Der Schatzer p(X1,...,X,) fir 0 ist genau dann suffizient, wenn es Borel-messbare Funktionen
g:R™x 0O — R und h: R" - R gibt, so dass
p(ml,...,mn;e):g((p(xl,...,a:n),ﬁ)h(xl,...,xn), Voi,...,t, €R, 0 € 0. (43)

Beweis

e Die Notwendigkeit der Bedingung (43) ergibt sich unmittelbar aus Lemma 2.2.

e Wir nehmen nun an, dass sich die Wahrscheinlichkeitsfunktion p(z1, ..., z,;0) auf die in (43) gegebene
Weise darstellen ldsst.

e So wie bisher sei ¢(t;0) die Wahrscheinlichkeitsfunktion von ¢(X7,..., X,).
e Mit der Schreibweise By(z,,...z,) = {(W1,---2¥n) € R™ 1 ©(y1,...,yn) = @(x1,...,2,)} ergibt sich
dann aus (43), dass

P, wn;0) @) g(e@s, .. wn) 0) hlay, o wn)  g(e(@, ... 20),0) h(@, ... 20)

q(p(x1,. .. 2,);0) a(p(x1,. .. 2,);0) B > PY1,- - Yn;0)
(yl,.._7yn)EB¢(g;1 ,,,,, zn)
(43) g(p(@1,. .., 20),0) h(z1,...,z0)
> 9(e(1s - yn), 0) h(y1, ..., yn)

(Y1,--Yn)EBy(zy,....zn)
g(gp(xl, cey X)), 9) h(z,...,z,)
g(go(:rl,...,xn),ﬂ) Z h’(yla"-ayn)
(Y1,--Yn)E€By(ay,....xn)
h(zy,...,z,)
> h(Yis-- s Yn)

(Y1,--Yn)E€EByp(ay,....xn)
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e Weil der letzte Ausdruck nicht von 6 abhéngt, ergibt sich nun aus Lemma 2.2, dass der Schétzer
o(Xq,...,X,) fur 6 suffizient ist. O

Beispiel Poissonverteilte Stichprobenvariablen

o Es gelte {Py, § € ©} = {Poi(\), A > 0}, d.h., die Stichprobenvariablen Xi,...,X,, sind Poisson-
verteilt, wobei A eine (unbekannte) positive Zahl ist.

e Wir zeigen mit Hilfe von Theorem 2.3, dass X,, ein suffizienter Schitzer fiir \ ist.

o Es gilt
M e LA N falls a0, €,
p(mla cee ,.Tn,)\) =
0, sonst.

e Hieraus ergibt sich, dass

1
1 ]I((.Z‘l,...,l‘n) S Nn) .

P(x1, .y N) = AT A D

=g(z1+...4+Tn,A)
=h(z1,...,zn)

e Die Wahrscheinlichkeitsfunktion p(x1, ..., x,; A) ldsst sich deshalb auf die in (43) gegebene Weise dar-
stellen.

e Wegen Theorem 2.3 ist somit X,, ein suffizienter Schitzer fiir .

Wir betrachten nun den absolutstetigen Fall, d.h.,

o fiir jedes 0 € O gelte

RoB) = [ fuso)dy, VB EB®),
B
wobei f(-;80) die Dichte von Py ist.

e AuBerdem sei ¢ : R™ — R™ eine Stichprobenfunktion, so dass auch die Verteilung von ¢(X7,...,X,)
absolutstetig ist. Die Dichte f,(x,,. x,)(t;0) von o(X1,..., X,) sei stetig in ¢.

e Dann gilt
Py(p(Xq,...,Xn)=t) =0, VteR™.

e Um den Begriff der Suffizienz definieren zu kénnen, wird deshalb ein allgemeineres Konzept fiir bedingte
Wahrscheinlichkeiten benétigt, als es in Abschnitt WR-2.6 eingefiihrt worden ist.

e Dabei erfolgt die (maftheoretische) Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit Pp((Xy,...,X,) € B |
o(Xq,...,Xp) = t) mit Hilfe des Satzes von Radon-Nikodym, vgl. Abschnitt 2.3.7.

e Wir wollen hier zunéichst einen anderen (teilweise heuristischen, dafiir aber intuitiveren) Zugang zu diesem
Begriff betrachten und die bedingte Wahrscheinlichkeit Py ((X1,...,X,) € B | ¢(X1,...,X,) = t) direkt
als Grenzwert auffassen (ohne den allgemeinen mafstheoretischen Zugang zu verwenden):

— Falls
fox1,x)(t:0) >0 und somit Py(p(Xy,...,Xp) € (t—e,t+¢)) >0 (44)

fiir jedes € = (e1,...,&m) > 0, d.h., g; > 0 fiir jedes i € {1,...,m},
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— dann setzen wir

Py((X1,..., Xn) € Blo(X1,..., X,) = 1) = lim Py((X1,...,Xp) € B| o(Xy,...,Xp) € (t—e,t+¢)),

€l0
(45)
wobei vorausgesetzt wird, dass der Grenzwert existiert.

— Ansonsten setzen wir
Pg((Xl,...,Xn) €B|o(X1,...,Xn) :t) =0.

Definition Der Schitzer o(X7,...,X,) fir 0 heifit suffizient, falls fiir beliebige B € B(R™) und ¢ € R™ die
bedingte Wahrscheinlichkeit Py ((Xl, o Xn) €EB (X, Xy) = t) nicht von # abhéngt.

Beachte

e Ahnlich wie im diskreten Fall (vgl. Lemma 2.2) kann man auch im absolutstetigen Fall zuniichst eine
(hinreichende) Bedingung fiir die Suffizienz von Schétzern angeben, die direkt an die Definition dieser
Giliteeigenschaft ankniipft.

e Um die Giiltigkeit dieser Bedingung iiberpriifen zu kénnen, ist dabei jedoch die Kenntnis der Dichte
des Schétzers ¢(X1,...,X,,) erforderlich.

Lemma 2.3 Sei f(x, .. x,)(T1,...,2n;0) die Dichte der Zufallsstichprobe (X1,...,Xy), und fox,,..x.)(t;0)
sei die Dichte von o(X1,...,X,). Falls fir beliebige 1, ...z, € R mit

fw(Xl,m,Xn)(gp(xl,...,xn);ﬂ) >0 (46)

der Quotient fix, . x,) (@1, .. Tn;0)/ fox,,.. . x)(@(T1,. .., 2,);0) nicht von 0 € © abhingt, dann ist durch
o(X1,...,Xn) ein suffizienter Schatzer fir 6 gegeben.

Beweis
e Sei t € R™ so gewihlt, dass (44) gilt.
e Dann ist
Pi((X1,..., Xn) € Bl o(X1,..., X,) = 1)
= li]l%ng((Xl,...,Xn) €EB|o(X1,...,Xn) € (t—c,t+¢))
€

P@((Xla"'7Xn) EBa QO(XL?Xn) € (t—E,t—‘rE))

= 1.
cl0 Py(p(X1,... Xn) € (t—c,t+2))
f][((p(ﬂ?l, .,l‘n) S (t—E,t—|—€))f(X1"”’X")($1,. ,xn,ﬂ) d(a:l,...,xn)
= limZ

0
ot Foxunxm(Y:0) dy

(t—e,t+e)
f(Xl,...,Xn)(UCh sy T 0)
f&p(Xl,...,Xn)(QD(zla e 7xn)7 9)

1
= laiﬁ}W/]I(gp(xl,...,xn)e(t—s,t—i—a)) d(zy,...,25).
B

e Hieraus ergibt sich, dass die bedingte Wahrscheinlichkeit Pp((X1,...,X,) € B | o(X1,...,X,) =
nicht von § € © abhéngt, falls der Quotient fx, . x.)(Z1,...,%n;0)/fox,,.. . x(@(T1,...

D o+

)
n n);0)

diese Eigenschaft fiir alle a1, ..., 2, € R besitzt, fiir die (46) gilt. a
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Beispiele

1. Normalverteilte Stichprobenvariablen
e Es gelte {Py, 0 € O} = {N(p1,0?), p € R}, wobei die Varianz 02 > 0 bekannt sei.

o Wir zeigen, dass X, ein suffizienter Schétzer fiir p ist.
e Fiir die gemeinsame Dichte f(x, . x,) der Zufallsstichprobe (X1,...,X,,) gilt

T exp(— )
1 V2mo P 202

f(x1 ..... Xn)(3017~-~>$n;li) =

%
2

- We"p(‘ Z%)

i=1

(x; —Tp +Tp *N)z)
202
2

_ (zi —Tn)? . n(Tn — 1) ) :

1
(271‘0'2)"/2 eXp( ] 202 202

M-

(2mo2)n/2 exp(—

=1

3

wobei in der letzten Gleichheit die Tatsache genutzt wurde, dass

n n

Z(xz - En)(fn - M) = (fn - N) Z(l"z _fn> =0.

i=1 i=1
e Weil X,, ~ N(u,02/n), gilt somit

n

1 (#: —Tn)?  n(Tn —p)?
(2mo2)n/2 exp(f Z 202 B 202 )

i=1

f(Xl,...,X”)(xla ceey L /’[’)
fx, (@ni 1) 1 —n(Z, — p)2
(2702 /n)t/2 exp( 202 )

_ 1 ( " (z —En)2>
~ /n(2re?)(n-1)/2 eXP{~ Z 202 ’

i=1
wobei der letzte Ausdruck nicht von p abhéngt.
e Aus Lemma 2.3 ergibt sich nun, dass X, ein suffizienter Schétzer fiir u ist.
2. Ezponentialverteilte Stichprobenvariablen
Es gelte {Py, 6 € ©} = {Exp(\), A > 0}.
Wir zeigen zunéchst, dass Y = X7 + ...+ X, ein suflizienter Schétzer fiir X ist.
Fiir die gemeinsame Dichte fx, .. x,) der Zufallsstichprobe (X1,..., X,,) gilt

Jxixn) (@1, 2 A) = A" eXp(—)\in> )
i=1

Weil YV Erlang-verteilt ist mit der Dichte

)\nynflef)\y

iA) = Vy >0
fY(y7 ) (’I’L—].)' ’ y>U,
ergibt sich somit, dass
f(Xl _____ Xn)(xlv ey Ty )\) _ )\71’6_)\(7£1+~~~+$n)
fy(xl + ...t T )\) - )\n(xl 4+ 4+ xn)n—le—)\(wﬁ-‘.,-&-x")
(n—1)!
(n—1)!

(14 ...+ xp)" 1

65
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e Aus Lemma 2.3 ergibt sich nun, dass Y ein suffizienter Schétzer fiir A ist.

e Mit einer dhnlichen Uberlegung wie im Beweis von Lemma 2.1 kann man auch im absolutstetigen
Fall zeigen, dass g o p(X1,...,X,) ein suffizienter Schétzer fir 0 ist, falls p(X1,...,X,,) diese
Eigenschaft besitzt und g : R™ — R™ eine bijektive Borel-messbare Abbildung ist.

e Hieraus ergibt sich, dass auch n/Y ein suffizienter Schétzer fiir A ist, fiir den aukerdem
n)Y 153

fiir n — oo (wegen des starken Gesetzes der grofen Zahlen) gilt; vgl. auch Abschnitt 2.4.1.

Beachte

e Es ist jedoch oft schwierig, die Dichte des Schitzers p(X7,...,X,) zu bestimmen und die Giiltigkeit
der in Lemma 2.3 angegebenen Bedingung nachzupriifen.

e So wie im diskreten Fall liefert dann die folgende Variante des Faktorisierungssatzes von Neyman-Fisher
eine alternative (leichter nachpriifbare) Bedingung fiir die Suffizienz.

Theorem 2.4 Der Schatzer p(X1,...,X,) fir 0 ist genau dann suffizient, wenn es Borel-messbare Funktionen
g:R™"x 0O —=R und h: R® = R gibt, so dass

Jxa, o x) (@1, 203 0) = g(go(xl,...,xn),e) h(zy,...,z,), Vri,...,2, ER, 0 € 0.

Der Beweis von Theorem 2.4 geht iiber den Rahmen dieser einfiihrenden Vorlesung hinaus; vgl. beispielsweise
Abschnitt 3.3 in H. Pruscha (2000) Vorlesungen tber Mathematische Statistik, Teubner-Verlag, Stuttgart, oder
Abschnitt 2.6 in E.L. Lehmann (1997) Testing Statistical Hypotheses, 2nd ed., Springer-Verlag, New York.

Beispiel Normalverteilte Stichprobenvariablen (Fortsetzung)

Es gelte {Py, § € ©} = {N(u,0?), p € R, 02 > 0}, wobei sowohl u € R als auch ¢ > 0 unbekannt sei.

o Wir zeigen, dass
0(X1,...,X,) = (Yn, 53;)

ein suffizienter Schitzer fiir 6 = (u, 0?) ist.

Zur Erinnerung: Fiir die gemeinsame Dichte f(x, . x,) der Zufallsstichprobe (X1,...,X,) gilt

.....

1 Z” (zi — p)?
. 2y _ v
f(Xl ,,,,, Xn)('rlw-',wnuuﬂa- ) - (27TO'2)n/2 eXp( s 202 ) .

1=

Aufserdem gilt

Z(xi_ﬂ)2 = Z i — Tp + n_U))Q

i=1 i=1

— (n—1)s% +n(@, — 0>,

d.h., fix,,x0 (@1, @i p, 02) lisst sich als Funktion von (%, s;) und 6 darstellen.

Wegen Theorem 2.4 ist somit §(X1, ..., X,) = (X,,52) ein suffizienter Schétzer fiir 0 = (u, 0?).
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2.3.4 Vollstiandigkeit

Um in Abschnitt 2.3.5 die Frage untersuchen zu koénnen, unter welchen Bedingungen erwartungstreue Schétzer
mit minimaler Varianz existieren und wie man solche Schétzer gewinnen kann, benétigen wir noch eine weitere
Eigenschaft von Punktschétzern.

Definition Sei ¢ : R® — R™ eine beliebige Stichprobenfunktion. Der Schitzer ¢(X71,...,X,,) fir 6 heift
vollstindig, falls fiir jede messbare Funktion g : R”™ — R aus der Giiltigkeit von

Eolg(p(X1,.... X)) <oo  und  Egg(p(Xi,...,X,)) =0, Vo eo

folgt, dass Py (g(go(Xl, . ,Xn)) = 0) =1 fiir jedes 0 € ©.

Lemma 2.4 Fiir jede messbare Funktion ¢ : R™ — R™ und fiir jede messbare Abbildung ¢’ : R™ — R™ ist der
Schitzer g’(cp(Xl7 . ,Xn)) fiir 0 wvollstindig, falls o(X1,...,X,,) diese Eigenschaft besitzt.

Der Beweis von Lemma 2.4 ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Vollstdndigkeit.

Beachte Fiir einige Verteilungsfamilien { Py, § € ©} ergibt sich die Vollstdndigkeit von Punktschéitzern direkt
aus der Definition dieses Begriffes, ohne dass weitere analytische Hilfsmittel erforderlich sind.

Beispiele

1.  Bernoulli-verteilte Stichprobenvariablen
o Es gelte {Py, § € ©} = {Bin(1,p), p € (0,1)}.
e Zur Erinnerung: In Abschnitt 2.3.3 hatten wir gezeigt, dass Y = X; ...+ X,, und damit auch X,
suffiziente Schétzer fiir p sind.

e Wir zeigen nun, dass Y = X; + ...+ X,, und damit (wegen Lemma 2.4) auch X, vollstindige
Schétzer fiir p sind.

e Sei g : R — R eine Funktion, so dass E ,g(Y) = 0 fiir jedes p € (0,1).
e Dann gilt fir jedes p € (0,1)

0=E,g(Y) = zn:g(z') (7)#‘(1 —p)ni

und damit fiir jedes ¢ € (0, 00)

e Hieraus folgt, dass jeder Koeffizient des Polynoms auf der rechten Seite dieser Gleichung Null sein
muss, d.h.
gi)=0, Vie{0,1,...,n}.

2. Poisson-verteilte Stichprobenvariablen
e Es gelte {Py, 0 € ©} = {Poi(X), A > 0}.
e Dann ist Y = Xj + ...+ X, fir A vollstdndig, denn
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e es gilt Y ~ Poi(nA), und somit gilt

0=Eg(Y)= Zg(k) <"k') e YA>0
k=0 ’

bzw. dquivalent hierzu

> nA)k
O:Zg(k)( k!> . YA>0
k=0

genau dann, wenn g(k) = 0 fiir jedes £k =0,1,.. ..

e Zur Erinnerung: In Abschnitt 2.3.3 hatten wir aufserdem mit Hilfe des Faktorisierungssatzes von
Neyman-Fisher (vgl.Theorem 2.3) gezeigt, dass Y = X7 + ... + X,, auch suffizient fir A ist.

3. Gleichverteilte Stichprobenvariablen

e Es gelte {Py, 0§ € ©} = {U(0,0), 8 > 0}, d.h., die Stichprobenvariablen X3, ..., X, sind gleich-
verteilt iber dem Intervall (0,0), wobei € > 0 eine unbekannte Zahl ist.

e Wir zeigen nun, dass max{Xi,..., X, } ein vollstindiger Schétzer fiir 4 ist.

e Fiir die Dichte fiaxix,.....x,1(t;0) von max{Xy,..., X, } gilt (vgl. Abschnitt 1.4.3)

nt"=19=" | falls ¢ € (0,0),

0 sonst.

e Sei g: R — R eine Funktion, so dass E gg(max{Xy,...,X,}) = 0 fiir jedes 6 € (0, 00).
e Dann gilt fiir jedes 6 € (0, 00)

0
d d n—1lp—n
0= @Egg(max{Xl,...,Xn}) = @/g(t)nt 0" dt
0
0

0

Produktregel _ni n—1 i —-n n—1

e ) d@/g(t)mf dt+(d69 )/g(t)nt dt
0

o

D ———
0

6 "ng(0)0" 1 +0

0~ ng(0).

e Hicraus folgt, dass g(0) = 0 fiir jedes 0 € (0, 00).

Beachte
e Fiir einige Verteilungsfamilien {Py, § € ©} ergibt sich die Vollstdndigkeit von Punktschitzern nicht
direkt aus der Definition dieses Begriffes, sondern es sind zusétzliche analytische Hilfsmittel erforderlich.

e Insbesondere ist der folgende Eindeutigkeitssatz fir die Laplace- Transformation von o-endlichen Mafen
niitzlich.

e Dabei setzen wir voraus, dass m = 1 und dass © C R ein (offenes) Intervall ist.

Lemma 2.5 Seien Gy und Gy zwei o-endliche Mafe iber (R, B(R)), die entweder beide diskret oder beide absolut-
stetig sind. Falls die Integrale
I;(0) = /e"ij(dy), Voeco, j=1,2 (47)
R
existieren (und endlich sind) und falls I(0) = I2(0) fir jedes 0 € ©, dann gilt G1 = G.
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Beweis

e Wir nehmen zunéchst an, dass [—a,a] C © fiir ein a > 0. Dann gilt insbesondere

mm:/@wm<m, i=12,
R

d.h., G; und G; sind endliche Mafe mit G1(R) = G3(R).
— Wir koénnen deshalb 0.B.d.A. annehmen, dass G; und Go Wahrscheinlichkeitsmafe sind.
— Auflerdem kann man die Funktionen

%wz/&wmmw
R

der komplexen Variablen z = s + it definieren, die dann in dem Teilgebiet (—a,a) x (—o0,c0) der
komplexen Ebene holomorph sind.

— Weil
Ii(2) = I(2)
fiir jedes z = s + it mit s € [—a,a] und t = 0, gilt diese Gleichung wegen des Identitétssatzes fiir
holomorphe Funktionen (vgl. Abschnitt 8.1 in R. Remmert (1992) Funktionentheorie 1, Springer,
Berlin) wegen der eindeutigen Fortsetzbarkeit auch fir jedes z = s + it aus (—a,a) X (—00,00).

— Insbesondere gilt somit

J e = [, vier. (48)
R R

— Wegen des Eindeutigkeitssatzes fiir charakteristische Funktionen (vgl. Korollar WR-5.5) ergibt
sich nun aus (48), dass G1 = Ga.

o Falls es kein a > 0 gibt, so dass [—a,a] C O, dann betrachten wir die (endlichen) Make G7, G5 mit
G;f(dy) = eeOij(dy) flir ein 0y € O.
— Dann gibt es ein a > 0, so dass G7, G5 die Bedingungen des Lemmas fiir alle § € [—a, a] erfiillen.
— Aus dem ersten Teil des Beweises folgt somit, dass G = G5.
— Im diskreten Fall ergibt sich hieraus fiir jedes Atom x € R von G} bzw. G%, dass

Gi1({z}) = e7**Gi({z}) = e **G5({z}) = G2({z})

und somit G = Gs.
— Im absolutstetigen Fall impliziert G = G5 die Giiltigkeit von G; = G2 wegen der Eindeutigkeits-
eigenschaft von Radon-Nikodym-Dichten. |

Beispiele

1.  Ezponentialverteilte Stichprobenvariablen

e Es gelte {Py, 0 € ©} = {Exp(\), A > 0}. Dann ist ¥ = X7 + ... + X,, Erlang-verteilt mit der

Dichte Ly
)\nyn— e~y

) =

fY(ya ) (7’L — 1)' )

e Hieraus folgt, dass Y nicht nur ein suffizienter Schitzer (vgl. Abschnitt 2.3.3), sondern auch ein
vollsténdiger Schétzer fiir A ist, denn es gilt

Vy>0.

0=E,g(Y) = )\n/g(yzz 5
0

n—1 e—)\y
dy, YA>0
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genau dann, wenn

/ e Mgt(y)y ! dy = / e Mg (y)y"tdy, VA>0, (49)
0 0

wobei g* (y) = max{0, g(y)} und g~ (y) = max{0, —g(y)}.

o Weil dabei IE \[g(Y)| < oo vorausgesetzt wird, sind mit G1(B) = [5 97 (y)y" 'e™¥ dy und Go(B) =
[z 9~ (W)y"'e™Y dy zwei o-endliche Make G1 und G gegeben.

e Wegen Lemma 2.5 gilt somit (49), d.h., I;(1 — X) = I(1 — \) fiir jedes A > 0, genau dann, wenn
G1 = G, d.h., g7 (y) = g~ (y) bzw. g(y) = 0 fiir fast jedes y € R.

2. Normalverteilte Stichprobenvariablen
e Es gelte {Py, 0 € O} = {N(p1,0?), p € R}, wobei die Varianz o > 0 bekannt sei.
o Wir zeigen, dass X, ein vollstéindiger Schétzer fiir j ist.
e Weil X,, ~ N(p,0%/n), gilt somit

1 —n(y — p)?
Ix, (y; ) = (2702 /n)1/2 exp< (?502 1) )

e Hieraus folgt, dass

0=E,9(X,) = /g(y) : GXP(_n(;/U_Q #) ) dy, VpeR
R

genau dann, wenn

e Hieraus und aus Lemma 2.5 ergibt sich nun (genauso wie in dem vorhergehenden Beispiel expo-
nentialverteilter Stichprobenvariablen), dass dies genau dann gilt, wenn g(y) = 0 fiir fast jedes
y € R.

2.3.5 DBeste erwartungstreue Schitzer

In diesem Abschnitt setzen wir erneut voraus, dass der Parameter 0 eine relle Zahl ist, d.h., es gelte m = 1 bzw.
O CR.
Definition

e Sei 0% : R™ — O eine Stichprobenfunktion, so dass fiir jedes § € ©

Ep0*(X1,...,Xn) =10 und Var 0" (X1,...,Xp) < 00.

e Falls fiir jede Stichprobenfunktion 6 :R" — O mit

~

E¢0(X1,...,Xn) =0, VOecO

die Ungleichung

~

Vargﬁ*(Xl,...,Xn)SVargﬁ(Xl,...,Xn), Vo eo
gilt, dann heift 8*(X,..., X,,) bester erwartungstreuer Schatzer fir 6.
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Beachte

e Bevor wir zeigen, welche erwartungstreuen Schéitzer beste erwartungstreue Schéitzer sind, diskutieren

wir zunéchst einige grundlegende Eigenschaften solcher Schéatzer.

e Als erstes zeigen wir den folgenden Eindeutigkeitssatz fiir beste erwartungstreue Schétzer.

Lemma 2.6 Es gibt hochstens einen besten erwartungstreuen Schdtzer fir 0, d.h., falls 0*(X1, ..., X,,) ein bester
erwartungstrever Schitzer fir 0 ist, dann ist 0*(X1,...,X,) mit Wahrscheinlichkeit 1 eindeutig bestimmt.
Beweis
e Wir fiihren einen indirekten Beweis und nehmen an, dass 6*(X1,...,X,,) ein bester erwartungstreuer
Schétzer fir 6 ist und dass es noch einen weiteren besten erwartungstreuen Schétzer 0'(X;, ..., X,,)
fiir 0 gibt.
e Dann ist auch

0" (X1, ., Xn) = = (07 (X1,..., X)) +0'(X1,..., X))

1
S 2
ein erwartungstreuer Schitzer fiir 6, und es gilt

Var g0 (X1, ..., X») - Varg(%e*(Xl,...7Xn)+%9'(X1,...,Xn))

eorem —4. 1 1
Theorem WR—4.13 ZVarQQ*(Xl,...,Xn)—&—ZVargQ'(Xh...,Xn)

1
+3 Covg (0" (X1,...,Xn), 0 (X1,...,Xn))

Theorem WR—-4.11 ] 1
< ZVarQH*(Xl,...,Xn)—&—ZVargH'(Xh...?Xn)

+% (Vargﬁ*(Xl, oo, X)) Var g0 (X1, ... ,Xn))1/2
= Var 0" (X1, ..., X,),
wobei in der letzten Gleichheit die Annahme genutzt wurde, dass
Varg0*(X1,..., X,) = Varet (Xy,..., X,) .

Hieraus folgt, dass die Ungleichung in dieser Rechnung eine Gleichheit sein muss, weil ansonsten
0*(Xy,...,X,) nicht bester erwartungstreuer Schétzer fiir § wére.

Mit anderen Worten: Der Korrelationskoeffizient von 6*(X,..., X,) und ¢'(Xy,..., X,) ist gleich 1.
Wegen Theorem WR~4.12 gibt es somit Zahlen a(6),b(f) € R, so dass mit Wahrscheinlichkeit 1

0/(X1,...,Xn) = a(0)0%(X1,...,X,) +b(0).

Aus den Rechenregeln fiir die Kovarianz (vgl. Theorem WR-4.11) ergibt sich nun, dass

Covg (0" (X1,..., Xn), 0 (X1,...,Xn)) = Covg(0°(Xy,...,X,),a(0)0°(X1,...,X,) +b(0))
= Covg(6"(X1,...,Xn),a(0)0"(X1,...,Xn))
= a(f)Vargd*(Xy,...,Xn).

Weil wir andererseits gezeigt hatten, dass

1/2
COVQ((Q*(Xl, o 7Xn),9/(X1, . ,Xn)) (Varge*(le e 7Xn) Vare&’(Xh e 7Xn))
= Var99*<X1,-~-,Xn)>

folgt somit, dass a(6) = 1.
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o Wegen Ey0'(X1,...,X,) =E¢0*(Xy,...,X,) ergibt sich hieraus, dass b(6) = 0 bzw.

0(X1,..., X)) =0"(X1,...,X0).

Beachte

e Wir leiten nun ein Kriterium dafiir her, dass ein erwartungstreuer Schétzer fiir § gleichzeitig bester
erwartungstreuer Schétzer ist.

e Das ist zunéchst ein formales (d.h. nicht direkt nachpriifbares) Kriterium, welches jedoch bei der
Herleitung des Hauptergebnisses dieses Abschnittes in Theorem 2.5 bzw. bei dessen Verallgemeinerung
in Theorem 2.6 sehr niitzlich ist.

e Hierfiir benoétigen wir noch den folgenden Begriff.

Definition Sei ¢ : R" — R eine beliebige Stichprobenfunktion mit E o ((¢(X71, ..., X,))?) < oo fiir jedes § € ©.
Falls Ego(X1,...,X,) = 0 fiir jedes § € ©, dann sagen wir, dass ¢(X1,...,X,) ein erwartungstreuer
Schatzer fiir 0 ist.

o~

Lemma 2.7 Sei (X1,...,X,) ein erwartungstreuer Schétzer fir 6 mit

~

Eo((0(X1,...,Xn)") <00, VOeO.

o~ ~

Dann ist (X1, ..., X,) genau dann bester erwartungstrever Schatzer fir 60, wenn (X1, ..., X,) unkorreliert ist
mit jedem erwartungstreuen Schétzer fiir 0.

Beweis

~

e Sei §(X1,...,X,) bester erwartungstreuer Schétzer fiir 6, und sei p(X1,...,X,) ein erwartungstreuer
Schatzer fiir 0.

e Fiir jedes a € R ist dann auch 6'(Xy,...,X,,) = 0(X1,...,X,) +ap(X1,...,X,) ein erwartungstreuer
Schétzer fiir €, und es gilt

~

Var g8 (X1,..., X,) = Vargd(Xi,...,X,) +2aCov(0(X1, ..., Xp), 9(X1,..., X))
+a®Var gp(X1,..., X,) .

e Wir fithren einen indirekten Beweis und nehmen an, dass es ein 6y € © gibt, so dass

~

COVQO( (X17--~7Xn)a (p(Xl,,Xn)) 7& 0,
e Dann gibt es ein a € R, so dass
2aCov g, (é\(Xl, ooy Xn), (X, .. 7Xn)) +a*Var g, 0(X1,...,X,) <0.

e Hieraus folgt, dass

Var g, 0'(X1,...,X,) < Vargoé\(Xl, o X)),

~

was im Widerspruch zu der Annahme steht, dass 8(Xy,..., X,,) bester erwartungstreuer Schitzer fiir
0 ist.
e Also ist R
Covg(0(X1,..., Xn), ¢(X1,..., X)) =0, Vheo. (50)

e Damit ist die Notwendigkeit der Bedingung (50) bewiesen.
e Es gelte nun (50) fiir jeden erwartungstreuen Schéitzer (X1, ..., X,) fir 0.
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e Sei 0'(X1,...,X,) ein anderer erwartungstreuer Schétzer fir 6 mit
Eo((6'(X1,...,Xn))%) < oo, Vo e€oO.

e Wegen der Identitét

~ o~

0/ (X1, Xn) = 0(X1,..., Xn) + (0/(X1,..., X0) = 0(X1, ..., X))

ergibt sich aus Theorem WR-4.13, dass

~ o~

Var b (X1,...,X,) = Vargd(Xy,...,X,)+ Varg(0'(Xy,...,X,) — 0(X1,...,X,))
+2Cov o (B(X1,. .., X)), 0/ (X1, ..., Xn) — (X1, ..., X,.))

~ ~

= Var90(X1, RPN ,Xn) +Var9(9’(X1, RPN ,Xn) — (Xl, e ,Xn)) ,
wobei sich die letzte Gleichheit aus (50) ergibt, weil 6'(Xy,...,X,) — A(Xl, ..., X,) ein erwartungs-
treuer Schétzer ¢(Xq,...,X,) fir 0 ist.

o Weil

~

Varg(0'(X1,...,X,) —0(X1,...,X,)) >0,

ergibt sich nun, dass N
Var 6 (X1,...,X,) > Vary0(X1,..., X,),

~

d.h., 0(Xy,...,X,) ist bester erwartungstreuer Schétzer fiir 6. |

Mit Hilfe von Lemma 2.7 lédsst sich nun das folgende Ergebnis herleiten, das in der Literatur Satz von Lehmann-
Scheffé genannt wird.

Theorem 2.5

o Sei {Py, 0 € ©} ein beliebiges parametrisches Modell mit © C R, und sei 9 :R" — R eine beliebige

o~

Stichprobenfunktion, so dass 0(X1,...,X,) ein vollstindiger und suffizienter Schdatzer fir 0 ist.

~

o Falls 0(X4,...,X,) erwartungstreu fir 6 ist und falls

E¢(0(X1,....X)?) <0, V€O,

o~

dann ist 0(Xq,...,X,) bester erwartungstrever Schatzer fir 6.

Beweis

~

e Sei 0(X1,...,X,) ein vollstindiger und suffizienter Schétzer fiir 6, der erwartungstreu fiir 6 ist und
dessen Varianz fiir jedes 6 € © endlich ist.

~

e Wegen Lemma 2.7 geniigt es zu zeigen, dass (X1, ..., X,,) unkorreliert ist mit jedem erwartungstreuen
Schitzer p(X1,...,X,) fir 0.

e Hierfiir geniigt es zu zeigen, dass

o~

Eo(0(X1,...,Xn) o(X1,...,X,)) =0, voeo, (51)

well Egp(X1,...,X,) =0 fiir jedes 6 € O.



2 PUNKTSCHATZER 74

e Wir benutzen die folgende Formel der totalen Wahrscheinlichkeit:

Py(0(X1,. .., Xn)p(X1,. .., X,) € B)

~

= /Pe(g(Xl,...7Xn)<p(X17...7Xn)eB|0(X17...,Xn):t)dFA (), VBeBR®),
R

o~

die sich unmittelbar aus Theorem WR-2.6 ergibt, falls (X,...,X,,) eine diskrete Zufallsvariable ist
(ansonsten kann man die Giiltigkeit dieser Formel mittels Grenzwertbildung so wie in (45) erkléren).

e Hieraus folgt, dass

~

Eo(B(X1,. .., X) @(X1,..., X)) :/ﬂEg(gp(Xl,...,Xn)|§(X1,...,Xn):t) dFyx, . x
R

(@),

n

~

wobei Eg(p(X1,...,X5) | 0(X1,...,X,) =t) den Erwartungswert der (bedingten) Verteilung

(Py(p(X1,..., X)) € BO(Xy,..., X)) =1), BeBR)}
bezeichnet mit
PG(QD(Xla"WXn) eBlé\(Xl,,Xn):t)

~

= 11?3P9(¢(X1,...,Xn) €EB|O(Xy,....,Xn) € (t—c,t+e)).
€

~ ~

e Weil 0(X1,...,X,,) suffizient ist, hdngt Ee(ap(Xh e X)) 10Xy, X)) = t) lediglich von ¢, jedoch
nicht von 6 ab, d.h., es gibt eine (messbare) Funktion g : R — R, so dass

-~

q(t) :Eg(g@(Xl,...,Xn) | 0(X1,...,X,) :t), V0 e€O.

e Somit gilt

Eo(0(X1,...,Xn) 0(X1,...,Xp)) = /tg(t)dFé(Xl,...,Xn)(t)
R
= Eo(0(X1,..., X)) g(0(X1,..., X)),

~

Adh Eg(0(X1,. .., Xn) o(X1y- ., X)) =Eg(0(X1,.. ., X,) g(0(X1, ..., X))
e Hieraus ergibt sich die Giiltigkeit von (51), denn aus der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit folgt,

dass
Bog@X1 . X)) = [ o0y, )0
R
= /Ea(sﬁ(Xl,maXn)\5(X17~~7Xn):t)dF§(X1 ..... Xﬂ,)(t)
R

- EQQD(Xh?Xn):O

~

und somit dass Py (g( (Xq1,...,Xpn) = O) =1 fiir jedes 0 € O, weil §(X1, ..., X,,) vollstandig ist. O

2.3.6 Bedingte Erwartung; Ungleichung von Rao-Blackwell

~

e In den Abschnitten 2.3.3 und 2.3.4 hatten wir Beispiele von Schétzern 6(Xy,...,X,,) fiir § betrachtet, die
zwar vollstdndig und suffizient, jedoch nicht erwartungstreu sind.
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e Wenn aufierdem noch ein weiterer Schitzer 6(X1,...,X,) fir 6 gegeben ist, der zwar erwartungstreu ist,
jedoch weder vollsténdig noch suffizient sein muss, dann ergibt sich durch die folgende Verkniipfung von
0(Xy,...,X,) und 6(X7,...,X,) ein bester erwartungstreuer Schitzer fiir 6.

e Ahnlich wie im Beweis von Theorem 2.5 sei

~ ~

git) =Eg(0(X1,..., Xn) | 0(X1,...,X,) =1t) (52)
der Erwartungswert der bedingten Verteilung
{Py(0(X1,...,X,) € BO(X1,...,X,) =1), BeB[R)},

wobei

Po(0(X1,..., X)) € B1O(X1,..., X)) = 1)

~ ~

= 1%1130(9()(1,...,)(”) €EB|O(X1,....,Xn) € (t—c,t+e)). (53)

o~

o Weil 0(X1,...,X,,) suffizient ist, hdngt g(¢) nicht von 6 ab.
e Wir kénnen somit die zusammengesetzte Stichprobenfunktion g o 6 : R" — R betrachten mit

(5097(11,--~730n) :g(é\(l‘l,...,xn)).

Definition Die zufillige Stichprobenfunktion (ﬁo @ (X1,...,X,) wird in der Literatur die bedingte Erwartung

~ o~ ~ ~

von 0(Xy,...,X,) beziiglich §(X1,...,X,) genannt und mit E (H(Xl, e X)) | 0(Xy, . 7Xn)) bezeichnet,
vgl. auch die in Abschnitt 2.3.7 eingefiihrte (Zufalls-) Grofe E (X | Y).

Auf dhnliche Weise wie Theorem 2.5 lésst sich dann die folgende Aussage aus Lemma 2.7 herleiten.

Theorem 2.6

o Sei {Py, § € ©} ein beliebiges parametrisches Modell mit © C R, und seien 5, 9:R" >R beliebige Stich-

= ~

probenfunktionen, so dass 0(X1,...,X,) ein erwartungstreuer Schitzer und 0(X, ..., X,) ein vollstandiger

und suffizienter Schdtzer fir 0 ist, wobei E g (O(Xl, . 7X,,L)Q) < oo fiir jedes 6 € ©.

~ ~

e Dann ist die bedingte Erwartung E (0(X1,...,X,) | 0(X1,...,X,)) bester erwartungstreuer Schitzer fiir 0.

Beweis

~ ~

o Wegen Lemma 2.7 geniigt es zu zeigen, dass E (§(X1,...,X,) | 0(X1,...,X,)) quadratisch integierbar,
erwartungstreu und unkorreliert mit jedem erwartungstreuen Schitzer p(Xy,...,X,,) fur 0 ist.

e Es gilt

Eg(E (O(X1,..., X,) | §(X1,...,Xn))> :E9<(§o®(X1,...,Xn)> - /g(t) dF5x, (1)
R

= /Eg(é(xl,...,xn) 16(X1,...,X,) = 1) dFyx,  x) () =Egb(X1,...,X,) =0,
R

~ -~

d.h., E (9(X1, o Xn) | 0(X,. .. ,Xn)) ist erwartungstreu.
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e Auf die gleiche Weise ergibt sich fiir jeden erwartungstreuen Schétzer p(X,...,X,,) fir 0, dass

Eg(]E (0(X1,..., X)) | §(X1,...,Xn))go(Xl,...,Xn)) - Eg((’go@(Xl,...,Xn)w(xh...,xn))

~

_ /Eg(@o@(Xl,...,Xn)go(Xl,...7Xn) 00X, Xa) =) Ay, (1)

Il
e B P ®

Eo (00X X0) | 00X, Xa) = 8) dFyix, (8

OB ((p(X1, 0, X) [ B(X0, . Xn) = ) dF

yeeey

wobei g(t) = Eg(@(X1,..., Xn) | 0(X1,..., X,,) = t) fiir jedes 6 € ©.

e Hieraus ergibt sich nun genauso wie im Beweis von Theorem 2.5, dass
EQ(E (O(X1,..., Xn) | §(X1,...,Xn))<p(X1,...,Xn)) —0.
e Auferdem gilt, dass

]E,,(]E (O(X1,..., X)) | §(X1,...,Xn))2) :Eg(@o@Q(Xl,...7Xn))

(G°(®) dFyix,  x,))

- —~ 2
(Bo(B(X1,. ., Xa) 18(X0,. 0, X) = 1)) dFyx, ) (0)

IA

Il
e S P

Eo((0(X1,..., X)) | 0(X1,...,X,) =1) dFyx, . x(®)

= E9§2(X17"'aXn)<ooy

wobei in der vorletzten Ungleichung genutzt wurde, dass (E X)? < E (X?) fiir jede Zufallsvariable X
mit E (X?) < oo. U

Korollar 2.2

~

o Sei {Py, 0 € O} ein beliebiges parametrisches Modell mit © C R, und sei 0(X1,...,X,,) ein vollstindiger
und suffizienter Schitzer fiir 6.

e Fulls g: R — R eine messbare Funktion ist, so dass

Eo(g(0(X1,...,X,)7) <00, VOe€O

~

und dass g(é\(Xl, . 7Xn)) ein erwartungstrever Schdtzer fir 0 ist, dann ist g( (X1, ... 7Xn)) bester erwar-
tungstreuer Schétzer fir 6.

Beweis Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus Theorem 2.6, denn kann man zeigen, dass
E (g(H(Xl, ce 7Xn>) | 9<X17 e ,Xn)> = g(G(Xl, ce 7Xn)) N

vgl. Teilaussage 4 in Theorem 2.8. ]
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Wir betrachten nun noch eine abgeschwiichte Version von Theorem 2.6, die besagt, dass durch den Ubergang

~ ~

zur bedingten Erwartung E (H(Xl, cey X)) 1 0( X, ... ,Xn)) auch dann eine Verbesserung der Schitzgenauigkeit

~

erzielt werden kann, wenn nicht vorausgesetzt wird, dass 0(Xy, ..., X,,) vollstindig ist.
Theorem 2.7
e Scien 5, 9:R" - R beliebige Stichprobenfunktionen, so dass g(Xl, ..., X)) ein erwartungstreuer Schdtzer

~ ~

und 0(X1,...,X,) ein suffizienter Schitzer fir 0 ist, wobei E ¢ (G(Xl, . ,Xn)2) < oo fir jedes 0 € ©.

~ ~

e Dann ist die bedingte Erwartung E (H(Xl, X)) 10(X, . Xn)) ein erwartungstreuer Schitzer fir 8 mit

Varg(E (O(X1,..., X)) | O(X,... ,Xn))) < Vargf(X,. .., Xn), (54)

Beweis

e Im Beweis von Theorem 2.6 hatten wir gezeigt, dass

Eg(E (B(X1,....X,) | §(X1,...,Xn))> —E0(X1,...,Xn) =0

und
EQ(E (0(Xy, ..., Xn) | 6(X1, ... ,Xn))Q) <Ef2(X1,...,Xn).

e Hieraus ergibt sich die Behauptung, weil Var X = E(X?) — (E X)? fiir jede Zufallsvariable X mit
E(X?) < 0. O
Beachte

e Die Ungleichung (54) wird in der Literatur Ungleichung von Rao-Blackwell genannt.

~

e Weil in Theorem 2.7 nicht vorausgesetzt wird, dass 6(Xy,...,X,,) vollstindig ist, muss die bedingte
Erwartung E (6(X1,...,X,) | 0(X1,...,X,)) nicht notwendig bester erwartungstreuer Schétzer fiir ¢
sein.

2.3.7 Mafstheoretische Definition der bedingten Erwartung

~

e In Abschnitt 2.3.6 wurde der Begriff der bedingten Erwartung E (g(Xl, e X)) 10(X, .. ,Xn)) eingefiihrt,

~ ~

wobei zunéchst die Grenzwerte Py(6(X1,...,X,) € B|0(X1,...,X,) =t) in (53) betrachtet wurden.

~

e Diese Vorgehensweise besitzt den Vorteil, dass intuitiv klar wird, wieso E (g(Xl, e X)) | 0(Xy, ... 7Xn))

~

als Funktion von 0(Xy, ..., X,,) aufgefasst werden kann.

e Allerdings wurde dabei nicht néher untersucht,

~ o~

— ob bzw. unter welchen Bedingungen die Grenzwerte Py(6(X1,...,X,) € B | 6(X1,...,X,) =t) in
(53) existieren,

— ob sie (bei gegebenem t) eine o-additive Mengenfunktion beziiglich B, d.h. ein Wahrscheinlichkeitsmaf
iiber B(R) bilden und

— ob die Abbildung ¢t — E (5(X1, .., Xn) | 0(X1,...,X,) =t) Borel-messbar ist.

~ o~

Der folgende (mafktheoretische) Zugang zur bedingten Erwartung E (6(X1,...,X,) | 6(X1,...,X,)) ist zwar
weniger intuitiv, besitzt jedoch den Vorteil, dass er mit den allgemeinen Rechenregeln der Maf- und Integrati-
onstheorie begriindet werden kann.
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Sei X : Q — R eine beliebige Zufallsvariable iber dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) mit E | X| < oo,
und sei G C F eine beliebige Teil-o-Algebra von F.

Dann kénnen wir das (endliche) signierte Maf @ : G — R betrachten, wobei

/X Pldw), VA€Eg. (55)

Fiir jedes A € G gilt somit die Implikation: Q(A) = 0, falls P(A) = 0.

Mit anderen Worten: Das in (55) definierte signierte Mafs @ ist absolutstetig bezliglich der Einschriankung
von P auf die Teil-o-Algebra G.

Aus dem Satz von Radon-Nikodym folgt nun, dass es eine (G, B(R))-messbare Abbildung Z : Q — R gibt,
so dass

/ P(dw) /X P(dw), VYAeg, (56)

wobei die Funktionswerte der Abbildung Z mit Wahrscheinlichkeit 1 eindeutig bestimmt sind.

Jede (G, B[R))-messbare Abbildung Z : Q — R, fiir die (56) gilt, heifft eine Version der bedingten Erwartung
von X beziiglich G und wird mit E (X | G) bezeichnet.

Aus der Definitionsgleichung (56) und aus den allgemeinen Rechenregeln fiir das Lebesgue-Integral ergeben sich
die folgenden Eigenschaften der bedingten Erwartung, die wir hier lediglich (ohne Beweis) erwéhnen.

Theorem 2.8 Seien X,Y : Q — R beliebige Zufallsvariablen iber (2, F, P) mit

E|X| < o0, EY| < oo, E|XY| < 0,

und sei G C F eine beliebige Teil-o-Algebra von F. Dann gilt

L. E(X|[{0,Q)=EX,E(X | F)=
2. E(aX +0Y |G)=aE(X |G)+bE(Y | G) fiir beliebige a,b € R,
3. EX|G) <E(Y]|QG), falls X <Y,
4. E(XY |G)=YE(X | G), falls Y eine (G, B(R))-messbare Zufallsvariable ist,
5 E (E (X ]Ga) | gl) =E (X | G1), falls G1 und Gy Teil-o-Algebren von F sind mit G1 C Ga,
6. E(X |G)=EX, falls die o-Algebren G und o(X) = X~ (B(R)) unabhingig sind, d.h., falls P(AN A’) =
P(AYP(A) fir belzebzge AeG und A € o(X).
Beachte

e Aus den Teilaussagen 1 und 5 ergibt sich, dass E (E(X | G)) = EX, wenn G; = {0,Q} und Go = G
gesetzt wird.
o Aus Teilaussage 2 ergibt sich, dass E (a | G) = a fiir beliebige ¢ € R und G C F.

e Hieraus und aus Teilaussage 4 folgt, dass E(Y | G) =Y fiir jede (G, B(R))-messbare Zufallsvariable Y
(wenn X = 1 gesetzt wird).
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Beispiel
e Seien X,Y : Q — R beliebige Zufallsvariablen iiber (Q, F, P) mit E|X| < oo, und sei G = Y ~!(B(R))
die Teil-o-Algebra von F, die durch Y erzeugt wird.

e Dann heiflt E (X | G) die bedingte Erwartung von X beziiglich Y, wobei auch die Schreibweise E (X | Y)
benutzt wird.

~ —~ ~

e Insbesondere stimmt die bedingte Erwartung E (H(Xl, e Xn) | 0(X,. ., Xn)) von 0(X1,...,Xn)

~

beziiglich 6(X;, ..., X,) mit dem in Abschnitt 2.3.6 eingefiihrten Begriff {iberein, falls die Grenzwerte
in (53) existieren und Wahrscheinlichkeitsmafe bilden, deren Erwartungswerte eine in ¢ Borel-messbare
Funktion ergeben.

2.4 Asymptotische Eigenschaften von Punktschatzern

e In den Abschnitten 2.3.1-2.3.5 untersuchten wir Giiteeigenschaften von Punktschétzern, wobei in den mei-
sten Féllen vorausgesetzt wurde, dass der Stichprobenumfang n beliebig, jedoch fest vorgegeben ist.

e Fine Ausnahme bildete lediglich die asymptotische Erwartungstreue, die eine asymptotische Giiteeigenschaft
ist.

e Wir diskutieren nun noch einige weitere asymptotische Eigenschaften von Punktschétzern fiir n — oo.

2.4.1 Konsistenz

Sei {Py, 6 € O} eine beliebige Verteilungsfamilie mit © C R™.

Definition Fiir jedes n > 1 sei :R" — R™ eine beliebige Stichprobenfunktion. Der Schétzer ’9\(X1, ey X))
fiir 0 heifst

~

o schwach konsistent, falls (X,...,X,) L. 0 fiir jedes 8 € © und fiir n — oo, d.h.,

lim Pp(|0(Xy,...,X,)— 0] >e)=0, Ve>0,0cO.

n—oo

o~

o stark konsistent, falls 0(X1, ..., X,,) L5 0 fiir jedes 8 € © und fiir n — oo, d.h.,

Pg(lim |§(X1,...,Xn)—9|=o) —1, Vveeo.

n—oo

Beachte Wegen Korollar WR-5.1 ist jeder stark konsistente Schétzer gleichzeitig auch schwach konsistent.

Beispiel Normalverteilte Stichprobenvariablen
o Es gelte {Py, 6 € O} = {N(u,0?%), p € R, 02 > 0}, wobei sowohl y als auch o2 unbekannt sei.
e Dann ergibt sich aus den Theoremen 1.2 bzw. 1.4, dass fiir n — oo

X, und OS2I 62, VueER, 0*>0. (57)

e Wegen der Erhaltung der (fast sicheren) Konvergenz bei Addition bzw. Multiplikation (vgl. jeweils die
Teilaussage 1 der Theoreme WR~5.8 bzw. WR-5.10) ergibt sich aus (57), dass fiir n — oo

|(Xny S2) = (1,0%)] =250, (58)

~

d.h., der (erwartungstreue) Schitzer 6(Xy,...,X,)) = (X,,S2) fiir = (u,0?) ist stark (und damit
auch schwach) konsistent.
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e Hieraus ergibt sich aufierdem, dass auch der in Beispiel 5 des Abschnittes 2.2.2 hergeleitete (asympto-
tisch erwartungstreue) Maximum-Likelihood-Schétzer (1i(X1, ..., Xy),02(X1,...,X,)) fir 0 = (p,0?)
stark konsistent ist.

Beachte

e Weil die Theoreme 1.2 und 1.4 nicht nur fiir normalverteilte Stichprobenvariablen gelten, ist der Schét-
zer 0(Xq,...,X,) = (X J Sfl) fiir jede parametrische Verteilungsfamile konsistent, fiir die der Erwar-
tungswert ;o bzw. die Varianz o2 der Stichprobenvariablen zu den Komponenten des Parametervektors

0 gehoren.

e Falls m = 1, dann kann man die folgende allgemeine Bedingung fiir die schwache Konsistenz von
(asymptotisch erwartungstreuen) Schéiitzern formulieren.

Theorem 2.9 Sei © C R, und fiir jedes n > 1 sei 6:R" - R eine beliebige Stichprobenfunktion, so dass

E¢0%(X1,...,X,) <oo, VOeO.

-~

Falls 0(X1,...,X,) asymptotisch erwartungstrev ist, d.h.,

~

lim Egf(X1,...,X,) =0, VOO, (59)

n—oo

und falls die Schdtzvarianz mit wachsendem Stichprobenumfang gegen 0 konvergiert, d.h.,

~

lim Vargf(Xy,...,X,) =0, VoeoO, (60)

n—oo

o~

dann ist der Schdtzer (X1, ..., X,) schwach konsistent.

Beweis Fiir beliebige § € ©, ¢ > 0 und n > 1 ergibt sich aus der Markov-Ungleichung (vgl. Formel WR—(4.73)),
aus den Monotonie- und Linearitatseigenschaften des Erwartungswertes (vgl. Theorem WR~4.4) bzw. aus
der Ungleichung von Cauchy-Schwarz (vgl. Theorem WR~4.11), dass

=R Formel WR—(4.73) [ é\ X sy Xn -0
PO(le(le"'aXn)_9|>€) < 0(| ( : e ) |)
Theorem<WR—4.4 Eg(]@\(Xl, ‘e ,Xn) — Egé\(Xl, B ,Xn)|)
- €
Eob(Xy,...,X,)—0
+ | 0 ( 1, ) ) ‘
€
Theorem<VVR74.11 (Var gé\(Xl, - ,Xn))1/2 i |E gé\(Xl, - 7Xn) - 9|
—= € e )
wobei der letzte Ausdruck fiir n — oo gegen 0 konvergiert, falls (59) und (60) erfiillt sind. O

Beachte

e Wir hatten bereits in Abschnitt 2.2.1 erwihnt, dass mit der Momenten-Methode konstruierte Schéatzer
stark konsistent sind, falls sie eindeutig bestimmt sind, d.h., falls das Gleichungssystem (3) eine ein-
deutig bestimmte Losung in © besitzt, und falls diese Losung stetig von den empirischen Momenten
mg(x1,...,x,) abhingt.

e Wir zeigen nun, dass Maximum-Likelihood-Schétzer unter gewissen Regularitdtsbedingungen schwach
konsistent sind. Hierfiir fiihren wir zunéchst den folgenden Begriff ein.
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Definition

Beachte

Ahnlich wie in Abschnitt 2.3.2 setzen wir voraus, dass die Familie {Pp,0 € O} entweder nur aus
diskreten Verteilungen oder nur aus absolutstetigen Verteilungen besteht, wobei ® C R ein offenes
Intervall ist.

Die Likelihood-Funktion L(z;6) ist somit gegeben durch

p(z;0) im diskreten Fall,
L(z;0) =
f(x;0) im absolutstetigen Fall,

wobei p(x;0) bzw. f(z;0) die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte von Py ist.

So wie bisher in Abschnitt 2 stets angenommen, gelte
Py # Py genau dann, wenn 0#£06. (61)

Fiir beliebige 6,0’ € © heift dann die Grofe

/L(x; 0) log jf((x’g,)) dr, falls Py(z: L(x;0") =0) =0,
.
H(Pg; Pg/) = R ’ (62)

00 sonst,

die relative Entropie bzw. Kullback-Leibler-Information von Py beziiglich Py, .

Im diskreten Fall ist das Integral in (62) durch eine Summe zu ersetzen.

In diesem Abschnitt wird zugelassen, dass die Menge B = {x € R: L(x;0) > 0} von 6 abhéngt.

Lemma 2.8 Die in (62) betrachtete Grifie H(Pp; Pp/) ist wohldefiniert, und es gilt stets H(Pp; Pp') > 0 sowie

Beweis

H(P0§ Pe') =0 genau dann, wenn Py=Fy . (63)

Der Kiirze wegen diskutieren wir hier nur den absolutstetigen Fall. Im diskreten Fall kann man vollig
analog vorgehen, wobei lediglich Summen anstelle von Integralen betrachtet werden miissen.

Zum Nachweis der Wohldefiniertheit von H(Py; Pp/) muss lediglich gezeigt werden, dass das Integral
in (62) wohldefiniert ist, falls Py(z : L(z;0") = 0) = 0.

Wir betrachten nun diesen Fall und setzen fiir jedes z € R

L(z;0)
. falls L(z;0") > 0,
f@)={ L) (@)
1 sonst.

Dann koénnen wir auch L(x;6") f(z) als Likelihood-Funktion von Py auffassen und 0.B.d.A. annehmen,
dass
L(w;0) = L(x;0') f(x) -

Beachte: Die Funktion g : (0,00) — [0,00) mit g(x) = 1 — x + zlogz ist nichtnegativ, strikt konvex
und nimmt ihr Minimum ¢(1) = 0 an der Stelle 1 an.
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WEeil g nichtnegativ ist, ist der Erwartungswert

Eo(gof) = [ 9(f@)L:0) ds
R
wohldefiniert und nichtnegativ, wobei der Fall E /(g o f) = oo nicht ausgeschlossen ist.
e AuRerdem gilt Eg/(1— f)=1—-Egf=1—-Ey4l =0.
e Hieraus folgt durch Differenzbildung, dass auch der Erwartungswert

Bo(flog )= [ Lias0') (@) log f(a) da
R
wohldefiniert ist, wobei 0 < E ¢/ (flog f) < c0.

e Wegen L(x;0) = L(x;0') f(x) ist damit auch gezeigt, dass das Integral H(Py; Py/) wohldefiniert ist und
dass H(Pg; Pg/) Z 0.

e Es ist klar, dass H(Py; Py) =0, falls Py = Py.

e Falls nun umgekehrt H(Pp; Py:) = 0, dann ergibt sich aus den Uberlegungen im ersten Teil des Bewei-
ses, dass auch Eg/(go f) =0.

e Weil g nichtnegativ ist, ergibt sich hieraus, dass Py ((g of)= O) =1

e Weil das Minimum g¢(1) = 0 nur an der Stelle 1 angenommen wird, folgt hieraus, dass Py (f = 1) =1,
d.h., dass Pg = Pg/. O

Die in (62) definierte relative Entropie H(Py; Py/) ist ein wichtiges Hilfsmittel, um zu zeigen, dass Maximum-
Likelihood-Schétzer schwach konsistent sind, falls die Likelihood-Funktion unimodal in 6 ist.

Theorem 2.10

o Seien n > 1 und x1,...,2, € R beliebige, jedoch fest vorgegebene Zahlen, und die Maximum-Likelihood-
Ungleichung (14) besitze mindestens eine Lisung 6(x1,...,zy,) € O.

~

e Die Likelihood-Funktion L(x1,...,x,;0) sei unimodal in 0, d.h., fir jede Losung 0(x1,...,x,) von (14) sei

o~ I~

die Funktion @ — L(x1,...,x,;0) wachsend fir alle 0 < 0(x1,...,x,) und fallend fir alle 6 > 0(x1,...,x,).

~

e Dann ist die Folge {0(X1,...,X,), n > 1} von Mazimum-Likelihood-Schatzern fiir 0 schwach konsistent.

Beweis

e Sei 6 € O beliebig, jedoch fest vorgegeben, und sei € > 0 hinreichend klein, so dass 0 + ¢ € O.
e Wegen (61) und (63) gibt es dann ein § > 0, so dass § < H(Py; Po+c).
e Auferdem gilt

1 L(z1,...,7,;0) B L(xy,...,2,:0) né
Cgl{nbg L(z1,...,%0;0 4 ce) >6} Cgl{L($17~-~7$n;9+CE) ¢ }

C {L(z1,...,xn;0 — &) < L(z1,...,2050) > L(21,..., 2,0 + )}

C {0—e<O(xy,...,2,) <O+¢}.

e Es geniigt somit zu zeigen, dass

. 1 L(Xl,...,Xn;e)
1 P<71
e A TS CHID Y

und

, 1 L(Xi,...,Xn:0)
lim Pp(—1 o) =1.
Jim Py B TXy,. Xl —2) )
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e Wir zeigen hier nur die Giiltigkeit von (64), denn der Beweis von (65) verlduft analog.
o Wir betrachten zunéchst den Fall, dass H(Py; Pytc) < 00.
e Fir die Funktion f: R — R mit
L(x;0
_L@:6) , falls L(z;0 +¢) > 0,
flz) =3 L(z:0+e) (66)
1 sonst
gilt dann log f € L*(R, B(R), Pp).
e Aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen (vgl. Theorem WR-5.15) ergibt sich somit, dass
1 L(X1,..., Xn:0)
—log
n L(Xq,...,Xn;0+¢

;= %Zlogf(xi) Pots. Eg(log f) = H(Py; Paye)-
i=1

e Damit ist (64) in diesem Fall bewiesen.
o Es gelte nun H(Py; Pypy.) = oo und Py(x : L(z;0 +¢) =0) =0.
e Dann ist
— die in (66) eingefiihrte Funktion fiir fast jedes © € R gegeben durch f(z) = L(x;0)/L(x;0 + ¢),
— es gilt logmin{f,c} € L}(R, B(R), Pp) fiir jedes ¢ > 1,
— und aus dem Satz {iber die monotone Konvergenz ergibt sich, dass fiir ¢ — oo
E ¢ (logmin{f,c}) — H(Py; Pyte) = 0.

e Es gibt somit ein ¢ > 1 mit Eg(log min{ f, c}) > §, und so wie im ersten Fall ergibt sich aus dem
starken Gesetz der grofien Zahlen (vgl. Theorem WR-5.15), dass fiir n — oo

1 L(X4q,...,X,;0

Pg( ( 1, s “Any )

-1
n B L(Xy, . XpOte

] > 5) > Pg(iznjlogmin{f()(i),c} > (5) — 1.

e Damit ist (64) auch in diesem Fall bewiesen.
o Falls schliehlich Py(x : L(z;0 +¢) = 0) = a > 0, dann gilt wegen Py(x : L(z;6) > 0) = 1, dass fiir

n — oo

1 L(X1,...,Xn:0)
(1 ot —so) =1 (1—a) = 1
0 B LXy,..  Xn01e) (1-a)"—
e Hieraus ergibt sich erneut die Giiltigkeit von (64). O

Beachte
e Die in Theorem 2.10 vorausgesetzte Unimodalitét der Abbildung 0 — L(z1,. .., z,;0) ist in zahlreichen
Fiéllen erfiillt.
e Hinreichend hierfiir ist, dass die Abbildung 6 — log L(z;0) fiir jedes € R konkav ist.

Beispiele

1. Poisson-verteilte Stichprobenvariablen
e Sei {Py, 6 € ©} = { Poi()\), A > 0}.
e Dann gilt fiir jedes x € R

AL e A fallsz €N,
L(z; M) = x

0 sonst
und somit

xlogA — A —log(x!), fallsz €N,
log L(z; \) = s s(a)
—00 sonst,

d.h., log L(x; A) ist konkav in A.
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e Aus Theorem 2.10 ergibt sich nun, dass die Folge = X,, von Maximum-Likelihood-Schiitzern fiir
A schwach konsistent ist.

e Beachte: In Theorem 1.2 hatten wir allerdings bereits mit Hilfe des starken Gesetzes der grofen

Zahlen gezeigt, dass A = X,, nicht nur schwach, sondern sogar stark konsistent ist.
2. Exponentialverteilte Stichprobenvariablen
e Sei {Py, 0 € ©} = {Exp(}N), A > 0}.
e Dann gilt fiir jedes x € R
Ae ™ falls x> 0,
L(z; M) =
0, sonst
und somit
log L(x: ) = —xzA+log A, fallsz >0,
—0o0, sonst,
d.h., log L(x; \) ist konkav in A.
e Aus Theorem 2.10 ergibt sich nun, dass die Folge A=1 /X, von Maximum-Likelihood-Schétzern
flir A schwach konsistent ist.
) Beacl}:ce: Aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen (vgl. Theorem 1.2) ergibt sich dariiber hinaus,
dass A = 1/X,, nicht nur schwach, sondern sogar stark konsistent ist.
3. Gleichverteilte Stichprobenvariablen
e Sei {Py, 0 € ©} ={1U(H), 0 >0}
e Dann gilt fiir jedes x € R

0—1, falls0<a <6,
L(z;0) =
0, sonst

und somit ist die Likelihood-Funktion

0", falls0<zy,...,2, <6,
L(zy,...,xn;0) = ' "

0, sonst

unimodal in 6.

o~

o Wegen Theorem 2.10 ist somit durch (X1, ..., X,) = max{X;,..., X} eine (schwach) konsistente
Folge von Maximum-Likelihood-Schétzern gegeben.

2.4.2 Asymptotische Normalverteiltheit

e In diesem Abschnitt diskutieren wir die asymptotische Normalverteiltheit von Parameterschitzern fiir den
Fall, dass der Stichprobenumfang n unendlich grofs wird.

e Wir beginnen mit dem folgenden Beispiel, das Aussagen enthéilt, die wir bereits in den Abschnitten 1.2 bzw.
1.3 (teilweise unter allgemeineren Modellannahmen) hergeleitet hatten.
Beispiel (Normalverteilte Stichprobenvariablen)

e Es gelte {Py, 6 € O} = {N(u,0?), p € R, 02 > 0}, wobei sowohl y als auch o2 unbekannt sei.

e Weil fiir das 4-te zentrale Moment pj normalverteilter Stichprobenvariablen Xy, ..., X,

wy — ot =201
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gilt, ergibt sich aus den Theoremen 1.4 bzw. 1.11, dass fiir beliebige 1 € R, 02 > 0

X, — i a 52 — g2
n———=Y und n —=
vn > Vvn Vo2

LY fiirn — oo, (67)

wobei Y ~ N(0,1).

e Weil die Zufallsvariablen X,, und S? unabhiingig sind (vgl. Theorem 1.10), ergibt sich hieraus, dass
flir beliebige y1,y2 € R
X, —p S2 _ o2
lim P, ( <y, n
Jim oz (Ve ———= < y1, Vn N

wobei @ : R — [0, 1] die Verteilungsfunktion der N(0, 1)-Verteilung ist.

e Hieraus folgt auferdem, dass auch

< 92) = ®(y1) (y2) , (68)

52 _ o2

. ﬁn — K g
lim P, , ( n <1, vVn =
n—oo (H” 2) f o yl f \/50-2

) der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir (u,0?) ist mit

<u2) = B(1) D). (69)

2

wobei (fin, 0,

~ ~ ~ 1 —
un:Xna O-fL(Xla"'vXn):ﬁ Z(XZ_XR)Z

Wir beweisen nun einen zentralen Grenzwertsatz fiir Maximum-Likelihood-Schétzer, wobei wir voraussetzen, dass
die folgenden Bedingungen erfiillt sein mdgen.

e Die Familie {FPy,0 € O} bestehe entweder nur aus diskreten Verteilungen oder nur aus absolutstetigen
Verteilungen, wobei © C R ein offenes Intervall sei.

e Die Menge B = {z € R: L(z;0) > 0} hénge nicht von § € © ab, wobei die Likelihood-Funktion L(z;8)
gegeben ist durch
p(x;0) im diskreten Fall,

L(z;0) =
f(z;0) im absolutstetigen Fall

und p(z;0) bzw. f(x;0) die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte von Py ist.

e Es gelte
Py # Py genau dann, wenn 6 # 6.

e Auferdem sei die Abbildung 6§ — L(z;0) fiir jedes = € B dreimal stetig differenzierbar, und es gelte

dF ak
W/L(x,@)d:pf/w L(z;0)dx, Vk=1,2und 0 € O, (70)
B B

wobei die Integrale im diskreten Fall durch die entsprechenden Summen zu ersetzen sind.
e Fiir jedes 6y € O gebe es eine Konstante c¢g, > 0 und eine messbare Funktion gy, : B — [0, 00), so dass
93
205 log L(x;0)| < go, (), Vz € B und |0 — 6p| < cg, (71)

und
EGOQOO(XI) < 00. (72)
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Beachte

e Das Integral

9 2
1(9):1@9((89 logL(X1;9)> ) Voeo, (73)
das wir bereits in Abschnitt 2.3.2 betrachtet hatten (vgl. (31) bzw. (32)), wird in der Literatur Fisher-
Information genannt.

e Bei der Herleitung der Ungleichung von Cramér-Rao (vgl. den Beweis von Theorem 2.2) hatten wir
gezeigt, dass

0
E, (% log L(X1; 9)) =0 (74)
und somit
0

Theorem 2.11 Fulls
0<I(0) <0, VoeO,

~

dann gilt fir jede schwach konsistente Folge {0(X1,...,X,), n > 1} von Mazimum-Likelihood-Schdatzern fiir 0,
dass

~

(n1(0))" (0(X1,...,X,) = 0) -5 ¥ ~N(0,1), VOeO. (76)

Beweis

e Wir benutzen die abkiirzende Schreibweise I, () = log L(X1, ..., X,;0) und 17(11)(9), lg)(ﬂ), 17(13)(9) fiir
die entsprechenden Ableitungen beziiglich 6.

e Sei § = §(X1, ..., X,), n > 1, eine schwach konsistente Folge von Maximum-Likelihood-Schétzern fiir
0.

o Fiir jedes w € 2 entwickeln wir nun i (5) in eine Taylor-Reihe an der Stelle § € © und erhalten, dass
~ ~ 1 ~ ~
D(0) = 1D(0) + (0 = 012 (0) + 5 (0 - 0’1 (07)

wobei 6* zwischen 6 und 6 liegt.

e Weil l&l)(é) = 0 gilt, ergibt sich hieraus, dass

(1)
Vi (0-6) = x 1(2)(0)171_ (?/(ﬁ e (77)
n " 2n "
e Es geniigt zu zeigen, dass
% 10(0) -5 Y ~ N(0,1(9)), (78)
dass . .
212 6) 2 1(6) (79)

und dass es eine Konstante ¢ < oo gibt, so dass

n—oo

lim Py (‘ L@
n

<c) =1. (80)

e Denn wegen 0 —— 0 ergibt sich aus (79) und (80), dass der Nenner der rechten Seite von (77) in
Wahrscheinlichkeit gegen I(0) konvergiert.
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e Hieraus und aus (78) ergibt sich dann die Giiltigkeit von (76) mit Hilfe des Satzes von Slutsky fiir die
Multiplikation (vgl. Theorem WR-5.11).

e Um (78) zu zeigen, geniigt es zu beachten, dass

n

1D0) =3 2 o L(X:0).

i=1

o Wegen (74) und (75) ergibt sich (78) dann aus dem zentralen Grenzwertsatz fiir Summen von unab-
héngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen; vgl. Theorem WR-5.16.

e Um (79) zu zeigen, geniigt es zu beachten, dass

(L(l)(Xi§ 9))2 — L(X;; 9)[,(2) (X::0)

SRS
M=

1
iy ()
—12)(0)

i=1 (L(Xi§9))2
_ ;iXHW&w»{g,"UW&ﬁ>
- n i—1 L(XZ,G) n im1 L(X,,@) ’
wobei
) (X550) = 2 L(X230
L ( ) )_W ( 3] )

e Aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen fiir Summen von unabhéngigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen (vgl. Theorem WR-5.15) ergibt sich nun, dass

1 £s. LM (X1;0)\2 L®)(X1;0)
B () Z b - Z b7
) = E‘)(( L(X1:0) ) ) E‘)( L(X1;0) )
LB®)(X1;0)
= I0)—Eg¢(——"~
©) "( L(X1:0) )
= I(9),
wobei sich die vorletzte Gleichheit aus der Definitionsgleichung (73) der Fisher-Information I(6) ergibt
und
L®)(Xy;0) 0?
E"( L(X1:0) ) = | g Hif)de
(o) d? d?
B
e Schlieflich ergibt sich aus (71), dass
1 (3) Tk 1 -
FLAGIEFD DL (1)

falls |0 — 6] < cp.

o Weil |§ — 0] 50 gilt, konvergiert die Wahrscheinlichkeit des in (81) betrachteten Ereignisses gegen 1
flir n — oo.

e Weil andererseits wegen (72)

ergibt sich hieraus die Giiltigkeit von (80). O
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Beispiel

(Poisson-verteilte Stichprobenvariablen)

Es gelte {Py, 6 € O} = {Poi()), A > 0}.

Dann ist die Likelihood-Funktion L(x; A) = (A®/a!) e fiir jedes o € N beliebig oft differenzierbar in
A, und die Vertauschbarkeitsbedingung (70) ist erfiillt, denn es gilt fiir jedes x € N

o0

() = (55 ) - -
und

— 0 — 0 (AT _
>t = 25 (Gre)
A

=0
0 z—1 0 AT
I - Tas
= e 0
—(z-1)! = !
AuRerdem gilt fiir beliebige x € N und A > 0
3 o3 2
—— log L(z;\) = = (zlog A — \) x

ONB e Bt

Hieraus folgt, dass fiir jedes A\g > 0
3

9,
Y log L(z; M| < gx, (), Vo e Nund |A— XAg| < ¢y,

wobel ¢y, = Aog/2 und

2z

. 16
g,\o(x)zm mit E)\Og)\O(Xl):P<OO‘
0

Die Bedingungen der Theoreme 2.10 und 2.11 sind somit erfiillt.

Hieraus folgt, dass der Maximum-Likelihood-Schétzer X(Xl, ..., X,) = X, fiir A asymptotisch nor-
malverteilt ist.

Dies ergibt sich jedoch in diesem Fall auch direkt aus dem zentralen Grenzwertsatz fiir Summen von
unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen; vgl. Theorem 1.2.
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3 Konfidenzintervalle

3.1 Modellbeschreibung
In diesem Abschnitt setzen wir erneut voraus, dass

e die Verteilung der Stichprobenvariablen X, ..., X, zu einer vorgegebenen parametrischen Familie von Ver-
teilungen {Py, 0 € ©} gehort; © C R™.

Dabei nehmen wir (zur Vereinfachung der Darlegungen) an, dass

e jeweils nur eine einzelne Komponente 6; des Parametervektors § = (61, ..., 6,,) aus den beobachteten Daten
Z1,...,%, geschitzt werden soll; j € {1,...,m}.

Genauso wie in den Abschnitten 1 und 2 nehmen wir an, dass

e die Stichprobenvariablen X7, X5, ... unabhéngig und identisch verteilt sind und dass

e der Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P), iiber dem die Stichprobenvariablen X;, Xs, ... definiert sind, der
kanonische Wahrscheinlichkeitsraum dieser Zufallsvariablen ist.

3.1.1 Konfidenzintervall und Konfidenzniveau

Anstelle jeweils eine (einzelne) Stichprobenfunktion zu betrachten, wie wir es in den Abschnitten 1 und 2 getan
haben, betrachten wir nun

e 2wei Stichprobenfunktionen § : R* — R U {—o00} und 6 : R™ — R U {00}, so dass

O(z1,. .., 2n) <0(x1,...,7,) V(z1,...,2,) € R™. (1)

Definition

e Sei vy € (0,1) eine beliebige, jedoch fest vorgegebene Zahl.

e Dann heifst das zuféllige Intervall (Q(Xl, cey X0),0(Xq, .. ,Xn)) Konfidenzintervall tiir §; zum Niveau
7, falls B
Py(0(Xq,...,Xn) <0; <0(Xy,...,X,)) > (2)

fiir jedes 6 € ©.
Beachte

e Die Stichprobenfunktionen  und 6 sind nicht eindeutig bestimmt.

e Sie sollten so gewahlt werden, dass das Konfidenzintervall (Q(Xl, oy X)), 0(X, .. Xn)) bei gegebe-
nem Niveau v moglichst kurz ist.

e Weil das Konfidenzintervall méglichst kurz sein soll, wird anstelle von (2) manchmal auch die folgende
Bedingung betrachtet:

(}IelgPG(Q(XlaaXn)Sej Sg(XlaaXn)):’Y (3)

e Falls (3) gilt, dann nennt man (Q(Xl, ey X)), 0(X, . . ,Xn)) minimales Konfidenzintervall fiir 6; zum
Niveau 7).
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e Wenn (bei vorgegebenem ) die Verteilung der Zufallsvariablen 6(Xy,...,X,) und 0(Xi,...,X,)
schwierig handhabbar bzw. unbekannt ist, d.h., wenn es nicht méglich ist, die Giiltigkeit von (2) bzw.
(3) nachzuweisen, dann kann beispielsweise die folgende Bedingung betrachtet werden:

lim Py(6(X1,...,Xn) <0; <OXy,...,Xn)) > (4)

n— oo

flir jedes 6 € ©.

e Falls (4) gilt, dann nennt man (Q(Xl, ey X)), 0(X, . ,Xn)) Konfidenzintervall fiir §; zum asympto-
tischen Niveau v (bzw. asymptotisches Konfidenzintervall zum Niveau 7).

Die praktische Berechnung eines (konkreten) Konfidenzintervalls (6(x1,...,2,),0(x1,...,z,)) fiir 6; auf der Basis
einer (konkreten) Stichprobe (x1,...,z,) besteht aus den folgenden Schritten:

1. Bestimme zwei Stichprobenfunktionen ¢ : R® — R U {40} und 6 : R* — R U {#00}, so dass

e (1) gilt und
e eine der Bedingungen (2)—(4) erfiillt ist.

2. Berechne die Funktionswerte (1, ...,7,) und 0(zy,. .., z,).

3.1.2 Quantilfunktion

Bei der Konstruktion von Konfidenzintervallen benttigen wir den Begriff der Quantilfunktion, den wir bereits in
Abschnitt WR—4.1.4 betrachtet hatten.

Definition

e Sei F': R — [0, 1] eine beliebige Verteilungsfunktion.
e Die Funktion F~1:[0,1] — R mit

F_l(y) =inf{z: F(z) >y} (5)

heifit Quantilfunktion der Verteilungsfunktion F' (bzw. der zugehorigen Verteilung).
e Sei a € (0,1). Die Zahl F~!(a) wird dann a-Quantil von F genannt.

Beachte

e Wenn F : R — R eine beliebige monoton wachsende rechtsstetige Funktion ist (die nicht unbedingt
eine Verteilungsfunktion sein muss), dann heift die in (5) definierte Funktion F~! verallgemeinerte
inverse Funktion von F.

e Quantilfunktionen sind also spezielle verallgemeinerte inverse Funktionen.

Beispiele
Um Konfidenzintervalle fiir die Parameter von normalverteilten Stichprobenvariablen konstruieren zu kon-
nen, werden insbesondere die Quantilfunktionen der Standardnormalverteilung, der x2-Verteilung und der
t-Verteilung bendtigt, die bereits in den Abschnitten 1.2.2, 1.3.1 bzw 1.3.4 eingefiihrt worden sind und an
die wir hier zunéchst erinnern wollen.

1. Quantile der N(0, 1)- Verteilung

e Das a-Quantil der Verteilungsfunktion ® (d.h. der Standardnormalverteilung N(0, 1)) wird mit z,
bezeichnet.

e Mit anderen Worten: Fiir jedes o € (0,1) ist z, die Losung der Quantilgleichung ®(z,) = a.
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e Fiir a > 0,50 kann man das a-Quantil z, aus Tabelle 1 entnehmen; vgl. Abschnitt 6.

e Aus der Symmetrieeigenschaft ®(—z) = 1 — ®(x) fiir jedes z € R ergibt sich aukerdem, dass fiir
jedes a € (0,1)

Zo = —Zl—q - (6)
2. Quantile der x*- Verteilung mit r Freiheitsgraden

e Die Zufallsvariable U, sei x2-verteilt mit r-Freiheitsgraden, d.h., U, ~ x2.

e Fiir a € (0,1) sei x7, die (eindeutig bestimmte) Losung der Gleichung Fy, (x2,,) = «, wobei die
Dichte fy, von U, in Theorem 1.6 gegeben ist.

e Dann heifst X%,a das a-Quantil der x2-Verteilung mit r Freiheitsgraden.

o Quantile der y2-Verteilung mit r Freiheitsgraden sind in Tabelle 2 gegeben, vgl. Abschnitt 6.

3. Quantile der t- Verteilung mit r Freiheitsgraden

e Die Zufallsvariable V,. sei t-verteilt mit r-Freiheitsgraden, d.h., V,. ~ t,, wobei die Dichte fy, von
V, in Theorem 1.12 gegeben ist.

e Fir a € (0,1) wird dann die Losung ¢, o der Gleichung Fy. (t,) = a das a- Quantil der t-Verteilung
mit r Freiheitsgraden genannt, vgl. Tabelle 3 in Abschnitt 6.

e Analog zu der Symmetrieeigenschaft z, = —z1_, der Quantile z, der N(0, 1)-Verteilung gilt auch

tﬁa = *tr,l—a (7)

fiir beliebige r € N und « € (0, 1).

3.1.3 F-Verteilung

Wir fiihren nun noch eine weitere Klasse von statistischen Priifverteilungen ein: die Klasse der F- Verteilungen,
die zum Beispiel bei der Konstruktion von Konfidenzintervallen fiir Zwei-Stichproben-Probleme benétigt werden;
vgl. Abschnitt 3.3.

Definition
e Seien r,5 > 1 beliebige natiirliche Zahlen, und seien U,, U, : Q — (0,00) unabgiingige y2-verteilte
Zufallsvariablen mit U, ~ x2 und U] ~ x2.

e Man sagt dann, dass die Zufallsvariable

U,./r
Ul/s
F-verteilt ist mit (r, s) Freiheitsgraden. (Schreibweise: W, ~ F,. )

Wr,s =

Theorem 3.1 Seien r,s > 1 beliebige natirliche Zahlen, und sei W, 5 eine F-verteilte Zufallsvariable mit (r, s)
Freiheitsgraden. Dann ist die Dichte von W, s gegeben durch

F(T ; S) (C)T” 2/ falls > 0
fW'r,s (x) _ F<g>r(§) S (1 n g x) (r+s)/2 7 ’ (8)
0, sonst,

wobei T'(1) =1, T'(1/2) = /7 und T(p+ 1) = pT(p).
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Beweis
e Aus Theorem 1.6 ergibt sich fiir die Dichten der y2-verteilten Zufallsvariablen mit U, und U/, dass

x(r72)/267w/2

————, fallsx >0,
fu,(x)=¢ 27/2T(r/2)
0, sonst
und (s-2)/2p—x/2
'S8T 2e™?
—————, fallsx >0,
fur(z) = 25/2T(s/2)
0, sonst.
e Hieraus folgt, dass
(r—2)/2 ,—rz/2
r(rx)rﬂ © , falls z >0,
fu,r(x) = 21/2D(r/2) (9)
0, sonst
und (s-2)/2—s/2
s(s2) — ¢ . falls 2 >0,
furys(@) = 25/2T(s/2) (10)
0, sonst.

e Wegen Theorem WR~3.17 gilt aufierdem fiir die Dichte fyy, , des Quoienten W, ; der unabhéngigen
Zufallsvariablen U, /r und U} /s, dass

fw (2) = / tfu () fur et dt, Yz €R.

e Durch Einsetzen von (9) und (10) ergibt sich somit, dass fiir z > 0

* (r—2)/2 ,—zrt/2 (s—2)/2 ,—st/2
v (2) = /t r(zrt) e s(st) e d
22T (r/2) 25/2T(s/2)

o0

rr/2g8/2,7/2-1 /t(r+s)/2—l o~ (r=+s)t/2 gy
20r+5)/21(r /2)T(s/2)
0

F7/265/2 /21 T((r+s)/2)
2(r+s)/2f(r/2)r(8/2) ((TZ/2) + (8/2))(T+S)/2
F(Lﬂ) r/2 (r/2)—1

- j (5)

wobei sich die vorletzte Gleichheit aus der in Abschnitt 1.3.1 hergeleiteten Darstellungsformel (1.24)
fiir die Gammafunktion ergibt, geméfs der fiir beliebige b,p > 0

L(p)=t" [ e yP ldy.

0\8
O
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Beachte

e Seien r, s > 1 beliebige natiirliche Zahlen, und sei o € (0,1).

e Falls W, , ~ F,, dann wird die Lésung F, ;o der Gleichung Fy,  (Fysa) = « das a-Quantil der
F-Verteilung mit (r, s) Freiheitsgraden genannt, vgl. die Tabellen 4a-4f in Abschnitt 6.

3.2 Konfidenzintervalle bei Normalverteilung

In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass die Stichprobenvariablen X7, ..., X,, normalverteilt sind, d.h., es gelte
{Py, 0 € ©} = {N(,0?), p € R, 02 > 0} mit 6 = (u, 0?).

3.2.1 Konfidenzintervalle fiir den Erwartungswert
Um Konfidenzintervalle fiir den Erwartungswert der normalverteilten Stichprobenvariablen X, ..., X, herzu-

leiten, nehmen wir zuniichst an, dass die Varianz bekannt ist, d.h., es gelte X; ~ N(u,0?) fiir ein (unbekanntes)
p € R und ein (bekanntes) o2 > 0.

In Theorem 1.11 hatten wir gezeigt, dass /n(X, — pu)/o ~ N(0,1).

e Hieraus ergibt sich, dass fiir « € (0,1)

X, —

PQ(ZQ/QS\/H Mgzl_a/Q):l—a. (11)

e Unter Beriicksichtigung von (6) ergibt sich somit, dass fiir jedes 6 = (u,02) € R x (0, 0)

Yn_u'
g

Py (_Zlfa/Q <Vn < Zlfa/Q) =l-a

bzw.

e Also ist mit
— o — — (o
Q(Xlw'-;Xn):Xn_Zlfa/Qﬁ bzw. H(Xl,...,Xn):Xn—FZl,a/Qﬁ (12)
ein Konfidenzintervall (Q(Xl, ey X)), 0(X, . 7Xn)) fiir g zum Niveau v = 1 — o gegeben.

e Fiir die Lange ¢(X1,...,X,,) dieses Konfidenzintervalls gilt

UXy,..., X)) = 0(Xy,..., X)) —0(Xq,...,Xp)
20

Zl—a/2ﬁ .
e Hieraus ergibt sich insbesondere, dass ¢(X1, ..., X,,) nicht vom Zufall abhéngt.

e Auferdem erkennen wir, dass die Linge ¢(Xy,..., X,,) des in (12) gegebenen Konfidenzintervalls klein ist,
falls das Niveau v = 1 — « klein, die Varianz o2 klein bzw. der Stichprobenumfang n grof ist.

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass £(X,...,X,) < e gilt, falls

n> (@)2 , (13)

wobei € > 0 ein vorgegebener Schwellenwert ist.
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Beispiel

e Fiir eine (konkrete) Stichprobe (1, ..., z,), die wir als Realisierung der Zufallsstichprobe (X, ..., X},)
auffassen, ergibt sich nun das ,konkrete” Konfidenzintervall (6(z1,...,,),0(z1,...,2,)) durch Ein-
setzen in (12).

e Falls beispielsweise fiir v = 0.95 und o = 0, 10 ein solches Konfidenzintervall fiir die folgenden Daten
41.60, 41.48, 42.34, 41.95, 41.86, 42.18, 41.72, 42.26, 41.81, 42.04 ermittelt werden soll,

e dann entnehmen wir zunéchst das Quantil 2,975 = 1,96 aus Tabelle 1

e und erhalten somit fiir n = 10

0.1
01, @) =T — 215 ——= = 41.924 —1.96 —— = 41.862

V10

O(z1,. . Tn) =Tn + 212 = = 41.986

Vvn

7 7

vn

e Somit ergibt sich das (konkrete) Konfidenzintervall (41.862,41.986) fiir den Erwartungswert pu.

Beachte

e Das in (12) betrachtete (symmetrische) Konfidenzintervall kann dahingehend verallgemeinert werden,
dass anstelle von (11) die folgende Gleichung fiir beliebige g, ao € [0,1/2) mit oy + a2 = a € (0,1)
betrachtet wird: -

X, —

Py (20, <V

e Hieraus ergibt sich dann das (asymmetrische) Konfidenzintervall (6(X7, ..., X,),0(X1,...,X,)) fir p
zum Niveau v = 1 — o mit

a gzl,al) —1-a. (14)

0(Xy,... . X,) =X

bzw. 0(Xy,.... X)) =X (15)

o o

n — Zl—ay % n+ Zl*azﬁ .

e Fiir oy = 0 ergibt sich insbesondere das sogenannte einseitige Konfidenzintervall (—c0,8(X1,..., X))
flir g zum Niveau v = 1 — a mit

o
0(X1, .o X)) = X+ 21— .
(X1 ) + 21 Tn
e Analog ergibt sich fiir ag = 0 das einseitige Konfidenzintervall (Q(Xl, ey Xn), oo) fiir ;4 zum Niveau
v=1—a mit
Q(Xla s 7Xn) = YTL - Zl—ozi .

vn

Im Unterschied zu dem oben diskutierten Fall nehmen wir nun an, dass X; ~N(u,0?), wobei sowohl u € R als
auch o2 > 0 unbekannt seien.

e Dabei lassen sich auf dhnliche Weise (wie bei bekanntem o?) symmetrische, allgemeine bzw. einseitige
Konfidenzintervalle fiir © gewinnen.

e Die bisher konstruierten Konfidenzintervalle fiir i sind jetzt jedoch nicht mehr geeignet, weil sie die (unbe-
kannte) Grofie o enthalten.

e Wir nutzen vielmehr das Ergebnis von Theorem 1.13 und erkennen (vgl. auch die Formel (1.45)), dass fiir
beliebige a € (0,1) und 6 = (u,0?) € R x (0, 0)

VI(Xn — ) <

Py (tn—l,a/Z < 5 < tn—1,1—a/2) =1l-« (16)

bzw. wegen (7)
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e D.h.

o Also ist mit

O(X1,..., Xn) = Xn —

ein (symmetrisches) Konfidenzintervall fiir g zum Niveau v = 1 — « gegeben.

Beachte

e Das in (17) betrachtete (symmetrische) Konfidenzintervall kann dahingehend verallgemeinert werden,
dass anstelle von (16) die folgende Gleichung fiir beliebige oy, s € [0,1/2) mit o + as = a € (0,1)
betrachtet wird:

PG (tnfl,oq < M < tnfl,lfal) =1-a. (18)

n

e Hieraus ergibt sich dann das (asymmetrische) Konfidenzintervall ((X,...,X,),0(X1,...,X,)) fir
zum Niveau v = 1 — o mit

0(X1,..., Xp)=Xn—t bzw.  O(X1,..., X)) =X, +t (19)

Sn Sn
n71717a1ﬁ nfl,lfazﬁ .

e Fiir a; = 0 ergibt sich insbesondere das einseitige Konfidenzintervall (—ooﬁ(Xl, - 7Xn)) fiir g zum

Niveau v = 1 — a mit
_ _ S,
0(X1,...,.Xn)=Xn+th-11-a—F— -
( 1, ) ) + 1,1 \/ﬁ
e Analog ergibt sich fiir ap = 0 das einseitige Konfidenzintervall (6(X1,...,X,),00) fiir 4 zum Niveau
v =1—a mit

— Sy,
9(X17~~~7Xn) =Xy _tnfl,lfozi .

3

3.2.2 Konfidenzintervalle fiir die Varianz

In diesem Abschnitt diskutieren wir Konfidenzintervalle fiir die Varianz o2, wobei wir zunéchst annehmen, dass
der Erwartungswert g unbekannt ist.

e Aus Theorem 1.11 ergibt sich dann, dass fiir beliebige aq, a2 € [0,1/2) mit aq + ag = a € (0,1)

(n—1)52
2

Py (Xiq,az < = < Xifl,lfal) =1-oa. (20)

o
e Dies ergibt das Konfidenzintervall (Q(Xl, ey X)), 0(X, . 7Xn)) fiir 02 zum Niveau v = 1 — o mit

—1)82 — —-1)52
Q(Xl,...,Xn):M bzw. e(Xl,...,Xn):M. (21)
anl,lfoq anl,ag

e Fiir die Linge 0(X1,..., X,) — 0(X1,..., X,,) dieses Konfidenzintervalls gilt

1 1
B(X0, - Xa) —6(X0, . X = (0= DS — ) (22)
Xn—l,ozz Xn—l,l—al

mit

_ 1 1
Eg(0(X1,...,X,) —0(X1,...,X,)) = (n—1)0? — .
9( s ) K )) (n Jo (X%—l,az X?L—Ll—al)
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Falls der Erwartungswert p bekannt ist, dann léasst sich mit Hilfe der modifizierten Stichprobenvarianz §g ein
weiteres Konfidenzintervall fiir die Varianz o2 konstruieren, wobei

Sp = li(Xi - m?.

n-<
=1
e Weil (X; — pu)/o ~ N(0,1), ergibt sich unmittelbar aus der Definition der x2-Verteilung, dass nS? /o? eine
x2-verteilte Zufallsvariable mit n Freiheitsgraden ist.
e Fiir beliebige a1, a2 € [0,1/2) mit oy + ag = o € (0,1) gilt also

Q2
n

nsS
Py (X%,ag < o2 < X121,17a1> =1-a. (23)

e Dies ergibt das folgende (modifizierte) Konfidenzintervall (6(Xy,..., X,),0(X1,..., X,)) fir 02 zum Niveau

v =1—a mit
S2 — 52
0(Xy,..., Xp) = —pt brw.  B(X1,...,Xp) = - (24)
X'ﬂ,l—o&l XYL,O(Q
wobei 1 1
9(X1,...,Xn)—Q(Xl,...,Xn):nSi(T—27> (25)
Xn,ag Xn,lfal
mit 1 1
Ee@(X17...7Xn)—Q(Xh...,Xn)):nJQ( — - )
Xn7o(2 Xn,l—oq
Beachte

e Die in (25) gegebene Linge 0(X1,..., X,) —0(X1,...,X,,) des modifizierten Konfidenzintervalls kann
grofler als die Liange (22) des Intervalls sein, das in (21) fir den Fall betrachtet wurde, dass der
Ertwartungswert p unbekannt ist.

e Der Grund hierfiir ist, dass ,untypische” Stichprobenwerte, die grofe Abweichungen vom Erwartungs-
wert p aufweisen, besser durch das Stichprobenmittel X,, als durch p kompensiert werden.

3.3 Zwei-Stichproben-Probleme
3.3.1 Modellbeschreibung

In Verallgemeinerung der Situation, die bisher in dieser Vorlesung betrachtetet wurde, sollen nun gleichzeitig zwei
Datensétze (211, ..., Z1p,) und (z21,...,Tan,,) stochastisch modelliert werden.

e Dabei konnen die Stichprobenumféinge ni,no € N beliebige natiirliche Zahlen sein, die nicht notwendig
gleich sein miissen.

e Die (konkreten) Stichproben (211, ...,21,,) und (z21,. .., Z2,,) fassen wir als Realisierungen von zwei Zu-
fallsstichproben (X171, ..., X1pn,) bzw. (Xa21,..., Xo,,) auf.

Hierfiir betrachten wir zwei (unendliche) Folgen X1, Xi2,... und Xs1, X9, ... von Zufallsvariablen und nehmen
an, dass
e die (zweidimensionalen) Zufallsvektoren X1, X, ... mit X; = (X34, X2;) unabhéingig und identisch verteilt

sind,
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e die (gemeinsame) Verteilung von X; zu einer parametrischen Familie von Verteilungen {Py, § € O} gehort,
© Cc R™,

e der Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), iiber dem die Zufallsvektoren X, X, ... definiert sind, der kanoni-

sche Wahrscheinlichkeitsraum dieser Zufallsvektoren ist.

Beachte Die Komponenten X7; und X5; von X; miissen jedoch im allgemeinen weder unabhéngig noch identisch
verteilt sein.

Im Rahmen dieser einfithrenden Vorlesung betrachten wir lediglich den Fall, dass

e cin (nichtvektorieller) Funktionswert ¢g(f) € R des Parametervektors 8 = (61, ...,0,,) aus den beobachteten
Daten (z11,...,%1n,) bzw. (Z21,...,%2,,) geschdtzt werden soll, wobei g : © — R eine vorgegebene Borel-
messbare Funktion sei.

e Dabei diskutieren wir insbesondere die Frage, wie das in Abschnitt 3.1 eingefithrte Modell des Konfidenz-
intervalls verallgemeinert werden kann, um zu Konfidenzintervallen ausgehend von (vektoriellen) Stichpro-
benvariablen X; = (X1;, X2;) zu gelangen.

Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir n = max{nj, ns} und betrachten

e 2wei Stichprobenfunktionen 6 : R?" — RU {—occ} und 6 : R?*" — R U {co}, so dass

O(z1,. .., 20) <0(x1,...,7,) Y(x1,...,2,) € R*™, (26)
e wobei die Funktionswerte (1, ...,2,) und §(xy,...,z,) jedoch nur von den (beobachteten) Komponenten
(11, -+, Z1pn,) und (221,...,Tap,) des Vektors (z1,...,z,) abhingen mogen.

Definition  Sei v € (0,1) eine beliebige, jedoch fest vorgegebene Zahl. Dann heifit das zufillige Intervall
(0(X1,...,Xn),0(X1,...,X,)) Konfidenzintervall fiir g(f) zum Niveau v, falls

Po(0(X1,..., Xn) < g(0) <O(X1,...,Xn) >y, V0cO. (27)

Beachte

e Bisher hatten wir in Abschnitt 3 stets den Fall betrachtet, dass g(f) = 6; fiir ein j € {1,...,m}.

e In den folgenden Beispielen hat ¢(6) die Form g(0) = 0; — 6) bzw. g(0) = 0;/6;, fiir ein vorgegebenes
Paar j,k € {1,...,m} von Indizes.

3.3.2 Konfidenzintervalle fiir Differenzen bzw. Quotienten von Parameterkomponenten

Die Stichprobenvariablen X; = (Xj;, X2;) seien nun normalverteilte Zufallsvektoren, wobei wir in diesem Ab-
schnitt aukerdem voraussetzen, dass die Komponenten X7; und Xs; von X; unabhingige (jedoch im allgemeinen
nicht identisch verteilte) Zufallsvariablen sind.

Wir betrachten die folgenden zwei Beispiele.

1.  Konfidenzintervall fir die Differenz zweier Erwartungswerte (bei bekannten Varianzen)

e Fiir zwei beliebige, jedoch vorgegebene Zahlen ni,ne € N betrachten wir zwei unabhéngige Zufalls-
stichproben (X11, ..., X1,,) und (Xo1,..., Xop,).
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2.

Konfidenzintervall fir den Quotienten zweier Varianzen (bei unbekannten Erwartungswerten)

98

Dabei nehmen wir an, dass X1; ~ N(u1,0%) und Xo; ~ N(uo,03) fiir (unbekannte) gy, e € R und

(bekannte) 02,03 > 0, d.h., § = (uy, pa).

Dann sind die Stichprobenmittel X1,,, und X5, unabhingige Zufallsvariablen mit

Xin, ~ N(p1, 07 /n1), Xon, ~ N(pg,03/n2)
vgl. Theorem 1.11.
Hieraus folgt, dass
K — Kans ~ N1 — . L+ 2
1n, 2ny ~ N{p1 — p2, — +
ni n2
bzw. - -
Xin, — Xon, — —
1ny 2ng (/Ll M2) ~ N(O7 1) )
o2 2
91, %
ny %)
Also gilt fiir jedes « € (0,1)
Xin — Xoms — (1 —
P@(Z%_ 1ng 2ng (Ml M2)§27g)_1_a
o2 2
9., %
ny N2
bzw
of o3 i
P@(Xml Xop, —21-2 o Sm— s Xin, — Xon, +21-2 -t
1 2 1

Die auf diese Weise bestimmten Stichprobenfunktionen §(X1, ..., X,,) und 6(Xj, ..
Konfidenzinterval fiir 1 — po zum Niveau v =1 — a.

., X,,) ergeben ein

e Ahnlich wie in dem vohergehenden Beispiel betrachten wir fiir zwei beliebige, jedoch vorgegebene

Zahlen ny,ne € N zwei unabhingige Zufallsstichproben (Xi1,..., X1p,) und (Xa1, ..

Dabei nehmen wir an, dass X; ~ N(uy,0%) und Xo; ~ N(uo,03) fiir (unbekannte) gy, e € R und

(unbekannte) 02,03 > 0, d.h., § = (u1, 2, 0%,03).

Dann sind die Stichprobenvarianzen S7,, und S3, unabhingige Zufallsvariablen und wegen Theo-

rem 1.11 gilt
ny —1)S? ng — 1)52
( 1 2) 1ny NXEH . bzw. ( 2 2) 2no ~ 2

no—1*
07 03

Hieraus und aus der Definition der F-Verteilung, die in Abschnitt 3.1.3 eingefiithrt wurde, ergibt sich

522712 /O-%

== < VF
P) P) no—1,n;—1-
Sty /01

Also gilt fiir jedes o € (0,1)

2 2
. S2n2/02
2—1lni—1,9 = 52

Pyl F,
9< lnl/U%

< Fn271,n171,17%) =l-a
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bzw.

S?

n1

o <5< o5 Fuotm-11-2 ) =1—a,
o S. 2
2 2'(1,2

wobei F,,_1,n, -1,y das y-Quantil der F-Verteilung mit (ny — 1, nq — 1) Freiheitsgraden bezeichnet, vgl.
Tabellen 4a—4f.

e Die auf diese Weise bestimmten Stichprobenfunktionen 6(Xy, ..., X,) und 6(X1,..., X,) ergeben ein
Konfidenzinterval fiir 02 /02 zum Niveau v = 1 — a.

3.3.3 Verbundene Stichproben

e Die in Abschnitt 3.3.2 gemachte Modellannahme, dass (Xi1,...,X1,,) und (Xa,..., Xa,,) unabhingige
Zufallsstichproben sind, ist manchmal unrealistisch.

e Betrachten beispielsweise die folgende Tabelle der Korpergrofen xi1, ..., 2112 einer (konkreten) Stichprobe
von 12 Miittern und der Korpergrofien xa1, . .., 912 ihrer ltesten Tochter.

ry; | 1.65 163 167 164 168 162 170 166 1.68 167 1.69 1.71
rg; | 1.68 166 1.68 1.65 169 166 168 165 1.71 167 1.68 1.70

e Aus dieser Tabelle ist ersichtlich (und dies stimmt mit unserer Intuition {iberein), dass vermutlich ein
Zusammenhang zwischen den Koérpergrofen x1q,...,2112 der Miitter und den Koérpergrofen xaq, ..., Ta12
ihrer dltesten Tochter besteht.

e In diesem Fall ist es nicht sinnvoll anzunehmen, dass (z11,...,2112) und (221,...,2212) die Realisierungen
von zwel unabhéngigen Zufallsstichproben (X11,..., X112) bzw. (Xa1,..., X212) sind.

Dies fiihrt zum Begriff verbundener Stichproben, der in dem folgenden Beispiel erldutert wird, in dem wir ein
Konfidenzintervall fiir die Differenz der Erwartungswerte von verbundenen Stichproben herleiten.

e Betrachten die Zufallsvektoren Xi,..., X, mit X; = (X4, X9;), wobei Xi,...,X,, (so wie bisher stets
angenommen) unabhéngig und identisch verteilt seien.

e Die (einzelnen) Zufallstichproben (X1, ..., X1,) und (Xo1, ..., X, ) miissen jedoch jetzt nicht unabhingig
sein, weshalb man von verbundenen Stichproben spricht.

e Wir nehmen an, dass E Xy; = p1 und E Xo; = po fiir (unbekannte) pq, po € R.

e AuBerdem seien die Differenzen Y7, ..., Y,, mit ¥; = X;, — Xo; unabhéngige und identisch (normal-) verteilte
Zufallsvariablen mit Y; ~ N(u; — po,0?) fiir ein (unbekanntes) o2 > 0, d.h., § = (1 — p2,0?).

e Die gleichen Uberlegungen wie in Abschnitt 3.2.1 ergeben nun, dass fiir jedes o € (0, 1)

Y, — —
Py <_tn71,17a/2 < v g (2 = p2)) < tn71,17a/2) =1l—-a (28)
Y,n
bzw. s g
Py (?n - tn—l,l—a/Q% < —p2 <Y, + tn—l,l—a/2%) =1-a,
wobei Y, = £ 3 Y, und S5, = A5 Y (Vi — V)2
i=1 i=1
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e Also ist mit

_ — Sy
bow.  O(X1,. o, Xn) =Y by 11 a2 2 (29)

NG

ein (symmetrisches) Konfidenzintervall (8(X1,...,Xy),0(X1,...,X,)) fir g1 — pz zum Niveau v =1 — «
gegeben.

0(X1,....X,) =Y, — tno1,1-a/2

Beachte

e Fiir die oben betrachtete (konkrete) Stichprobe (x1,...,z12) der Korpergrofen von 12 Miittern und
ihrer &ltesten Tochter gilt

T1o = —0.0092, s5 15 =0.00039 bzw. sy12 =0.0197.

o Fiir v = 0.95 entnehmen wir das Quantil ¢11,0.975 = 2.201 aus Tabelle 3

e und erhalten

_ Sy.12 0.0197
O(z1, ... 012) =Ty — t 20,0092 - 2.201 ——at = —0.022
0z 12) = Y12 11,0.975 V12 N
= 0.0197
B(x1, ..., 012) = Tro + t11 00752222 = —0.0092 + 2.201 =0.0033

V12 V12
e Somit ergibt sich das (konkrete) Konfidenzintervall (—0.022, 0.0033) fir pq — po.

3.4 Asymptotische Konfidenzintervalle

Wir zeigen nun, wie man mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes (vgl. Theorem WR~-5.16) und des starken Ge-
setzes der grofien Zahlen (vgl. Theorem WR~5.15) asymptotische Konfidenzintervalle auf einfache Weise herleiten
kann.

3.4.1 Ein-Stichproben-Probleme

Wir kehren zunéchst zur Betrachtung von Ein-Stichproben-Problemen zuriick. D.h., wir nehmen an, dass ein
Datensatz (x1,...,%,) beobachtet wird, den wir als Realisierung einer Zufallsstichprobe (X3, ..., X, ) auffassen.

Theorem 3.2 Der Erwartungswert p der Stichprobenvariablen X, ..., X, sei eine Komponente des Parameters

0 €0, und o € (0,1) sei eine beliebige, jedoch vorgegebene Zahl. Dann ist durch (Q(Xl, e X0),0(Xy, .. 7Xn))

mat
~ —a/25n = ~ —a/25n
Q(Xl,...,Xn):Xn—%, O(Xl,...,Xn):Xn—i—%

ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir i zum Niveauy = 1—a gegeben, wobei X ,, bzw. S, das Stichprobenmittel
bzw. die Wurzel der Stichprobenvarianz sind.

Beweis Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus Formel (1.20), denn

_ Z1—0 /250 _

—a/25n
o Ao0/25)

\/ﬁ (—Zl,a/gsn Zl,a/gsn)

vn vn
= 1l—a. 0

lim Pg

n— o0

lim Pg

n—00

<X,—pu<
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Fiir spezielle Beispiele von Familien parametrischer Verteilungen kann man asymptotische Konfidenzintervalle
fiir den Erwartungswert p der Stichprobenvariablen (X1, ..., X,,) konstruieren, ohne die Stichprobenstreuung S2
betrachten zu miissen.

1.  Konfidenzintervall fir den Erwartungswert \ bei Poisson-Verteilung

e Wir nehmen an, dass X; ~ Poi()) fiir ein (unbekanntes) A > 0.

e Weil dann E X; = A und Var X; = X gilt, ergibt sich aus dem zentralen Grenzwertsatz fiir Summen
von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen (vgl. Theorem WR-5.16), dass fiir jedes
aec(0,1) B

Xn—A
VA

e Durch Quadrierung der Ungleichungen in (30) und anschliefende Auflésung nach A ergibt sich, dass
(30) dquivalent ist mit

lim Py (*21—(1/2 <+n

n—oo

S Zl—a/Q) =1-«. (30)

22 X, 22 23
lim Py ‘)\f(Xn+ 1‘“/2)’<\/ l—oy/2 | “loa/2 4

n—o0 - n 4n2

e Also ist mit

2 ¥ .2 4
- a2 Xn2i_q2  Zi_a)2
0(Xy, ... X,) =X _ ,
0(Xs,.., Xn) + 2n \/ n + 4n?

7 - 22 YnZQi 24
0(X1,..., X)) =X+ 1a/2+\/ 1-a/2 | “l-a/2

ein asymptotisches Konfidenzintervall (8(X1,...,X,),0(X1,...,X,)) fir A zum Niveau v = 1 — «
gegeben.

e Fiir die Lange dieses Konfidenzintervalls gilt

_ X,22 2t
e(Xl,...,m—e(xl,...,x,»=2¢ 1ajz | Fioays (31)

Beachte

e Ein weiteres asymptotisches Konfidenzintervall fiir A ergibt sich, wenn die Gréfe v/A im Nenner von
(30) ersetzt wird durch v/ X,.

e Aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen (vgl. Theorem WR-5.15) ergibt sich namlich, dass
X, £,

e Mit Hilfe des Satzes von Slutsky fiir die Multiplikation (vgl. Theorem WR—5.11) ergibt sich hieraus
und aus (30) die Giiltigkeit von

n— oo

lim P/\(—Zlfoé/z <Vn X\;};—)\ < Z1fa/2) =l-oa (32)

fiir jedes « € (0,1).

e Also ist mit

_ Z1—a —— _ _ Z1—a ——
O(X1,... . Xy) =X, — 1ﬁ/2 VXno  0(X1,. X)) =X+ 1ﬁ/2 VXn (33)

ein weiteres asymptotisches Konfidenzintervall (Q(Xl, oy X)), 0(X, .. Xn)) fiir A zum Niveau v =
1 — « gegeben.
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e Dabei ist allerdings zu beachten, dass die Zufallsvariable (X7, ..., X,) in (33) auch negative Werte
annehmen kann, obwohl bei der Poisson-Verteilung vorausgesetzt wird, dass A > 0.

o Deshalb kann man anstelle von (33) die Zufallsvariablen

X Floa bd a = Z1—a —
Q(X1,...,Xn):maX{O,Xn— 1ﬁ/2 \/Xin}7 0(X1,.. ., X)) = Xn + 1\/5/2\/)7”

als Endpunkte des Konfidenzintervalls (Q(Xl, cey X0),0(Xy, .. ,Xn)) fiir A betrachten.

e Die Linge dieses Konfidenzintervalls ist stets kleiner als die in (31) gegebene Lange des Intervalls, das
aus dem Ansatz (30) resultiert.

e Der Grund hierfiir ist, dass ,untypische” Stichprobenwerte, die grofe Abweichungen vom Erwartungs-
wert A aufweisen, besser durch das Stichprobenmittel X,, im Nenner von (32) als durch den Erwar-
tungswert A im Nenner von (30) kompensiert werden.

2. Konfidenzintervall fir die ,FErfolgswahrscheinlichkeit” p bei Bernoulli- Verteilung

e Wir nehmen an, dass X; ~ Bin(1, p) fiir ein (unbekanntes) p € (0, 1).

e Weil dann EX; = p und Var X; = p(1 — p) gilt, ergibt sich aus dem zentralen Grenzwertsatz fiir
Summen von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen (vgl. Theorem WR-5.16), dass
fiir jedes « € (0,1)

X
lim Pp(—Zlfa/g S \/ﬁ —

p(l_—];) < zl,a/2> =1-a. (34)

e Durch Quadrierung der Ungleichungen in (34) und anschliefende Auflésung nach p ergibt sich, dass
(34) dquivalent ist mit

lim Pp(Q(Xl,...,Xn) Spga(Xl,...,Xn)) =1-aq,

n—oo
wobel
1 -  Flay = “1-a/2
0(X X,) = X, — 21 X, (1—-X,
( 1 ) ) TL+Z% o/2 n + Zl—a/2 \/n ( )+ 4
bzw.
U Xnyeo X)) = — X, + 22 2\/nX (1-X,) 4 Lo/
9 ) Amy TL—FZ% o/ n —a/ n n 4

e Auf diese Weise ergibt sich ein asymptotisches Konfidenzintervall (Q(Xl, ey X)), 0(X, . Xn)) fir
p zum Niveau v =1 — a.

Beachte
e Ahnlich wie in dem vorhergehenden Beispiel erhilt man ein einfacheres asymptotisches Konfidenz-
intervall fiir p, wenn man beriicksichtigt, dass wegen des starken Gesetzes der grofien Zahlen (vgl.
Theorem WR-5.15)

X, 5 p.

e Hieraus und aus (34) ergibt sich nun mit Hilfe des Satzes von Slutsky fiir die Multiplikation (vgl.
Theorem WR~5.11), dass

X, —
lim Pp (—Zlfa/Q S \/’ﬁ — P

e X,(1-X,)

< zl,ap) —1—a. (35)
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e Also ist mit

0(X1,..., X)) = Zl\/i” o
bzw.

— Z a

0(X1,.... X)) =X 1\/2\/
ein weiteres asymptotisches Konfidenzintervall (G(Xl, ey X0),0(X, )) fiir p zum Niveau v =
1 — « gegeben.

e Dabei ist jedoch zu beachten, dass die Zufallsvariable §( X1, ..., X,,) negative Werte und 6(X7, ..., X,)
Werte grofler als 1 annehmen kann, obwohl bei der Bernoulli-Verteilung vorausgesetzt wird, dass 0 <
p <1l

e Deshalb betrachtet man die modifizierten Schatzer

_ S T N
0(X1,..., Xn) = maX{QXn N Xa(1 Xn)}
bzw.
a . < fl-a/2 |57 1
0(X1,.... Xp,) = mln{LXn v X, (1 Xn)}

als Endpunkte des Konfidenzintervalls (8(X1,...,X,),0(X1,...,X,)) fiir p.

3.4.2 Zwei-Stichproben-Probleme

Wir betrachten nun noch zwei Beispiele fiir asymptotische Konfidenzintervalle bei Zwei-Stichproben-Problemen.

e Seien ni,no € N zwei beliebige, jedoch vorgegebene natiirliche Zahlen.

e So wie in Abschnitt 3.3.2 fassen wir die (konkreten) Stichproben (zi1,...,2Z1pn,) und (x21,...,%2,,) als
Realisierungen von zwei unabhéngigen (d.h. nicht verbundenen) Zufallsstichproben (Xi1,...,X1,,) bzw.
(Xgl, e 7X2n2) auf.

1. Konfidenzintervall fir die Differenz zweier Erwartungswerte (bei Poisson-Verteilung)

e Wir nehmen an, dass Xi; ~ Poi(A1) und Xo; ~ Poi(Ag) fiir (unbekannte) A1, Ao > 0.

e Um ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir die Differenz A\; — Ao herzuleiten, wenden wir den zen-
tralen Grenzwertsatz von Ljapunow fiir Summen von unabhéngigen (jedoch nichtnotwendig identisch
verteilten) Zufallsvariablen an; vgl. Theorem WR-5.23.

o Zur Erinnerung: Fir jedes n € N sei Y,1,...,Y,, eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen, so
dass fiir jedes k € {1,...,n}

EY,, =0, 0<o0?, =VarYy, <oo, Y o =1 (36)
und fiir ein § > 0
: 246\ __
nlgr;o;EGYnH )=0. (37)

e In Theorem WR-5.23 hatten wir gezeigt, dass dann fiir jedes x € R

lim P(Yny + ...+ Yop <) = ®(2), (38)

n—oo

wobei @ : R — [0,1] die Verteilungsfunktion der N(0, 1)-Verteilung ist.



3 KONFIDENZINTERVALLE 104

e Hieraus ergibt sich nun der folgende Hilfssatz.

Lemma 3.1 Falls ni,ne — o0, dann gilt

Xlnl - anQ - ()\1 - )\2)
A A
AT
n1 n9

4y ~ N(0,1), (39)

wobei

"

_ X, .

Xmizzgfnj, i=1,2.
J:

Beweis

e Mit der Schreibweise n = n1 + no und

X —
Km:44;a4£7 Vk=1,...,n
Mo d
ny U»)

ni
bzw.
- Xog—n, — A2
A A
AL

1 UP)

Y. = Vk=n1+1,...,n1 + no

n2

gilt offenbar fiir jedes k € {1,...,n}
EY,.x =0, 0<aik:VarYnk<oo, Za‘ik:17

d.h., die Bedingung (36) ist erfiillt.

e Auferdem gilt fiir jedes 6 > 0 und fiir ny,no — oo

- E (| X711 — A\ |20 E (| X21 — Xo|?1°
lim YCE (V) = lim e e
n— 00 P n1,n2—00 n1+6(£ + ﬁ) n1+(5(ﬁ + &)
! ny No 2 ni n2
e (EGoNE) | B(a )
n1,M2—00 n(ls/2 ()\1 n nl)\2)1+5/2 ng/Z(TL?)‘l n )\2>1+5/2
No ni
C o (BOKCME) (X - )
S am nf/Z/\}Jr&/z ng/z/\;w/z
= 0.
e Damit ist auch die Giiltigkeit der Bedingung (37) gezeigt, und die Behauptung (39) ergibt sich somit
aus (38). O
Beachte

e Nun konnen wir genauso wie bei den beiden Beispielen vorgehen, die in Abschnitt 3.4.1 betrachtet
worden sind.

e Aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen (vgl. Theorem WR-5.15) ergibt sich némlich, dass fiir
ni,ng — o0

Xin, “5 N, i=1,2.
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Mit Hilfe des Satzes von Slutsky fiir die Multiplikation (vgl. Theorem WR-5.11) ergibt sich hieraus
und aus Lemma 3.1, dass fiir jedes o € (0,1)

Xin, — Xon, — (A1 — A
" }grl,oo P(Al,/\2)<—21fa/2 <= — 2ns il 2) < Zlfoz/2) =l-a (40)
' X1n1 + X2’I’7,2
ni1 no

Deshalb ist mit

L X1, Xon
O(X1,. ., Xn) = Xiny — Xony — 21_a/2|] —0d 4 2202
nq no

bzw.
_ - Xin, | Xon
0(X1, .., Xp) = Xin, — Xon, + 21_aja|| —2 4 2202
nq no

ein asymptotisches Konfidenzintervall (Q(Xl, o X)), 0(X, . Xn)) fiir A\; — A2 zum Niveauy = 1—«
gegeben.

2. Konfidenzintervall fiir den Quotienten von Erwartungswerten (bei Poisson-Verteilung)

So wie in dem vorhergehenden Beispiel nehmen wir an, dass Xi; ~ Poi(A;) und Xs; ~ Poi(\g) fiir
(unbekannte) Aj, Ao > 0 gilt, wobei jedoch der Quotient p = nj/ny der beiden Stichprobenumfinge
n1,n2 € N nun eine Konstante sei.

Wir betrachten den Quotienten

A2 N2z )
- == ), 41
p PA1L + Ao < niA1 + ngAg @)

wobei ngAy der Erwartungswert der Summe Xo; + ... + Xo,, der Stichprobenvariablen in der zwei-
ten (Teil-) Stichprobe und njA; + noAs der Erwartungswert der Summe der insgesamt beobachteten
Stichprobenvariablen ist.

Um ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir p herzuleiten, wenden wir den zentralen Grenzwertsatz
fiir Summen mit einer zufdlligen Anzahl von (unabhingigen und identisch verteilten) Summanden an;
vgl. Beispiel 3 in Abschnitt WR-5.3.2.

Zur Erinnerung: Seien Y7, Ya, ... unabhiingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit E (Y?) < oo
und o2 = Vary,, > 0.
Sei Ny, Na, ... eine Folge von nichtnegativen und ganzzahligen Zufallvariablen, so dass Ny < Ny < ...
und N,, — oo mit Wahrscheinlichkeit 1.
AuRerdem gebe es Konstanten ay,as,... > 0 und ¢ > 0 mit a; < ag < ... und a, — oo gibt, so dass
fir n — oo N
n 2. (42)
aTL

In Beispiel 3 des Abschnittes WR—-5.3.2 hatten wir gezeigt, dass dann fiir n — oo
S§V7L
VN,
wobei S, =Y/ +...+Y  und Y/ = (V; -EY;)/o.
Hieraus ergibt sich der folgende Hilfssatz.

¥ ~ N(0,1), (43)
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Lemma 3.2 Fir die Stichprobenumfinge nyi,ns gelte ny,ny — 00, so dass der Quotient p = ny/ns € (0,00)
eine Konstante ist, die nicht von ni,ns abhdngt. Fir die Partialsummen Sin, = X1 + ... + Xin,, wobei

1 =1,2, gilt dann
SO G (o a
Sln1 + San <Sln1 + 52n2 - p) Y ~ N(07p(1 - p))} (44)

wobei p in (41) gegeben ist.
Beweis

e Aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen (vgl. Theorem WR-5.15) ergibt sich, dass

Sln,1 + S2n2 o Sln1 SQTLQ
niA +n2de  miA+nede  niAr 4 node
_ Y1n1 Y271,2
AM4p7Ih 0 pAl+ A
fs. A1 n A2
AM4p7Ih 0 pAl+ A
- ,0/\1 /\2 1

p>\1 + )\2 p/\1 + )\2 -

o Fiir N,,, = Sip, + San, ist somit die Bedingung (42) erfiillt.
e Fiir beliebige n € Nund k € {0,1,...,n} gilt auerdem

P(>‘17A2)(52n2 =k, Sin, + San, = n)
Pxixg) (Sin, + S2n, = n)

Piayrg) (Sany =k, Siny =1 — k)

Py a0) (S1n, + Son, = 1)

e (120" s, (A"
k! (n—k)!
oy ()"

n

P(>\17)\2)(52n2 =k ‘ Slnl +S?n2 = TL) =

k

n! ( NaAg )’C( niA )n*k
El(n — k)l \niAp + nade N1\ + Nads
LA n—k
= 1 —
(3)ra-nr,

e Die bedingte Verteilung von Ss,,, unter der Bedingung {S1,, +S52,, = n} ist also die Binomialverteilung
Bin(n, p).

wobei p in (41) gegeben ist.

e Hieraus folgt, dass

falls Y; ~ Bin(1, p) bzw. Y/ = (Y; — p)/+/p(1 — p).

e Durch beidseitiges Multiplizieren dieser Gleichung mit Py, x,) (Nn2 = n) und anschliefendes Summie-
ren {iber n ergibt sich aus der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit, dass

Sony, = P(Sin, + S2n,) da Sﬁvnz

\/p(l 7p)(Sln1 + S2n2) V an ’

wobei die Zufallsvariablen Y7, Ys, ... unabhéngig von N,, = Si,, + San, sind.
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o Aus (43) ergibt sich nun, dass fiir ny,ny — oo

San - p(Slnl + SQTLQ) i}

N DT

e Hieraus ergibt sich die Behauptung (44). O

Beachte

e Genauso wie im Beweis von Lemma 3.2 ergibt sich, dass fiir ny,ne — oo

N2 Xon, fs.

n1X1n,

f.s.
— — —1—p, — —
N1 X 1n; +n2Xon, N1 X 1n, +n2Xon,

e Mit Hilfe des Satzes von Slutsky fiir die Multiplikation (vgl. Theorem WR~5.11) ergibt sich somit aus
Lemma 3.2, dass fiir jedes « € (0, 1)

19X 90, _ p)

\/nlyl + nQYQ ( — —
lim " " n1X1n, +n2Xop,

— <
n1,M2—00 P()\l’)\z)( Al-a/2 = \/

— — SZlfa/Q):l—Oé.
n1X1n1 n2X2n2

M Xin, +12Xop, MXin, +n2Xon,

e Also ist mit

X Xin, 12X
0(Xy,..., X)) = — N2 2n2 — 21—a2 nL 1ny n272n2 -,
M1 X1n, +n2Xon, (n1 X1, +12X2n,)
_ X, X1, -noXop
0(X1,.... Xp) = L +21-qy/2 T tny T2 2y 3
M X1n, +n2Xon, (n1 X 1n, +12X2n,)

ein asymptotisches Konfidenzintervall (Q(X17 ey X)), 0(X, . . 7Xn)) fir p zum Niveau v = 1 — «
gegeben.

e Weil 0 < p < 1 vorausgesetzt wird, ist auch (6'(Xy,... ,Xn),g/(Xl, .., X,)) mit
0'(X1,...,X,) =max{0,0(X1,...,X,)}  baw.  0(X1,...,X,) =min{l,0(X1,..., X,)}

ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir p zum Niveau v =1 — «.
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4 Tests statistischer Hypothesen

4.1 Problemstellung und Modellbeschreibung
Genauso wie in Kapitel 1-3 nehmen wir auch in diesem Kapitel an, dass

e die Stichprobenvariablen X7, X, ... unabhéngig und identisch verteilt sind und dass

e der Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P), iiber dem die Stichprobenvariablen X;, Xs, ... definiert sind, der
kanonische Wahrscheinlichkeitsraum dieser Zufallsvariablen ist.

e Dabei priifen wir nun Hypothesen (d.h. Vermutungen) iiber die Beschaffenheit der unbekannten Verteilung
bzw. der Verteilungsfunktion der Stichprobenvariablen Xy, ..., X,,.

In dieser einfiihrenden Vorlesung untersuchen wir vor allem

e parametrische Tests, bei denen vorausgesetzt wird, dass die Verteilung der Stichprobenvariablen X, ..., X,
zu einer vorgegebenen parametrischen Familie von Verteilungen {Py, § € O} gehort; © C R™ mit m < oo.

Dartiber hinaus gibt es aber auch

e nichtparametrische Tests, bei denen nicht vorausgesetzt wird, dass die Verteilung der Stichprobenvaria-
blen X1,..., X, zu einer vorgegebenen parametrischen Familie von Verteilungen gehort, vgl. die Vorlesung
Statistik 117,

Beachte

e Wir betrachten zunéchst lediglich sogenannte nichtrandomisierte Tests.

e Die Entscheidung, ob eine Hypothese verworfen wird (bzw. ob sie nicht verworfen wird), hingt dabei
nur von den beobachten Daten 1, ..., z, ab, d.h. von der beobachteten Realisierung (z1,...,z,) der
Zufallsstichprobe (Xi,...,X,).

e Die Entscheidungsregel wird so konstruiert, dass die Wahrscheinlichkeiten von Fehlentscheidungen
moglichst klein sind (bzw. vorgegebene Schwellenwerte nicht tiberschreiten).

e Dabei kann man dhnlich wie bei der Konstruktion von Konfidenzintervallen zu einem (vorgegebenen)
Konfidenzniveau v = 1 — « vorgehen, die in Abschnitt 3 diskutiert worden sind,

e denn bei einem Konfidenzintervall (Q(Xl, ey Xn),0(Xq, ... ,Xn)) flir einen unbekannten Parameter-
wert ¢g(6) kann man « als die ,Fehlerwahrscheinlichkeit” interpretieren, dass der Wert g(6) nicht von
dem Konfidenzintervall (Q(Xl, ey X)), 0(X, . ,Xn)) iiberdeckt wird, d.h., dass g() nicht innerhalb
der Schranken 0(X1,...,X,) bzw. 0(X1,...,X,,) liegt.

4.1.1 Null-Hypothese und Alternativ-Hypothese; kritischer Bereich

Sei A die Familie der insgesamt in Betracht gezogenen (d.h. potentiell moglichen bzw. zuldssigen) Verteilungs-
funktionen F' der Stichprobenvariablen X,...,X,.

o Zerlegen A in zwei (nichtleere) Teilmengen Ag und Ay, d.h.
A:AoUAl, wobei AoﬂAlzw.
e Betrachten die Hypothesen
Hy: F el bzw. Hy:FeAq,

dass die unbekannte Verteilungsfunktion F' der Stichprobenvariablen X7, ..., X,, zu der Teilmenge Ay C A
bzw. A; C A innerhalb der Familie A der insgesamt in Betracht gezogenen Verteilungsfunktionen gehort.
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Dabei ist die folgende Sprechweise iiblich:

e Die Hypothese Hy : F' € Ay heilst Nullhypothese, wahrend H, : F' € Ay Alternativhypothese genannt wird.

e Die Nullhypothese Hy bzw. die Alternativhypothese H; heiflen einfach, falls die Teilmenge Ay bzw. A1 nur
aus einem Element besteht. Ansonsten sagt man, dass Hy bzw. Hy zusammengesetzte Hypothesen sind.

Um zwischen der Nullhypothese Hy und der Alternativhypothese H; abwégen zu kénnen, wird ein Test, d.h. eine
Entscheidungsregel nach dem folgenden Prinzip konstruiert:

e Der Stichprobenraum R” wird in zwei Borel-Mengen K und K¢ = R" \ K zerlegt.

e Dabei heifft K C R™ der kritische Bereich (d.h. der Ablehnungsbereich der Nullhypothese Hy).

e Die Nullhypothese Hy wird verworfen (d.h. abgelehnt), falls (z1,...,2,) € K.

e Ansonsten, d.h., falls (z1,...,z,) &€ K, wird Hy nicht verworfen.

Mit anderen Worten:
e Betrachten die Stichprobenfunktion ¢ : R™ — {0, 1} mit

1, falls (z1,...,2,) € K,
oz, ..., xy) = (1)
0, falls (z1,...,2,) ¢ K.

e Die Nullhypothese Hy wird also verworfen, falls ¢(x1,...,x,) = 1.

e Ansonsten, d.h., falls ¢(z1,...,2,) =0, wird Hy nicht verworfen.

Dies fiihrt zu der folgenden
Definition Sei a € (0,1) eine beliebige, jedoch vorgegebene Zahl. Man sagt, dass die in (1) eingefiihrte
Stichprobenfunktion ¢ : R™ — {0,1} ein
e (nichtrandomisierter) Test zum Niveau « ist, falls
PF(QO(X177X7L):1)S045 VFEAOa (2)

wobei Pp das kanonische Wahrscheinlichkeitsmaf, d.h. die (gemeinsame) Verteilung der Zufallsstich-
probe (Xi,...,X,) bezeichnet, die als Produkt-Maf aus der Verteilungsfunktion F der (einzelnen)
Stichprobenvariablen Xj, ..., X, gebildet wird.

e Falls aufierdem noch
PF((p(Xl,,Xn):l)ZOé, \V’FGAl, (3)

dann heifit ¢ : R™ — {0, 1} ein unverfdlschter Test zum Niveau c.

4.1.2 Fehlerwahrscheinlichkeiten

Beim Testen von Hypothesen kénnen zwei Arten von Fehlern auftreten:

e Die Nullhypothese kann abgelehnt werden, obwohl sie ,richtig” ist, und es ist moglich, dass

e die Nullhypothese nicht abgelehnt wird, obwohl sie ,falsch” ist.
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Dies fiihrt zu den folgenden Begriffsbildungen.

Definition

o Fiir jedes F' € Ay heifst

an(F) = Pp(p(X1,..., X,) = 1) (: Pr((X1,...,Xn) € K))

die Wahrscheinlichkeit fir Fehler erster Art, und
o fiir jedes F' € A heifst

Bu(F) = Pr(p(X1,o. . X) =0) (= Pr((X1,.... X,) ¢ K)
die Wahrscheinlichkeit fiir Fehler zweiter Art.
Beachte

e Die Wahrscheinlichkeit c, (F') fiir Fehler erster Art, ist die Wahrscheinlichkeit, dass Daten x4, ..., 2,
beobachtet werden, die zur Ablehnung der Nullhypothese Hy : F' € Ay fiihren, obwohl die Daten
Z1,. .., T, gemih der Verteilungsfunktion F' € Aq (beispielsweise mittels Computer-Simulation) erzeugt
wurden.

e Analog hierzu ist 3, (F) die Wahrscheinlichkeit, dass Daten x1,...,z, beobachtet werden, die nicht
zur Ablehnung der Nullhypothese Hy : F' € Ay fithren, obwohl die Daten 1, ..., x, geméif der Vertei-
lungsfunktion F' € A; generiert worden sind.

Von besonderem Interesse sind Tests, deren

e Wahrscheinlichkeiten fiir Fehler erster Art eine vorgegebene ,Irrtumswahrscheinlichkeit” o nicht iiber-
schreiten und fiir die gleichzeitig

e die Wahrscheinlichkeiten fiir Fehler zweiter Art moglichst klein sind.

4.1.3 Parametrische Tests

Falls die Familie A der insgesamt in Betracht gezogenen Verteilungen der Stichprobenvariablen Xy, ..., X, eine
parametrische Familie A = {Py, § € O} von Verteilungen ist, dann zerlegen wir A auf die folgende Weise in zwei
Teilmengen Ay und Aq:

e Betrachten eine Zerlegung

9:@0U@17 60091:@

des Parameterraumes O in zwei (nichtleere) disjunkte Teilmengen Og, 01, so dass
Ay ={Py, 0 € O} bzw. Ay ={Py, 0 € 0,},
e wobei die Hypothesen Hy und H; dann wie folgt formuliert werden:

Hy:60€ 0 bzw. Hy:0€0,.

Beispiel Sei A = {N(u,0?), 1 € R} die Familie der (eindimensionalen) Normalverteilungen mit einer vorge-
gebenen (bekannten) Varianz o2. Dann ist Hy : u = 0 eine einfache Hypothese, wihrend H; : p # 0 eine
zusammengesetzte Hypothese ist.

Fiir parametrische Verteilungsfamilien konnen die Begriffe, die bisher in Abschnitt 4 eingefiihrt worden sind, wie
folgt spezifiziert bzw. durch weitere Begriffe ergénzt werden.



4 TESTS STATISTISCHER HYPOTHESEN 111

Definition

Beachte

Im Fall einer parametrischen Familie A = {Py, # € ©} von Verteilungen heifsit die in (1) eingefiihrte
Stichprobenfunktion ¢ : R™ — {0, 1} ein Parametertest zum Niveau «, falls

PQ(@(Xl,,Xn):l)SO[7 V06@0 (4)
Falls auferdem noch

Pg(gD(Xl,...,Xn):l)Za7 VoeoO, (5)
dann heifit ¢ : R™ — {0, 1} ein unverfilschter Test zum Niveau .
Die Abbildung «, : © — [0,1] mit «,(0) = Py(p(X1,...,X,) = 1) heilt Gitefunktion des Tests .

Die Einschriankung «, : ©1 — [0, 1] dieser Abbildung auf die Teilmenge ©; des Parameterraumes heifst
die Macht (power) von . Fiir jedes § € ©4 heifst a,,(0) die Macht von ¢ bei 6.

Der Test ¢ zum Niveau « heifit konsistent, falls lim «,(0) =1 fiir jedes 6 € O, gilt.

Seien ¢ : R™ — {0,1} und ¢’ : R™ — {0, 1} zwei Parametertests zum Niveau «. Falls die Macht von ¢’
grofer ist als die Macht von ¢, d.h.

Pg((p(Xl,...,Xn):l)SP@((p/(Xl,...,Xn):l), VGE@l, (6)

dann sagt man, dass der Test ¢’ besser als der Test ¢ ist.

. Bei der praktischen Konstruktion des kritischen Bereiches K eines Parametertests zum Niveau o kann

oft wie folgt vorgegangen werden:
e Bestimme eine Stichprobenfunktion 7' : R™ — R (genannt Testgrife), so dass
o die Zufallsvariable T(X,..., X,,) fiir § € O¢ eine bekannte (Priif-) Verteilung hat, und
e bestimme einen Schwellenwert ¢ > 0, so dass P9(|T(X1, e Xn)| > c) < a fiir 0 € Oy gilt.

e Dann ist mit K = {(z1,...,2,) : |T(21,...,2y)|] > ¢} der kritische Bereich eines Parametertests
zum Niveau a gegeben.

. Um einen Test zum Niveau « mit einer moglichst groffen Macht zu erhalten, ist es jedoch manchmal

zweckmafRiger,

o zwei Schwellenwerte ¢1,co € RU {£oo} mit ¢; < ¢z zu betrachten, so dass fiir § € ¢
PG(Cl <T(Xy,...,Xn) Scz) >1l-a.

e Dann ist mit K = R"\ {(z1,...,2,) : &1 < T(21,...,2,) < c2} der kritische Bereich eines
(asymmetrischen) Parametertests zum Niveau a gegeben.

In den folgenden Abschnitten wird dieses Konstruktionsprinzip anhand einer Reihe von Beispielen néher diskutiert.

4.2 Parametertests bei Normalverteilung

Wir nehmen in diesem Abschnitt an, dass die Stichprobenvariablen X7, ..., X,, normalverteilt sind, d.h., es gelte
A C {N(p,0?), p € R,0% > 0}. Wir betrachten also die Familie der (eindimensionalen) Normalverteilungen bzw.
Teilmengen hiervon.
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4.2.1 Test des Erwartungswertes

Wir konstruieren zunichst Tests fiir den Erwartungswert p. Dabei gibt es Ahnlichkeiten zur Konstruktion der
Konfidenzintervalle fiir p, die in Abschnitt 3.2.1 diskutiert worden sind.

Test des Erwartungswertes p (bei bekannter Varianz o?)

e Wir nehmen an, dass X; ~ N(u,0?) fiir ein (unbekanntes) p € R und ein (bekanntes) o2 > 0.

e Fiir einen vorgegebenen (hypothetischen) Zahlenwert pg € R soll die Hypothese Hy : 1 = ug (gegen
die Alternative Hy : p # o) getestet werden, d.h. © = {p: p € R} mit

©o ={po}  bzw.  O1={p: pER,u# po}

e Wir betrachten die Testgrofte T : R™ — R mit
T(xl,...,xn)z\/ﬁ@ (7)

e und den Schwellenwert ¢ = z;_4 /2, d.-h. das (1 — «/2)-Quantil der Standardnormalverteilung.
o Weil T(X1,...,X,) ~ N(0,1), gilt dann P, (|T(X1,...,Xn)| > 21-a/2) = a.
e Die Hypothese Hy : 1 = puo wird abgelehnt, falls [T'(z1,...,2n)| > 21-a/2-

Fiir « = 0.05 und o = 0.10 wollen wir nun priifen, ob
e die Hypothese Hy : = 42.0 mit der bereits in Abschnitt 3.2.1 betrachteten (konkreten) Stichprobe
(z1,...,210) = (41.60, 41.48, 42.34, 41.95, 41.86, 42.18, 41.72, 42.26, 41.81, 42.04)

vereinbar ist.

e In diesem Fall gilt T19 = 41.924, und aus (7) ergibt sich somit
T —
T (21,...,210)| = ‘\/E IOTMO)

41.924 — 42,0
= |vio ==
VI =

= 240> 29975 = 1.96,

wobei das Quantil zg.975 = 1.96 aus Tabelle 1 entnommen wurde.

e Die Hypothese Hy : = 42.0 wird also verworfen.

Beachte

1. Wir betrachten die Giitefunktion «,, : R — [0, 1] dieses Tests.
e Fiir beliebige n € N und p € R gilt

an(p) = Pu(T(X1,..., X0n)| > 21-a/2)
- na Tt )
- 1_PM(—zl_a/z+\/ﬁ%g\/ﬁ@gzl_aerﬁ%)
C b B ) 40 O )

g

= O(=zmap— BB VR) +0(—nap+ B E VA,
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e Hieraus ergibt sich, dass die Ableitung ag)(u) fiir jedes p > o positiv ist und dass a, (o — x) =

o, (po + o) fiir jedes z € R.
e Somit gilt a, (1) > « fiir beliebige n € N und p € R, und lim,,_, oy, (@) = 1 fiir jedes p # po.
e Der Test ist also unverfilscht und konsistent.

2. Falls die Hypothese Hy : pu = po gegen die (einseitige) Alternative Hy : u > po getestet werden soll,
dh.O={u: peR,pu> o}t mit

©0 = {1} bzw. O1={p: peR u>pu},

dann kénnte man zwar so wie bisher vorgehen und fiir die in (7) definierte Testgrofse T

e den kritischen Bereich K = {(z1,...,2,) : [T(21,...,%n)| > 21_q/2} betrachten.
e Ein besserer Test ergibt sich jedoch, wenn der folgende (einseitige) kritische Bereich

K ={(z1,...,20) : T(x1,...,Tpn) > 21-a}

betrachtet wird, denn es gilt

an(p) <onn),  Yu=>po, (8)
wobei a, (1) baw. of, (1) die Macht des Tests mit dem kritischen Bereich K bzw. K’ bezeichnet,
d.h.

an(p) =1~ (D(Zl—cx/Q + 'uo(: K \/ﬁ> + (I)(_Zl—a/2 + MOU_ K \/ﬁ)
bzw.

al(p)=1 —‘I’<Z1—a yHO—H \/ﬁ)
o

e Um die Giiltigkeit der Ungleichung (8) einzusehen, betrachten wir die Funktion g : [xg,00) — R
mit g(p) = o, (1) — an ().
— Offenbar gilt g(uo) = 0 und lim, . g(p) = 0.
— AuRerdem gilt g™ (ug) > 0 sowie lim, ., g (u) = 0 gilt, wobei g(*) die Ableitung von g
bezeichnet.

— Dariiber hinaus kann man sich leicht davon iiberzeugen, dass g(l)(,u) = 0 flir genau ein g > pyg.
— Hieraus folgt, dass g(u) > 0 fiir jedes p > pg.

3. Falls die Hypothese Hy : 1 = po gegen die Alternative Hy : u < ug getestet werden soll, dann wird der
kritische Bereich K" = {(x1,...,25) : T(21,...,2n) < —21_o} betrachtet.

Test des Erwartungswertes . (bei unbekannter Varianz o2)
e Im Unterschied zu dem vorhergehenden Fall nehmen wir nun an, dass X; ~N(u,o?), wobei p € R und
02 > 0 unbekannt seien.

e Fiir einen vorgegebenen (hypothetischen) Zahlenwert 1o € R soll erneut die Hypothese Hy : = o
(gegen die zweiseitige Alternative Hy : pn # po) getestet werden.

e Dies bedeutet, dass jetzt © = {(y,02) : p € R,02 > 0} mit

@O:{(/’("UQ): M:M0a02>0} bzw. @1:{(M)02) : M;é,u050-2>0}5

d.h., sowohl Hj als auch H; sind jetzt zusammengesetzte Hypothesen.

e Damit hingt auch zusammen, dass die in (7) betrachtete Testgrofe T nun nicht mehr geeignet ist, weil
in (7) die unbekannte Grofie o vorkommt.

Wir betrachten vielmehr die Testgrofe T : R™ — R mit

T(21,... wn) = /n 0 9)

Sn
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e und den Schwellenwert ¢ = t,,_1 1_q4/2, d.h. das (1 — «/2)-Quantil der t-Verteilung mit n — 1 Freiheits-
graden.

e Aus Theorem 1.13 ergibt sich dann, dass P, o2)(|T(X1,..., Xn)| > th_1,1-a/2) = o fiir jedes 02 > 0
gilt.

e Die Hypothese Hy : 1 = pig wird abgelehnt, falls |T'(z1,...,2n)] > th—1,1-a/2-

Fiir a = 0.05 wollen wir nun priifen, ob

e die Hypothese Hy : u = 42.0 mit der schon vorher betrachteten (konkreten) Stichprobe
(z1,...,210) = (41.60, 41.48, 42.34, 41.95, 41.86, 42.18, 41.72, 42.26, 41.81, 42.04)

vereinbar ist, wobei jetzt jedoch angenommen wird, dass die Varianz % unbekannt ist.
e Es gilt T1g = 41.924 und s?, = 0.0807 bzw. s19 = 0.284.

e Aus (9) ergibt sich somit, dass

j —
|T(l‘1,...,.’1§‘10)‘ = ‘\/10 1057”0‘
10

41.924 — 42.0
= |vio ==
V0 0.284

= 0.846 < t970_975 = 2.262,

wobei das Quantil ¢g g.975 = 2.262 aus Tabelle 3 entnommen wurde.
e Unter den jetzt gemachten Modellannahmen wird also die Hypothese Hy : 1 = 42.0 nicht verworfen.

e Der Hauptgrund hierfiir ist, dass die Stichprobenvarianz s%, = 0.0807 deutlich grofer ist als der bei dem
vorhergehenden Beispiel betrachtete Wert 02 = 0.01 der (z.B. aufgrund von Vorinformationen) als bekannt
angenommenen Varianz o2.

e Mit anderen Worten: Wegen der relativ grofen Stichprobenvarianz s%, wird jetzt die Abweichung 0.076 =
|41.924 — 42.0| des Stichprobenmittels T1p = 41.924 von dem hypothetischen Erwartungswert g = 42.0
toleriert, wihrend sie bei dem vorhergehenden Beispiel (vor allem) wegen der kleineren Varianz o2 = 0.01
nicht toleriert wurde.

Beachte

1. Falls die Hypothese Hg : 1 = po gegen die Alternative Hy : p > po getestet werden soll, dann wird
(&hnlich wie in dem vorhergehenden Beispiel) fiir die in (9) definierte Testgrofe T' der kritische Bereich
K’ betrachtet mit

K' = {(331,...,.Z'n) : T(xla'“vxn) > tnfl,lfa}-

2. Analog wird fiir den Test der Hypothese Hy : i = po gegen die Alternative Hy : u < pg der kritische
Bereich K" betrachtet mit

K'"={(z1,...,2) : T(x1,...,25) < —tn—11-a}-
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4.2.2 Tests der Varianz

Wenn die Varianz o2 der normalverteilten Stichprobenvariablen X7, ..., X, getestet werden soll, dann kann man
ghnlich wie in Abschnitt 4.2.1 vorgehen. Aufterdem gibt es Ahnlichkeiten zur Konstruktion der Konfidenzintervalle
fiir 02, die in Abschnitt 3.2.2 diskutiert worden sind.

Test der Varianz o (bei bekanntem Erwartungswert p)

e Wir nehmen an, dass X; ~ N(u,0?) fiir ein (bekanntes) p € R und ein (unbekanntes) o2 > 0.

e Fiir einen vorgegebenen (hypothetischen) Zahlenwert o3 > 0 soll die Hypothese Hy : 02 = 03 (gegen

Beachte

1.

die Alternative H; : 02 # o2) getestet werden, d.h. © = {02 : 02 > 0} mit
00 = {03} bzw. 01 ={o%: 0® #£02}.

Wir betrachten die Testgrofe T : R™ — [0, 00) mit
ns,
T(xy,...,00) = —5- (10)
90

und die Schwellenwerte ¢; = Xi )2 bzw. co = xi 1—a/2" Dabei ist E% die bereits in Abschnitt 3.2.2
eingefithrte Grofe

n

7”%:12(%—#)2-

"=
Weil T(X7,...,X,) ~ x2, gilt dann P,a (X?z,a/Z <T(Xy,...,Xn) < X?’u,lfa/Q) =1-a.
Die Hypothese Hy : 02 = o2 wird abgelehnt, falls T'(z1,...,2,) < X721,a/2 oder T(x1,...,2,) >
Xi,l—a/Q'

Die Giitefunktion a,, : © — [0, 1] dieses Tests mit

an(UQ) = 1_P02(X$7,1a/2 ST(Xla"'vXn) SX?LJ*O‘/Q)
2 G2 2
_ UO 2 nSn UO 2
= 1- P, (;Xn,a/z < 2 = ;Xn,pa/z)

hat kein Minimum im Punkt 0% = o2,
- weil ngfl Jo? ~ x2 gilt, d.h., die Verteilung der Zufallsvariablen ng,% /o? hiéingt nicht von o2 ab,
- und weil die Funktionswerte fn(Xi,a/z) und fn(Xi,1fa/2) der in Theorem 1.6 gegebenen Dichte
fn der x2-Verteilung nicht iibereinstimmen.

Der Test ist also nicht unverfilscht.

. Wenn jedoch beispielsweise die Hypothese Hy : 02 = 02 gegen die (einseitige) Alternative H; : 02 > o3

getestet werden soll, d.h. © = {o?: 62 > 03} mit
00 = {03} bzw. 0, ={0c*: 0* > 0},

dann wird der kritische Bereich

K' ={(z1,...,20) : T(x1,...,20) >Xi,1—a} (11)
betrachtet, und die Glitefunktion o, : © — [0, 1] mit
an(0?) = Pe(T(X1,...,Xn) > X2 a)

w2 o2,
= P02( 0_2n > ?Xn,17a>

ist monoton wachsend fiir 2 > Ug. Der einseitige Test ist somit unverfélscht.
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Wegen dieser Monotonieeigenschaft ist durch den in (11) betrachteten kritischen Bereich K’ auch
ein (unverfilschter) Test zum Niveau o der Hypothese Hy : 0% < o2 gegen die Alternativhypothese
H; : 02 > 0 gegeben.

. Analog liefert der kritische Bereich

K'"={(z1,...,2n) : T(x1,...,2) < X%,a}

einen (unverfiilschten) Test zum Niveau o der Hypothesen Hy : 02 = 02 bzw. Hy : 02 > 02 gegen die
Alternativhypothese H; : 02 < o2.

Test der Varianz o (bei unbekanntem Erwartungswert )

Beachte
1.

Wir nehmen nun an, dass X; ~ N(u,0?), wobei i € R und 02 > 0 unbekannt seien.

Fiir einen vorgegebenen (hypothetischen) Zahlenwert o3 € R soll die Hypothese Hy : 02 = o7 (gegen
die Alternative H; : 02 # of) getestet werden, d.h. © = {(i,0?) : p € R,0? > 0} mit

00 ={(p,0*) : peR,0* =03} bzw. 01 ={(u,0*) : peR,0* #03}.
Wir betrachten die Testgrofie T : R™ — [0, 00) mit

T(z1,...,20) = (”_031)8” (12)

und die Schwellenwerte ¢; = Xi—1,a/2 bzw. ¢y = Xi—l,l—a/?

Aus Theorem 1.11 ergibt sich, dass T'(X1,..., X,) ~ x2_;, und somit gilt

P(u,ag) (Xi—l,a/Q <T(Xy,...,Xn) < Xi—1,1—a/2) =l-a

fiir jedes p € R.
Die Hypothese Hy : 02 = 03 wird abgelehnt, falls

T(x1,...,2n) < X?z—l,oz/? oder T(x1,...,2n) > Xi—l,l—a/2 .

Die Giitefunktion «y, : © — [0, 1] dieses Tests mit
an(lff70—2) =1- P(;L,UZ)(Xifl,a/Q < T(X17 cee VXn) < Xifl,lfa/Q)

hiingt nicht von p ab. Sie hat jedoch (bei fixiertem p) kein Minimum im Punkt ¢ = o2, wobei
dies genauso wie im vorhergehenden Fall (1 bekannt) begriindet werden kann. Der Test ist also nicht
unverfélscht.

. Wenn jedoch beispielsweise die Hypothese Hy : 02 = 02 gegen die (einseitige) Alternative H; : 02 > o3

getestet werden soll, d.h. © = {(u,0?) : p € R,0? > 02} mit
Q0 ={(p,0*) : peR,0* =03} bzw. 01 ={(u,0*) : peR,0? > a3},

dann wird der kritische Bereich

K ={(z1,...,20): T(x1,...,2,) > X%—l,l—a} (13)
betrachtet, und die Giitefunktion a, : ©® — [0, 1] mit
a"(/’(” 02) = P(u,0'2) (T(Xla s aX’n) > X?L—l,l—a)

(n — 1)52 Ug 2
= P(u,a2)<T > ;anl,lfa)

hiingt nicht von y ab und ist monoton wachsend fiir o > o2. Der einseitige Test ist somit unverfilscht.
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3. Wegen dieser Monotonieeigenschaft ist durch den in (13) betrachteten kritischen Bereich K’ auch
ein (unverfilschter) Test zum Niveau o der Hypothese Hy : 0% < o2 gegen die Alternativhypothese
H; : 02 > 0 gegeben.

4. Analog liefert der kritische Bereich

K'"={(z1,...,25) : T(x1,...,7,) < Xifl,oc}

einen (unverfiilschten) Test zum Niveau « der Hypothesen Hy : 02 = 02 bzw. Hy : 02 > 0 gegen die
Alternativhypothese H; : 02 < o3.

4.3 Zwei-Stichproben-Tests

So wie in Abschnitt 3.3 nehmen wir nun an, dass die Stichprobenvariablen X7, Xa, ... (zweidimensionale) normal-
verteilte Zufallsvektoren sind mit X; = (X1,, X2;). Die Realisierungen von X; bezeichnen wir mit z; = (z1;, z2;)
fiiri = 1,2,.. ..

Dabei setzen wir zunéchst voraus, dass die Komponenten X7; und Xs; von X; unabhéngige (jedoch im allgemeinen
nicht identisch verteilte) Zufallsvariablen sind.

Fiir zwei beliebige, jedoch vorgegebene Zahlen nj,ne € N betrachten wir also zwei unabhéngige Zufallsstichproben
(Xlla . 7X1n1) und ()(217 N ,X2n2), wobel wir

e die beobachteten Daten (z11,...,%1,,) und (z21,...,2T2,,) als Realisierungen von (Xi1,...,X1,,) bzw.
(Xo1, ..., Xon,) auffassen und

e zur Vereinfachung der Schreibweise n = max{nj, na} setzen.

Wir diskutieren in diesem Abschnitt nur Beispiele von zweiseitigen Tests. Wie in Abschnitt 4.2 gezeigt wurde,
lassen sich dann leicht die entsprechenden einseitigen Tests konstruieren.

4.3.1 Tests der Gleichheit von Erwartungswerten

1. Bekannte Varianzen

e Wir nehmen an, dass X1; ~ N(u1,0%) und Xo; ~ N(uz, 03) fiir (unbekannte) 1, o € R und (bekannte)
o?,03 > 0.
e Dabei soll die Hypothese Hy : 1 = p2 (gegen die Alternative Hy : pq # p2) getestet werden, d.h.
O = {(p1, p2) : p, po € R} mit
O0 = {(1,p2) : 1 = p2}  bzw.  O1 = {(p1,p2) : 1 # p2}

e Wir betrachten die Testgrofe T : R?" — R mit

T — T
T(ar,... a,) = 22 (14)
or o3
ni n2

und den Schwellenwert ¢ = 2;_, /2.

o Weil X1, ~ N(u1,02/n1) bzw. X, ~ N(ua, 03 /n2), gilt dann T(Xy, ..., X,,) ~ N(0,1) und somit

P(N17M2)(|T(X15 s ’Xn)| > Zlfa/Q) =

fir alle p1, po € R mit pug = po.
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Die Hypothese Hy : puy = p2 wird abgelehnt, falls [T'(z1,...,2,)| > 21_q/2.

2. Gleiche, jedoch unbekannte Varianzen

Wir nehmen an, dass X1; ~ N(p1,07) und Xo; ~ N(p2,03) fiir (unbekannte) pq, 2 € R und (unbe-

kannte) 0,05 > 0 mit 07 = 03 = o2.

Dabei soll erneut die Hypothese Hy : 1 = po (gegen die Alternative Hy : py # ua) getestet werden,
dh. © = {(p1, p2,0?) ¢ p1,pe € R,0? > 0} mit

00 = {(1, p12,0%) : pn = pa}  bzw.  O1 = {(p1, p12,0%) g1 # po}
Wir betrachten die Testgrofe T : R?” — R mit

ni Ny Tin, — T2n,
T .. = 15
R (15)

wobeil x; = (r1;, 22;) und

1 ni n2
2 _ = 2 = 2
snl ng ny I Ny — 9 (;(mlz xlnl) + ;("EZZ .’Ean) ) .

Man kann zeigen, dass dann T(X7q, ..., X,,) ~ tn,4n,—2 fir g1 = po, wobei X; = (X1;, Xo;).
Mit dem Schwellenwert ¢ = t,,, 4, —2,1—qa/2 ergibt sich also
P(Ml)uz)gz) (|T(X1, . 7)(n)| > tn1+n2,2)1,a/2) =«

fiir alle i1, e € R mit py = o und fiir alle o > 0.
Die Hypothese Hy : pi1 = po wird somit abgelehnt, falls [T'(x1,...,20)] >t 4n,—2,1-a/2-

3. Verbundene Stichproben

Wir testen nun die Gleichheit von Erwartungswerten verbundener Stichproben, vgl. auch Abschnitt 3.3.3.

Dabei setzen wir voraus, dass n1 = ns (= n). Die Zufallstichproben (Xi1,...,X1,) und (Xo1,...,Xo,)
miissen jedoch jetzt nicht unabhingig sein.

Wir nehmen an, dass E X1; = p; und E Xo; = po fiir (unbekannte) pq, uo € R.

AuBerdem seien die Differenzen Y7,...,Y, mit Y; = X, — X5; unabhingige und identisch (normal-)
verteilte Zufallsvariablen mit Y; ~ N(u; — p2,0?) fiir ein (unbekanntes) o2 > 0.

Es soll die Hypothese Hy : p1 = po (gegen die Alternative Hy : py # pug) getestet werden, d.h.
O = {(u1, p2,02%) : p1, 2 € R,0% > 0} mit

O0 = {(1, p2,0%) : = pa}y  bzw.  O1 = {(p1, p2,0%) : pn # po}
Wir betrachten die Testgrofe T : R?” — R mit

T(a:l,...,xn):\/ﬁy—” , (16)

Sy,n

1

n
s _ —= _ 1 2 _ = \2
wobei r; = (3311‘,5!721‘)7 Yi = T15 — X245 Y = 5, Z y; und Sym = n=1
i=1

(i —U,)°.

ol

1
Dann gllt T(Xl, e 7Xn) ~ tn—l fiir H1 = M2, wobel X,’ = (Xh‘,XQZ‘).
Mit dem Schwellenwert ¢ = t,,_1 1_q/2 ergibt sich also

P(,ul,#mUZ)(lT(Xh ce- aXn)| > tnfl,lfa/2) =«

fiir alle p1q, o € R mit g1y = pg und fiir alle 02 > 0.

K2

Die Hypothese Hy : p11 = po wird somit abgelehnt, falls [T'(x1,...,2,)] > t,_1,1-a/2.
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4.3.2 Test der Gleichheit von Varianzen

In diesem Abschnitt testen wir die Gleichheit zweier Varianzen bei unbekannten Erwartungswerten.

e Wir nehmen an, dass X1; ~ N(pu1,0%) und Xa; ~ N(pg,03) fiir (unbekannte) pq, uo € R und (unbekannte)
2 2
oi,05 > 0.

e Dabei soll die Hypothese Hy : 07 = o5 (gegen die Alternative Hy : 07 # 03) getestet werden, d.h. © =
{(M17M27U%a0%) D1, 2 € R7 0%705 > O} mit

O = {(/~L17/~L270%70§) : 0% = Jg} bzw. O = {(/1'17/1270%70%) : 0% # J%}

e Wir betrachten die Testgrofe T : R?™ — [0, 00) mit

T(ar,... 0q) = 22, (17)

wobei

e Fiir 0? = 03 gilt dann

T(X1,...,Xn) ~Fpnyoini—1-
e Mit den Schwellenwerten ¢1 = Fj,, _1 5, —1,a/2 Und c2 = Fp, 1 5, —1,1-a/2 gilt also
P(Hl,uz,o%,ag)(Fnzfl,nlfl,a/2 < T(Xla cee 7Xn) < Fnzfl,nlfl,lfa/Q) =1-a«
fiir alle py, g2 € R und fiir alle 07,03 > 0 mit 07 = 03.

e Die Hypothese Hy : 07 = o3 wird somit abgelehnt, falls

T(x1,. . 2n) < Fryimy 1,02 oder  T(z1,...,20) > Foy 10, —11-a/2-

4.4 Asymptotische Parametertests
4.4.1 Ein-Stichproben-Probleme

Wir kehren zunéchst zur Betrachtung des FEin-Stichproben-Falles zurtick. D.h., wir nehmen an, dass

e cin Datensatz (z1,...,x,) beobachtet wird, den wir als Realisierung einer Zufallsstichprobe (X7, ..., X,)
auffassen.
e Dabei setzen wir jetzt nicht mehr voraus, dass die Stichprobenvariablen X;, Xo,... normalverteilt sind,

sondern lediglich, dass

e die Verteilung von X; zu einer (beliebigen) parametrischen Familie A = {Py, § € ©} von Verteilungen
gehort.

So wie bisher in Abschnitt 4 betrachten wir

e cine Zerlegung © = O U ©; des Parameterraumes in zwei (nichtleere) disjunkte Teilmengen ©¢, ©; und

e die zugehorigen Hypothesen Hy : 6 € ©g bzw. Hy : 0 € O;.
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e Auflerdem betrachten wir fiir jedes n = 1,2, ... eine Borel-Menge K,, C R"™ und

e cine Stichprobenfunktion ¢, : R™ — {0, 1} mit

1, falls (z1,...,2,) € Ky,
0, falls (x1,...,2,) & K.

@n(l'la ce 7'1:7L) =

Definition Sei a € (0,1) eine beliebige (vorgegebene) Zahl. Dann sagt man, dass durch die Folge von Stich-
probenfunktionen {y,} ein asymptotischer Parametertest zum Niveau « gegeben ist, falls

limsup Py(on(X1,..., X)) =1) <«

n—00

fiir jedes 0 € O gilt.

Ahnlich wie bei der Konstruktion asymptotischer Konfidenzintervalle in Abschnitt 3.4 vorgehend, konstruieren
wir nun asymptotische Tests bei Poisson- bzw. Bernoulli-Verteilung.

So wie in Abschnitt 4.3 diskutieren wir lediglich Beispiele von (symmetrischen) zweiseitigen asymptotischen
Tests. Auf die gleiche Weise lassen sich dann entsprechende asymmetrische bzw. einseitige asymptotische Tests
konstruieren.

1. Test des Erwartungswertes A bei Poisson-Verteilung

e Wir nehmen an, dass X; ~ Poi(A) fiir ein (unbekanntes) A > 0.

e Fiir einen vorgegebenen (hypothetischen) Zahlenwert Ay > 0 soll die Hypothese Hy : A = A\ (gegen
die Alternative Hy : A # A\g) getestet werden, d.h. © = {A: XA > 0} mit

@0 = {)\0} bzw. @1 = {)\ A # )\0}

e Wir betrachten die Testgrofe T;, : R” — R mit

Ty — /\0 —_
vn 22—, fallsz, >0,
T, .. 2) = VT " (18)

0, falls z,, = 0,

und den Schwellenwert ¢ = 2;_, /2.

e Dann gilt (vgl. Beispiel 1 des Abschnittes 3.4.1)

lim Py, (|T0( X1,y Xn)| > 21a/2) =a.
n—oo

e Durch die in (18) eingefiihrte Folge {T},} von Testfunktionen ist also ein asymptotischer Test des
Erwartungswertes A zum Niveau a gegeben.

e Dabei wird bei der praktischen Anwendung dieses Tests (bei grofem Stichprobenumfang n) die Hypo-
these Hy : A = Ao abgelehnt, falls |75, (z1,...,20)| > 21-q/2-

2. Test der ,Erfolgswahrscheinlichkeit” p bei Bernoulli- Verteilung

e Es gelte nun X; ~ Bin(1,p) fiir ein (unbekanntes) p € (0,1), wobei
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fiir einen vorgegebenen (hypothetischen) Zahlenwert py € (0,1) die Hypothese Hy : p = po (gegen die
Alternative Hy : p # po) getestet werden soll, d.h. ©® = {p: p € (0,1)} mit

Oo ={po}  bzw.  O1={p: p#po}

Wir betrachten die Testgrofse T;, : R™ — R mit

Vn—n B s 0 <, < 1,
To(zy,... @) = Tn(1—Zp) (19)

0, sonst,

und den Schwellenwert ¢ = 21_, /2.
Fiir p = po gilt dann (vgl. Beispiel 2 des Abschnittes 3.4.1)

nll—{goppOTn(le .. 5X7L)| > 21*0‘/2) =a.

Durch die in (19) eingefithrte Folge {7} von Testfunktionen ist also ein asymptotischer Test des
Parameters p zum Niveau o gegeben.

Bei grofem n wird die Hypothese Hy : p = po abgelehnt, falls [T5,(z1,...,2,)| > 21-q0/2.

4.4.2 Zwei-Stichproben-Probleme

Wir betrachten nun noch zwei Beispiele von asymptotischen Tests fiir den Zwei-Stichproben-Fall.

e Seien ni,ns € N zwei (grofe) vorgegebene Zahlen.

e So wie in Abschnitt 3.4.2 fassen wir die (konkreten) Stichproben (z11,...,Z1,,) und (221,...,22,,) als

Realisierungen von zwei unabhéngigen (d.h. nicht verbundenen) Zufallsstichproben (Xi1,...,X1,,) bzw.
(Xgl, e 7X2n2) auf.

e Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir n = max{ny,na} bzw. x; = (x1;,29;) firi=1,...,n.

1.

Test der Gleichheit zweier Erwartungswerte (bei Poisson-Verteilung)

e Wir nehmen an, dass Xi; ~ Poi(A1) und Xa; ~ Poi(Ag) fiir (unbekannte) A1, Aa > 0.
e Dabei soll die Hypothese Hy : A\ = A2 (gegen die Alternative Hy : A\; # o) getestet werden, d.h.

0 = {()\1,)\2) DAL, A > 0} mit
@0 = {()\17>\2) : )\1 = /\2} bzw. @1 = {()\1,)\2) : )\1 7é )\2}

e Wir betrachten die Testgroke T), : R?" — R mit

T — T _ _
% , falls max{Z1,,, Ton, } > 0,
Ing 2no
_ + ——Z
n 12

0, sonst

und den Schwellenwert ¢ = 21_, /2.

e Dann gilt (vgl. Beispiel 1 des Abschnittes 3.4.2)

lim P(Al,AQ)(|Tn(X1a~~~aXn)| >Zl—0¢/2) =

ni,ng—00

fiir beliebige A1, A2 > 0 mit A\ = As.
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2.

Durch die in (20) eingefiithrte Folge {T},} von Testfunktionen ist also ein asymptotischer Test der
Hypothese Hy : A1 = A2 zum Niveau « gegeben.

Bei grofiem n wird die Nullhypothese Hy abgelehnt, falls |15, (21, ..., 2n)| > 21—q/2-

Test der Gleichheit zweier ,,Erfolgswahrscheinlichkeiten” (bei Bernoulli- Verteilung)

Es gelte nun X; ~ Bin(1,p1) und Xo; ~ Bin(1,p2) fiir (unbekannte) p1,p2 € (0,1), wobei

die Hypothese Hy : pi = pz (gegen die Alternative Hy : py # pa) getestet werden soll, dh. © =
{(p1,p2) : p1,p2 € (0,1)} mit

Oo = {(p1,p2) : p1 =p2}  bzw. O1 = {(p1,p2) : P1 # P2}
Wir betrachten die Testgrofe T), : R?" — R mit

Tin, — Tang , falls 0 <T1,, <1 oder 0 < Tap, <1,

flnl ( ong

Tn(ml,...,xn): $ n lfflnl)‘i’

ng (1 - EQT&)

0, sonst

und den Schwellenwert ¢ = 2;_q /2.

Dann ergibt sich (auf die gleiche Weise wie in dem vorhergehenden Beispiel), dass

m P, opo) ([T0 (X1, ., X)) > 21-0/2) = @

n1,M2—00

fiir beliebige p1,p2 € (0,1) mit p; = po.

Durch die in (21) eingefiihrte Folge {T,,} von Testfunktionen ist also ein asymptotischer Test der
Hypothese Hy : p; = p2 zum Niveau « gegeben.

Bei grofiem n wird die Nullhypothese Hy abgelehnt, falls |15, (21, ..., 2n)| > 21—q/2-
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5 Einfache lineare Regression

e So wie bei den 2-Stichproben-Problemen, die wir in den Kapiteln 3 und 4 betrachtet haben, gehen wir bei
der einfachen Regression von zwei Datensétzen (z1,...,z,) € R" und (y1,...,y,) € R™ aus, die stochastisch
modelliert werden sollen.

e Dabei fassen wir die Vektoren (z1,¥y1), ..., (Tn,¥yn) als Realisierungen von n Zufallsvektoren (Xi,Y7),...,
(X, Y,) auf, die typischerweise nicht identisch verteilt sind.

e Wir deuten die Zufallsvariablen Y7, ...,Y,, als Zielvariablen und nehmen an, dass sie auf die folgende Weise
von den Ausgangsvariablen X1, ..., X, abhéngen:
Y;:SO(XZ)+€2; VZ:L,TL, (1)
wobei

— ¢ : R — R eine beliebige (Borel-messbare) Funktion, die sogenannte Regressionsfunktion ist und

— &1,...,6n :  — R Zufallsvariablen, sogenannte Storgréfien sind, durch die beispielsweise zufillige
Messfehler modelliert werden kénnen.
Beachte

e Ein wichtiger Spezialfall liegt vor, wenn die Regressionsfunktion ¢ : R — R eine lineare Funktion ist,
die sogenannte Regressionsgerade, d.h., wenn es reelle Zahlen a, 3 € R gibt mit

o(r) =a+ Pz, VreR, (2)

wobei « die Regressionskonstante und § der Regressionskoeffizient genannt wird.

e Die Grofien «, 8 € R sind unbekannte Modellparameter, die aus den beobachteten Daten (x1,...,x,) €
R™ und (y1,...,yn) € R™ geschitzt werden sollen.

5.1 Schitzung der Modellparameter
5.1.1 Methode der kleinsten Quadrate

e Wir diskutieren zunéchst die folgende Methode der kleinsten Quadrate (KQ) zur Bestimmung von Schétz-
werten a, § fir die unbekannten Parameter «, 3, bei der keine zusétzlichen Voraussetzungen iiber die
Storgrofen 1, ..., &, @ @ — R bendtigt werden.

e Und zwar sollen a, 3 so bestimmt werden, dass der mittlere quadratische Fehler

1 « 2
e(a,B) = - Z(Z/z — (o + B;)) (3)
i=1
fir (o, B) = (@, B) minimal wird, wobel wir voraussetzen, dass n > 2 und dass nicht alle z1,...,z, gleich
sind.
Theorem 5.1 Der Vektor (@, B) mit
) siy ~ _ o
5:877 Ol:ynfﬂl'n, (4)

T

minimiert den mittleren quadratischen Fehler e(a, ), wobei Ty, T,, die Stichprobenmittel bezeichnen, d.h.

n 1 n
Z%, Yn = Ezyi,
i=1 1=1

Ty =

S|
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und die Stichprobenvarianzen s>, sf,y bzw. die Stichprobenkovarianz sﬁy gegeben sind durch
1< 2 1< 1< 2
im:n_lz(mi_fn) ) siy:n_lz(mi_fn)(yi_gn)a Siy:n_lz(yi_?n) :
=1 =1 =1

Beweis

Beachte

Die Minimierung kann wie folgt durchgefiihrt werden: Durch Differenzieren nach « erkennt man, dass
fiir jedes fest vorgegebene 3 € R die Zahl

n

a= EZ(% — Bx;) =7, — BT,

den Wert des Ausdruckes

minimiert.
Mit anderen Worten: Fiir jedes fest vorgegebene 5 € R ist

n n

S (Wi = Bri) = @, = B7))" =3 (Wi —Tp) — Blai — 7))

i—1 i=1
= (n-— 1)(s§y — QHSiy + ﬂ28i$)

der kleinste Wert des mittleren quadratischen Fehlers.

2

Durch Differenzieren dieses Ausdruckes nach 3 ergibt sich nun, dass das globale Minimum an der Stelle

s2

=L

2
Sza

angenommen wird. O

Der in (3) definierte mittlere quadratische Fehler e(a, ) ist der mittlere quadratische vertikale Abstand
zwischen den Punkten (z;,y;) und den Werten (x;, ¢(x;)) der Regressionsgeraden ¢(x) = a + Sz an
den Stellen z1,...,z,.
Anstelle der vertikalen Abstdnde kann man beispielsweise auch die horizontalen Abstdnde betrachten.
Durch Vertauschen der Rollen von x und y ergibt sich dann der KQ-Ansatz
2

ar Sf”y = 7 =
ﬂ(xvy):Ta o (z,y) =7n — B,

Syy

zur Schitzung der Parameter o/, 3’ € R der (inversen) Regressionsgeraden ¢’'(y) = z = o’ + f'y.
Wenn wir diese Geradengleichung nach y auflésen, dann ergibt sich die Gleichung

o 1

y=- IEd + I x,
~ ~—1
wobei allerdings die Schitzer —a//B’ und '  fiir Regressionskonstante bzw. Regressionskoeflizient
im allgemeinen verschieden von den Schétzern & bzw. 3 sind, die in (4) hergeleitet worden sind.
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Beispiel
[ ]

(vgl. Casella/Berger (2002) Statistical Inference, Duxbury, S. 5401f.)

Im Weinanbau werden die jeweils im Herbst geernteten Ertriige in Tonnen je 100 m? (t/ar) gemessen.

Es ist bekannt, dass der Jahresertrag bereits im Juli ziemlich gut prognostiziert werden kann, und zwar
durch die Bestimmung der mittleren Anzahl von Beeren, die je Traube gebildet worden sind.

Mit Hilfe des folgenden Zahlenbeispiels soll illustriert werden, wie die einfache lineare Regression zur
Vorhersage des Jahresertrages dienen kann.

Dabei fassen wir den Jahresertrag als Zielvariable (Y;) auf, und die mittlere Clusterzahl je Traube (X;)
als Ausgangsvariable.

Jahr FErtrag (y;) Clusterzahl (x;)

1971 5.6 116.37
1973 3.2 82.77
1974 4.5 110.68
1975 4.2 97.50
1976 5.2 115.88
1977 2.7 80.19
1978 4.8 125.24
1979 4.9 116.15
1980 4.7 117.36
1981 4.1 93.31
1982 4.4 107.46
1983 5.4 122.30

Die Daten des Jahres 1972 fehlen, weil in diesem Jahr das untersuchte Weinanbaugebiet von einem Wirbel-
sturm verwiistet worden war.

Ubungsaufgabe

Zeichnen Sie ein Streuungsdiagramm (Punktwolke) fiir die beobachteten Daten.

Bestimmen Sie fiir dieses Zahlenbeispiel die Schitzer @ und B sowie o/ und ,@’ und zeichnen Sie die
geschitzte Regressionsgerade in das Streuungsdiagramm ein.

Prognostizieren Sie mit Hilfe der geschédtzten Regressionsgerade j = a+ Ba: den Jahresertrag, der einer
mittleren Clusterzahl von 100 Beeren je Traube entsprechen wiirde.

5.1.2 DBeste lineare erwartungstreue Schitzer

e In Abschnitt 5.1.1 wurden keine spezifischen Modellannahmen {iber die Storgréfsen 1, . .., &, bendtigt.

e Allerdings konnten deshalb in Abschnitt 5.1.1 auch keine Giiteeigenschaften der KQ-Schétzer a, B (aufser
der Minimierung des mittleren quadratischen Fehlers e(a, 3)) hergeleitet werden.

e Nun setzen wir zusétzlich voraus, dass die Zufallsvariablen €1, ..., &, unkorreliert sind und dass

Ee; =0, Vare; = o (5)

fiir jedes i = 1,...,n gilt, wobei 02 > 0 eine gewisse (im allgemeinen unbekannte) Konstante ist.



5 EINFACHE LINEARE REGRESSION 126

e Die Ausgangsvariablen Xi,...,X,, seien deterministisch, d.h., es gelte X1 = x1,...,X,, = x, fir fest
vorgegebene (d.h. bekannte) Zahlen 1, ..., z, € R, wobei wir stets voraussetzen, dass n > 2 und dass nicht
alle x1,...,z, gleich sind.

e Fiir die Zielvariablen Y7, ...,Y,, gilt dann fir jedes i =1,...,n
n:a+ﬁxi+€i7 (6)

und aus den allgemeinen Rechenregeln fiir Erwartungswert bzw. Varianz (vgl. die Abschnitte WR-4.1 bzw.
WR-4.2 der Vorlesung ,Wahrscheinlichkeitsrechnung”) ergibt sich fiir jedes i = 1,...,n

EY; = a+ Bz;, VarY; = o?. (7)

e Die Regressionskonstante a und der Regressionskoeffizient 3 sollen nun mit einem linearen Schéitzer aus den
beobachteten Realisierungen y1,...,y, der Zielvariablen Y7, ...,Y,, geschétzt werden.
e Dabei verstehen wir unter einem linearen Schdtzer eine Linearkombination d,Y;+. . .+d,, Y, der Zielvariablen,

wobei dy, ..., d, € R fest vorgegebene (d.h. bekannte) Konstanten sind.

Theorem 5.2 Der lineare Schétzer B =d1Y1+...+d,Y, ist genau dann ein erwartungstrever Schédtzer fir 3,

wenn . .
> di=0  und ) di;=1. (8)
i=1 i=1

Beweis

e Der Schétzer ﬁ =d1Y1 +...+d,Y, ist erwartungstreu fiir 3, wenn
Ef=E) dY,=0
i=1
fiir beliebige Parameterwerte «, 3 € R gilt.
o Wegen (6) und (7) bedeutet dies, dass
B = E) dY;=) dEY
i=1 i=1
= Z di(a + Ba;)
i=1
n n
i=1 i=1
e Es ist klar, dass diese Gleichung genau dann fiir alle «, 8 € R gilt, wenn die Bedingungen (8) erfiillt
sind. |
Beachte

e In Abschnitt 2.3.5 hatten wir einen erwartungstreuen Schétzer besten erwartungstreuen Schitzer ge-
nannt, wenn seine Varianz minimal ist.

e Analog hierzu wird ein linearer erwartungstreuer Schéitzer bester linearer erwartungstreuer Schdtzer
genannt, wenn es keinen linearen erwartungstreuen Schétzer gibt, dessen Varianz kleiner ist.

e In der englischsprachigen Literatur ist es iiblich, solche Schétzer BLUE zu nennen (BLUE = best linear
unbiased estimator).
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Theorem 5.3 Der lineare Schdtzer B =diY1+...+d,Y, ist genau dann ein BLUE-Schdtzer fir 8, wenn die
Konstanten dy, . ..,d, € R gegeben sind durch
XTi— Tp

dy= ——n Vi=1

P oD S,m. (9)

Beweis

e Weil mit den Stérgrofsen €1, ..., e, auch die Zielvariablen Y7,...,Y,, unkorreliert sind, ergibt sich aus
der allgemeinen Formel fiir die Varianz der Summe von unkorrelierten Zufallsvariablen (vgl. Theo-
rem WR-4.13), dass

Var i d;Y; = i Var (d;Y;)
i=1 i=1
= i d?VarY;
i=1

n
_ 2 2
= 0 E d;
i=1

fiir beliebige Konstanten dy,...,d, € R.
e Der Schétzer 3 =d1Y1+...+d,Y, ist also genau dann ein BLUE—-Schétzer fiir 3, wenn die Konstanten

di,...,dn € R so gewihlt sind, dass die Bedingung (8) erfiillt ist und dass die Summe "}, d? minimal
ist.
e Wegen (8) gilt > d;z; = 1 und somit
i=1
n 2
(500
i=1 1
= . (10)

> d} > d?
i=1

i=1

e Die Summe )", d? ist also genau dann minimal, wenn die linke Seite von (10) maximal ist.
e Weil dariiber hinaus d,, =n=' 31" | d; = 0, gilt auBerdem

(gi’;l dixi)z (zi;l (di — d) (s — fn))2
> d? > (di — d,)°
1=1 3

n

ni (xZ 7f")2 1',2::1
i=1 " zn: (d

=

(di — dy) (z; — Tn)

3=

2 2

3

—d,)

n £ n
=1

(wi —Tn)

ST

—

e Der quadrierte Ausdruck kann nun als Korrelationskoeffizient aufgefasst werden bei (diskreter) Gleich-
verteilung der natiirlichen Zahlen 1,...,n und zwar
— fiir den Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) mit Q@ = {1,...,n}, F = P() und P({i}) = 1/n, sowie
— fiir die Zufallsvariablen D, X : @ — R mit D(i) = d; und X (i) = z;.
e Geméf Theorem WR-4.12 ist also dieser quadrierte Ausdruck genau dann maximal, wenn es Konstanten
a,b € R gibt, so dass
d; =ax; +b, Vi=1,...,n. (11)
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e Wegen (8) miissen die Konstanten a,b € R den folgenden beiden Gleichungen geniigen:

Z(ami—i—b) =0, Z(axi—i—b)xi =1.
i=1 i=1
e Hieraus folgt, dass
1
b= —az,, a=—
> (e —Tn)?
i=1
e Wird dies in (11) eingesetzt, so ergibt sich die Behauptung (9). O

Beachte
e Der in Theorem 5.3 hergeleitete BLUE-Schéatzer

n

R I e L e N L 1 (12)

(n - ].)ng i=1 n-—= ]‘)S%ZE

i=1
fiir § stimmt mit dem in Theorem 5.1 hergeleiteten KQ-Schétzansatz {iberein.

e Aus dem Beweis von Theorem 5.3 ist ersichtlich, dass die Varianz des BLUE-Schiitzers 3 in (12) gegeben

ist durch:
2 2

TN O - g
Varf =0 Zdl = 1)s2 — — (13)
i=1 e Z(xl—xn)

Ubungsaufgabe

e Auf ahnliche Weise wie in den Theoremen 5.2 und 5.3 lasst sich ein BLUE-Schétzer @ = ¢1Y1+...+¢, Yy
fiir die Regressionskonstante a bestimmen.

e Und zwar ldsst sich wie im Beweis von Theorem 5.2 zeigen, dass

Z =1 und zn:cixi =0 (14)
; i=1

gelten muss, damit @ ein erwartungstreuer Schatzer fiir « ist.

e Auflerdem lasst sich wie im Beweis von Theorem 5.3 zeigen, dass die Varianz von & = ¢1Y1 +...+¢,Y,
minimal ist, wenn

1 fn(xi - En) .
== — ———— Vi=1,...,n. 15
CL n (n _ 1)8393 ) ? ) ?n ( )

5.1.3 Normalverteilte Stérgréfien

e Zusitzlich zu den in Abschnitt 5.1.2 gemachten Modellannahmen setzen wir von nun an voraus, dass die
Storgrofen €1, . .., &, unabhingig und normalverteilt sind.

e Wegen (5) gilt dann &; ~ N(0,02) bzw. Y; ~ N(a + Bx;,02) fiir jedes i = 1,...,n.

e Auferdem ergibt sich aus dem Satz {iber die Unabhéngigkeit zusammengesetzter Abbildungen (vgl. Theo-
rem WR-3.18), dass die Zielvariablen Y7, ...,Y,, unabhéngig sind.

e Fiir jeden Vektor (x1,...,x,) € R betrachten wir die Loglikelihood-Funktion der unabhingigen (jedoch im
allgemeinen nicht identisch verteilten) Stichprobenvariablen Y7,...,Y,:

(yi — o — Ba;)?

202

n
i=1

logL(ylv‘ . ayn;aaﬁao—z) = - g 10g(271’) - g 10g02 -
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e Fiir jedes 0 > 0 und fiir jeden Vektor (y1,...,%,) € R nimmt die Loglikelihood-Funktion als Funktion von
(o, B) ihr Maximum fiir denjenigen Vektor (@, 3) an, der den Ausdruck Y 7, (y; — o — ;)* minimiert.

e Dieses Minimierungsproblem wurde bereits in Theorem 5.1 betrachtet: Die Lésung lautet

S _
ﬂ:J7 a:yn_ﬂfna (16)

e Mit anderen Worten: Bei normalverteilten Storgrofsen stimmt der KQ-Schétzer mit dem ML-Schétzer fiir
(a, B) tiberein.

Beachte

o Weil (a, B) die Loglikelihood-Funktion fiir jedes 2 > 0 maximiert, ergibt sich der ML-Schiitzer 52 fiir
o2 als Maximum von

(Z/i —a - B’%’)Z

202

o

i=1

~ 7 n n
IOgL(ylw--,yn;CX,ﬂ,UQ) = - 5 10g(27T) - 5 1Og0'2 —

e Ahnlich wie im Fall von unabhingigen und identisch normalverteilten Stichprobenvariablen (vgl. Bei-
spiel 5 in Abschnitt 2.2.2) ergibt sich die Losung dieses Maximierungsproblems durch zweimaliges
Differenzieren nach o2:

~ 1 ¢ ~ =
02(y17...,yn):ﬁZ(yi—a—ﬂxiF. (17)
i=1

e Der in (17) gegebene ML-Schiitzer 52 fiir o2 ist nicht erwartungstreu.

e Um dies zu zeigen, betrachten wir zunéchst die folgenden (Abweichungs-) Residuen

E; = Yi—a—ﬁl‘i, VZ—_I,,'H (18)
e Offenbar gilt
1
~92 =2
_ 4t 2 19
o = - E g; (19)

e Um den Erwartungswert EG? zu bestimmen, geniigt es also, die zweiten Momente E (£2) der Residuen
g; fiir jedes 1 = 1,...,n zu bestimmen.

e Hierfiir ist der folgende Hilfssatz niitzlich.

Lemma 5.1 Seien Y7,...,Y, : Q — R belicbige unkorrelierte Zufallsvariablen mit E (Y?) < oo und VarY; = o2
fir jedes i =1,...,n. Fir beliebige Konstanten cy1,...,c, € R und dq,...,d, € R gilt dann

Cov (ZCiY;', Zd]}/;) = Uzzcidi. (20)
i=1 j=1 i=1
Beweis Es gilt

Cov (zn: Y, zn:djyj) = icicov (v, f:dej)
i1 j=1 i=1 J=1

_ Z icideov (Y3, Y5)

i=1 j=1

= Y cidiCov(Y;,Y))

i=1

= 0‘2 icldz . |:|
i=1
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Theorem 5.4 Fiir den Erwartungswert E€; und die Varianz Var€; der Residuen &; gilt fir jedesi=1,...,n
Eg; =0 (21)
und .
Var?-:E(EZ)ZUQ(n_Z + ! (lZmz—i—mz—Q(m'—f )2 —22,@ )) (22)
! E n (n—1)s2,\n = 3T L iwn ) )

Beweis
e Weil E¢; =0, d.h. EY; = a+ fz;, und weil & bzw. B erwartungstreue Schétzer fiir a bzw. g sind, gilt
E& = E(Y;-a- fx)
= EY,-Ea-xEj
a+ P, —a—z;8=0.

Auferdem ergibt sich aus den allgemeinen Rechenregeln fiir die Varianz von Summen beliebiger (nicht
notwendig unabhéngiger) Zufallsvariablen (vgl. Theorem WR~4.13), dass

-~

Varg; = VarY; + Vara + z2Var 3 — 2Cov (Y;, @) — 2a;Cov (Y;, B) + 22,Cov (@, 3) .

Fiir die Kovarianzen ergibt sich nun aus (9) und (15) mit Hilfe von Lemma 5.1, dass

. 1 (x; — Tpn)T ~ x; — T
Cov (V) = o?(L — EZBTY g,y 5y e BT
O T T A TS
und )
o~ o T,
a,p)=— ——— . 2
Cov (@.5) = - - (23)
e Auf dhnliche Weise ergibt sich aus (15), dass
2 n
~ g 2
Vara = m , x; . (24)
=1
e Aus diesen Formeln und aus (13) ergibt sich nun die Behauptung. O
Korollar 5.1  Fiir den Erwartungswert des in (17) gegebenen ML-Schitzers 62 gilt
-2
E5%="""252. (25)
n

Beweis

e Aus (19) und aus Theorem 5.4 ergibt sich, dass

1 n
E 52 = - E A2
o - g g;
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Beachte

Weil
‘ 4 n ‘ 1 xx )
=1 i=1
ergibt sich hieraus die Behauptung. ]

Wegen (25) ist es iiblich, anstelle des ML-Schiitzers 62 den folgenden (erwartungstreuen) Schitzer S?
fiir 02 zu verwenden:

no 1 - 9
= - 26
n—QU n—2 ;El’ (26)

% =

wobei vorausgesetzt wird, dass n > 2.

Um_Hypothesen iiber die Modellparameter «, 3 bzw. o? testen zu konnen, die auf den Schiitzern
a, 8 bzw. S? beruhen, miissen wir die Verteilungen dieser Zufallsvariablen bzw. die (stochastischen)
Zusammenhénge, die gegebenenfalls zwischen ihnen bestehen, kennen.

In diesem Zusammenhang sind die folgenden Eigenschaften der x2-Verteilung bzw. der Normalvertei-
lung niitzlich.

Lemma 5.2

o Die Zufallsvariablen UV : Q — R seien unabhdngig.

e Falls auflerdem

Vet und U+V~ X2, (27)

wobei n,m € N beliebige natiirliche Zahlen sind mit m < n, dann gilt U ~ x2_,..

Beweis

Beachte

Aus der Unabhéngigkeit von U und V folgt, dass

pu+v(t) = pu(t) pv(t), vVt € R,

wobei ¢y (t), ¢v(t) und pyyv(t) die charakteristischen Funktionen von U, V bzw. U + V sind (vgl.
Theorem WR-5.18).

Falls auferdem (27) gilt, dann ergibt sich hieraus und aus der in Theorem 1.5 hergeleiteten Faltungs-
stabilitit der y2-Verteilung, dass fiir jedes t € R

outv(t)

ov(t)
1

(1—2i¢)m—m/2

pu(t) =

Die erneute Anwendung von Theorem 1.5 und des Eindeutigkeitssatzes fiir charakteristische Funktionen
(vgl. Korollar WR-5.5) ergibt nun, dass U ~ x2_,.. O

Bei der Herleitung des folgenden Lemmas 5.3 bendtigen wir eine vektorielle Version des Eindeutigkeits-
satzes fiir charakteristische Funktionen (vgl. Korollar WR-5.5), die wir hier ohne Beweis angeben.
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e Seien X, Y : Q — R"™ beliebige Zufallsvektoren; X = (Xy,...,X,), Y = (Y1,...,Y,). Dann gilt

xly genau dann, wenn wx(t) = ey (t) VteR", (28)
wobei . .
gax(t):]Eexp<ithXj>, goy(t):]Eexp<ithYj)
j=1 j=1
die charakteristischen Funktionen von X bzw. Y sind; t = (t1,...,t5).

Lemma 5.3

e Die Zufallsvariablen Y1, ...,Y, seien unabhingig und normalverteilt mit Y; ~ N(u;,02) firi=1,...,n.

o F'ir beliebige Konstanten a;j,b;; € Rmitj=1,...,lund k =1,...,m seien die Zufallsvariablen Uy, ..., U,
und Vq, ...,V gegeben durch

Uj =Y a;Yi, Vi=1,...,1
=1

und

Vi=> baVi, Vk=1,...,m.
=1

e Dann gilt:

1. Die Zufallsvariablen U; und Vi, sind normalverteilt mit

Uy~ NOO_ i, y_ ag07)
=1 i=1

und

Vi ~ N(Z bik:uiﬂ Z bzzkozz) )
i=1 i=1

wobei Cov (U, Vi) = i a;ijbio?.
2. Die Zufallsvariablen U; und Vi, sind genau dann unabhdngig, wenn Cov (U, Vi) = 0.

3. Die Zufallsvektoren (U, ..., U;) und (Vi,...,Vy,) sind genau dann unabhingig, wenn die Komponenten
U; und Vy, fiir beliebige j =1,...,l und k =1,...,m unabhdngig sind.

Beweis
e Die Normalverteilheit der Zufallsvariablen ergibt sich unmittelbar aus der Faltungsstabilitdt der Nor-
malverteilung, vgl. Korollar WR-3.2.
e Die Formel fiir die Kovarianz von U; und V, ergibt sich aus Lemma 5.1.

e Die Notwendigkeit der Bedingung in Teilaussage 2 ergibt sich aus der Multiplikationsformel fiir den
Erwartungswert des Produktes von unabhéngigen Zufallsvariablen, vgl. Korollar WR-4.5.

e Um die Hinlénglichkeit der Bedingung in Teilaussage 2 zu beweisen, kénnen (und werden) wir o.b.d.A.
voraussetzen, dass Y; ~ N(0,1) fiir jedes i =1,...,n.
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e Fiir die charakteristische Funktion ¢y, v, (t, s) des Zufallsvektors (Uj, V;) gilt dann fiir beliebige ¢, s € R

v, vi(t,s) = Eexp (i (t i ai;Y; + s i bikYi))
i=1 i=1

= Eexp (i

NIE

(ta;; + Sbik)Yi)

i=1

-
I

I
—
=
@
»
k=
——~

i(taij + Sbik)Yi>

=1
. n (taij =+ Sbik)z
ool ey
=1
> (tai;)?* + 3 (sbir)?
o _ =1 i=1
- e 2 )
S (taiy)? 5 (sbu)?
= exp(— = 5 exp(— =L 5

= oy, (t) pv(s),

wobei sich die drittletzte Gleichheit aus der Annahme ergibt, dass Zufallsvariablen U; und Vj, unkor-
reliert sind und dass deshalb

n
Cov (Uj, Vi) = Z ai;bir, = 0.
=1

e Die Hinlanglichkeit der Bedingung in Teilaussage 2 ergibt sich nun aus dem Eindeutigkeitssatz fiir
charakteristische Funktionen von Zufallsvektoren, vgl. (28), weil das Produkt der charakteristischen
Funktionen von unabhéngigen Zufallsvektoren Z und Z’ gleich der (gemeinsamen) charakteristischen
Funktion des Zufallsvektors (Z, Z') ist.

e Die Notwendigkeit der Bedingung in Teilaussage 3 ergibt sich unmittelbar aus der Definition der
Unabhéngigkeit von Zufallsvektoren.

e Die Hinldnglichkeit der Bedingung in Teilaussage 3 lisst sich auf auf dhnliche Weise wie die Hinldng-

lichkeit der Bedingung in Teilaussage 2 zeigen. O
Theorem 5.5
1. Fir das einfache lineare Regressionsmodell mit normalverteilten Storgrofien €1, ...,y gilt
o2 L, R o2
ANN(,i ) NN( 7) 29
o N, 27 N e 29
wobei .
~ o°T
Cov(Q,pB) = — ———— . 30

2. Die Zufallsvariablen (Q, E) und S? sind unabhdngig, und es gilt

(n—2)82

0_2 ~ X721,72 . (31)
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Beweis

Weil die Stichprobenvariablen Y7, ...,Y; unabhingig und normalverteilt sind und weil die Schiitzer &
und 3 jeweils Linearkombinationen der Stichprobenvariablen Y7, ..., Y}, sind, ergibt sich aus Teilaussage
1 von Lemma 5.3, dass die Schétzer @ und 8 ebenfalls normalverteilt sind.

Die Erwartungstreue von & und B wurde bereits in Abschnitt 5.1.2 diskutiert.

Die Varianzen von @ und 3 bzw. die Kovarianz Cov (@, E) wurden in (13), (23) bzw. (24) bestimmt.
Die Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen (&, B) und S? ergibt sich aus den folgenden Uberlegungen.
Aus der Definitionsgleichung (18) der Residuen &; folgt, dass

n

= (65— (¢ +djzi)Y; (32)

j=1

wobei die Konstanten ¢;,d; in (9) bzw. (15) gegeben sind und

5 1, fallsi=j,
Y 0, fallsi#j.
Aus Lemma 5.1 ergibt sich nun, dass fiir jedes i =1,...,n

n

Cov (&,8) = Cov (D (8 — (¢ + djw) Y5, Y Vi)
k=1

j=1
= 02 (65— (¢j +djz))e;
j=1
= o0 (cZ — Zc? —xiz:cjdj)
i=1 j=1

Dabei ergibt sich die letzte Gleichheit aus den Darstellungsformeln (9) und (15) fiir ¢; und d;, d.h.

Tn(Ti — T €T, — T, .
_M di:# Vi=1,...,n,

1
G = — ) )
Con o (n-1)st, (n—1)s3,

denn aus diesen beiden Formeln folgt, dass

n

1 2 - z
2 n n
= — —— di = — ————— .
ch n + (n—1)s2,° Z €% (n—1)s2,
Jj=1 Jj=1
Auf die gleiche Weise ergibt sich aus Lemma 5.1, dass Cov (&;, B) =0 flir jedesi =1,...,n.

Aus den Teilaussagen 2 und 3 von Lemma 5.3 folgt nun, dass die Zufallsvektoren (@, B) und (&1,...,&,)
unabhéngig sind.

Aus dem Transformationssatz fiir Aunabhéngige Zufallsvektoren (vgl. Theorem 1.8) ergibt sich somit,
dass auch die Zufallsvariablen (@, 3) und S? unabhiingig sind.

Um den Beweis zu beenden, bleibt also noch die Giiltigkeit der Verteilungseigenschaft (31) zu zeigen.

Aus (16) und (17) ergibt sich, dass sich die Summe der Abweichungsquadrate > ;" | €% bei der Skalen-
verschiebung
T, =1z — Tp, Vi=1,...,n

nicht dndert. Wir kénnen (und werden) deshalb 0.B.d.A. voraussetzen, dass T, = 0.
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e Die Konstanten ¢;,d; in (32) haben dann die Form

1 .
Cy = E y dl = n'rl 5 (33)
x4
Jé:l !

(n—2)5* = ZEZQ :Z(Yi—a—ﬁxi)2

wobei sich die letzte Gleichheit durch Ausmultiplizieren der Klammern bzw. durch Einsetzen von (33)
in die Definitionsgleichungen @ = ¢1Y; + ...+ ¢,Y, und 8 = d1Y7 + ... + d,,Y,, von a bzw. 3 ergibt,
wenn dabei berticksichtigt wird, dass nz, =1 + ...+, = 0.
e Mit anderen Worten: Es gilt
(n—2)8%+22 =3 (Yi—a - fz;)?, (34)
i=1

wobei

und die Zufallsvariablen Y/ = Y; — a — Bx; fiir jedes i = 1,...,n unabhingig und identisch N(0, o%)-
verteilt sind.

e Aus (34) und aus der Definition der y2-Verteilung ergibt sich somit, dass

(n—2)S%+ 27 2

5 X - (35)

g

-~

e Weil bereits gezeigt wurde, dass die Zufallsvariablen (@, 3) und S? unabhingig sind, sind somit auch
die Zufallsvariablen (n —2)S? und Z? unabhingig.

e AuRerdem gilt Z? = Z? + Z2, wobei sich aus (29) und (30) bzw. aus Lemma 5.3 ergibt, dass die
Zufallsvariablen

le\/ﬁ(a—a),

unabhiingig und identisch N(0, 02)-verteilt sind.
e Aus der Definition der x2-Verteilung ergibt sich nun, dass Z2/0? eine y2-verteilte Zufallsvariable ist.
e Die Giiltigkeit von (31) folgt somit aus Lemma 5.2. O

5.2 Tests und Konfidenzbereiche
5.2.1 t-Tests fiir Regressionskonstante und Regressionskoeffizient
e Fiir das einfache lineare Regressionsmodell mit normalverteilten Storgréfsen kann man nun t-Tests zur

Verifizierung von Hypothesen iiber die Regressionskonstante bzw. den Regressionskoeffizienten mit Hilfe
von Theorem 5.5 herleiten.
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e Die Schatzer a, 3 und S? seien so wie bisher durch (16) bzw. (26) gegeben, d.h.

R P
722(}Q—a—ﬁxi)2.
i=1

~ S R — ~ 9
6: zY7 a:Yn_ﬁmny S* =

e Aus den Verteilungs- und Unabhéngigkeitseigenschaften, die in Theorem 5.5 hergeleitet worden sind, ergibt
sich nun unmittelbar, dass

~ tp_o (36)

und

~ tas. (37)

e Beim Test der Hypothese Hy : @ = g zum Niveau 1 — v € (0,1) (gegen die Alternative Hy : a # ap) wird
die Nullhypothese Hj abgelehnt, falls

> tp—2,1-(1—7)/2> (38)

wobei t,_91_(1-)/2 das (1 — (1 = 7)/2)-Quantil der t-Verteilung mit n — 2 Freiheitsgraden bezeichnet.

e Analog wird beim Test der Hypothese Hy : § = [y zum Niveau 1 — v € (0,1) (gegen die Alternative
H, : B # fp) die Nullhypothese Hj abgelehnt, falls

yﬁ—ﬂo\

/ PN > th—21-(1-7)/2 - (39)

Beachte
e Von besonderem Interesse ist der Test der Hypothese Hy : 5 = 0 (gegen die Alternative H; : 8 # 0).
e Hierbei wird die Nullhypothese H, abgelehnt, falls

I I

N CEE > th—2,1-(1—v)/2 - (40)

Beispiel (vgl. L.J. Kazmier (1999) Wirtschaftsstatistik. McGraw-Hill, S. 256ff.)

e FEine Speditionsfirma will anhand von 10 zufillig ausgewdhlten Lkw-Lieferungen untersuchen, ob ein
bzw. welcher Zusammenhang zwischen der Liange des Transportweges (in km) und der Lieferzeit (in
Tagen) von der Abholbereitstellung bis zum Eintreffen der Lieferung beim Empfanger besteht.

e Es wurden die folgenden Daten erhoben:

Nummer der Lieferung 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Weglinge (in km) 825 | 215 | 1070 | 550 | 480 | 920 | 1350 | 325 | 670 | 1215
Lieferzeit (in Tagen) 35 | 10| 40 | 20| 10| 30| 45 | 15| 3.0 | 5.0

e Dabei werden die Weglingen als Ausgangsvariablen (X) und die Lieferzeiten als Zielvariablen (Y)
aufgefasst.
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e Aus diesen Daten ergeben sich geméf (16) die folgenden Schétzwerte fiir den Regressionskoeflizienten
[ bzw. Regressionskonstante a:

2

~ S >
B =% =0.0036, a =79y — fT10 =0.11.

S(EZE

e Die geschatzte Regressionsgerade hat somit die Gestalt: ¥ = 0.11 + 0.0036z.

e Hieraus ergeben sich die geschatzten Lieferzeiten 7; bzw. die Residuen &; fiir die beobachteten Weg-
langen x;:

Nummer der Lieferung 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
beobachtete Lieferzeit | 3.5 1.0 | 4.0 2.0 1.0 3.0 4.5 1.5 | 3.0 | 5.0
geschétzte Lieferzeit 3.08 1088|396 | 2.09 | 1.84 | 3.42 | 497 | 1.28 | 2.52 | 4.48
Residuum 0.42 | 0.12 | 0.04 | -0.09 | -0.84 | -0.42 | -0.47 | 0.22 | 0.48 | 0.52

e Als Schiitzwert der Varianz o2 der Stérgréfen ey, ..., €19 ergibt sich somit gemif (26)
1 Qo
2 _ Z 2 . 2
S —g 7;:151- ~ 0.48“.

e Um zu priifen, ob iiberhaupt ein (signifikanter) Zusammenhang zwischen der Léinge des Transportweges
und der Lieferzeit besteht, soll nun die Hypothese Hy : 8 = 0 (gegen die Alternative Hy : § # 0) zum
Niveau 1 — v = 0.05 getestet werden.

e Aus den beobachteten Daten ergibt sich, dass

10 10
Tio =762, Y x7 =T7104300, > a?— 107, = 1139.24
=1 =1
und somit R
| 6] 0.0036  0.0036

=9.00.

10 > 0.48/1139.24 _ 0.0004
S/\/Zi:l z} — 107, /

e Andererseits gﬂt t870_975 = 2.306.

e Geméf (40) wird also die Hypothese Hy : 3 = 0 abgelehnt, d.h., es besteht ein signifikanter Zusam-
menhang zwischen der Lange des Transportweges und der Lieferzeit.

5.2.2 Konfidenzintervalle; Prognose von Zielwerten

e Aus (38) und (39) ergeben sich ohne weiteres die folgenden Konfindenzintervalle zum Niveau v € (0, 1) fiir
die Modellparameter o und (.

e Und zwar gilt jeweils mit Wahrscheinlichkeit

n n

A —tp_21-(1-7)/25 (Z x?)/(n(n —1)s2,) <a<a+ty_21-(1-y)25 (Z mf)/(n(n —1)s2,) (41)

i=1 i=1

und
6 - tnfg’lf(lf,y)/QS/ (n - 1)8%1 < ﬁ < B + tn,2’1,(1,7)/25’/ (n — 1)3%$ . (42)
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Beachte

e Auf dhnliche Weise kann man auch ein Konfidenzintervall zum Niveau v € (0,1) fiir den erwarteten
Zielwert v 4+ fBxg herleiten, der einem vorgegebenen Wert xy € R der Ausgangsvariable X entspricht.

e Von besonderem Interesse ist dabei natiirlich der Fall, dass z¢ & {z1,...,2,}, d.h., wenn an der Stelle
zo keine Daten erhoben werden.

Theorem 5.6 Sei zg € R eine beliebige reelle Zahl.

1. Durch den Ansatz a + Exo ist ein erwartungstreuer Schdtzer fiir o + Bxg gegeben mit

a+BI0NN(OZ+ﬂIQ,02<:L+M)). (43)

2. Mit Wahrscheinlichkeit v gilt

R ~ 1 (Z'O - f71)2 ~ ) 1 (IO — fn')Z
a+ Pxg — tn_271_(1_7)/25\/n + m <a+ frg<a+ Bxrg+ tn—2,1—(1—’y)/2S E + m
(44)

Beweis

e Weil @ und B erwartungstreue Schétzer fiir o bzw. 3 sind, ergibt sich aus der Linearitit des Erwar-
tungswertes, dass E (& + Bzo) = Ea + zoE 3 = o + Bzo.

e Auferdem ergibt sich aus (29)—(30) und aus den allgemeinen Rechenregeln der Varianz, dass

Var (o + ﬁxo) = Vara+ x%VarB+ 2z Cov (@ @
- Z 2 O' n) . 2021'0Tn
T n(n—1)s2, P (n—1)s2 (n—1)s2

1 n
= n—132 (ﬁ fo—x +72 —2xoa:n—|—a:0>
i=1

(
e (e o)

1

—_

nfl s2,

oy
- U2<l+ Eno—l) )>

e Weil a+ on eine Linearkombination der unabhéingigen und normalverteilten Zielvariablen Y1,...,Y,
ist, folgt aus Korollar WR-3.2, dass @ + Bz ebenfalls normalverteilt ist.

e Damit ist die Giiltigkeit von Teilaussage 1 bewiesen.

e In Theorem 5.5 hatten wir gezeigt, dass die Zufallsvariablen (@, B) und S? unabhingig sind.

e Folglich sind auch die Zufallsvariablen & + ,@xo und S? unabhiingig, vgl. Theorem WR-3.18.

e Aus Teilaussage 1, aus (31) und aus der Definition der t-Verteilung ergibt sich nun, dass

a + Bro — (a + Bao) ¢
~ lp—-2.
1 SCo—CCn)Q
n (n—1 32

e Hieraus ergibt sich die Giiltigkeit von (44 (|
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Beachte

e Bei gegebenen (Ausgangs- und Ziel-) Daten (z1,41), ..., (Zn, yn) ist die Lange des in (44) hergeleiteten
Konfidenzintervalls fiir o + Sz eine monoton nichtfallende Funktion des Abstandes |z¢ — T, |, die ihr
Minimum im Punkt g = Z,, annimmt.

e Die in (44) hergeleitete Intervallschitzung fiir a + Sxg ist also dann am genauesten, wenn der Wert zg
im ,,Zentrum” der (Ausgangs-) Werte 1, ..., z, liegt.

o Mit anderen Worten: In (44) wurde ein zufilliges Intervall hergeleitet, in dem

— der (unbekannte) Erwartungswert EYy = o + Sz der Zufallsvariable Yy = a + Sxg + £ mit der
(vorgegebenen) Wahrscheinlichkeit v liegt, wobei

— die Stérgrofe e9 normalverteilt und unabhiingig von den Stérgréfen ey, ..., &, ist; g ~ N(0,02).

Wir bestimmen nun ein zufilliges Intervall, in dem nicht der Erwartungswert E Yj, sondern die Zielgrofe Yy selbst
mit der Wahrscheinlichkeit ~ liegt.

Definition

e Seien L,U : Q — R zwei Zufallsvariablen, so dass P(L < U)=1und P(L <Yy < U) > 7.

e Dann sagt man, dass das zufillige Intervall (L,U) ein Prognoseintervall fir die Zielvariable Yy zum
Niveau 7 ist.

Theorem 5.7 Mit Wahrscheinlichkeit v gilt

(o — En)2
(n—1)s2

(xO _fTL)Q
(n—1)s3

. (45)

x

~ 5 1 5 1
a+5$0—tn2’1(17)/25\/1 + g + < YO < a+ﬁxo+tn271(17)/25\/l + E +

Beweis
e Offenbar gilt
E (Yo — (@+ Bxo)) = EYy—E(a+ Bxo)
= a+ frg— (a+ fzo) =0.

Aus _der Unabhéngigkeit der Storgrofen eo,é1,...,e, folgt, dass auch die Zufallsvariablen Y, und
(62, 3, 52) unabhéngig sind.

e Somit gllt
Var (YO — (62 + on)) = VarYy + Var (62 + on)
1 (IO xn)Q)
_ 2 2
= oto (n+(n—1)sim '

Weil auRerdem Yy ~ N(a + Bzg,0?), ergibt sich hieraus und aus (43), dass

Yo — (@ + Bao) ~ N(0702<1+ % + M))

Aus (31) und aus der Definition der t-Verteilung ergibt sich nun, dass
YO — (a + Bmo)
1 — Tn)?
S\/l + — + M
n

~ th—2.

(n—1)sZ,

Damit ist die Behauptung bewiesen. O
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5.2.3 Simultane Konfidenzbereiche; Konfidenzbinder

e Auf dhnliche Weise wie in Theorem 5.6 kann man sogenannte simultane Konfidenzbereiche zum Niveau

v € (0,1) gleichzeitig fiir meherere erwartete Zielwerte o + Bxo;, ¢ = 1,...,m herleiten, die vorgegebenen
(Ausgangs-) Werten oy, . . ., Zom € R entsprechen.

e Dabei ist erneut der Fall xq1,...,x0m € {z1,...,2,} von besonderem Interesse, d.h., wenn an den Stellen
Zo1, - - -, Tom keine Daten erhoben werden.

Hierfiir ist die folgende Bonferroni-Ungleichung niitzlich.

Lemma 5.4 Fir jede natirliche Zahl m = 1,2, ... und fiir beliebige Ereignisse A1,...,Am € F gilt
P(ﬂ Ai) >3 P(4) — (m - 1). (46)
i=1 i=1
Beweis Aus der Subadditivitdt von Wahrscheinlichkeitsmafien (vgl. Theorem WR-2.2) ergibt sich, dass
P(QAi) 1-1}»(!114;‘)
1= P(47)
i=1

v

= DOP(A) 1Y (B(A) +B(A))

i=1

= ) PA)+1-m.
=1 =

Theorem 5.8 Die Wahrscheinlichkeit, dass

~ 5 1 XToi — Tn)? o~ 1 Toi — )2
a+ Bro; _tn2,1(1'y)/(2m)s\/ + (@0 —Tn)? < a+ fBry < a+5m0i+tn2,l(17)/(2m)s\/n + (@0 —Tn)?

no (n—1)si, (n—1)s2,
(47)
gleichzeitig fir jedes i = 1,...,m gilt, ist mindestens gleich ~.
Beweis
e Gemif Teilaussage 2 von Theorem 5.6 ist die Wahrscheinlichkeit fiir jedes der m Ereignisse Ay, ..., 4,
in (47) gegeben durch
1—
vty
m

e Aus Lemma 5.4 ergibt sich nun fiir die Wahrscheinlichkeit des Durchschnittes 41 N...N A, dass

P(ﬂ 4) = iP(Ao —(m—1)
n(1-152) -

- 0
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Beachte

e Das kartesische Produkt der m Intervalle in (47) heifst simultaner Konfidenzbereich fir den Vektor
(a+ Bxot, ..., a+ Brom).
e Wir konnen noch einen Schritt weiter gehen als in Theorem 5.8 und fragen, ob es eine Zahl a, > 0
gibt, so dass die Wahrscheinlichkeit mindestens gleich ~ ist, dass
(x —Tp)?

~ ., 7 1 ~. 7
a+ﬂz—a75 ﬁ+m<a+ﬁx<a+ﬂz+aw§

1 (x —Tp)?

-+ —— 48
n e, W
gleichzeitig fiir jedes x € R gilt.

e Die Menge B, C R? mit

54+ B 1 (z —7n)? - 1 T —Tp)?

— 2, n n
BW—{(I,y)ER o+ pfr—a,S E+m<y<a+ﬁx+a75 E-i-m (49
heiftt dann Konfidenzband zum Niveau +y fiir die Regressionsgerade y = o + (.

Bei der Losung dieser Fragestellung ist die Klasse der F-Verteilungen in Verbindung mit dem folgenden Hilfssatz
niitzlich.

Lemma 5.5 Seien a,b,c,d € R beliebige reelle Zahlen mit a # 0, ¢ > 0 und d > 0. Dann gilt

a+br)? a? b?
wrief ot ¢ -
zeR  c+dx c d
Beweis
e Die Behauptung gilt genau dann, wenn fiir alle x € R
2d 2 b2
(a+bx)? <a®+ GOV p2e? g %
c
und wenn es ein z € R gibt, so dass beide Seiten dieser Ungleichung {ibereinstimmen.
e Die Ungleichung gilt genau dann, wenn
Zd 2 b2
2abx < aor % bzw. 2abcdr < (adz)? 4 (cb)?.
e Die letzte Ungleichung ergibt sich unmittelbar aus der binomischen Formel, und fiir = ¢b/(ad) gilt
die Gleichheit. 0

Theorem 5.9 Seia, = ./2F3,_2.. Dann ist durch die in (49) definierte Menge B, C R? ein Konfidenzband
zum Niveau v fiir die Regressionsgerade y = « + Bx gegeben.

Beweis

e Die Behauptung ist bewiesen, wenn wir zeigen, dass

R 2
P ((Oé-l-ﬁx)_(atﬁg)) < a’firjedesz € R | =~
(L4 iz T
n (n—l)s?w

bzw.

((@+Ba) — (a+B2)” L)

no (n—1)si,



5 EINFACHE LINEARE REGRESSION 142

e Aus (16) ergibt sich, dass &\Jrﬁx =Y, +B(w —T,). Weil @ und B erwartungstreue Schétzer fiir a bzw.

3 sind, gilt auferdem, dass o + Bz =EY,, + B3(x — ).

e Wir fiihren deshalb die gleiche Skalenverschiebung durch, die wir bereits im Beweis von Theorem 5.5

Beachte

betrachtet haben:
T =1 — Ty, Vi=1,...,n,

d.h. wir nehmen (0.B.d.A.) an, dass %, = 0.

Mit anderen Worten: Anstelle (51) zeigen wir, dass

= = ~ 2
P(maﬂ:é( ((Yn —1IEYn) i (g — ﬂ)x) < a2> =7.
I R

n  (n—1)s2,

Weil S? nicht von z abhiingt, ergibt sich aus Lemma 5.5, dass

n(Vo—EY,)" + (n—1)s2, (8- B)°

zER 1 x S2
s2 (s + (n—l)sgg)
(?n_E?n)2 (B—/()))2
_ a*/n o?/((n—1)s3,)
B S2 /02 '

Weil Z,, = 0 und weil demzufolge Y, = a gilt, ergibt sich aus Theorem 5.5, dass die Zufallsvaria-
blen Y,, und  normalverteilt und unkorreliert (und somit geméfs Teilaussage 2 von Lemma 5.3 auch
unabhéngig) sind.

Der Zahler des letzten Quotienten ist also die Summe der Quadrate von zwei unabhéngigen N(0, 1)-
verteilten Zufallsvariablen, d.h., der Zihler ist y3-verteilt.
Auferdem ergibt sich aus Theorem 5.5, dass Zahler und Nenner unabhéngig sind und dass
(n—2)8%/0% ~ X7 _,.
Hieraus und aus der Definition der F-Verteilung folgt, dass (51) gilt, falls
2
a
?’y = F27n72;y . 0

Es gilt t,_21-(1-v)/(2m) > \/2F2,n—2 fiir jedes hinreichend grofe m.

Hieraus folgt, dass der simultane Konfidenzbereich, der in Theorem 5.8 mit Hilfe der Bonferroni-
Ungleichung (46) hergeleitet worden ist, fiir grofse m grifler ist als der simultane Konfidenzbereich, der
sich aus dem in Theorem 5.9 konstruierten Konfidenzband ergibt.

Auf den ersten Blick scheint dies ein Widerspruch zu sein, weil in Theorem 5.9 die Uberdeckungseigen-
schaft fiir alle x € R gefordert wird, wihrend diese Eigenschaft in Theorem 5.8 nur fiir endlich viele
Ausgangswerte g1, - .., Tom betrachtet wird.

Der Grund, dass Theorem 5.9 fiir grofe m zu kleineren (d.h. besseren) simultanen Konfidenzbereichen
fithrt, besteht darin, dass die Bonferroni-Ungleichung (46) fiir groffe m nur eine sehr ungenaue untere

Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit P(ﬂ:;l Ai) liefert.
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6 Tabellen fiir Verteilungsfunktionen und Quantile

Tabelle 1 Verteilungsfunktion ®(x) der Standardnormalverteilung
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x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 | 0,500000 0,503989 0,507978 0,511967 0,515953 0,519939  0,523922 0,527903 0,531881  0,535856
0,1 | 0,539828 0,543795 0,547758 0,551717 0,555670 0,559618 0,563559 0,567495 0,571424  0,575345
0,2 | 0,579260 0,583166 0,587064 0,590954 0,594835 0,598706 0,602568 0,606420 0,610261  0,614092
0,3 | 0,617911 0,621719 0,625516 0,629300 0,633072 0,636831 0,640576 0,644309 0,648027 0,651732
0,4 | 0,655422 0,659097 0,662757 0,666402 0,670031 0,673645 0,677242 0,680822 0,684386  0,687933
0,5 | 0,691462 0,694974 0,698468 0,701944 0,705402 0,708840 0,712260 0,715661 0,719043  0,722405
0,6 | 0,725747 0,729069 0,732371 0,735653 0,738914 0,742154 0,745373 0,748571 0,751748  0,754903
0,7 | 0,758036 0,761148 0,764238 0,767305 0,770350 0,773373  0,776373 0,779350 0,782305 0,785236
0,8 | 0,788145 0,791030 0,793892 0,796731 0,799546 0,802338 0,805106 0,807850 0,810570  0,813267
0,9 | 0,815940 0,818589 0,821214 0,823814 0,826391 0,828944 0,831472 0,833977 0,836457 0,838913
1,0 | 0,841345 0,843752 0,846136 0,348495 0,350830 0,853141 0,855428 0,857690 0,859929  0,862143
1,1 | 0,864334 0,866500 0,868643 0,870762 0,872857 0,874928 0,876976 0,878999 0,881000  0,882977
1,2 | 0,884930 0,886860 0,888767 0,890651 0,892512  0,894350 0,896165 0,897958  0,899727  0,901475
1,3 | 0,903199 0,904902 0,906582 0,908241  0,909877 0,911492 0,913085 0,914656 0,916207 0,917736
1,4 | 0,919243 0,920730 0,922196 0,923641  0,925066 0,926471  0,927855 0,929219  0,930563  0,931888
1,5 | 0,933193  0,934478  0,935744  0,936992  0,938220  0,939429  0,940620 0,941792  0,942947  0,944083
1,6 | 0945201 0,946301 0,947384 0,948449 0,949497 0,950529 0,951543 0,952540 0,953521  0,954486
1,7 | 0,955435 0,956367 0,957284 0,958185 0,959071 0,959941 0,960796 0,961636 0,962462  0,963273
1,8 | 0,964070 0,964852 0,965621 0,966375 0,967116 0,967843 0,968557 0,969258 0,969946  0,970621
1,9 | 0971284 0,971933 0,972571 0,973197 0,973810 0,974412  0,975002 0,975581  0,976148  0,976705
2,0 | 0,977250 0,977784 0,978308 0,978822 0,979325 0,979818 0,980301 0,980774 0,981237  0,981691
2,1 | 0,982136 0,982571 0,982997 0,983414 0,983823 0,984222 0,984614 0,984997 0,985371  0,985738
2,2 | 0,986097 0,986447 0,986791 0,987126  0,987455 0,987776 0,988089  0,988396 0,988696  0,988989
2,3 | 0,989276 0,989556 0,989830 0,990097 0,990358 0,990613 0,990863 0,991106 0,991344  0,991576
24 | 0,991802 0,992024 0,992240 0,992451 0,992656 0,992857 0,993053 0,993244  0,993431  0,993613
2,5 | 0,993790 0,993963  0,994132  0,994297  0,994457 0,994614 0,994766 0,994915 0,995060  0,995201
2,6 | 0,995339 0,995473  0,995603 0,995731 0,995855 0,995975 0,996093  0,996207 0,996319  0,996427
2,7 | 0,996533 0,996636  0,996736  0,996833  0,996928 0,997020 0,997110 0,997197  0,997282  0,997365
2,8 | 0,997445 0,997523 0,997599 0,997673 0,997744 0,997814 0,997882  0,997948 0,998012  0,998074
2,9 | 0,998134 0,998193 0,998250 0,998305 0,998359 0,998411 0,998462 0,998511 0,998559  0,998605
3,0 | 0,998650 0,998694 0,998736 0,998777 0,998817 0,998856 0,998893 0,998930 0,998965  0,998999
3,5 | 0,999767 0,999776 0,999784  0,999792 0,999800 0,999807 0,999815 0,999821  0,999828  0,999835
4,0 | 0,999968 0,999970  0,999971  0,999972  0,999973  0,999974  0,999975  0,999976  0,999977  0,999978
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Tabelle 2 ~-Quantil x7 , der x*-Verteilung mit r Freiheitsgraden

r\o .005 .01 .025 .05 .10 .90 .95 975 .99 .995
1 .00004 | .00016 | .00098 | .0039 .0158 2.71 3.84 5.02 6.63 7.88
2 .0100 .0201 .0506 .1026 .2107 4.61 5.99 7.38 9.21 10.60
3 .0717 115 .216 .352 .584 6.25 7.81 9.35 11.34 12.84
4 .207 297 .484 711 1.064 7.78 9.49 11.14 13.28 14.86
5 412 .554 .831 1.15 1.61 9.24 11.07 12.83 15.09 16.75
6 676 .872 1.24 1.64 2.20 10.64 12.59 14.45 16.81 18.55
7 .989 1.24 1.69 2.17 2.83 12.02 14.07 16.01 18.48 20.28
8 1.34 1.65 2.18 2.73 3.49 13.36 15.51 17.53 20.09 21.96
9 1.73 2.09 2.70 3.33 4.17 14.68 16.92 19.02 21.67 23.59
10 2.16 2.56 3.25 3.94 4.87 15.99 18.31 20.48 23.21 25.19
11 2.60 3.05 3.82 4.57 5.58 17.28 19.68 21.92 24.73 26.76
12 3.07 3.57 4.40 5.23 6.30 18.55 21.03 23.34 26.22 28.30
13 3.57 4.11 5.01 5.89 7.04 19.81 22.36 24.74 27.69 29.82
14 4.07 4.66 5.63 6.57 7.79 21.06 23.68 26.12 29.14 31.32
15 4.6 5.23 6.26 7.26 8.55 22.31 25 27.49 30.58 32.80
16 5.14 5.81 6.91 7.96 9.31 23.54 26.30 28.85 32.00 34.27
18 6.26 7.01 8.23 9.39 10.86 25.99 28.87 31.53 34.81 37.16
20 7.43 8.26 9.59 10.85 12.44 28.41 31.41 34.17 37.57 40.00
24 9.89 10.86 12.40 13.85 15.66 33.20 36.42 39.36 42.98 45.56
30 13.79 14.95 16.79 18.49 20.60 40.26 43.77 46.98 50.89 53.67
40 20.71 22.16 24.43 26.51 29.05 51.81 55.76 59.34 63.69 66.77
60 35.53 37.48 40.48 43.19 46.46 74.40 79.08 83.30 88.38 91.95
120 83.85 86.92 91.58 95.70 | 100.62 | 140.23 | 146.57 | 152.21 | 158.95 | 163.64
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Tabelle 3 ~v-Quantil ¢, , der t-Verteilung mit r Freiheitsgraden

r\a| 065 | 07 | 075 | 08 | 08 | 09 | 095 | 0975 | 0,99 | 0,995
1 0,510 | 0,727 | 1,000 | 1,376 | 1,963 | 3,078 | 6,314 | 12,706 | 31,821 | 63,656
2 0,445 | 0,617 | 0,816 | 1,061 | 1,386 | 1,886 | 2,920 | 4,303 | 6,965 | 9,925
3 | 0,424 | 0,584 | 0,765 | 0,978 | 1,250 | 1,638 | 2,353 | 3,182 | 4,541 | 5,841
4 | 0414 | 0,569 | 0,741 | 0,941 | 1,190 | 1,533 | 2,132 | 2,776 | 3,747 | 4,604
5 0,408 | 0,559 | 0,727 | 0,920 | 1,156 | 1,476 | 2,015 | 2,571 | 3,365 | 4,032
6 | 0,404 | 0,553 | 0,718 | 0,906 | 1,134 | 1,440 | 1,943 | 2,447 | 3,143 | 3,707
7 | 0,402 | 0,549 | 0,711 | 0,896 | 1,119 | 1,415 | 1,895 | 2,365 | 2,998 | 3,499
8 | 0,399 | 0,546 | 0,706 | 0,889 | 1,108 | 1,397 | 1,860 | 2,306 | 2,896 | 3,355
9 | 0,398 | 0,543 | 0,703 | 0,883 | 1,100 | 1,383 | 1,833 | 2,262 | 2,821 | 3,250
10 | 0,397 | 0,542 | 0,700 | 0,879 | 1,093 | 1,372 | 1,812 | 2,228 | 2,764 | 3,169
11 | 0,396 | 0,540 | 0,697 | 0,876 | 1,088 | 1,363 | 1,796 | 2,201 | 2,718 | 3,106
12 | 0,395 | 0,539 | 0,695 | 0,873 | 1,083 | 1,356 | 1,782 | 2,179 | 2,681 | 3,055
13 | 0,394 | 0,538 | 0,694 | 0,870 | 1,079 | 1,350 | 1,771 | 2,160 | 2,650 | 3,012
14 | 0,393 | 0537 | 0,692 | 0,868 | 1,076 | 1,345 | 1,761 | 2,145 | 2,624 | 2,977
15 | 0,393 | 0,536 | 0,691 | 0,866 | 1,074 | 1,341 | 1,753 | 2,131 | 2,602 | 2,947
16 | 0,392 | 0,535 | 0,690 | 0,865 | 1,071 | 1,337 | 1,746 | 2,120 | 2,583 | 2,921
17 | 0,392 | 0,534 | 0,689 | 0,863 | 1,069 | 1,333 | 1,740 | 2,110 | 2,567 | 2,898
18 | 0,392 | 0,534 | 0,688 | 0,862 | 1,067 | 1,330 | 1,734 | 2,101 | 2,552 | 2,878
19 | 0,391 | 0,533 | 0,688 | 0,861 | 1,066 | 1,328 | 1,729 | 2,093 | 2,539 | 2,861

20 | 0,391 | 0,533 | 0,687 | 0,860 | 1,064 | 1,325 | 1,725 | 2,086 | 2,528 | 2,845
21 | 0,391 | 0,532 | 0,686 | 0,859 | 1,063 | 1,323 | 1,721 | 2,080 | 2,518 | 2,831
22 | 0,390 | 0,532 | 0,686 | 0,858 | 1,061 | 1,321 | 1,717 | 2,074 | 2,508 | 2,819
23 | 0,390 | 0,532 | 0,685 | 0,858 | 1,060 | 1,319 | 1,714 | 2,069 | 2,500 | 2,807
24 | 0,390 | 0,531 | 0,685 | 0,857 | 1,059 | 1,318 | 1,711 | 2,064 | 2,492 | 2,797
25 | 0,390 | 0,531 | 0,684 | 0,856 | 1,058 | 1,316 | 1,708 | 2,060 | 2,485 | 2,787
30 | 0,389 | 0,530 | 0,683 | 0,854 | 1,055 | 1,310 | 1,697 | 2,042 | 2,457 | 2,750
40 | 0,388 | 0,529 | 0,681 | 0,851 | 1,050 | 1,303 | 1,684 | 2,021 | 2,423 | 2,704
50 | 0,388 | 0,528 | 0,679 | 0,849 | 1,047 | 1,299 | 1,676 | 2,009 | 2,403 | 2,678
60 | 0,387 | 0,527 | 0,679 | 0,848 | 1,045 | 1,296 | 1,671 | 2,000 | 2,390 | 2,660
70 | 0,387 | 0,527 | 0,678 | 0,847 | 1,044 | 1,294 | 1,667 | 1,994 | 2,381 | 2,648
80 | 0,387 | 0,526 | 0,678 | 0,846 | 1,043 | 1,292 | 1,664 | 1,990 | 2,374 | 2,639
90 | 0,387 | 0,526 | 0,677 | 0,846 | 1,042 | 1,201 | 1,662 | 1,987 | 2,368 | 2,632
100 | 0,386 | 0,526 | 0,677 | 0,845 | 1,042 | 1,290 | 1,660 | 1,984 | 2,364 | 2,626
150 | 0,386 | 0,526 | 0,676 | 0,844 | 1,040 | 1,287 | 1,655 | 1,976 | 2,351 | 2,609
200 | 0,386 | 0,525 | 0,676 | 0,843 | 1,039 | 1,286 | 1,653 | 1,972 | 2,345 | 2,601
500 | 0,386 | 0,525 | 0,675 | 0,842 | 1,038 | 1,283 | 1,648 | 1,965 | 2,334 | 2,586
1000 | 0,385 | 0,525 | 0,675 | 0,842 | 1,037 | 1,282 | 1,646 | 1,962 | 2,330 | 2,581
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6 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE 146
Tabelle 4a 7-Quantil F, s , der F-Verteilung mit (r, s) Freiheitsgraden
s\r 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 o
1 161 200 216 225 230 234 237 239 241 242 243 244 0,95
4052 | 4999 | 5403 | 5625 | 5764 | 5859 | 5928 | 5981 | 6022 | 6056 | 6082 | 6106 || 0,99
2 18,51 | 19,00 | 19,16 | 19,25 | 19,30 | 19,33 | 19,36 | 19,37 | 19,38 | 19,39 | 19,40 | 19,41 || 0,95
98,49 | 99,00 | 99,17 | 99,25 | 99,30 | 99,33 | 99,34 | 99,36 | 99,38 | 99,40 | 99,41 | 99,42 || 0,99
3 10,13 | 9,55 | 9,28 | 9,12 | 9,01 | 894 | 8388 | 884 | 881 | 878 | 8,76 | 874 || 0,95
30,82 | 29,46 | 28,71 | 28,24 | 27,91 | 27,67 | 27,49 | 27,34 | 27,23 | 27,13 | 27,05 | 26,92 || 0,99
4 7,71 | 694 | 6,59 | 6,39 | 6,26 | 6,16 | 6,09 | 6,04 | 6,00 | 596 | 593 | 591 || 0,95
21,20 | 18,00 | 16,69 | 15,98 | 15,52 | 15,21 | 14,98 | 14,80 | 14,66 | 14,54 | 14,45 | 14,37 || 0,99
5 6,61 | 5,79 | 541 | 5,19 | 5,05 | 4,95 | 4,88 | 4,82 | 4,78 | 4,74 | 4,70 | 4,68 || 0,95
16,26 | 13,27 | 12,06 | 11,39 | 10,97 | 10,67 | 10,45 | 10,27 | 10,15 | 10,05 | 9,96 | 9,89 || 0,99
6 5,99 | 5,14 | 4,76 | 4,53 | 4,39 | 4,28 | 4,21 | 4,15 | 4,10 | 4,06 | 4,03 | 4,00 || 0,95
13,74 | 10,92 | 9,78 | 9,15 | 8,75 | 847 | 8,26 | 810 | 7,98 | 7,87 | 7,79 | 7,72 || 0,99
7 5,59 | 474 | 435 | 412 | 3,97 | 3,87 | 3,79 | 3,73 | 3,68 | 3,63 | 3,60 | 3,57 || 0,95
1225 | 955 | 845 | 7,85 | 746 | 7,19 | 7,00 | 6,84 | 6,71 | 6,62 | 6,54 | 6,47 || 0,99
8 5,32 | 4,46 | 4,07 | 3,84 | 3,69 | 3,58 | 3,50 | 3,44 | 3,39 | 3,34 | 3,31 | 3,28 || 0,95
11,26 | 865 | 7,59 | 7,01 | 6,63 | 6,37 | 6,19 | 6,03 | 591 | 582 | 574 | 567 || 0,99
9 5,12 | 4,26 | 3,86 | 3,63 | 348 | 3,37 | 3,29 | 3,23 | 3,18 | 3,13 | 3,10 | 3,07 || 0,95
10,56 | 8,02 | 6,99 | 642 | 6,06 | 580 | 5,62 | 547 | 535 | 526 | 518 | 5,11 || 0,99
10 4,96 | 4,10 | 3,71 | 348 | 3,33 | 3,22 | 3,14 | 3,07 | 3,02 | 2,97 | 2,94 | 291 || 0,95
10,04 | 7,56 | 6,55 | 599 | 5,64 | 539 | 521 | 506 | 4,95 | 4,85 | 4,78 | 4,71 || 0,99
11 4,84 | 3,98 | 3,59 | 3,36 | 3,20 | 3,09 | 3,01 | 2,95 | 2,90 | 2,86 | 2,82 | 2,79 || 0,95
9,65 | 7,20 | 6,22 | 5,67 | 5,32 | 507 | 4,88 | 4,74 | 4,63 | 4,54 | 4,46 | 4,40 || 0,99
12 4,75 | 3,88 | 3,49 | 3,26 | 3,11 | 3,00 | 2,92 | 2,85 | 2,80 | 2,76 | 2,72 | 2,69 || 0,95
9,33 | 693 | 595 | 541 | 5,06 | 4,82 | 4,656 | 4,50 | 4,39 | 4,30 | 4,22 | 4,16 || 0,99




6 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE 147
Tabelle 4b y-Quantil F) s o der F-Verteilung mit (r, s) Freiheitsgraden
s\r 14 16 20 24 30 40 50 75 100 200 500 00 o
1 245 246 248 249 250 251 252 253 253 254 254 254 0,95
6142 | 6169 | 6208 | 6234 | 6258 | 6286 | 6302 | 6323 | 6334 | 6352 | 6361 | 6366 || 0,99
2 19,42 | 19,43 | 19,44 | 19,45 | 19,46 | 19,47 | 19,47 | 19,48 | 19,49 | 19,49 | 19,50 | 19,50 || 0,95
99,43 | 99,44 | 99,45 | 99,46 | 99,47 | 99,48 | 99,48 | 99,49 | 99,49 | 99,49 | 99,50 | 99,50 || 0,99
3 8,71 | 869 | 8,66 | 864 | 862 | 860 | 858 | 857 | 8,56 | 854 | 854 | 853 || 0,95
26,83 | 26,69 | 26,60 | 26,50 | 26,41 | 26,35 | 26,27 | 26,23 | 26,18 | 26,14 | 26,12 | 34,12 || 0,99
4 5,87 | 5,84 | 580 | 5,77 | 5,74 | 5,71 | 5,70 | 5,68 | 5,66 | 565 | 5,64 | 563 || 0,95
14,24 | 14,15 | 14,02 | 13,93 | 13,83 | 13,74 | 13,69 | 13,61 | 13,57 | 13,52 | 13,48 | 13,46 || 0,99
5 4,64 | 4,60 | 4,56 | 4,53 | 4,50 | 446 | 4,44 | 4,42 | 4,40 | 4,38 | 4,37 | 4,36 || 0,95
9,77 | 9,68 | 9,55 | 947 | 9,38 | 9,29 | 9,24 | 9,17 | 9,13 | 9,07 | 9,04 | 9,02 || 0,99
6 3,96 | 3,92 | 387 | 3,84 | 381 | 3,77 | 3,75 | 3,72 | 3,71 | 3,69 | 3,68 | 3,67 || 0,95
760 | 752 | 739 | 731 | 723 | 7,14 | 7,09 | 7,02 | 6,99 | 6,94 | 6,90 | 6,88 | 0,99
7 3,52 | 3,49 | 344 | 341 | 3,38 | 3,34 | 3,32 | 3,29 | 3,28 | 3,25 | 3,24 | 3,23 || 0,95
6,35 | 6,27 | 6,15 | 6,07 | 598 | 590 | 5,85 | 5,78 | 5,75 | 5,70 | 5,67 | 5,65 || 0,99
8 3,23 | 3,20 | 3,15 | 3,12 | 3,08 | 3,056 | 3,03 | 3,00 | 2,98 | 2,96 | 2,94 | 2,93 || 0,95
5,56 | 5,48 | 5,36 | 5,28 | 5,20 | 5,11 | 5,06 | 5,00 | 4,96 | 4,91 | 4,88 | 4,86 || 0,99
9 3,02 | 298 | 293 | 290 | 2,86 | 2,82 | 2,80 | 2,77 | 2,76 | 2,73 | 2,72 | 2,71 || 0,95
5,00 | 4,92 | 4,80 | 4,73 | 4,64 | 4,56 | 4,51 | 4,45 | 4,41 | 4,36 | 4,33 | 4,31 || 0,99
10 2,86 | 2,82 | 2,77 | 2,74 | 2,70 | 2,67 | 2,64 | 2,61 | 2,59 | 2,56 | 2,55 | 2,54 || 0,95
4,60 | 4,52 | 4,41 | 433 | 425 | 417 | 4,12 | 405 | 4,01 | 3,96 | 3,93 | 3,91 | 0,99
11 2,74 | 2,70 | 2,65 | 2,61 | 2,57 | 2,53 | 2,60 | 2,47 | 2,45 | 2,42 | 241 | 2,40 || 0,95
4,29 | 421 | 410 | 4,02 | 3,94 | 3,86 | 3,80 | 3,74 | 3,70 | 3,66 | 3,62 | 3,60 || 0,99
12 2,64 | 2,60 | 2,54 | 2,50 | 2,46 | 2,42 | 240 | 2,36 | 2,35 | 2,32 | 2,31 | 2,30 || 0,95
4,06 | 3,98 | 3,86 | 3,78 | 3,70 | 3,61 | 3,56 | 3,49 | 3,46 | 3,41 | 3,38 | 3,36 || 0,99




6 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE

Tabelle 4c  ~-Quantil F, 5 , der F-Verteilung mit (r, s) Freiheitsgraden

s\r| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 | 12 || «
13 || 4,67 | 3,80 | 3,41 | 3,18 | 3,02 | 2,92 | 2,84 | 2,77 | 2,72 | 2,67 | 2,63 | 2,60 || 0,95
9,07 | 6,70 | 5,74 | 5,20 | 4,86 | 4,62 | 4,44 | 4,30 | 4,19 | 4,10 | 4,02 | 3,96 || 0,99
14 | 4,60 | 3,74 | 3,34 | 3,11 | 2,96 | 2,85 | 2,77 | 2,70 | 2,65 | 2,60 | 2,56 | 2,53 || 0,95
8,86 | 6,51 | 5,56 | 5,03 | 4,69 | 4,46 | 4,28 | 4,14 | 4,03 | 3,94 | 3,86 | 3,80 || 0,99
15 | 4,54 | 3,68 | 3,29 | 3,06 | 2,90 | 2,79 | 2,70 | 2,64 | 2,59 | 2,55 | 2,51 | 2,48 || 0,95
8,68 | 6,36 | 5,42 | 4,80 | 4,56 | 4,32 | 4,14 | 4,00 | 3,89 | 3,80 | 3,73 | 3,67 || 0,99
16 | 4,49 | 3,63 | 3,24 | 3,01 | 2,85 | 2,74 | 2,66 | 2,59 | 2,54 | 2,49 | 2.45 | 2,42 || 0,95
8,53 | 6,23 | 5,29 | 4,77 | 4,44 | 4,20 | 4,03 | 3,89 | 3,78 | 3,69 | 3,61 | 3,55 || 0,99
17 || 4,45 | 359 | 3,20 | 2,96 | 2,81 | 2,70 | 2,62 | 2,55 | 2,50 | 2,45 | 2,41 | 2,38 || 0,95
8,40 | 6,11 | 5,18 | 4,67 | 4,34 | 4,10 | 3,93 | 3,79 | 3,68 | 3,59 | 3,52 | 3,45 || 0,99
18 || 441 | 355 | 3,16 | 2,93 | 2,77 | 2,66 | 2,58 | 2,51 | 2,46 | 2,41 | 2,37 | 2,34 || 0,95
8,28 | 6,01 | 5,09 | 4,58 | 4,25 | 4,01 | 3,85 | 3,71 | 3,60 | 3,51 | 3,44 | 3,37 || 0,99
19 | 4,38 | 351 | 3,13 | 2,90 | 2,74 | 2,63 | 2,55 | 2,48 | 2,43 | 2,38 | 2,34 | 2,31 || 0,95
8,18 | 5,93 | 5,01 | 4,50 | 4,17 | 3,94 | 3,77 | 3,63 | 3,52 | 3.43 | 3,36 | 3,30 || 0,99
20 || 4,35 | 3,49 | 3,10 | 2,87 | 2,71 | 2,60 | 2,52 | 2,45 | 2,40 | 2,35 | 2,31 | 2,28 || 0,95
8,10 | 5,85 | 4,94 | 4,43 | 4,10 | 3,87 | 3,71 | 3,56 | 3,45 | 3,37 | 3,30 | 3,23 || 0,99
21 || 4,32 | 347 | 3,07 | 2,84 | 2,68 | 2,57 | 2,49 | 2,42 | 2,37 | 2,32 | 2,28 | 2,25 || 0,95
8,02 | 5,78 | 4,87 | 4,37 | 4,04 | 3,81 | 3,65 | 3,51 | 3,40 | 3,31 | 3,24 | 3,17 || 0,99
22 || 4,30 | 3,44 | 3,05 | 2,82 | 2,66 | 2,55 | 2,47 | 2,40 | 2,35 | 2,30 | 2,26 | 2,23 || 0,95
794 | 572 | 4,82 | 431 | 3,99 | 3,76 | 3,59 | 3,45 | 3,35 | 3,26 | 3,18 | 3,12 | 0,99
23 || 4,28 | 3,42 | 3,03 | 2,80 | 2,64 | 2,53 | 2,45 | 2,38 | 2,32 | 2,28 | 2,24 | 2,20 || 0,95
788 | 5,66 | 4,76 | 4,26 | 3,94 | 3,71 | 3,54 | 3,41 | 3,30 | 3,21 | 3,14 | 3,07 || 0,99
24 || 4,26 | 3,40 | 3,01 | 2,78 | 2,62 | 2,51 | 2,43 | 2,36 | 2,30 | 2,26 | 2,22 | 2,18 || 0,95
782 | 5,61 | 4,72 | 4,22 | 3,90 | 3,67 | 3,50 | 3,36 | 3,25 | 3,17 | 3,09 | 3,03 || 0,99
25 || 4,24 | 3,38 | 2,99 | 2,76 | 2,60 | 2,49 | 2,41 | 2,34 | 2,28 | 2,24 | 2,20 | 2,16 || 0,95
777 | 5,57 | 4,68 | 4,18 | 3,86 | 3,63 | 3,46 | 3,32 | 3,21 | 3,13 | 3,05 | 2,99 || 0,99
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6 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE

Tabelle 4d y-Quantil F, ; o, der F-Verteilung mit (r, s) Freiheitsgraden

s\r| 14 | 16 | 20 | 24 | 30 | 40 | 50 | 75 | 100 | 200 | 500 | oo o
13 || 2,55 | 2,51 | 2,46 | 242 | 2,38 | 2,34 | 2,32 | 2,28 | 2,26 | 2,24 | 2,22 | 2,21 || 0,95
3,85 | 3,78 | 3,67 | 3,59 | 3,51 | 3,42 | 3,37 | 3,30 | 3,27 | 3,21 | 3,18 | 3,16 || 0,99
14 || 248 [ 244 | 2,39 | 2,35 | 2,31 | 2,27 | 2,24 | 2,21 | 2,19 | 2,16 | 2,14 | 2,13 || 0,95
3,70 | 3,62 | 3,51 | 343 | 3,34 | 3,26 | 3,21 | 3,14 | 3,11 | 3,06 | 3,02 | 3,00 || 0,99
15 || 243|239 | 233|229 225|221 | 218215212210 | 208 | 207 | 095
3,56 | 3,48 | 3,36 | 3,29 | 3,20 | 3,12 | 3,07 | 3,00 | 2,97 | 2,92 | 2,89 | 2,87 || 0,99
16 || 2,37 [ 2,33 2,28 [ 2,24 | 2,20 | 2,16 | 2,13 | 2,09 | 2,07 | 2,04 | 2,02 | 2,01 || 0,95
345 [ 3,37 | 3,25 | 3,18 | 3,10 | 3,01 | 2,96 | 2,89 | 2,86 | 2,80 | 2,77 | 2,75 || 0,99
17 || 2,33 2,29 | 223|219 | 2,15 | 2,11 | 2,08 | 2,04 | 2,02 | 1,99 | 1,97 | 1,96 || 0,95
3,35 | 3,27 | 3,16 | 3,08 | 3,00 | 2,92 | 2,86 | 2,79 | 2,76 | 2,70 | 2,67 | 2,65 || 0,99
18 || 2,29 [ 2,25 | 2,19 | 2,15 | 2,11 | 2,07 | 2,04 | 2,00 | 1,98 | 1,95 | 1,93 | 1,92 || 0,95
3,27 | 3,19 | 3,07 | 3,00 | 2,91 | 2,83 | 2,78 | 2,71 | 2,68 | 2,62 | 2,59 | 2,57 || 0,99
19 || 2,26 | 221|215 211207202200/ 1,96 | 1,94 | 191|190 | 1,88 || 0,95
3,19 | 3,12 | 3,00 | 2,92 | 2,84 | 2,76 | 2,70 | 2,63 | 2,60 | 2,54 | 2,51 | 2,49 || 0,99
20 || 2,23 (218|212 |208 (204|199 1,96 | 192|190 | 187|185 | 1,84 | 0,95
3,13 | 3,05 | 2,94 | 2,86 | 2,77 | 2,69 | 2,63 | 2,56 | 2,53 | 2,47 | 2,44 | 2,42 || 0,99
21 || 2,20 | 2,15 | 2,09 | 2,05 | 2,00 | 1,96 | 1,93 | 1,89 | 1,87 | 1,84 | 1,82 | 1,81 || 0,95
3,07 | 2,99 | 2,88 | 2,80 | 2,72 | 2,63 | 2,58 | 2,51 | 2,47 | 2,42 | 2,38 | 2,36 || 0,99
22 || 2,18 | 2,13 | 2,07 | 2,03 | 1,98 | 1,93 | 1,91 | 1,87 | 1,84 | 1,81 | 1,80 | 1,78 || 0,95
3,02 | 2,94 | 2,83 | 2,75 | 2,67 | 2,58 | 2,53 | 2,46 | 2,42 | 2,37 | 2,33 | 2,31 || 0,99
23 || 2,14 | 2,10 | 2,05 | 2,00 | 1,96 | 1,91 | 1,88 | 1,84 | 1,82 | 1,79 | 1,77 | 1,76 || 0,95
2,97 | 2,89 | 2,78 | 2,70 | 2,62 | 2,53 | 2,48 | 2,41 | 2,37 | 2,32 | 2,28 | 2,26 || 0,99
24 || 2,13 2,09 | 202|198 (1,94 (1,8 | 1,86 | 1,82 | 1,80 | 1,76 | 1,74 | 1,73 || 0,95
2,93 | 2,85 | 2,74 | 2,66 | 2,58 | 2,49 | 2,44 | 2,36 | 2,33 | 2,27 | 2,23 | 2,21 || 0,99
25 || 2,11 | 2,06 | 2,00 | 1,96 | 1,92 | 1,87 | 1,84 | 1,80 | 1,77 | 1,74 | 1,72 | 1,71 || 0,95
2,80 | 2,81 | 2,70 | 2,62 | 2,54 | 2,45 | 2,40 | 2,32 | 2,29 | 2,23 | 2,19 | 2,17 || 0,99
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6 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE

Tabelle 4e v-Quantil F, ; o, der F-Verteilung mit (r, s) Freiheitsgraden

s\r| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 | 12 || «
26 || 4,22 | 3,37 | 2,98 | 2,74 | 2,59 | 2,47 | 2,39 | 2,32 | 2,27 | 2,22 | 2,18 | 2,15 || 0,95
772 | 553 | 4,64 | 4,14 | 3,82 | 3,59 | 3,42 | 3,29 | 3,17 | 3,09 | 3,02 | 2,96 | 0,99
27 || 4,21 | 3,35 | 2,96 | 2,73 | 2,57 | 2,46 | 2,37 | 2,30 | 2,25 | 2,20 | 2,16 | 2,13 || 0,95
768 | 549 | 4,60 | 4,11 | 3,79 | 3,56 | 3,39 | 3,26 | 3,14 | 3,06 | 2,98 | 2,93 || 0,99
28 || 4,20 | 3,34 | 2,95 | 2,71 | 2,56 | 2,44 | 2,36 | 2,29 | 2,24 | 2,19 | 2,15 | 2,12 || 0,95
764 | 545 | 4,57 | 4,07 | 3,76 | 3,53 | 3,36 | 3,23 | 3,11 | 3,03 | 2,95 | 2,90 | 0,99
29 || 4,18 | 3,33 | 2,93 | 2,70 | 2,54 | 2,43 | 2,35 | 2,28 | 2,22 | 2,18 | 2,14 | 2,10 || 0,95
760 | 5,42 | 4,54 | 4,04 | 3,73 | 3,50 | 3,33 | 3,20 | 3,08 | 3,00 | 2,92 | 2,87 || 0,99
30 || 4,17 | 332|292 269 | 253|242 234|227 221|216 | 212|209 || 0,95
756 | 5,39 | 4,51 | 4,02 | 3,70 | 3,47 | 3,30 | 3,17 | 3,06 | 2,98 | 2,90 | 2,84 | 0,99
40 || 4,08 | 3,23 | 2,84 | 2,61 | 2,45 | 2,34 | 2,25 | 2,18 | 2,12 | 2,07 | 2,04 | 2,00 || 0,95
731 | 518 | 4,31 | 3,83 | 3,51 | 3,29 | 3,12 | 2,99 | 2,88 | 2,80 | 2,73 | 2,66 | 0,99
50 || 4,03 | 3,18 | 2,79 | 2,56 | 2,40 | 2,29 | 2,20 | 2,13 | 2,07 | 2,02 | 1,98 | 1,95 || 0,95
717 | 5,06 | 4,20 | 3,72 | 341 | 3,18 | 3,02 | 2,88 | 2,78 | 2,70 | 2,62 | 2,56 || 0,99
60 || 4,00 | 3,15 | 2,76 | 2,52 | 2,37 | 2,25 | 2,17 | 2,10 | 2,04 | 1,99 | 1,95 | 1,92 || 0,95
708 | 4,98 | 4,13 | 3,65 | 3,34 | 3,12 | 2,95 | 2,82 | 2,72 | 2,63 | 2,56 | 2,50 || 0,99
70 || 3,98 | 3,13 | 2,74 | 2,50 | 2,35 | 2,23 | 2,14 | 2,07 | 2,01 | 1,97 | 1,93 | 1,89 || 0,95
701 | 4,92 | 4,08 | 3,60 | 3,29 | 3,07 | 2,91 | 2,77 | 2,67 | 2,59 | 2,51 | 2,45 || 0,99
80 || 3,96 | 3,11 | 272|248 | 233|221 |212|205|1,99 | 195|191 | 1,88 || 0,95
6,96 | 4,88 | 4,04 | 3,56 | 3,25 | 3,04 | 2,87 | 2,74 | 2,64 | 2,55 | 2,48 | 2,41 || 0,99
100 || 3,94 | 3,09 | 2,70 | 2,46 | 2,30 | 2,19 | 2,10 | 2,03 | 1,97 | 1,92 | 1,88 | 1,85 || 0,95
6,90 | 4,82 | 3,98 | 3,51 | 3,20 | 2,99 | 2,82 | 2,69 | 2,59 | 2,51 | 2,43 | 2,36 || 0,99
200 || 3,89 | 3,04 | 2,65 | 2,41 | 2,26 | 2,14 | 2,05 | 1,98 | 1,92 | 1,87 | 1,83 | 1,80 || 0,95
6,76 | 4,71 | 3,88 | 3,41 | 3,11 | 2,90 | 2,73 | 2,60 | 2,50 | 2,41 | 2,34 | 2,28 || 0,99
1000 || 3,85 | 3,00 | 2,61 | 2,38 | 2,22 | 2,10 | 2,02 | 1,95 | 1,89 | 1,84 | 1,80 | 1,76 || 0,95
6,66 | 4,62 | 3,80 | 3,34 | 3,04 | 2,82 | 2,66 | 2,53 | 2,43 | 2,34 | 2,26 | 2,20 || 0,99
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6 TABELLEN FUR VERTEILUNGSFUNKTIONEN UND QUANTILE

Tabelle 4f ~-Quantil F, ; , der F-Verteilung mit (r, s) Freiheitsgraden

s\r| 14 | 16 | 20 | 24 | 30 | 40 | 50 | 75 | 100 | 200 | 500 | oo a
26 || 2,10 | 2,05 | 1,99 | 1,95 | 1,90 | 1,85 | 1,82 | 1,78 | 1,76 | 1,72 | 1,70 | 1,69 || 0,95
2.86 | 2,77 | 2,66 | 2,58 | 2,50 | 2,41 | 2,36 | 2,28 | 2,25 | 2,19 | 2,15 | 2,13 || 0,99
27 || 2,08 [ 2,03 | 1,97 | 1,93 | 1,88 | 1,84 | 1,80 | 1,76 | 1,74 | 1,71 | 1,68 | 1,67 || 0,95
2,83 | 2,74 | 2,63 | 2,55 | 2,47 | 2,38 | 2,33 | 2,25 | 2,21 | 2,16 | 2,12 | 2,10 || 0,99
28 || 2,06 | 2,02 | 1,96 | 1,91 | 1,87 | 1,81 | 1,78 | 1,75 | 1,72 | 1,69 | 1,67 | 1,65 || 0,95
2,80 | 2,71 | 2,60 | 2,52 | 2,44 | 2,35 | 2,30 | 2,22 | 2,18 | 2,13 | 2,09 | 2,06 || 0,99
29 || 2,05 (2,00 | 1,94 | 1,90 | 1,85 | 1,80 | 1,77 | 1,73 | 1,71 | 1,68 | 1,65 | 1,64 || 0,95
2,77 | 2,68 | 2,57 | 2,49 | 241 | 2,32 | 2,27 | 2,19 | 2,15 | 2,10 | 2,06 | 2,03 || 0,99
30 || 204199 1,93 | 1,89 | 1,84 | 1,79 | 1,76 | 1,72 | 1,69 | 1,66 | 1,64 | 1,62 || 0,95
2,74 | 2,66 | 2,55 | 2,47 | 2,38 | 2,29 | 2,24 | 2,16 | 2,13 | 2,07 | 2,03 | 2,01 | 0,99
40 || 1,95 1,90 | 1,84 | 1,79 | 1,74 | 1,69 | 1,66 | 1,61 | 1,59 | 1,55 | 1,53 | 1,51 || 0,95
2,56 | 2,49 | 2,37 | 2,29 | 2,20 | 2,11 | 2,05 | 1,97 | 1,94 | 1,88 | 1,84 | 1,81 || 0,99
50 || 1,90 | 1,85 | 1,78 | 1,74 | 1,69 | 1,63 | 1,60 | 1,55 | 1,52 | 1,48 | 1,46 | 1,44 || 0,95
246 | 2,39 | 2,26 | 2,18 | 2,10 | 2,00 | 1,94 | 1,86 | 1,82 | 1,76 | 1,71 | 1,68 | 0,99
60 || 1,86 | 1,81 | 1,75 | 1,70 | 1,65 | 1,59 | 1,56 | 1,50 | 1,48 | 1,44 | 1,41 | 1,39 || 0,95
240 | 2,32 | 2,20 | 2,12 | 2,03 | 1,93 | 1,87 | 1,79 | 1,74 | 1,68 | 1,63 | 1,60 | 0,99
70 || 1,84 | 1,79 | 1,72 | 1,67 | 1,62 | 1,56 | 1,53 | 1,47 | 1,45 | 1,40 | 1,37 | 1,35 || 0,95
235 | 2,28 | 2,15 | 2,07 | 1,98 | 1,88 | 1,82 | 1,74 | 1,69 | 1,62 | 1,56 | 1,53 || 0,99
80 || 1,82 | 1,77 | 1,70 | 1,65 | 1,60 | 1,54 | 1,51 | 1,45 | 1,42 | 1,38 | 1,35 | 1,32 || 0,95
2,32 [ 2,24 | 2,11 [ 2,03 | 1,04 | 1,84 | 1,78 | 1,70 | 1,65 | 1,57 | 1,52 | 1,49 || 0,99
100 || 1,79 | 1,75 | 1,68 | 1,63 | 1,57 | 1,51 | 1,48 | 1,42 | 1,39 | 1,34 | 1,30 | 1,28 || 0,95
226 | 2,19 | 2,06 | 1,98 | 1,89 | 1,79 | 1,73 | 1,64 | 1,59 | 1,51 | 1,46 | 1,43 | 0,99
200 || 1,74 | 1,69 | 1,62 | 1,57 | 1,52 | 1,45 | 1,42 | 1,35 | 1,32 | 1,26 | 1,22 | 1,19 || 0,95
2,17 | 2,09 | 1,97 | 1,88 | 1,79 | 1,69 | 1,62 | 1,53 | 1,48 | 1,39 | 1,33 | 1,28 | 0,99
1000 || 1,70 | 1,65 | 1,58 | 1,53 | 1,47 | 1,41 | 1,36 | 1,30 | 1,26 | 1,19 | 1,13 | 1,08 || 0,95
2,09 | 2,01 | 1,80 | 1,81 | 1,71 | 1,61 | 1,54 | 1,44 | 1,38 | 1,28 | 1,19 | 1,11 || 0,99
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