ulm university universitat

Uuu

Angewandte Stochastik II

Vorlesungsskript

Prof. Dr. Evgeny Spodarev

ULMm
2015

[



Vorwort
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1 Einfiihrung

1.1 Typische Fragestellungen, Aufgaben und Ziele der Statistik

Im alltaglichen Sprachgebrauch versteht man unter ,,Statistik“ eine Darstellung von Er-
gebnissen des Zusammenzédhlens von Daten und Fakten jeglicher Art, wie z.B. 6konomi-
schen Kenngrofien, politischen Umfragen, Daten der Marktforschung, klinischen Studien
in der Biologie und Medizin, usw.

Die mathematische Statistik jedoch kann viel mehr. Sie arbeitet mit Daten-Stichproben,
die nach einem bestimmten Zufallsmechanismus aus der Grundgesamtheit aller Daten,
die in Folge von Beobachtung, Experimenten (reale Daten) oder Computersimulation
(synthetische Daten) erhoben wurden. Dabei beschiftigt sich die mathematische Statis-
tik mit folgenden Fragestellungen:

1. Wie sollen die Daten gewonnen werden? (Design von Experimenten)

2. Wie sollen (insbesondere riesengrofie) Datensétze beschrieben werden, um die Ge-
setzméfigkeiten und Strukturen in ihnen entdecken zu kénnen? (Beschreibende
(deskriptive) und explorative Statistik)

3. Welche Schliisse kann man aus den Daten ziehen? (Schlieflende oder induktive
Statistik)

Statistik

Design von Experimenten‘ | Beschreibende Statistik | |SchlieBende Statistik |

In dieser einfithrenden Vorlesung werden wir Teile der beschreibenden und schlie-
Benden Statistik kennenlernen, wobei die Datenerhebung aus Platzgriinden ausgelassen
wird. Die Arbeitsweise eines Statistikers sieht folgendermaflen aus:

1. Datenerhebung
2. Visualisierung und beschreibende Datenanalyse
3. Datenbereinigung (z.B. Erkennung fehlerhafter Messungen, Ausreifilern, usw.)

4. Ezplorative Datenanalyse (Suche nach GesetzmafBigkeiten)
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. Modellierung der Daten mit Methoden der Stochastik

5

6. Modellanpassung (Schatzung der Modellparameter)

7. Modellvalidierung (wie gut war die Modellanpassung?)
8

. Schlieflende Datenanalyse:

e Konstruktion von Vertrauensintervallen (Konfidenzintervallen) fiir Modellpa-
rameter und deren Funktionen,

o Tests statistischer Hypothesen,
e Vorhersage von ZielgroBen (z.B. auf Basis modellbezogener Computersimula-

tion).

Uns werden in diesem Vorlesungsskript vor allem die Arbeitspunkte 2), 4)-6) und 8)
beschéftigen.

1.2 Statistische Merkmale und ihre Typen

Die Daten, die zur statistischen Analyse vorliegen, kénnen eine oder mehrere interessie-
rende Groflen (die auch Variablen oder Merkmale genannt werden) umfassen. Ihre Werte
werden Merkmalsausprigungen genannt. In dem nachfolgenden Diagramm werden mog-
liche Typen der statistischen Merkmale gegeben.

Statistische Merkmale

qualitativ quantitativ

VAR VAN

(=) (=) (=) C=_

Diese Typen entstehen in Folge der Klassifikation von Wertebereichen (Skalen) der Merk-
male. Dennoch ist diese Einteilung nicht vollstdndig und kann bei Bedarf erweitert wer-
den. Man unterscheidet qualitative und quantitative Merkmale. Quantitative Merkmale
lassen sich inhaltlich gut durch Zahlen darstellen (z.B. Kredithohe in €, Korpergewicht
und Korpergrofe, Blutdruck usw.). Sie konnen diskrete oder stetige Wertebereiche haben,
wobei diskrete Merkmale isolierte Werte annehmen kénnen (z.B. Anzahl der Schiaden ei-
nes Versicherers pro Jahr). Stetige Wertebereiche hingegen sind tiberabzéhlbar. Dennoch
liegen in der Praxis stetige Merkmale in gerundeter Form vor (z.B. Korpergroe auf cm
gerundet, Geldbetrage auf € gerundet usw.).
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Im Gegensatz zu den quantitativen Merkmalen sind die Inhalte der qualitativen Merk-
male, wie z.B. Blutgruppe (0, A, B und AB) oder Familienstand (ledig, verheiratet,
verwitwet), nicht sinnvoll durch Zahlen darzustellen. Sie konnen zwar formell mit Zah-
len kodiert werden (z.B. bei Blutgruppen 0 = 0, A = 1, B = 2, AB = 3), aber solche
Kodierungen stellen keinen inhaltlichen Zusammenhang zwischen Ausprigungen und
Zahlen-Codes dar sondern dienen lediglich der besseren Identifikation der Merkmale auf
einem Rechner. Es ist insbesondere unsinnig, Mittelwerte und &hnliches von solchen
Codes zu bilden.

Ein qualitatives Merkmal mit nur 2 Ausprigungen (z.B. ménnlich / weiblich, Raucher
/ Nichtraucher) heifit alternativ. Ein qualitatives Merkmal kann ordinal (wenn sich eine
natiirliche lineare Ordnung in den Merkmalsauspragungen finden lésst, wie z.B. gut /
mittel / schlecht bei Qualitédtsbewertung in Umfragen oder sehr gut / gut / befriedi-
gend / ausreichend / mangelhaft / ungeniigend bei Schulnoten) oder nominal (wenn
eine solche Ordnung nicht vorhanden ist) sein. Beispiele von nominalen Merkmalen sind
Fahrzeugmarken in der KFZ-Versicherung (z.B. BMW, Peugeot, Volvo, usw.) oder Fiih-
rerscheinklassen (A, B, C, ...). Datenmerkmale kénnen auch mehrdimensionale Auspré-
gungen haben. In dieser Vorlesung behandeln wir jedoch hauptséchlich eindimensionale
Merkmale.

1.3 Statistische Daten und Stichproben

Aus den obigen Beispielen wird klar, dass ein Statistiker mit Datenséitzen der Form
(x1,...,zy,) arbeitet, wobei die Einzeleintrage x; aus einer Grundgesamtheit G C RF
stammen, die hypothetisch unendlich grof§ ist. Der vorliegende Datensatz (z1,...,xy)
wird auch (konkrete) Stichprobe von Umfang n genannt. Die Menge B aller potentiell
moglichen Stichproben bezeichnen wir als Stichprobenraum und setzen zur Vereinfachung
der Notation B = R*"?. In diesem Skript werden wir meistens die univariate statistische
Analyse (also k = 1, ein eindimensionales Merkmal) betreiben. In der beschreibenden
Statistik arbeitet man mit Stichproben (z1,...,z,) und ihren Funktionen, um diese Da-
ten visualisieren zu koénnen. Fiir die Aufgabe der schlieBenden Statistik jedoch reicht
diese Datenebene nicht mehr aus. Daher wird die zweite Ebene der Betrachtung einge-
fiihrt, die sogenannte Modellebene. Dabei wird angenommen, dass die konkrete Stich-

probe (z1,...,x,) eine Realisierung eines stochastischen Modells (X7, ..., X,) darstellt,
wobei X7, ..., X, (meistens unabhéngige identisch verteilte) Zufallsvariablen auf einem
(nicht néher spezifizierten) Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) sind. Diese Zufallsvaria-
blen X;, ¢=1,...,n konnen als konsequente Beobachtungen eines Merkmals interpre-

tiert werden.

Der Vektor (X7, ..., X,) wird dabei Zufallsstichprobe genannt. Man setzt weiter vor-
aus, dass EXZ-2 < oo Vi =1,...,n, damit man von der Varianz Var X; der Einzelein-
trage sprechen kann. Es wird auflerdem angenommen, dass ein w € {2 existiert, sodass
Xi(w)=ax; Vi=1,...,n.Sei F die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X;. Eine
der wichtigsten Aufgaben der Statistik ist die Bestimmung von F' (man sagt, ,,Schitzung
von F'“) aus den konkreten Daten (x1,...,z,). Dabei kénnen auch Momente von F' und
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ihre Funktionen (Erwartungswert, Varianz, Schiefe, usw.) von Interesse sein.

1.4 Stichprobenfunktionen

Um die obigen Aufgaben erfiillen zu kénnen, braucht man gewisse Funktionen ¢ : R" —
R™, m € N auf dem Stichprobenraum, die diese Stichprobe bewerten.

Definition 1.4.1

Eine Borel-messbare Abbildung ¢ : R™ — R™ heifit Stichprobenfunktion. Wenn man auf
der Modellebene mit einer Zufallsstichprobe (X7, ..., X)) arbeitet, so heifit die Zufalls-
variable

(p(Xl, . ,Xn)

eine Statistik. In der Schéatztheorie spricht man dabei von Schdtzern und bei statistischen
Tests wird ¢(X71,...,X,) Teststatistik genannt.

Beispiele fiir Stichprobenfunktionen sind unter anderen das Stichprobenmittel
_ 1 &
Ty = — Z L
g

die Stichprobenvarianz

1
n—1F*4 1(xi—xn)2

(2

n
$2 =
und die Ordnungsstatistiken
die entstehen, wenn man eine Stichprobe, die aus quantitativen Merkmalen besteht,

linear ordnet (x(l) = MiNj=1, n Tis - - -, T(n) = MaAXi=1.n x;). Weitere Beispiele und ihre
Charakteristiken werden in Kapitel 2 gegeben.
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Sei eine konkrete Stichprobe (z1,...,z,), x; € R gegeben, wobei die z; als Reali-

sierungen der Zufallsvariablen X; 2 X mit Verteilungsfunktion F' interpretiert werden
konnen.

2.1 Verteilungen und ihre Darstellungen

In diesem Abschnitt werden wir Methoden zur statistischen Beschreibung und grafischen
Darstellung der (unbekannten) Verteilung F' betrachten.

2.1.1 Haufigkeiten und Diagramme

Falls das quantitative Merkmal X eine endliche Anzahl von Auspragungen {a1,...,ax},
a] < ag < ... < ag, besitzt, also

P(X €{a1,...,ax}) =1,

dann kann eine Schéitzung der Zahldichte p; = P(X = a;) von X aus den Daten
(x1,...,r,) grafisch dargestellt werden. Ahnliche Darstellungen sind fiir die Dichte f(z)
von absolut stetigen Merkmalen X moglich, wobei ihr Wertebereich C' sich in £ Klassen
aufteilen lésst: (¢i—1,¢], @ =1,...,k, wobei ¢g = —00, ¢1 < ... < ¢k—1, Ck = 00 ist.
Dann kann die Zahldichte p; = P(X € (ck—1, cx]) gegeben durch

pi:/z f(x)dx;, i=0,...,k
Ci—1

betrachtet werden.

Definition 2.1.1

1. Die absolute Hdufigkeit von Merkmalsauspriagung a; bzw. Klasse (¢;_1,¢], i =
... kist n =#{xj, j=1,....,n:2;=a;} baw. n; = #{xj, j=1,...,n: x; €
(ci-1,cil}-

2. Die relative Hdufigkeit von Merkmalsauspriagung a; bzw. Klasse (¢;—1,¢] ist f; =
ni/n,i=1,... k.

Es gilt offensichtlich n = Zle ni, 0<fi <1, Zle fi = 1. Die absoluten und
relativen Haufigkeiten werden oft in Haufigkeitstabellen zusammengefasst. Zu ihrer Vi-
sualisierung dienen so genannte Diagramme. Histogramme werden gebildet, indem man
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die Paare (ai, fl) (bZW. (1/2(61+(L’(1)), f1), (1/2(0,'_1—!-01‘), fl), 1=2,...,k—1, (1/2(Ck_1+
T(n)), fr) im absolut stetigen Fall, wobei hier die Bezeichnung a; = 1/2(c;—1 + ¢;) ver-
wendet wird und () < c¢1, () > ¢x—1 angenommen wird.) auf der Koordinatenebene
(z,y) folgendermaflen auftrigt:

e Stabdiagramm: f; wird als Hohe des senkrechten Strichs iiber a; dargestellt:

(/R
fa T
T | |
! >
0 a; az as e aj X

o Sdulendiagramm: genauso wie ein Stabdiagramm, nur werden Striche durch S&u-
len der Form (¢;—1,¢;] X f; ersetzt, wobei im diskreten Fall die Aufteilung der
reellen Achse —00 = ¢p < ¢1 < ¢a < ... < ¢p_1 < ¢ = oo in Intervalle beliebig
vorgenommen werden kann.

y A

fo

fir

0 caijcoascgascs ... CkOKCh+1 T
wa —

0.15

0.15
!

0.15

0.10
0.10

0.05
0.05
!
0.05

N

T
85 0 95 100 30 40 50 60 70 0 5 10 15

0.00
0.00
L

0.00

Abb. 2.1: Das Histogramm der Daten mit einer rechtssteilen (linksschiefen), symmetri-
schen und linkssteilen (rechtsschiefen) Verteilung und ihre Dichte.

Bemerkung 2.1.1
Die in Abschnitt 2.1.1 betrachteten Methoden dienen der Visualisierung von (Z&hl-)
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Dichten der Verteilung eines beobachteten Merkmals X. Aus dem Histogramm kann
z.B. die Interpretation der Form der Dichte abgelesen werden:

Ist die zugrundeliegende Verteilung F'x symmetrisch bzw. linkssteil (rechtsschief) oder
rechtssteil (linksschief) (vgl. Abb. 2.1) oder ist sie unimodal (d.h. eingipflig), bimodal
(d.h. mit 2 Gipfeln) oder multimodal (also mit mehreren Gipfeln) (vgl. Abb. 2.2).

T T T T T T T T T T T T T T T T

Abb. 2.2: Histogramm der Daten mit der Dichte einer unimodalen, bimodalen und mul-
timodalen Verteilung

2.1.2 Empirische Verteilungsfunktion

Es sei eine konkrete Stichprobe (z1,...,z,) gegeben, die eine Realisierung des statisti-
schen Modells (X7, ..., X,,) ist, wobei X1, ..., X,, unabhéngige identisch verteilte Zufalls-
variablen mit Verteilungsfunktion Fx : X; LX~F 'x sind. Wie kann die unbekannte
Verteilungsfunktion Fx aus den Daten (x1,...,x,) rekonstruiert (die Statistiker sagen
»geschitzt®) werden? Dies ist mit Hilfe der sogenannten empirischen Verteilungsfunktion
moglich:

Definition 2.1.2

1. Die Funktion Fy,(z) = #{z; : #; <z,i=1,...,n}/n, Vz € R heiBt empirische
Verteilungsfunktion der konkreten Stichprobe (z1,...,r,). Dabei gilt F, : R —
[0, 1], weil F,(z) = ¢(x1,...,2n,T).

2. Die mit 2 € R indizierte Zufallsvariable £}, : Q x R — [0,1] heift empirische
Verteilungsfunktion der Zufallsstichprobe (X1, ...,X,), wenn

A

A 1
Fo(z,w)=Fy(z) = —#{Xi,i=1,...,n: X;(w) <z}, zeR.
n

Aquivalent zur Definition 2.1.2 kann man

n

Zﬂ(migx), rz€eR

1
ni=
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schreiben, wobei

]I(a:EA):{l’ reA
0, sonst.
Es gilt
L, 2@,
Fn(l'): %, $(i)§x<x(i+1), i=1,...,n—1,
0, =<uzqy.

far (1) < Z(2) <...< T(n)-
Dabei ist die Hohe des Sprungs an Stelle z(;) gleich der relativen Haufigkeit f; des
Wertes z(;). Falls ;) = x4 fiir ein i € {1,...,n}, so tritt der Wert i/n nicht auf. In

Abbildung 2.3 sieht man, dass F),(z) eine rechtsstetige monoton nichtfallende Treppen-

Fn A
14 —
fon)
f(n—l) ]
—
x—>"
f3
R
fi
Ty TE) TE) v

Abb. 2.3: Eine typische empirische Verteilungsfunktion

funktion ist, fiir die F,(z) — 0, Fj,(z) — 1 gilt.
T—r 00

T—r—00

Ubungsaufgabe 2.1.1
Zeigen Sie, dass F),(z) eine Verteilungsfunktion ist.

2.2 Beschreibung von Verteilungen

MaBzahlen einer Stichprobe

Konzentratlons [ MaBe fur Schiefe ]

[ LagemaBe StreuungsmaBe maBe und Wolbung
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Es sei eine konkrete Stichprobe (z1,...,z,) gegeben. Im Folgenden werden Kennzahlen
(die sogenannten Mafle) dieser Stichprobe betrachtet, welche die wesentlichen Aspekte
der der Stichprobe zugrundeliegenden Verteilung wiedergeben:

1.

Wo liegen die Werte z; (Mittel, Ordnungsstatistiken, Quantile)? — Lagemafle
. Wie stark streuen die Werte z; (Varianz) = Streuungsmafle

Wie stark sind die Werte x; in gewissen Bereichen von R konzentriert = Kon-
zentrationsmafe

Wie schief bzw. gewdlbt ist die Verteilung von X = Mafle fiir Schiefe und Wol-

2.2.1 Lagemale

Man unterscheidet folgende wichtige Lagemafle:

e Mittelwerte: Stichprobenmittel (arithmetisch), geometrisches und harmonisches

Mittel, gewichtetes Mittel, getrimmtes Mittel

e Ordnungsstatistiken und Quantile, insbesondere Median und Quartile

e Modus

Betrachten wir sie der Reihe nach:

1. Mittelwertbildung: Seit der Antike kennt man mindestens 3 Arten der Mittelberech-

nung von n Zahlen (x1,...,x,):
o arithmetisch: T, = 1/n> " x;, Vri,...,2, €R,
e geometrisch: x4 = Yxy - - xy, X1,...,%n >0,
-1
e harmonisch: z!' = (l/n Yoy xi_1> , Xl,...,Tn F0.

a) Das arithmetische Mittel wird in der Statistik am meisten benutzt, weil es

keine Voraussetzungen iiber den Wertebereich von z1,...,z, braucht. Es
wird auch Stichprobenmittel genannt. Offensichtlich ist Z, ein Spezialfall des
sogenannten gewichteten Mittels z¥ = >, w;z;, wobei fir die Gewichte
w; >0 Vi=1,...,nund Y ;" w; = 1 gilt. Als eine natiirliche Gewich-
tewahl kommt w; = 1/n, Vi = 1,...,n bei einer konkreten Stichprobe
(z1,...,2y) in Frage. Die Summe aller Abweichungen von z,, ist Null, denn
Yo (x; — zy) = nky, — nx, = 0, d.h. z, stellt geometrisch den Schwer-
punkt der Werte x; dar, falls jedem Punkt eine Einheitsmasse zugeordnet
wird. Wenn es in der Stichprobe grofie Ausreifler gibt, so beeinflussen sie das
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Stichprobenmittel entscheident und erschweren so die objektive Datenanaly-
se. Deshalb verwendet man oft die robuste Version des arithmetischen Mittels,
das sogenannte getrimmte Mittel:

bei dessen Berechnung die k kleinsten und k grofiten Ausreifler ausgelassen
werden, wobei k < n/2.

b) Das geometrische Mittel wird hauptséchlich bei der Beobachtung von Wachstums-

und Zinsfaktoren verwendet. Sei x; = B;/B;—1, i = 1,...,n der Wachs-
tumsfaktor des Merkmals B;, das in den Jahren i = 1,...,n beobachtet wur-
de (z.B. Inflationsfaktor). Dann ist B, = By - x1 - ... - x, und somit wére der

Zins im Jahre n

Fir das geometrische Mittel gilt

1 & 1 &

logxd = — Zlogaci <log ( sz>

i s
wegen der Konkavitdt des Logarithmus, d.h. logzd = logz, < logz, und
somit xd < Z,, wobei 29 = Z,, genau dann, wenn x; = ... = Iy,

c) Das harmonische Mittel wird bei der Ermittlung von z.B. durchschnittlicher
Geschwindigkeiten gebraucht.

Beispiel 2.2.1

Seien z; Geschwindigkeiten mit denen Bauteile eine Produktionslinie der Léan-
ge [ durchlaufen. Die gesamte Bearbeitungszeit ist [/x1 + ...+ /z, und die
Durchschnittslaufgeschwindigkeit

I+t
U1+ ...+ 1/xy, "

Esgiltx(l)gnga:%gfn<m(n) firz; >0,i=1,...,n.

Ubungsaufgabe 2.2.1
Beweisen Sie diese Relation per Induktion bzgl. n.

2. Ordnungsstatistiken und Quantile

Definition 2.2.1
Die Ordnungsstatistiken x(;, i =1,...,n der Stichprobe (z1,...,%y) sind durch
die messbare Permutation ¢(x1,...,x,) gegeben, so dass

vy =min{z;: #{k: 2, <z} >4}, Vi=1,...,n.
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Somit gilt z(1) < z(g) < ... < x(,). Dieselbe Definition kann auch auf der Model-
lebene gegeben werden.

Definition 2.2.2

a) Sei nun X die Zufallsvariable, die das Merkmal modelliert. Sei Fx ihre Ver-
teilungsfunktion. Die verallgemeinerte Inverse von F'x, definiert durch

Fx'(y) = inf {a: Fx(z) >y}, yel0,1],
heiBt Quantilfunktion von Fx bzw. X. Es gilt F' : [0,1] — R U {400}. Die
Zahl Fy'(a), a € [0,1] wird a-Quantil von Fx genannt.
b) e Fy'(0,25) heiBt unteres Quartil,
° F)}I(O, 75) heifit oberes Quartil,
. F)El((), 5) heifit der Median der Verteilung von X.
Zwischen Ordnungsstatistiken und Quantilen besteht ein enger Zusammenhang. So
bedeutet F‘;l(a) , a€(0,1), dass ca. @-100% aller Merkmalsauspragungen in der
Stichprobe (z1,...,2,) unter F5'(a) und ca. (1 — ) - 100% iiber Fiy'(a) liegen

(im absolut stetigen Fall). Insbesondere gilt F)}l(a) A T(jna]), deshalb werden
Ordnungsstatistiken auch empirische Quantile genannt. Dabei ist x, definiert als

_ {m([na}-l-l) ) no ¢ N
1/2(2(na)) + T(naj+1))» na €N

Dies ist die allgemeine Definition des empirischen a-Quantils.

Der empirische Median ist

x wi1) ) n ungerade

% (x(g) + x(g+1)> , n gerade.

Somit sind mindestens 50% aller Stichprobenwerte kleiner gleich und 50% grofier
gleich x,,¢q. Der Median ist ein Lagemaf3, das ein robuster Ersatz fiir den Mittelwert
darstellt, denn er ist bzgl. Ausreilern in der Stichprobe nicht sensibel.

Tmed =

Die oben genannten Statistiken werden in einem Boz-Plot zusammengefasst und
grafisch dargestellt:

interquartiler Abstand

}7 4{00@0

Tmin = L(1) 0,25 Lmed 0,75 0,95 Tmaz = T(n)
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Manchmal werden z() und T(p) durch zg 05 und xg 95 ersetzt. Die restlichen Werte
werden dartiber hinaus als Einzelpunkte auf der z-Achse abgebildet. Dann liegt
ein sogenannter modifizierter Box-Plot vor.

3. Modus: Sei (x1,...,x,) eine Stichprobe, die aus n unabhéngigen Realisierungen
des Merkmals X besteht. Sei (p(x)) f(z) die (Z&hl-) Dichte von X, wobei die
Verteilung von X undimodal ist.

Definition 2.2.3

a) Der Wert z,,,g = argmax f(x) (argmax p(x)) wird der Modus der Verteilung
von X genannt (vgl. Abb. 2.4).

b) Empirisch wird Z,,,q als w fiir m = argmax f; definiert, also als die
Mitte des Intervalls mit der groBiten Haufigkeit des Vorkommens in der Stich-
probe, falls dieser eindeutig bestimmbar ist.

0 ‘ Tood x

Abb. 2.4: Veranschaulichung des Modus

Den Mittelwert Z,, Median z,,.q und Modus x,,,q kann man auch wie folgt defi-

nieren:
n
ZTpn = argmin Z(:cZ —x)?
$ER i=1
n
Tned = argminz |x; — x|
zeR i=1
A _ Cm—1—tcC . _ : n
Tmod = ™5, wobei m =argmin;_; > I(z; ¢ (¢j-1,¢])

Ubungsaufgabe 2.2.2
Zeigen Sie die Aquivalenz der oben genannten Definitionen des Mittelwerts z,,
Medians ,,.q und des Modus z,,.,q zu den bekannten Definitionen.

Die Grofien Z,, Tmeq und Zy,0q konnen auch zur Beschreibung der Symmetrie einer
unimodalen Verteilung Fx von Daten (z1,...,z,) verwendet werden, da

e bei symmetrischen Verteilung Fx gilt ,, & Timed & Timod
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e bei linkssteilen Verteilung Fx gilt Z.0d < Timed < Tn

e bei rechtssteilen Verteilung F'x gilt Z,, < Tymed < Tmod-

2.2.2 StreuungsmaBe

Bekannte Streuungsmafle einer konkreten Stichprobe (z1, ..., z,) sind die folgenden Gro-
Ben:
e Spannweite T () — (1),
e empirische Varianz 52 = 1 37 (z; — Z,,),
. . 2 1 n . - \2 _ n 2
e Stichprobenvarianz s;, = —5 > (i — Tp)” = 555,

e empirische Standardabweichungen s, = \/52 , s, = \/$2,

n

e empirischer Variationskoeffizient v, = $n/Zn, falls Z,, > 0.

Die Spannweite zeigt die maximale Streuung in den Daten, wobei sich die empirische
Varianz mit der mittleren quadratischen Abweichung vom Stichprobenmittel auseinan-
dersetzt. Hier sind einige Eigenschaften von 52 (bzw. s2, da sie sich nur durch einen
Faktor unterscheiden):

Lemma 2.2.1

1. Fiir jedes b € R gilt

n n

(@i —b)? = (2 — 2n)? + n(2, — b)?

i=1 =1

und somit fiir b =10

2. Transformationsregel:
Falls die Daten (z1,...,z,) linear transformiert werden, d.h. y; = az; + b, a #
0, b € R, dann gilt

any = q §n7x bzw. §n7y - ‘a|§n,1’7
wobei
2 1< = \2 32 1 7 )2
N
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Beweis 1. Es gilt:

n

(.%‘ - b)2 = Z(a:z - .f'n + i’n - b)2

-

=1 =1

= zn:(xz —Zn)? + zzn:(xi —Zp) - (T — D) + zn:(;i’n —b)?
=1 =1 =1

= Zn:(:z;z —Zn)2 +2(%, — b) - Zn:(xi —Zn) 4+n(Z, — b)?, VbeR.
i=1 =1

=0
2. Es gilt:
Spy = ! En:(a:ci +b—at, —b)*= o En:(a;i — %)’ =d’s5, .
niz s

Der Skalierungsunterschied zwischen 52 und s2 ist den Eigenschaften der Erwartungs-
treue von s2 zu verdanken, die spiter im Laufe dieser Vorlesung behandelt wird, und

besagt, dass fiir eine Zufallsstichprobe (X7,...,X,) mit X; unabhéngig identisch ver-

teilt, X; ~ X, Var X = 02 € (0,00) gilt Es? = 02, wobei Es2 = %02 — o?. Das
n oo
2

heiflt, wihrend bei der Verwendung von s2 zur Schitzung von o2 kein Fehler ,im Mit-
tel“ gemacht wird, ist diese Aussage fiir 52 nur asymptotisch (fiir groBe Datenmengen
n) richtig.

Aufgrund von > (x; — z,) = 0 ist z.B. x,, — &, durch z; —2,, 1 = 1,...,n — 1
bestimmt. Somit verringert sich die Anzahl der Freiheitsgrade in der Summe > 7 (z; —
Z,,)? um 1 und somit scheint die Normierung ﬁ plausibel zu sein.

Die Standardabweichungen s, und s,, werden verwendet, damit man die selben Einhei-
ten (und nicht ihre Quadrate, also z.B. Euro und nicht Euro?) erhélt. Fiir normalverteilte
Stichproben (X ~ N(u,0?)) liefert 5, auch die ,k-Sigma-Regel“ (vgl. Vorlesung WR),
die besagt, dass in den Intervallen

[Tn, — 8n, Ty + 5] ca. 68% ,
[Ty, — 28p, T, + 25, ca. 95%,
[T, — 38, T, + 354) ca. 99%

aller Daten liegen.

Der Vorteil vom empirischen Variationskoeffizienten ist, dass er mafistabsunabhdingig
ist und somit den Vergleich von Streuungseigenschaften unterschiedlicher Stichproben
zulésst.



2 Beschreibende Statistik 15

2.2.3 MabBe fiir Schiefe und Wélbung

Im Vorlesungsskript WR, Abschnitt 4.5 S. 99 wurden folgende Mafle fiir Schiefe bzw.
Wolbung der Verteilung einer Zufallsvariable X eingefiihrt:
Schiefe oder Symmetriekoeffizient:

wobei

Wy =E(X —~EX)*, o?=ph=VarX, X=2 "%

Wélbung (Exzess):

vorausgesetzt, dass E(X*) < oo. Fiir ihre Bedeutung und Interpretation siche die oben
genannten Seiten des WR-Vorlesungsskriptes. Falls nun das Merkmal X statistisch in
einer Stichprobe (z1,...,z,) beobachtet wird, wie konnen v; und -, aus diesen Daten
geschétzt und interpretiert werden?

Als Schiitzer fiir das k-te zentrierte Moment u), = E(X — EX)¥, k € N schlagen wir

vor, die Varianz o2 wird durch

geschétzt. Somit bekommt man den Momentenkoeffizient an der Schiefe (engl. ,skew-
ness‘)

~1 1 n 7 )\3
3 = M3 n i1 (T — ZTn)
===
Sn

(% 2?21(;1;2- _ in)2)3/2 .

Falls die Verteilung von X linksschief ist, iiberwiegen positive Abweichungen im Zéahler
und somit gilt 41 > 0 fiir linksschiefe Verteilungen. Analog gilt 41 =~ 0 fiir symmetrische
und A1 < 0 fiir rechtsschiefe Verteilungen.

Das Wolbungsmafl von Fisher (engl.  kurtosis“) ist gegeben durch

N iy . %Z?:l(wz - 3_371)4
= 57 —3= 1 n 72 2
" (ﬁ ie1 (@i — xn))
Falls 49 > 0 so ist die Verteilung von X steilgipflig, fiir 42 < 0 ist sie flachgipflig. Falls

X ~ N(p,0?), so gilt 42 ~ 0. Die Ursache dafiir ist, dass die steilgipfligen Verteilungen
schwerere Tails haben als die flachgipfligen. Als Maf} dient dabei die Normalverteilung,

-3.
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fiir die 71 = 72 = 0 und somit 4; = 0, %2 ~ 0. So definiert, sind 4; und 42 nicht
resistent gegeniiber Ausreissern. Eine robuste Variante von #; ist beispielsweise durch
den sogennanten Quantilskoeffizienten der Schiefe

'S/q(a) _ (xl—oc - xmed) - (xmed - xa) ’ ac (0, 1/2)

Tl—a — Lo

gegeben.

Fir a = 0,25 erhdlt man den Quartilskoeffizienten. 4,(«) misst den Unterschied zwi-
schen der Entfernung des a- und (1 — a)-Quantils zum Median. Bei linkssteilen (bzw.
rechtssteilen) Verteilungen liegt das (untere) z,-Quantil ndher an (bzw. weiter entfernt
von) dem Median. Somit gilt

~

e j4(a) > 0 fiir linkssteile Verteilungen,
e j4(a) < 0 fiir rechtssteile Verteilungen,
e j4(a) = 0 fiir symmetrische Verteilungen.

Durch das zusétzliche Normieren (Nenner) gilt —1 < 44(a) < 1.

2.3 Quantilplots (Quantil-Grafiken)

Nach der ersten beschreibenden Analyse eines Datensatzes (z1,...,x,) soll iiberlegt
werden, mit welcher Verteilung diese Stichprobe modelliert werden kann. Hier sind die
sogenannten Quantilplots behilflich, da sie grafisch zeigen, wie gut die Daten (z1, ..., x,)
mit dem Verteilungsgesetz G iibereinstimmen, wobei G die Verteilungsfunktion einer
hypothetischen Verteilung ist.

Sei X eine Zufallsvariable mit (unbekannter) Verteilungsfunktion Fx. Auf Basis der

Daten (X7q,...,X,), X; unabhéngig identisch verteilt und X; 2 X mochte man priifen,
ob F'x = G fiir eine bekannte Verteilungsfunktion G gilt. Die Methode der Quantil-
Grafiken besteht darin, dass man die entsprechenden Quantil-Funktionen Fn_ 'ynd G71
von F,, und G grafisch vergleicht. Hierzu

e plotte man G~1(k/n) gegen ;' (k/n) = Xy, k=1,...,n.
e Falls die Punktwolke
{(G7'k/m), X)), k=1,....n}

niaherungsweise auf einer Geraden y = ax + b liegt, so sagt man, dass Fx(x) ~
G (%), zeR.

Diese empirische Vergleichsmethode beruht auf folgenden Uberlegungen:
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Abb. 2.5: Quantil-Grafik

o Man ersetzt die unbekannte Funktion F'x durch die aus den Daten berechenbare
Funktion F,. Dabei macht man einen Fehler, der allerdings asymptotisch (fiir n —
o0) klein ist. Dies folgt aus dem Satz 3.3.9 (WR-Skript) von Gliwenko-Cantelli,
der besagt, dass

Fy(z) — FX(x)\ 0.

su
b n—00

zeR

Der Vergleich der entsprechenden Quantil-Funktionen wird durch folgendes Ergeb-
nis bestarkt: Falls EX < oo, dann gilt

t
A _ fs.
sup / (B @) - Fx'(w) dy| == 0.
te[o,1] 1/0

Somit setzt man bei der Verwendung der Quantil-Grafiken voraus, dass der Stich-
probenumfang n ausreichend grof} ist, um F,; ! ~ Fy 1 zu gewdhrleisten.

e Man setzt zusétzlich voraus, dass die Gleichungen
y=ax+b,
y="Fx'(),
r=G7(t)
fir alle ¢ (und nicht nur ndherungsweise fir t = k/n, k = 1,...,n) gelten. Daraus
folgt, dass G(z) =t = Fx(y) = Fx(azx + b) fur alle z, oder Fx(y) = G (y—_b> fiir

a

alle y, weil z = yT_b ist.
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Aus praktischer Sicht ist es besser, Paare (G (% ,X(k)) , k=1,...,n zu plot-
ten. Dadurch wird vermieden, dass G~!(n/n) = G~1(1) = oo vorkommt, wie es zum
Beispiel bei einer Verteilung G der Fall ist, bei der F(x) < 1 gilt fir alle x € R. Tat-
sdchlich gilt fiir k = n, dass ;77 < 1 und somit G nLH) < 0.

Beispiel 2.3.1 (Exponential-Verteilung, G(z) = (1 — e™**) - I(z > 0)):
Es gilt G7(y) = —1/Alog(1 —y), y € (0,1). So wird man beim Quantil-Plot Paare

1 k
(A10g<1n—|—1>’X(k)>’ k::1,...,n

zeichnen, wobei der Faktor 1/ fiir die Linearitat unwesentlich ist und weggelassen wer-
den kann.

Beispiel 2.3.2 (Normalverteilung, G(z) = ®(z) = \/% I e2dt,  zeR):

Leider ist die analytische Berechnung von ®~! mit einer geschlossenen Formel nicht

k
n+l
statistischen Software-Paketen (wie z.B. R) abgelegt. Um die empirische Verteilung der

Daten mit der Normalverteilung zu vergleichen, tragt man Punkte mit Koordinaten

k
-1
(q) (n—i—l)’X(k))’ kzl,...,n

auf der Ebene auf und priift, ob sie eine Gerade bilden (vgl. Abb. 2.6).

moglich. Aus diesem Grund wird ! ) numerisch berechnet und in Tabellen oder

Bemerkung 2.3.1

Falls z,, = 0 und die Verteilung F'x linkssteil ist, so sind die Quantile von Fx kleiner als
die von ®. Somit ist der Normal-Quantilplot konvex. Falls &, = 0 und Fx rechtssteil ist,
so wird der Normal-Quantilplot konkav sein.

Beispiel 2.3.3 (Haftpflichtversicherung (Belgien, 1992)):

In Abbildung 2.7 sind Ordnungsstatistiken der Stichprobe von n = 227 Schadenhéhen
der Industrie-Unfélle in Belgien im Jahr 1992 (Haftpflichtversicherung) gegen Quanti-
le von Exponential-, Pareto-, Standardnormal- und Weibull-Verteilungen geplottet. Im
Bereich von Kleinschdden zeigen die Exponential- und Pareto-Verteilungen eine gute
Ubereinstimmung mit den Daten. Die Verteilung von mittelgrofien Schiden kann am
besten durch die Lognormal- und Weibul-Verteilungen modelliert werden. Fiir Grof3-
schdden erweist sich die Weibull-Verteilung als geeignet.

Beispiel 2.3.4 (Rendite der BMW-Aktie):
In Abbildung 2.8 ist der Quantilplot fiir Renditen der BMW-Aktie beispielhaft zu sehen.

2.4 Dichteschdtzung

Sei eine Stichprobe (z1,...,x,) von unabhingigen Realisierungen eines absolut stetig
verteilten Merkmals X mit Dichte fx gegeben. Mit Hilfe der in Abschnitt 7?7 eingefithrten
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Abb. 2.6: QQ-Plot einer Normalverteilung (a), einer linkssteilen Verteilung (b), einer
rechtssteilen Verteilung (¢) und einer symmetrischen, aber stark gekriimmten
Verteilung (d)
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Abb. 2.7: Ordnungsstatistiken einer Stichprobe von Schadenhéhen der Industrie-Unfélle
in Belgien im Jahr 1992
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Abb. 2.8: Quantilplot der Rendite der BMW-Aktie

Histogramme lésst sich fx grafisch durch eine Treppenfunktion fX darstellen. Dabei gibt
es zwei entscheidende Nachteile der Histogrammdarstellung:

1. Willkiir in der Wahl der Klasseneinteilung [¢;—1, ¢;l,

2. Eine (moglicherweise) stetige Funktion fx wird durch eine Treppenfunktion fX
ersetzt.

In diesem Abschnitt werden wir versuchen, diese Nachteile zu beseitigen, indem wir
eine Klasse von Kerndichtenschétzern einfiithren, die (je nach Wahl des Kerns) auch zu
stetigen Schétzern fx fithren.

Definition 2.4.1
Der Kern K(z) wird definiert als eine nicht-negative messbare Funktion auf R mit der
Eigenschaft [p K(z)dz = 1.

Definition 2.4.2
Der Kerndichteschditzer der Dichte fx aus den Daten (z1,...,z,) mit Kernfunktion
K (z) ist gegeben durch

fx(:v)znlhiK<xhxi) ., z€R,

=1

wobei h > 0 die sogenannte Bandbreite ist.

Beispiele fiir Kerne:

1. Rechteckskern:
K(z)=1/2-I(x € [-1,1)).

Dabei ist
K<ZL’—.7}1> _{1/(2h), rvi—h<x<xz+h,

1
h h 0, sonst,
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und somit

A 1 k r—x;\ _ #{x; € [vr—h,x+h)}
fX(x)nh;K< . > o ,

das auch gleitendes Histogramm genannt wird. Dieser Dichteschétzer ist (noch)
nicht stetig, was durch die (besonders einfache rechteckige unstetige) Form des
Kerns erklart wird.

e 4

2. Epanechnikov-Kern:

3. Bisquare-Kern:

4. Gauss-Kern:

4
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Dabei ist die Wahl der Bandbreite h entscheidend fiir die Qualitat der Schatzung. Je
grofler h > 0, desto glatter wird fX sein und desto mehr ,Details“ werden , herausge-
mittelt”. Fir kleinere h wird fX rauer. Dabei kénnen aber auch Details auftreten, die
rein stochastischer Natur sind und keine Gesetzméfigkeiten zeigen. Mit der addquaten
Wahl von h beschéftigen sich viele wissenschaftliche Arbeiten, die empirische Faustre-
geln, aber auch kompliziertere Optimierungsmethoden dafiir vorschlagen. Insgesamt ist
das Problem der optimalen Dichteschétzung in der Statistik immer noch offen.

2.5 Beschreibung und Exploration von bivariaten Datensatzen

Im Gegensatz zu der Datenlage in den Abschnitten 2.1 bis 2.4 betrachten wir im Fol-
genden Datensétze bestehend aus 2 Stichproben (zi,...,x,) und (y1,...,y,), die als
Realisierungen von stochastischen Stichproben (Xi,...,X,,) und (Y7,...,Y,) aufgefasst
werden, wobei X1,..., X, unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen mit X; 4
X ~ Fx, Y1,...,Y, unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit Y; Ly ~ Fy
sind. Wir betrachten hier ausschlieflich quantitative Merkmale X und Y. Es wird ein
Zusammenhang zwischen X und Y vermutet, der an Hand von (konkreten) Stichpro-
ben (z1,...,2zy) und (y1, ..., y,) ndher untersucht werden soll. Mit anderen Worten, wir

interessieren uns fiir die Eigenschaften der bivariaten Verteilung Fxy (z,y) = P(X <
z,Y <) des Zufallsvektors (X,Y)7.

2.5.1 ZusammenhangsmaBe

Jetzt wird uns die Frage beschéftigen, in welchem Mafle die Merkmale X und Y von-
einander abhéngig sind. Um die Cov(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY) aus den Daten zu
schétzen, setzt man die sogenannte empirische Kovarianz
1 n
ngjy = Z(xz - fn)(yz - gn)

n—1:4

ein. Dabei ist Sgy jedoch von den Skalen von X und Y abhéngig.

1. Um eine skaleninvariantes Zusammenhangsmaf zu bekommen, betrachtet man die
empirische Variante des Korrelationskoeffizienten

Cov(X,Y)
X,Y)= ,
ol ) VVar X - v/VarY

den sogenannten Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizienten

Sz,
Sz - Syy

wobei
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die Stichprobenvarianzen der Stichproben (z1,...,z,) und (y1,...,y,) sind. Dabei
erbt g, alle Eigenschaften des Korrelationskoeffizienten o(X,Y):

a) |ozy| <1

b) 0zy = £1, falls ein linearer Zusammenhang in den Daten (z;, y;)i=1,. n VOr-
liegt, d.h. alle Punkte (z;,v;), i = 1,...,n liegen auf einer Gerade mit positi-
vem (bei gz = 1) bzw. negativem (bei gy = —1) Anstieg.

c) Wenn |04y | klein ist (ggzy = 0), so sind die Datensétze unkorreliert. Dabei wird
oft folgende grobe Einteilung vorgenommen:

Merkmale X und Y sind
o . schwach korreliert®, falls |og,| < 0.5,
o stark korreliert®, falls |0z, > 0.8.
Ansonsten liegt ein mittlerer Zusammenhang zwischen X und Y vor.
Lemma 2.5.1
Fiir o,y gilt die alternative rechengiinstige Darstellung
N D1 Tili — NTnYn
Gay = n o2 oo\ (N .2 ooy
\/( s @p —nag) (il y; — nijn)

(2.5.1)

2. Spearmans Korrelationskoeffizient

Einen alternativen Korrelationskoeffizienten erhédlt man, wenn man die Stichpro-
benwerte x; bzw. y; in g, durch ihre Rdinge rg(x;) bzw. rg(y;) ersetzt, die als
Position dieser Werte in den ansteigend geordneten Stichproben zu verstehen sind:
rg(z;) = j, falls »; = x(;) fiir ein j € {1,...,n}, Vi = 1,...,n. Es bedeutet, dass
rg(wy) =1 Vi=1,...,n, falls »; # z; fiir i # j.

Falls die Stichprobe (z1,...,z,) k identische Werte x; (die sogenannten Bindun-
gen) enthalt, so wird diesen Werten der sogenannte Durchschnittsrang rg(z;) zuge-

wiesen, der als arithmetisches Mittel der k£ in Frage kommenden Rénge errechnet
wird. Zum Beispiel findet folgende Zuordnung statt:

T; ‘ (3,1,7,5,3,3)
rg(x;) ‘ (a,1,6,5,a,a)

wobei der Durchschnittsrang a von Stichprobeneintrag 3 gleich a = 1/3(2+3+4) =
3 ist.

Somit wird der sogenannte Spearmans Korrelationskoeffizient (Rangkorrelations-
koeffizient) der Stichproben

(x1,...,zn) und  (y1,...,Yn)

als der Brawais-Pearson-Koeffizient der Stichproben ihrer Rénge

(rg(z1),...,18(2s)) und  (rg(y1),-..,18(yn))
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definiert:

n

0sp = i=1 ( g( ) - @m) (rg(yl) - @y)
\/Z - ng) i (re(yi) — @;,)2

wobei

1& 1&
rg, = ” ng(l'i) = ng(x

_ n+1
rgy=72rg yi) =

Dieselbe Darstellung Tg, gilt auch, wenn Bindungen vorhanden sind.

Dieser Koeffizient misst monotone Zusammenhénge in den Daten. Aus den Eigen-
schaften der Bravais-Pearson-Koeffizienten folgt |os,| < 1. Betrachten wir die Félle
0sp = =1 gesondert:

e 0sp = 1 bedeutet, dass die Punkte (rg(z;),rg(yi)), ¢ = 1,...,n auf einer Ge-
raden mit positiver Steigung liegen. Da aber rg(x;),rg(y;) € N, kann diese
Steigung nur 1 sein. Es bedeutet, dass dem kleinsten Wert in der Stichprobe
(x1,...,2y) der kleinste Wert in (y1, ..., y,) entspricht, usw., d.h., fiir wach-
sende x; wachsen auch die y; streng monoton: x; < x; = y; <y; Vi # j.

e Analog gilt dann fiir o5p = —1, dass x; < x; = y; > y; Vi #J.
Dies kann folgendermafien zusammengefafit werden:
e 05y > 0: gleichsinniger monotoner Zusammenhang (x; grofl <= y; grof})
e 05y < 0: gegensinniger monotoner Zusammenhang (z; gro <= y; klein)
® 0, ~ 0: kein monotoner Zusammenhang.
Da der Spearmans Korrelationskoeffizient nur Rénge von x; und y; betrachtet,

eignet er sich auch fiir ordinale (und nicht nur quantitative) Daten.

Lemma 2.5.2
Falls die Stichproben (z1, ..., xy) und (yi, . .., yn) keine Bindung enthalten (z; # z;, y; #
y; Vi # j), dann gilt
6 n
_ 2
0w =1~ Gy
wobei d; = rg(x;) —rg(y;) Vi=1,...,n.

Beweis Als Ubungsaufgabe. O

Satz 2.5.1 (Invarianzeigenschaften):
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1. Wenn die Merkmale X und Y linear transformiert werden:

f(X)=a,X+by, ay#0,b, €R,
g¥Y)=a,Y +b,, a,#0,b, R,

dann gilt 0¢(z)g(y) = se0(azay) - Ouy.
2. Falls Funktionen f : R — R und g : R — R beide monoton wachsend oder beide

monoton fallend sind, dann gilt

0sp(f(2),9(y)) = osp(,y) -
Falls f monoton wachsend und g monoton fallend (oder umgekehrt) sind, dann
gilt 0sp(f (), 9(y)) = —sp(x,y)-

Beweis Beweisen wir nur 1), weil 2) offensichtlich ist.

L S ((agzi 4 by) — (agZn + be)) ((ayyi + by) — (ayyn + by))

az Yo (@i — Tn)ag 301 (i — Un)?

_Gaay i (@i — Zn)(Yi — Yn)
|ag|lay| /Sy (@i — Tn)2 Yoy (Vi — Un)?

Of(z)g(y) =

= sgn(azay) - Ouy -

Bemerkung 2.5.1

1. Da lineare Transformationen monoton sind, gilt Aussage 1) auch fiir Spearmans
Korrelationskoeffizienten gg,.

2. Der Koeffizient g, erfasst lineare Zusammenhinge, wahrend o5, monotone Zu-
sammenhénge aufspiirt.

2.5.2 Einfache lineare Regression

Wenn man den Zusammenhang von Merkmalen X und Y mit Hilfe von Streudiagram-
men visualisiert, wird oft ein linearer Trend erkennbar, obwohl der Bravais-Pearson-
Korrelationskoeffizient einen Wert kleiner als 1 liefert, z.B. g,y ~ 0,6 (vgl. Abb. 2.9).
Dies ist der Fall, weil die Datenpunkte (x;,v;), i = 1,...,n oft um eine Gerade streuen
und nicht exakt auf einer Geraden liegen. Um solche Situationen stochastisch modellieren
zu kénnen, nimmt man den Zusammenhang der Form

Y=fX)+e

an, wobei ¢ die sogenannte Storgrofle ist, die auf mehrere Ursachen wie z.B. Beob-
achtungsfehler (Messfehler, Berechnungsfehler, usw.) zuriickzufiithren sein kann. Dabei
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B=95%, p=+0.98 B=80% , p=-0.89 B=60%, p=+0.77

Abb. 2.9: Vergleich verschiedenwertiger Bestimmtheitsmafle. Es sind Regressionsgera-
de, Bestimmtheitsmafl B und Korrelationskoeffizient p verschiedener (fiktiver)
Punktwolken vom Umfang n = 25 dargestellt. Die Beschriftung der Achsen ist
weggelassen, weil sie hier ohne Bedeutung ist.

nennt man die Zufallsvariable Y Zielgrofie oder Regressand, die Zufallsvariable X Fin-
flussfaktor, Regressor oder Ausgangsvariable. Der Zusammenhang Y = f(X) + ¢ wird
Regression genannt, wobei man oft iiber € voraussetzt, dass Ec = 0 (kein systemati-
scher Beobachtungsfehler). Wenn f(z) = « + Bz eine lineare Funktion ist, so spricht
man von der einfachen linearen Regression. Es sind aber durchaus andere Arten der
Zusammenhéange denkbar, wie z.B.

(polynomiale Regression), usw. Beispiele fiir mogliche Ausgangs- bzw. Zielgréfien sind in
Tabelle 2.1 zusammengefasst, einige Beispiele in Abbildung 2.10.

Auf Modellebene ist damit folgende Fragestellung gegeben: Es gebe Zufallsstichpro-
ben von Ziel- bzw. Ausgangsvariablen (Y7,...,Y;) und (Xi,...,X,), zwischen denen
ein verrauschter linearer Zusammenhang Y; = a + 5X; + ¢; besteht, wobei &; Storgrofien
sind, die nicht direkt beobachtbar und uns somit unbekannt sind. Meistens nimmt man
an, dass Ee; =0 Vi=1,...,n und Cov(g;,e;) = 0235, d.h. €1 ...¢&, sind unkorreliert
mit Vare; = 02. Wenn wir iiber die Eigenschaften der Schétzer fiir o, 8 und o2 reden,
gehen wir davon aus, dass die X-Werte nicht zuféllig sind, also X; =z; Vi=1,...,n.
Wenn man von einer konkreten Stichprobe (y,...,y,) fir (Y7,...,Y},) ausgeht, so sol-
len anhand von den Stichproben (z1,...,2,) und (y1,...,y,) Regressionsparameter «
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X Y

Geschwindigkeit Lénge des Bremswegs
Korpergrofle des Vaters Korpergrofie des Sohnes
Produktionsfaktor Qualitat des Produktes
Spraydosen-Verbrauch Ozongehalt der Atmosphére
Noten im Bachelor-Studium | Noten im Master-Studium

Tab. 2.1: Beispiele moglicher Ausgangs- und Zielgrofien

¥ StatLab 1985: n=100 Kinder 5 Statlab 1885: n=100 Kinder = Statlab 1985 n=100 Kinder
B=64%, p=+0.80 B=58%, p=+0.76 B=9.6%, p=-0.31
- -*
. .
Y

N
=]
1
o S n
1 ¢

a
&
1
1
.

L

i

Geburtsgewicht [Pound)
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Geburtsgroie [Zoll] Alter: Mutter (Geburt) [Jahr] Grofe: Mutter [Zoll)

Abb. 2.10: Punktwolken verschiedener Merkmale der StatLab-Auswahl 1985 mit Regres-
sionsgerade, Bestimmtheitsmafl B und Korrelationskoeffizient p.

(Regressionskonstante) und B (Regressionskoeffizient) sowie Regressionsvarianz o? ge-
schétzt werden. Dabei verwendet man die sogenannte Methode der kleinsten Quadrate,
die den mittleren quadratischen Fehler von den Datenpunkten (z;,y;)i—1,... n des Streu-
diagramms zur Regressionsgeraden y = « + Sz minimiert:
1 n
(o, B) = argmine(, ) mit e(a, ) == (yi — @ — fz;)?.

a,BER n:3

Da die Darstellung y; = a + Bx; + &; gilt, kann man e(a, 8) = 1/n Y7 €7 schreiben.
Es ist der vertikale mittlere quadratische Abstand von den Datenpunkten (z;,y;) zur
Geraden y = a + Bz (vgl. Abb. 2.11). Das Minimierungsproblem e(«, 3) — min 16st
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Y y=a+fz

AN
7

0 T

Abb. 2.11: Methode kleinster Quadrate

man durch das zweifache Differenzieren von e(q, 3). Somit erhdlt man & = y,, — Bin,
wobei

. SQ 1 n 1 n
52??? n_*zx% yn—*zym
T n i=1 i=1
2 1 & - _ 2 1 & 2
Sa:y = Z($l xn)(yl yn) ’ S;nx = Z(vzz xn)
n—1 = n—1 P

Ubungsaufgabe 2.5.1
Leiten Sie die Schétzer & und S selbststéndig her.

Die Varianz o2 schitzt man durch % = ﬁ Yo é? , wobei &; =y, — & — B:r2 , 1=
1,...,n die sogenannten Residuen sind. Die Griinde, warum &2 diese Gestalt hat, kon-
nen an dieser Stelle noch nicht angegeben werden, weil wir noch nicht die Maximum-
Likelihood-Methode kennen. Zu gegebener Zeit (in der Vorlesung Stochastik I1T) wird
jedoch klar, dass diese Art der Schétzung sehr natiirlich ist.

Bemerkung 2.5.2

Die angegebenen Schétzer fiir o und S sind nicht symmetrisch bzgl. Variablen x; und ;.
Wenn man also die horizontalen Abstinde (statt vertikaler) zur Bildung des mittleren
quadratischen Fehlers nimmt (was dem Rollentausch x <+ y entspricht), so bekommt
man andere Schatzer fiir o und f, die mit & und B nicht ibereinstimmen miissen:

(yi — )
S

Ein Ausweg aus dieser asymmetrischen Situation wére es, die orthogonalen Absténde

0; von (z;,y;) zur Geraden y = a + Sz zu betrachten (vgl. Abb. 2.12). Diese Art der
Regression, die ,errors-in-variables regression“ genannt wird, hat aber eine Reihe von
Eigenschaften, die sie zur Prognose von Zielvariablen y; durch die Ausgangsvariablen
x; unbrauchbar machen. Sie sollte zum Beispiel nur dann verwendet werden, wenn die
Standardabweichungen fiir X und Y etwa gleich grof§ sind.

dizyi—a—ﬁxingzxi—
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\

Abb. 2.12: Orthogonale Abstédnde

Kindi | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Fernsehzeit z; | 0,3 22 0,5 0,7 10 18 3,0 0,2 23
Tiefschlafdauer y; | 58 44 6,5 58 56 50 48 6,0 6,1

Tab. 2.2: Daten von Fernsehzeit und korrespondierender Tiefschlafdauer

Beispiel 2.5.1

Fin Kinderpsychologe vermutet, dass sich haufiges Fernsehen negativ auf das Schlafver-
halten von Kindern auswirkt. Um diese Hypothese zu iiberpriifen, wurden 9 Kinder im
gleichen Alter befragt, wie lange sie pro Tag fernsehen diurfen, und zusétzlich die Dau-
er ihrer Tiefschlafphase gemessen. So ergibt sich der Datensatz in Tabelle 2.2 und die
Regressionsgerade aus Abbildung 2.13.

6.5 4 *
6

551

Tiefschlafdauer

31 &+@x

4.5 4

0s 1 15 2 25 3
Fernsehzeit

Abb. 2.13: Streudiagramm und Ausgleichsgerade zur Regression der Dauer des Tief-
schlafs auf die Fernsehzeit

Es ergibt sich fiir die oben genannten Stichproben (1, ..., und (y1,...,Y9)

x9)
T9g=1,33, §o=556, B=-0,45, &=6,16.

Somit ist
y=6,16 —0,45x

die Regressionsgerade, die eine negative Steigung hat, was die Vermutung des Kinderpsy-
chologen bestétigt. Auflerdem ist es mit Hilfe dieser Geraden mdoglich, Prognosen fiir die
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Dauer des Tiefschlafs fiir vorgegebene Fernsehzeiten anzugeben. So wire z.B. fiir die
Fernsehzeit von 1 Stunde der Tiefschlaf von 6,16 — 0,45 -1 = 5,71 Stunden plausibel.

Bemerkung 2.5.3 (Eigenschaften der Regressionsgerade):
1. Es gilt sgn(B) = sgn(pyy), was aus 3 = 33263,,/53;3; folgt. Dies bedeutet (falls sgy > 0):
a) Die Regressionsgerade y = &+ Bz steigt an, falls die Stichproben (X1, 2n)
und (y1,...,yn) positiv korreliert sind.
b) Die Regressionsgerade fillt ab, falls sie negativ korreliert sind.
c¢) Die Regressionsgerade ist konstant, falls die Stichproben unkorreliert sind.

Falls szy = 0, dann ist die Regressionsgerade konstant (y = ¥y, ).

2. Die Regressionsgerade y = & + Bz verluft immer durch den Punkt (ZnyYn): &+
By, = Yn.-

3. Seien §; = & + Bx;, i = 1,...,n. Dann gilt

n n

Zgji =y, und somit z:(yZ —4;)=0.

i=1 Y

i=1 N
€i

S

ﬁin:

Dabei sind €; die schon vorher eingefiihrten Residuen. Mit ihrer Hilfe ist es moglich,
die Giite der Regressionsprognose zu beurteilen.

Residualanalyse und Bestimmtheitsmal

Definition 2.5.1
Der relative Anteil der Streuungsreduktion an der Gesamtstreuung Sgy heifit das Be-
stimmtheitsmaj$ der Regressionsgeraden:

2 1 22 A

g Sw TN & N — 9
2 n —\2

Syy i:l(yi - yn)

Es ist nur im Fall S2, > 0, Sgy > 0 definiert, d.h., wenn nicht alle Werte z; bzw. y;
iibereinstimmen.

Warum R? in dieser Form eingefiihrt wird, zeigt folgende Uberlegung, die Streuungs-
zerleqgung genannt wird:

Lemma 2.5.3

Die Gesamtstreuung (,sum of squares total*) SQT = (n — 1)S§y = 3" 1 (yi — n)?
lasst sich in die Summe der sogenannten erklarten Streuung ,,sum of squares explained*
SQE = > (i — ¥n)? und der Residualstreuung ,sum of squared residuals* SQR =

67 =321 (yi — §i)? zerlegen:

SQT = SQE + SQR
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bzw.
n n n
Swi—in)?=> @i — i)+ (v — %)
i=1 i=1 i=1
Beweis
n n
SQT = (i —9n)” =D _(yi — i + §i — Un)’
i=1 i=1
n n n
= Wi — 92 +2> (Wi — 9) (@i — Tn) + > (5 — Un)”
i=1 i=1 i=1
=SQR =SQE
n n
=SQE+SQR+2) Gi(yi — i) —29n D _(yi—9) =SQE+SQR+E,
i=1 i=1
=0, vgl. Eig. 3 S. 30
wobei noch zu zeigen ist, dass E =231 4:(y; — 9:) = 0, also
n . R n R n R
E=2Y (G4 fu)(yi — & — Pr;) =26 ) & +20)  zi(yi — & — By
i=1 i=1 i=1
. n n . n R n . R n
Y (zx,%—azxi—ﬁzx?) - Azxs(inyi—m:«ngnwmez—,azx%)
i=1 i=1 i=1 G=Yn—1nf i=1 i=1
A 2 5 2 5 2 S 2
X
=2f ((n — l)Sxy - pB(n— 1)5’”) = 26(n—1) <Sxy — S—Qy . Sm> =
Bisgy xrx

O]

Die erklarte Streuung gibt die Streuung der Regressionsgeradenwerte um %, an. Sie
stellt damit die auf den linearen Zusammenhang zwischen X und Y zuriickgefiihrende
Variation der y-Werte dar. Das oben eingefiihrte Bestimmtheitsmaf ist somit der Anteil

dieser Streuung an der Gesamtstreuung;:

2 _ SQE _ Z?:l(gz _gn)2 _ SQT — SQR —1— SQJ
SQT X (yi — n)? SQT SQT

Es folgt aus dieser Darstellung, dass R? € [0, 1] ist.

R

1. R? = 0 bedeutet SQE = 3" 1 (9; — ¥n)? = 0 und somit §; = ¥, Vi. Dies weist
darauf hin, dass das lineare Modell in diesem Fall schlecht ist, denn aus g; =

d+3xi =y, folgt B =
Y unkorreliert.

2
% = 0 und somit S2, = 0. Also sind die Merkmale X und
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2. R? = 1 bedingt SQR = Y-, é? = 0. Somit liegen alle (;,y;) perfekt auf der
Regressionsgeraden. Dies bedeutet, dass die Daten x; und y;, ¢ = 1,...,n perfekt
linear abhéngig sind.

Faustregel zur Beurteilung der Giite der Anpassung eines linearen Modells an Hand
von Bestimmtheitsmafl R?:
R? ist deutlich von Null verschieden (d.h. es besteht noch ein linearer Zusammen-

hang), falls R? > ni”, wobei n der Stichprobenumfang ist.

Allgemein gilt folgender Zusammenhang zwischen dem Bestimmtheitsma R? und dem
Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizienten gz, :

Lemma 2.5.4
R2 = ng

Beweis Aus der Eigenschaft 3 S. 30 folgt ¥, = ,,. Somit gilt

SQB =3 (3~ )? = 300k~ ) = D6+ i — - Bt = Y (e 1)
=1

i=1 i=1 i=1

und damit

w2 SQE _ By @i —w)? (53 (n-1)S3, ( . )2 = o
SQT  Yia(wi—wua)?  (52)? (n=1)S5,  \ SyySex "
O
Folgerung 2.5.1
1. Der Wert von R? éndert sich bei einer Lineartransformation der Daten (1, ..., 2,)

und (y1,...,Yyn) nicht. Grafisch kann man die Giite der Modellanpassung bei der
linearen Regression folgendermaflen tiberpriifen:

Man zeichnet Punktepaare (i, €;)i=1,...»n als Streudiagramm (der sogenannte Re-
sidualplot). Falls diese Punktewolke gleichméfig um Null streut, so ist das lineare
Modell gut gewahlt worden. Falls das Streudiagramm einen erkennbaren Trend
aufweist, bedeutet das, dass die Annahme des linearen Modells fiir diese Daten
ungeeigenet sei (vgl. Abb. 2.14)

2. Da R? = Q?Cy, ist der Wert von R? symmetrisch bzgl. der Stichproben (z1,...,z,)
und (y1,...,Yn):

02, =R*=0., bzw. R, =R,

wobei ng das Bestimmtheitsmaf} bezeichnet, das sich aus der normalen Regression
ergibt und Rim das mit vertauschten Achsen.
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Abb. 2.14: Links: Gute, Rechts: Schlechte Ubereinstimmung mit dem linearen Modell

33



3 Punktschatzer

3.1 Parametrisches Modell

Sei (z1,...,zy) eine konkrete Stichprobe. Es wird angenommen, dass (x1,...,x,) ei-
ne Realisierung einer Zufallsstichprobe (X7i,...,X,) ist, wobei Xi,...,X,, unabhin-
gige identisch verteilte Zufallsvariablen mit der unbekannten Verteilungsfunktion F'
sind und F zu einer bekannten parametrischen Familie {Fy : 6 € O} gehort. Hier
ist 0 = (01,...,0,) € © der m-dimensionale Parametervektor der Verteilung Fp und
© C R™ der sogenannte Parameterraum (eine Borel-Teilmenge von R™, die die Menge
aller zugelassenen Parameterwerte darstellt). Es wird vorausgesetzt, dass die Parametri-
sierung 6 — Fy identifizierbar ist, indem Fy, # Fy, fiir 61 # 02 gilt.

Eine wichtige Aufgabe der Statistik, die wir in diesem Kapitel betrachten werden,
besteht in der Schitzung des Parametervektors 6 (oder eines Teils von #) an Hand von der
konkreten Stichprobe (x1,...,zy). In diesem Fall spricht man von einem Punktschditzer
6: R" — R™, der eine giiltige Stichprobenfunktion ist. Meistens wird angenommen,

dass
]P’(é(Xl,...,Xn)e@)zl,

wobei es zu dieser Regel auch Ausnahmen gibt.

Beispiel 3.1.1

1. Sei X die Dauer des fehlerfreien Arbeitszyklus eines technischen Systems. Oft wird
X ~ Exp(\) angenommen. Dann stellt {Fp: 0 € ©} mit m=1,0 =\, © =R,
und

Fy(z) = (1 —e %) . I(z > 0)

ein parametrisches Modell dar, wobei der Parameterraum eindimensional ist. Spé-
ter wird fir A der (Punkt-) Schétzer A\(x1,...,z,) = 1/, vorgeschlagen.

2. In den Fragestellungen der statistischen Qualitatskontrolle werden n Erzeugnisse
auf Méngel untersucht. Falls p € (0, 1) die unbekannte Wahrscheinlichkeit des Man-
gels ist, so wird mit X ~ Bin(n,p) die Gesamtanzahl der mangelhaften Produkte
beschrieben. Dabei wird folgendes parametrische Modell unterstellt:

©={(n,p): neN,pe(0,1)}, 0= (n,p), m=2,

1, r>n
Fy(z) =Pg(X <) = { S (Mpk(1 — p)nF, z € (0,7
0, z < 0.

34
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Falls n bekannt ist, kann die Wahrscheinlichkeit p des Ausschusses durch den
Punktschéitzer p(x1,...,2,) = Tn, x; € {0,1} ndherungsweise berechnet werden.

3.2 Parametrische Familien von statistischen Priifverteilungen

In der Vorlesung Wahrscheinlichkeitsrechung wurden bereits einige parametrische Fami-
lien von Verteilungen eingefiihrt. Hier geben wir weitere Verteilungsfamilien an, die in
der Statistik eine besondere Stellung einnehmen, weil sie als Referenzverteilungen in der
Schétztheorie, statistischen Tests und Vertrauensintervallen ihre Anwendung finden.

3.2.1 Gamma-Verteilung

Als erstes fithren wir zwei spezielle Funktionen aus der Analysis ein:

1. Die Gamma-Funktion:
o0
L(p) = / 2P le % dx fir p > 0.
0
Es gelten folgende Eigenschaften:

(1) =1, 0(1/2) = V7
I'(p+1) =pl'(p) Vp>0, F'n+1)=n!, VneN.

2. Die Beta-Funktion:
1
B(p,q) = / PN (1—1)"dt, p,g>0.
0

Es gelten folgende Eigenschaften:

I'(p)I'(q)

B(p.q) = B(e.p),  B.o)= 104y

, p,q>0.

Definition 3.2.1
Die Gamma-Verteilung mit Parametern A > 0 und p > 0 ist eine absolut stetige Vertei-
lung mit der Dichte

APzP~l g

e , x>0,

fx(x) =3 T@ (3.2.1)
0, z <0.

Dabei verwenden wir die Bezeichnung X ~ TI'(A,p) fiir eine Zufallsvariable X, die
Gamma-verteilt mit Parametern A und p ist. Es gilt offensichtlich X > 0 fast sicher
fir X ~ T'(\, p).

Ubungsaufgabe 3.2.1
Zeigen Sie, dass (3.2.1) eine Dichte ist.
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Abb. 3.1: Dichte der Gammaverteilung

Beispiel 3.2.1

1. In der Kraftfahrzeugversicherung wird die Gamma-Verteilung oft zur Modellierung
des Gesamtschadens verwendet.

2. Falls p=1, dann ist I'(A\, 1) = Exzp(\).

Satz 3.2.1 (Momenterzeugende und charakteristische Funktion der Gamma-

verteilung):
Falls X ~ T'(\,p), dann gilt Folgendes:

1. Die momenterzeugende Funktion der Gammaverteilung ¥ x (s) ist gegeben durch

1

Ux(s) = EBe™ = oo A,
x(s) = Ee TR VAR
2. k-te Momente:
1)-...- E—1
EXk:p(er : )\k:(p+ ), keN.
Beweis 1. Betrachte
<0
Ux(s) = /Oo e fx (z) da Ap/o" p=1,(5 — Ao g,
0 L'(p) Jo
AP oo p—1 \T
ey =
—(s=Nz=y I'(p) Jo —(s—=A)P T(p)(A — s)P
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Falls s € C, Re(s) < A, dann ist ¥x(s) holomorph auf D ={z =2 +iyc C:z <
A}

p+1l)-...-(p+k—1)
2\

EX* = w)(0) — mxt = 2 , keN.

Folgerung 3.2.1 (Faltungsstabilitit der I'-Verteilung):
Falls X ~ T'(\,p1) und Y ~ T'(\, p2), X, Y unabhéngig, dann ist X +Y ~ T'(\, p1 + p2).

Beweis Es gilt

1 1 1 p1+p2
exer(s) = ex(0)ev(9) = Tr i T = (ToTn) | = Ao ().

Da die charakteristischen Funktionen die Verteilungen eindeutig bestimmen, folgt damit
X +Y ~T(\p1 +p2). O

Beispiel 3.2.2

Seien Xi,...,X,, ~ Exp(\) unabhéngig. Nach der Folgerung 3.2.1 gilt X = X7 + ...+

Xp~T(\1+...4+1)=T(\n), denn Exp(\) =I'(\, 1). Dabei heifit X Erlang-verteilt
—_——

n
mit Parametern A\ und n. Man schreibt X ~ Erl(A,n).
Zusammengefasst: Erl(A,n) =T(\,n)
Interpretation: In der Risikotheorie z.B. sind X; Zwischenankunftszeiten der Einzel-

schidden. Dann ist X = Y1 ; X; die Ankunftszeit des n-ten Schadens, X ~ Erl(A,n).

Definition 3.2.2 (x2-Verteilung):

X ist eine x2-verteilte Zufallsvariable mit k Freiheitsgraden (X ~ x?), falls X 4 X2+
...+ X}, wobei X1,...,X) ~ N(0,1) unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen
sind.

Satz 3.2.2 (x?-Verteilung: Spezialfall der I'-Verteilung mit A = 1/2, p = k/2):
Falls X ~ X%, dann gilt:

1. X ~T(1/2,k/2), d.h.

k21 p—x/2
—_—— >0

Ix(x) =< 2k/2T(k/2) . (3.2.2)
0, x <0

2. Insbesondere ist EX = k, Var X = 2k.
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Beweis

0,5

0,41

0,31

0,2+

0,1

3 Punktschéitzer

0

P(X? < 2) = P(X1 € [~V va]) = |

Abb. 3.2: Dichte der x2-Verteilung fiir k = 2, 3,4

1. Sei X = X? + ...+ X? mit X; ~ N(0,1) unabhiingingen identisch ver-
teilten Zufallsvariablen. Errechnen wir zunéchst die Verteilung der X?:

CIE | ,ﬁd
—e 2
—Vz V2T Y

/ﬁ 1 _ﬁd /0 1 _ﬁd
e [ 2 + - 2
0 \/27re Y -z \/27re Y
z ] ¢t 1 0 1 -1
— 7fdt+/ SR Rt
Lt/ NoE AN . V2r /i

—1/2,1/2—1
—/ 1/2 t e Pat, x>0.
r'(1/2)

Somit folgt X7 ~ I'(1/2,1/2) = X ~ T(1/2,1/2+ ... +1/2) =T(1/2,k/2) und
—_————
daher gilt der Ausdruck (3.2.2) fiir die Dichte.
2. Wegen der Additivitdt des Erwartungswertes und der Unabhéngigkeit von X; gilt
EX =k-EX?, VarX =kVarX?, E(X?)=E(T(1/2,1/2)).

Bitte zeigen Sie selbststdndig, dass IEle2 =1, Var X12 = 2.

3.2.2 Student-Verteilung (t-Verteilung)

Definition 3.2.3

Seien X,Y unabhingige Zufallsvariablen, wobei X ~ N(0,1) und Y ~ x?2. Dann heifit

die Zufallsvariable

d X

VS

Student- oder t-verteilt mit r Freiheitsgraden. Wir schreiben U ~ t,.
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Satz 3.2.3 (Dichte der ¢-Verteilung):
Falls X ~ t,, dann gilt:

1.

2. EX =0, VarX=_-%5, r>3.

Bemerkung 3.2.1

1. Grafik von f,: Die t,-Verteilung ist symmetrisch. Insbesondere gilt:

+
——t

) & 0 T 2 3 7

Abb. 3.3: Dichte f der t-Verteilung fir r = 2,10, 100

tra = —tlr1—a, «a€ (0, 1) ,

wobei ¢, , das a-Quantil der Student-Verteilung mit r Freiheitsgraden ist.

2

2. Falls r — oo, dann f,.(x) — \/%e_% ,  x € R. (Acebungsaufgabe)
3. Fir r =1 gilt: t; = Cauchy(0, 1) mit Dichte f(z) = m Der Erwartungswert

von t1 existiert nicht.

3.2.3 Fisher-Snedecor-Verteilung (F-Verteilung)

Definition 3.2.4
Falls X < UTZ, wobei U, ~ x%, Us ~ xg, r,s € N, U,,Us unabhéngig, dann hat X

Us
eine F-Verteilung mit Freiheitsgraden r, s. Bezeichnung: X ~ Fj. .

Bemerkung 3.2.2
Sei X ~ F, 4, r,s € N mit Dichte fx.

1. Einige Graphen der F-Verteilung sind in Abbildung ?? dargestellt.

2. Einige Eigenschaften der F-Verteilung:
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Lemma 3.2.1

Es gilt:
a) s
EX = . s>3
s—2
b) 2
Varx = 25 (rts=2) s>5.

r(s—4)(s —2)%’
c) Falls F, o das a-Quantil der F, ;-Verteilung ist, dann gilt

1

Frs a =
e Fs,r,lfa

, a€(0,1).

3.3 Punktschatzer und ihre Grundeigenschaften

Sei (Xy,...,X,) eine Zufallsstichprobe, definiert auf dem kanonischen Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, F,Pp). Seien X;, i« = 1,...,n unabhingige identisch verteilte Zufallsva-
riablen mit Verteilungsfunktion F' € {Fy : § € ©}, © C R™. Finde einen Schétzer

A

0(Xy,...,X,) fir den Parameter 6 mit vorgegebenen Eigenschaften.
Unser Ziel im néchsten Abschnitt ist es, zunédchst grundlegende Eigenschaften der
Schétzer kennenzulernen.

3.3.1 Eigenschaften von Punktschatzern

Definition 3.3.1 (Erwartungstreue):
Ein Schatzer 0(X,...,X,) fir 0 heift erwartungstreu oder unverzerrt, falls

Egf(X1,...,X,) =0, 0ecoO.
Dabei wird vorausgesetzt, dass
Egl0(X1,...,Xn)| <oco, 0€0O.
Der Bias (Verzerrung) eines Schéitzers é(Xl, ..., Xp,) ist gegeben durch
Bias(d) = Eg0(X1,...,X,) — 0.

Falls (X1,...,X,) erwartungstreu ist, dann gilt Bias(d) = 0 (kein systematischer
Schétzfehler).

Definition 3.3.2 (Asymptotische Erwartungstreue):
Der Schitzer 6(X, ..., X,) fur 0 heiBt asymptotisch erwartungstreu (oder asymptotisch
unverzerrt), falls (fiir grofie Datenmengen)

EoO(X1,...,Xn) — 0, 0 € oO.

n—oo



3 Punktschatzer 41

Definition 3.3.3 (Konsistenz):
Falls

A

0(X1,....X,) — 0, 6cO

n—oo

in L?, stochastisch bzw. fast sicher, dann heiit der Schétzer é(Xl, ..., Xp) ein konsis-
tenter Schatzer fir 6 im mittleren quadratischen, schwachen bzw. starken Sinne.

e 0 L%-konsistent: fiir Ey éQ(Xl, oo Xp) < oo gilt
6 L% 0= Egld(X1,.... X)) 0 — 0, 6eO.
e 0 schwach konsistent:
0 5 0= P(0(X1,....Xp)—0]>c) — 0, >0, O€c6.

n—oo n—o0

o 0 stark konsistent:

0 = 0= Py (lim O(Xy,..., X,)=0) =1, 0c6.
n—oo n—oo

Daraus ergibt sich folgendes Diagramm (vgl. Wahrscheinlichkeitsrechungsskript, Ka-
pitel 6).

’ L? — Konsistenz ‘:;% schwache Konsistenz k:’ starke Konsistenz ‘

Definition 3.3.4 (Mittlerer quadratischer Fehler (mean squared error)):
Der mittlere quadratische Fehler eines Schétzers 6(X7y, ..., X,) fir 0 ist definiert als

MSE(#) =Eg|l0(X1,...,X,) — 0.

Lemma 3.3.1
Falls m = 1 und Ey 0?(Xy,...,X,) < oo, 6¢c O, dann gilt

MSE(0) = Vary 0 + (Bias(6))” .
Beweis  MSE(0) = Eg(0 — 0)* = Eg(0 — Egf + Egf) — 0)?
=Eo(0 —Eg0)? +2E4(0 —Eg ) (Eg 0 — 0) + (Eg 0 — 6)?
Varg 6 =0 =const =Bias()2

= Varg 0 + (Bias(é))2 .

Bemerkung 3.3.1
Falls 0 erwartungstreu fir 6 ist, dann gilt MSE(0) = Vary 6.
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Definition 3.3.5 (Vergleich von Schitzern):
Seien 6, (X1,...,Xy) und ég(Xl, ..., X,,) zwei Schitzer fiir §. Man sagt, dass 0, besser
ist als ég, falls

MSE(0,) < MSE(#,), 0eO.

Falls m = 1 und die Schéatzer él, ég erwartungstreu sind, so ist 91 besser als 92, falls él
die kleinere Varianz besitzt. Dabei wird stets vorausgesetzt, dass [y 9? <o, H€06.

Definition 3.3.6 (Asymptotische Normalverteiltheit):
Sei 0(X1,...,Xy) ein Schatzer fiir  (m = 1). Falls 0 < Varg0(X1,...,X,) <o, 6¢€
© und

A

X1, X)) —Eg0(Xq,..., X,
9( 1, 5 )A 99( 1 )i>YNN(O,].),
\/Vargé?(Xl,...,Xn) e

dann ist (X1, ..., X,) asymptotisch normalverteilt.

Definition 3.3.7 (Bester erwartungstreuer Schitzer):

Der Schétzer (X1, ..., X,,) fir 0 ist der beste erwartungstreue Schdtzer, falls
Eg0?(X1,...,Xp) <00, €O, Eeb(Xy,....X,)=0, 0ecO,

und @ die minimale Varianz in der Klasse aller erwartungstreuen Schétzer fiir 6 besitzt.
Das heif3t, dass fir einen beliebigen erwartungstreuen Schétzer (X7, ..., X,,) mit

EgéQ(Xl,...,Xn)<OO gilt Vargég\/argé, feoO.

3.3.2 Schatzer des Erwartungswertes und empirische Momente

Sei X 2 X;, i=1,...,n ein statistisches Merkmal. Sei weiter E|X;|¥ < oo fiir ein
k € N, m = 1 und der zu schiitzende Parameter § = j, = EXF. Insbesondere gilt im
Fall £k =1, dass 6 = u; = p der Erwartungswert ist.

Definition 3.3.8
Das k-te empirische Moment von X wird als

n
> Xt
=1

fu. =

S|

definiert. Unter dieser Definition gilt, dass iy = X, also das erste empirische Moment
gleich dem Stichprobenmittel ist.

Satz 3.3.1 (Eigenschaften der empirischen Momente):
Unter obigen Voraussetzungen gelten folgende Eigenschaften:

1. fi, ist erwartungstreu fiir py, (insbesondere X,,).
2. [ ist stark konsistent.

3. Falls Eg| X|?* < 00, V60 € O, dann ist ji; asymptotisch normalverteilt.
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4. Es gilt Var X,, = %2, wobei 02 = Varg X. Falls X; ~ N(u,0?), i=1,...,n (eine
normalverteilte Stichprobe), dann gilt:

Beweis
1. EeﬂkZEZEeXk
2. Aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen folgt
1 & £
k .S. k
E;Xi = Bg X[ = .
1=
3. Mit dem zentralen Grenzwertsatz gilt

i X —n-EX* _ % 1 XF _ nﬂk—ﬂk N Y ~ N(0,1)
V/n - Var X* ﬁm V/Var Xk n—oo ’

Insbesondere gilt fiir den Spezialfall k£ = 1

Var X,, = Var <

Falls X; ~ N(u,a%), i = 1,...,n, dann gilt wegen der Faltungsstabilitdt der
Normalverteilung X,, ~ N(-,-), weil

Somit folgt aus 1) und 4) X,, ~ N (u, %2) :

Damit ist der Satz bewiesen. O

3.3.3 Schatzer der Varianz

Seien X;, 4 = 1,...,n unabhéngig identisch verteilt, X; 4 X, FgX? <0 VOc
O, 0= (01,...,0,)7, 0; = 0% = Vary X fiireini € {1,...,m}. Die Stichprobenvarianz

1
n—1

52 — > (X — Xp)?
=1
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ist dann ein Schiitzer fiir o2. Falls der Erwartungswert ju = EgX der Stichprobenvariablen
explizit benannt ist, so kann ein Schitzer fiir 02 auch als

~ 1 &
Sh = EZ(Xi -’

=1

definiert werden.
Wir werden nun die Eigenschaften von S2 und S2 untersuchen und sie miteinander
vergleichen.

Satz 3.3.2

1. Die Stichprobenvarianz S2 ist erwartungstreu fiir o2:

EQSEL:UZ, 0eO.
2. Wenn Eg X4 < 0o, dann gilt

1 n—3
VarQS,%:E <uﬁl—n_1a4) ,

wobei p) = Ey (X — p)*.
Satz 3.3.3 1. Der Schitzer 52 fiir o2 ist erwartungstreu.

2. Bs gilt Varg S2 = 1/n(uy — o%).

. Y 1 1<
Beweis EQSTQL:*ZEO(Xi—MF:*Zﬂ:ﬁ
" =1 :Var@ Xi " =1

Folgerung 3.3.1
Der Schitzer S? fiir o2 ist besser als S2, weil beide erwartungstreu sind und

/ 4

/ 4 _ n=3
Varg S2 = Ha ™ O BT
" n n

= Varg 52

Diese Eigenschaft von S2 im Vergleich zu S2 ist intuitiv klar, da man in S? mehr In-
formationen iiber die Verteilung der Stichprobenvariablen X; (ndmlich den bekannten
Erwartungswert j) reingesteckt hat.

Satz 3.3.4
Die Schitzer S2 bzw. S2 sind stark konsistent und asymptotisch normalverteilt:
2 2
9 fs. 2 Sn — 0 d
Snnjoa , \/ﬁ\/mnjolf N(0,1),
4
&2 fs 2 52 — O'2 d
S, — o°, Vn—2—— — Y ~ N(0,1),
n—00 /'521 — g n—00
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falls p) < oc.

Folgerung 3.3.2

Es gilt
1. Xn — KU 4 -
\/ﬁisn = Y ~ N(0,1)
und somit
2.
> 210250 o Z1-a/25n
P n e XH_T7X7Z+T njol—a (331)

fir ein o € (0, 1), wobei z, das a-Quantil der N(0, 1)-Verteilung ist.

Bemerkung 3.3.2

Das Intervall in (3.3.1) nennt man asymptotisches Konfidenz- oder Vertrauensintervall
fiir den Parameter p. Falls ac klein ist (z.B. o = 0,05), so liegt p mit einer asymptotisch
groflen Wahrscheinlichkeit 1 —«a im vorgegebenen Intervall. Diese Art der Schitzung von
1 stellt eine Alternative zu den Punktschitzern dar und wird ausfithrlich in Kapitel 4
behandelt.

Beweis der Folgerung 3.3.2
1. Aus Satz 3.3.4 folgt

2 fs. 2 0 fs. o d
S, — 0=+ S 1= —1
n—o0 n—oo n—oo

n n

und somit nach der Verwendung des Satzes von Slutsky

Xn — U Xn —H 0 4
= o —_— H
Sh \/ﬁ o S, n—oo

vn Y.1=Y ~ N(0,1),

wobei wir die asymptotische Normalverteiltheit von X,, benutzt haben.

2. Aus 1) folgt

Xn— a
Po (VX € s 1ma] ) 2 (1) (sas) =125 -5 =10
Daraus folgt das Intervall (3.3.1) nach der Auflésung der Ungleichung

X — p
Zaj2 < VN 75’ < Zi—a/2
n

bzgl. u.
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Betrachten wir weiterhin den wichtigen Spezialfall der normalverteilten Stichproben-
variablen X;, i=1,...,n,also X ~ N(u,o?).

Satz 3.3.5
Falls X1, ..., X, normalverteilt sind mit Parametern y und o2, dann gilt
1. (n=1Sy 2
0_2 Xn—l 9
2. ng?m 2
52 ~ Xn
Lemma 3.3.2

Falls X ~ N (,u_, 0?), X1,..., X, unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen, X; 4
X, dann sind X,, und S? unabhingig.

Dieses Lemma wird unter Anderem gebraucht, um folgendes Ergebnis zu beweisen:

Satz 3.3.6
Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.3.2 gilt

V(Xn — p)
Sn
Beweis des Satzes 3.3.6 Aus den Sétzen 3.3.1, 4) und 3.3.5 folgt

— o? n—1)52
XnNN<M,n und (Uz)n”\*xi_u

~tp—1.

also

n—1)5?
~ N(0,1) und %—(Uﬁnwﬁq-

X,
Yy = vn = K

Nach dem Lemma 3.3.2 und Satz 77 sind Y7 und Y5 unabhéngig. Dann gilt

Y1
T= ~ty_
Yy n—1
n—1
nach der Definition einer ¢-Verteilung, wobei
Xn— -
Vil Xn —p

T—=-2Y_9¢ — -n_~
(n—1)52 \/ﬁ Sn
o2(n—1)

Somit gilt -
Xn—p
Sn

~itp-1.

vn
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Bemerkung 3.3.3

Mit Hilfe des Satzes 3.3.6 kann folgendes Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert
@ einer normalverteilten Stichprobe (Xi,...,X,) bei unbekannter Varianz o2 (X; ~
N(u,0%), i=1,...,n) konstruiert werden:

= tho11-a/2 o tho11-a)2 D
P X, - noblazg g Inbloa2g 1) g
(“E[ Jn Y @

fir o € (0,1), denn

X, — 1
IP’(\/ﬁ Tig € |:tn—1,oc/27 tn—1,1—a/z]> =Fr,  (thm11-a/2) = Fiy (tne1,0/2)
n ———

=—tp_1,1-as2 Wg. Sym. ¢-Vert.

(3.3.2)

L9,
2 2
wobei t,_1 o das a-Quantil der ¢,,_1-Verteilung darstellt. Der Rest folgt aus (3.3.2) durch

das Auflésen bzgl. u.

3.3.4 Eigenschaften der Ordnungsstatistiken

In Abschnitt 2.2.2 haben wir bereits die Ordnungsstatistiken x(y),...,z(,) einer kon-
kreten Stichprobe (x1,...,z,) betrachtet. Wenn wir nun auf der Modellebene arbeiten,
also eine Zufallsstichprobe (X1,...,X,) von unabhéngigen identisch verteilten Zufalls-
variablen X; mit Verteilungsfunktion F'(z) haben, welche Eigenschaften haben dann ihre
Ordnungsstatistiken

Satz 3.3.7

1. Die Verteilungsfunktion der Ordnungsstatistik X, ¢ = 1,...,n ist gegeben
durch

Fx, (z) = kz_: (Z) FFz)(1— F(z))"*, rE€R. (3.3.3)

2. Falls X; absolut stetig verteilt sind mit Dichte f, die stiickweise stetig ist, dann ist
auch X(;), ¢ =1,...,n absolut stetig verteilt mit der Dichte

n! @) F @)1 - F()"™, zeR.

o) = G i =

Beweis
Fihren wir die Zufallsvariable

V=#{i: X;<a}=) I(X;<z), z€R
=1
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ein. Da Xj,..., X, unabhéngig identisch verteilt mit Verteilungsfunktion F' sind, gilt
Y ~ Bin(n, F(z)). Weiterhin gilt

Fx, (1) =P(X3 <2)=P(Y >i)=Y (Z) Fr@)(1-F()"™",  zeR.
k=

i

Bemerkung 3.3.4

Fiir i = 1 und i = n sieht die Formel (3.3.3) besonders einfach aus:

Fx, () =1-(1-F(2))", z€eR
Fx, (z) =F"(2), zeR.

Ubungsaufgabe 3.3.1
Zeigen Sie fiir X1, ..., X,, unabhéngig identisch verteilt, X; ~ U[0,0],0 > 0,i =1,...,n,
dass

1. die Dichte von X ;) gleich

n!
fX(->(x) _ { (i—1)!(n—2)!

0, sonst
und
2. . |
EX@):?H”%(Z;{;:;))!', keN, i=1,....n

sind. Insbesondere gilt EX ;) = n%rlH und Var X ;) = %

3.3.5 Empirische Verteilungsfunktion

Im Folgenden betrachten wir die statistischen Eigenschaften der in Abschnitt 2.1.2 ein-
gefiihrten empirischen Verteilungsfunktion F),(x) einer Zufallsstichprobe (X7i,...,X,),

wobei X 4x unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion
F(-) sind.

Satz 3.3.8
Es gilt

1. nFy,(z) ~ Bin(n,F(z)), = €R.
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2. F,(x) ist ein erwartungstreuer Schétzer fir F'(z), = € R mit

Fla)(1 - F()

Var Fy, (z) =

F,(z) ist stark konsistent.

3.
4. F,(z) ist asymptotisch normalverteilt:

Fn(z) — F(x) d _
\/ﬁ\/F(x)(l — Y~ N(0,1), Va: F(z) € (0,1).

Beweis 1. folgt aus der Darstellung

N 1
Fo(z) = EZ]I(XZ» <z), z€R,
=1

weil I(X; < z) ~ Bernoulli(F(z)), Vi=1,...,n. Somit ist

> I(X; < x) ~ Bin(n, F(z)).

i=1
2. Es folgt aus 1)
{E(nﬁ’ngx)) =nF(z), reR,
Var(nF,(z)) =nF(x)- (1 - F(x)), z€R,

woraus EF),(z) = F(z) und Var F,(z) = F(x)(1 — F(z))/n folgen.

3. DaY,=1(X; <z),i=1,...,n, x € R unabhéngige identisch verteilte Zufallsva-
riablen sind, gilt nach dem starken Gesetz der groflen Zahlen

- 1 & fs.
Fo(x) = - RT njo*o EY; = F(z).
=1

4. folgt aus der Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes auf die oben genannte
Folge {Y;}ien.
O

In Satz 3.3.8, 3) wird behauptet, dass

By(x) 2 F(z), Vr€R.

Der nachfolgende Satz von Gliwenko-Cantelli behauptet, dass diese Konvergenz gleich-
méfBig in z € R stattfindet. Um diesen Satz formulieren zu kénnen, betrachten wir den
gleichmdfligen Abstand zwischen F), und F
D,, = sup |Fy(2) — F(x)|.
zeR
Dieser Abstand ist eine Zufallsvariable, die auch Kolmogorow-Abstand genannt wird. Er
gibt den maximalen Fehler an, den man bei der Schétzung von F(z) durch F,,(z) macht.
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Ubungsaufgabe 3.3.2
Zeigen Sie, dass

Dn = max  max {F (X —0) - i - L % ~F (X(i))} . (3.3.4)

Beachten Sie dabei die Tatsache, dass Fn(:c) eine Treppenfunktion mit Sprungstellen
Xy, t=1,...,nist.

Satz 3.3.9 (Gliwenko-Cantelli):

Es gilt D, nfjsgo 0.

Satz 3.3.10

Fiir jede stetige Verteilungsfunktion F' gilt

n

N 1
, wobei G, (y) = EZH(}/:L <y), yeR
i=1

d A
D, = sup ‘Gn(y) —y
yG[O,l]

die empirische Verteilungsfunktion der Zufallsstichprobe (Y7, ...,Y;) mit unabhingigen
identisch verteilten Zufallsvariablen Y; ~ U[0,1], i=1,...,n ist.

Folgerung 3.3.3
Falls F' eine stetige Verteilungsfunktion ist, dann gilt

d 1—1 1
Dn: 'Irlla.X maX{)/(i) — n 7n_}/(7’)} ,

wobei Y{y), ..., Y(,) die Ordnungsstatistiken der auf [0, 1] gleichverteilten Stichprobenva-
riablen Yi,...,Y,, sind.

Beweis Benutze dazu die Darstellung (3.3.4), den Satz 3.3.10 sowie die Tatsache, dass
F(z)=x, z€]0,1]
fir die Verteilungsfunktion der UJ0, 1]-Verteilung ist. O

Folgende Ergebnisse werden ohne Beweis angegeben:

Bemerkung 3.3.5

Fiir die Zwecke des statistischen Testens (vgl. den Anpassungstest von Kolmogorow-
Smirnow, Bemerkung 3.3.6, 2)) ist es notwendig, die Quantile der Verteilung von D,,
zu nennen. Auf Grund der Komplexitdt der Verteilung von D, ist es jedoch unmog-
lich, sie explizit anzugeben. Mit Hilfe des Satzes 3.3.10 ist es moglich, diese Quantile
durch Monte-Carlo-Simulationen numerisch zu berechnen. Dazu simuliert man mehre-
re Stichproben (Y1,...,Y,) von U0, 1]-verteilten Pseudozufallszahlen, bildet G, (x) und
berechnet D,, nach Folgerung 3.3.3.



3 Punktschatzer 51

Satz 3.3.11 (Kolmogorow):
Falls die Verteilungsfunktion F' der unabhéngigen und identisch verteilten Stichproben-
variablen X;, ¢ = 1,...,n stetig ist, dann gilt

vnD, -5 v,
n—oo
wobei Y eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion

SR oo (P = 142570 (— )R 2 >0,

0, sonst

K(x):{

(Kolmogorow-Verteilung) ist.

Bemerkung 3.3.6

1. Aus Satz 3.3.11 folgt

P(vnD, <) ~ K(x), =x€eR.

n—oo

Die daraus resultierende Néherungsformel
P(D, <)~ K(xv/n)
ist ab n > 40 praktisch brauchbar.

2. Kolmogorow-Smirnow-Anpassungstest: Mit Hilfe der Aussage des Satzes 3.3.11 ist
es moglich, folgenden asymptotischen Anpassungstest von Komogorow-Smirnow zu
entwickeln. Es wird die Haupthypothese Hy : F' = Fy (die unbekannte Verteilungs-
funktion der Stichprobenvariablen X7, ..., X, ist gleich Fy) gegen die Alternative
H, : F # Fy getestet. Dabei wird Hy verworfen, falls

\/ﬁDn §é [ka/Qv kl—a/Q]

ist, wobei
D,, = sup |Fn(:n) — Fy(z)|
zeR
und ko das a-Quantil der Kolmogorow-Verteilung ist. Somit ist die Wahrschein-
lichkeit, die richtige Hypothese Hy zu verwerfen (Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1.
Art) asymptotisch gleich

P (ViDy ¢ haj2. biajol [ Ho) 2 1=K (k1aj2)+K (ko) = 1-(1-a/2)+a/2 = a.
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In der Praxis wird a klein gewéhlt, z.B. a ~ 0,05. Somit ist im Fall, dass Hy
stimmt, die Wahrscheinlichkeit einer Fehlentscheidung in Folge des Testens klein.

Dieser Test ist nur ein Beispiel dessen, wie der Satz von Kolmogorow in der statis-
tischen Testtheorie verwendet wird. Die allgemeine Philosophie des Testens wird
in Stochastik III erldutert.

Mit Hilfe von F}, lassen sich sehr viele Schétzer durch die sogenannte Plug-in-Methode
konstruieren. Dies werden wir jetzt ndher erldutern: Sei M = {Menge aller Verteilungsfunktionen}.

3.4 Methoden zur Gewinnung von Punktschatzern

Sei (X1, ...,X},) eine Stichprobe von unabhéngigen identisch verteilten Zufallsvariablen
X; mit Verteilungsfunktion F' € {Fy: 0 € ©}, © C R™ (Parametrisches Modell). Sei die
Parametrisierung 6 — Fy unterscheidbar, d.h. Fy # Fy <= 0 #+¢'.

Zielstellung: Konstruiere einen Schéatzer é(Xl, o Xp) fir 0= (01,...,0p).

3.4.1 Momentenschatzer

Aus der Wahrscheinlichkeitsrechung (Satz 4.8) folgt, dass unter gewissen Voraussetzun-
gen (z.B. Gleichverteilung auf einem kompakten Intervall) an die Verteilung F' diese
Verteilung aus der Kenntnis von Momenten EX*, k € N wiedergewonnen werden
kann. Auf dieser Idee der Schétzung von F' aus den Momenten basiert die von Karl
Pearson am Ende des XIX. Jh. vorgeschlagene Momentenmethode.
Annahme: Es existiert ein 7 > m, so dass Eg|X;|” < co. Seien die Momente EgXF =
gr(0), k =1,...,r als Funktionen des Parametervektors 8 = (61,...,0,,) € © gegeben.
Momenten-Gleichungssystem: i, = gp(0), k=1,...,r, wobei fi = %ZZ=1 XF die
k-ten empirischen Momente sind.
Definition 3.4.1

Falls das obige Gleichungssystem eindeutig losbar bzgl. 6 ist, so heifit die Losung é(X 1y-eey Xp)
Momentenschdtzer (M-Schdtzer) von 6.

Lemma 3.4.1
Falls die Funktion g = (g1,...,¢r) : © — C C R" eineindeutig und ihre Inverse g~
C' — O stetig ist, dann ist der M-Schéatzer 6(X1,...,X,) von 6 stark konsistent.

1.

. . A —1/nA ~ f.s. a1 oA f.s.
Beweis Es gilt 0(X1,...,X,) = g (fi1, -, fir) ni)@ 6, weil fi ni)o g:(0), k =

1,...,7 (starke Konsistenz der empirischen Momente) und g~! stetig. O

Bemerkung 3.4.1

1. Andere Eigenschaften gelten fiir M-Schétzer im Allgemeinen nicht. Zum Beispiel
sind nicht alle M-Schétzer erwartungstreu (vgl. Beispiel 3.4.1, 1)).
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2. Manchmal sind r > m Gleichungen im Momentensystem notwendig, um einen M-
Schétzer zu bekommen. Dies ist zum Beispiel dann der Fall, wenn manche Funk-
tionen g; = const sind, d.h. sie enthalten keine Information iiber 6 (vgl. Beispiel

3.4.1, 2)).
Beispiel 3.4.1

1. Normalverteilung: X; 4 X, i=1,...,n, X ~ N(u,0?); Gesucht ist ein M-
Schitzer fiir p und o2, also 0 = (u,0?). Es gilt

g1(p,0%) = EgX = pu,
g2(p, 0%) = BgX? = Varg X + (EgX)* = 0” + pi* .

Somit ergibt sich das Gleichungssystem

% ?:1X7L:/JH
w2 XP =t 4o

Damit folgt

1 _
ni:l
1< 2 v 2

1 & 1 & =
polyxopolvxe go
nia i3 i=1

:ig(Xanf:n;lSZ-

Das heifit, das die M-Schiitzer i = X,,, 62 = ”T_lS% sind. Dabei ist 62 nicht

erwartungstreu:

n—1

—1
Eg6” = BpS2 = =47,
n

2. Gleichverteilung: X; 4 X, i=1,....n, X ~U[-0,0], 0 > 0. Gesucht ist
ein Momentenschétzer fiir 6. Es gilt
g1(0) =EpX =0,

02(6) = EoX? = Varp x = O _ (202 &%

Damit ergibt sich das Gleichungssystem

n

1 n 2 _ 62
n i:lXi_i'

{1 i1 X =0 unbrauchbar,
3

n

Es folgt, dass § = % ", X? der Momentenschitzer fiir 6 ist. Wir haben somit
2 Gleichungen fiir die Schétzung eines einzigen Parameters 6 benétigt, d.h. r =
2>m=1.
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3.4.2 Maximum-Likelihood-Schatzer

Diese wurden von Carl Friedrich Gauss (Anfang des XIX. Jh.) und Sir Ronald Fisher
(1922) entdeckt. Seien entweder alle Verteilungen aus der parametrischen Familie {Fp :
0 € ©} diskret oder alle absolut stetig.

Definition 3.4.2

1. Falls die Stichprobenvariablen X;, ¢ = 1,...,n absolut stetig verteilt mit Dichte
fo(x) sind, dann heifit

n
L(xl,...,xn,e):Hfg(xi), (1,...,2p) ER", 0€0O
i=1
die Likelihood-Funktion der Stichprobe (z1,...,x,).
2. Falls die Stichprobenvariablen X;, ¢ = 1,...,n diskret verteilt mit Z&hldichte
po(x) =Py(X; =), x € C sind (C ist der Wertebereich von X ), dann heifit
n
L($17...,ﬂfn,0):Hp9(l‘i), (1,...,2p) €C", 0O
i=1

die Likelihood-Funktion der Stichprobe (z1,...,x,).
Nach dieser Definition gilt im
o diskreten Fall L(x1,...,xpn,0) =Po(X1 =21,..., X5 = xp)

e absolut stetigen Fall

L(xi,...,xp,0)Azy - ... Az = fixa,o, Xn),e(mb ceysp)Azy - Ay

~Py(Xy € [z1, x1+Ax], ..., Xy € [T, Tp+Azy,]), Ax; — 0, i=1,...,n.
Nun wird ein Schétzer fiir  so gewéhlt, dass die Wahrscheinlichkeit

Pg(Xlzwl,...,Xn:H?n) bzw. ]P)Q(Xie [xi,xi—i—AJ;i], izl,...,n)

maximal wird. = Maximum-Likelihoodmethode:

Definition 3.4.3

Sei das Maximierungsproblem L(z1,...,Z,,#) — maxgco eindeutig losbar. Dann heifit
é(xl, cooyy) =argmax L(zq, ..., x,,0)
0O

der Mazimum-Likelihood-Schétzer von 6 (ML-Schdtzer).
Bemerkung 3.4.2
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1. In relativ wenigen Féllen ist ein ML-Schéatzer f fiir 6 explizit auffindbar. In diesen
Féllen wird meistens der konstante Faktor von L(x1,...,x,,0) weggeworfen und
vom Rest der Logarithmus gebildet:

log L(x1,...,2,,0) (die sog. Loglikelihood-Funktion).

Dadurch wird
H fo(x;) bzw. HP@(%‘)
i=1 i=1

zu einer Summe

> log fo(xi) bzw. Y logps(wi),
=1 =1

die leichter bzgl. 6 zu differenzieren ist. Danach betrachtet man

dlog L(x1,...,2p,0)
00;

=0, j=1...,m.

Dies ist die notwendige Bedingung eines Extremums von log L (und somit von
L, weil log ). Falls dieses System eindeutig losbar ist, und die Losung eine
Maximum-Stelle ist, dann wird sie zum ML-Schétzer 0( X1, ..., X,,) erklért.

2. In den meisten praxisrelevanten Fillen sind ML-Schétzer jedoch nur numerisch
auffindbar.

Beispiel 3.4.2

1. Bernoulli-Verteilung: X; 4x , i=1,...,n, X ~ Bernoulli(p), fir ein p € [0, 1].
Da
X — 1, mit Wkt. p
0, sonst
mit Zdhldichte
pg(ac) :pz(l _p)l—a:7 MRS {071}7
ist die Likelihood-Funktion der Stichprobe (X1,...,X,) gegeben durch

n
T —x; "oz n=Y " x; def.
L(xy,...,x,,0) = Hp i(1—p)l—o :pzml ‘(1—p) >y @i 4 h(p) .
i=1
a) Falls 7' 12, =0 (<= 21 =22 = ... =2, =0), es folgt h(p) = (1 —p)" —
max,e(o,1] bei p = 0. Dann ist der ML-Schétzer p(0, ...,0) = 0.
b) Falls > 12 =n (<= 21 = 22 = ... = x, = 1), es folgt h(p) = p" —
max,co,1] bei p = 1. Dann ist der ML-Schétzer p(1,1,...,1) = 1.
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c) Falls 0 < }i"; x; < n, dann gilt
log L(z1,...,%n,p) = nZylogp +n(l — z,)log(l —p) =n-g(p).

Da g(p) p—>—0,>1 —oo und

M:@+l_£n.(_l):%+xn_l:o
dp p 1-p p 1-p

— 1-pZp+ (@ —1p=0 = p=2a,,

folgt aufgrund der Stetigkeit von g, dass g genau ein Extremum arg max,, g(p) =
Tn besitzt.

Der ML-Schétzer ist also gegeben durch p(Xy, ..., X,) = X,.

2. Gleichverteilung: X ~ U[0,0], 6 >0, (Xi,...,X,) unabhéngig identisch ver-
teilt, gesucht ist ein ML-Schéatzer fir 6. Es gilt

fx,(x) =1/6-1(z € [0,0]), 1=1,...,n.
Somit ist die Likelihood-Funktion durch

/0", 0< ey <6
L(xl,...,a:n,ﬂ):{(/) ’ =T ®n =
0, sonst
_ja/e)r, falls min{xq,...,2,} >0, max{zy,...,z,} <0
B 0, sonst
=g(0), 6>0
gegeben. Damit folgt § = arg maxy-( g(0) = max{x1,...,2n} = T(,), wodurch der
9(0)
ol X(n) 0°

Abb. 3.4: Tllustration der Funktion g.

ML-Schitzer durch (X1,...,X,) = X(,) gegeben ist.

Satz 3.4.1 (Schwache Konsistenz von ML-Schétzern): A
Sei m = 1 und O ein offenes Intervall aus R. Sei L(x1,...,xn,0) unimodal, d.h. fir 6
ML-Schétzer fir 0 gilt

Vo < é(wl, coyy) = L(x1,...,2,,0) ist steigend
Vo > é(l’l, coyTy) = L(xy,...,25,0) ist fallend
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(d.h. es existiert genau ein maxgee L(x1, .. .,2n,0)). Dann gilt (X1, ..., X,) 0.

n—oo

Definition 3.4.4

Sei X = (X1,...,X,) eine Zufallsstichprobe von unabhéngigen identisch verteilten Zu-
fallsvariablen X; ~ Fp, 6 € ©. Sei L(z, ) die Likelihood-Funktion von X;. Dann heifit
der Ausdruck

1(0) = Ey (;; log L( X1, 9))2 , 0eo (3.4.1)

die Fisher-Information der Stichprobe (X7,...,X,).

Es wird in Zukunft vorausgesetzt, dass 0 < I(#) < oo. Wir stellen nun einige Bedin-
gungen auf, die fiir die asymptotische Normalverteiltheit von ML-Schétzern notwendig
sind.

1. ©® C R ist ein offenes Intervall (m = 1).
2. Es gelte Py #+ Py genau dann, wenn 6 # 6.

3. Die Familie {Py, 8 € ©}, 6 € O bestehe nur aus diskreten oder nur aus absolut
stetigen Verteilungen, also nicht aus Mischungen von diskreten und absolut stetigen
Verteilungen.

4. B = supp L(z,0) = {z € R: L(x,0) > 0} hingt nicht von # € © ab. Dabei heifit
supp (von englisch ,support®) der ,Trager* einer Funktion f und ist definiert als
suppf = {z € R: f(z) +# 0}
und die Likelihood-Funktion L(z, ) ist durch

p(x,0), im diskreten Fall,

(,0) = | ! (3.4.2)
f(z,0), 1im absolut stetigen Fall

gegeben, wobei p(x,0) bzw. f(z,0) die Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. Dichte
von Py ist.

5. Die Abbildung L(z,0) ist dreimal stetig differenzierbar und es gilt

dek/LxQ /8(% L(z,0)dz, k=1,2,0€0.

Da das Integral tiber die Dichte L(x,0) gleich 1 ist, ist die Ableitung gleich 0.
Dabei sind im diskreten Fall die Integrale durch Summen zu ersetzen.

6. Fiir alle 6y € O existiert eine Konstante dg, > 0 und eine messbare Funktion
go, : B — [0,00), so dass

03log L(x,0)

893 SQHO(‘T})? VI'GB, ‘0_90| <5907

wobei Eg, gg, (X1) < 0.
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Bemerkung 3.4.3
Es gilt folgende Relation:

n-1(8) = Vary <§910gL(X1,...,Xn,0)> ,

wobei
n

L(X1,..., X, 0) = ] L(X:,0) (3.4.3)
i=1
die Likelihood-Funktion der Stichprobe (X1,...,X,,) ist mit L(X;, 6) nach (3.4.2).

Beweis Es gilt

0 0 & "0 i L'(X;,0)
—log L(Xq,.... X = — log L(X; = — log L(X; = — 7
Ferner
0 L L'(X;,0) " L'(X,0) 5)
Eg | = log L(X1,..., X, = Ey——"+F = - L(X, =0.
o (gplon b X)) = SE G =3 [ gl 10 de 2o

Insgesamt gilt also
Var (310 L(X X 0)) = Var iglo L(X;,0)
0 90 g 1y--+5An, - 0 pt 90 g [

Xi unabhg. Z Varg (8 log L(X;, 9)) Xiident. Varg <8 log L( X1, 0))
i=1 .

2
=n-Ey (gelogL(Xl,G)) =n-1(0).

O]

Satz 3.4.2
Sei (X7i,...,X,) eine Stichprobe von Zufallsvariablen, fiir die die Bedingungen 1) bis 6)
erfiillt sind und 0 < I(f) < oo, 6 € O. Falls §(X1,...,X,) ein schwach konsistenter
ML-Schétzer fiir 0 ist, dann ist (X1, ..., X,) asymptotisch normalverteilt:

n-1(0) (0(X1,..., Xn) = 0) 5 ¥ ~ N(0,1).

n—00

3.4.3 Bayes-Schatzer

Sei (X1,...,X,) eine Zufallsstichprobe, wobei X; unabhéngige identisch verteilte Zu-
fallsvariablen mit Verteilungsfunktion Fp 6 € © sind. Sei Fy entweder eine diskrete oder
eine absolut stetige Verteilung. Sei aber auch 0 eine Zufallsvariable 6 mit Verteilung
Q(-) auf dem Messraum (O, Bg), die entweder diskret mit Zahldichte ¢(-) oder absolut
stetig mit Dichte ¢(-) ist. Nach wie vor werden beide Félle gemeinsam betrachtet, dabei
entsprechen sich die Summation und Integration im diskreten bzw. absolut stetigen Fall.
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Definition 3.4.5 3
Die Verteilung Q(+) heifit a-priori- Verteilung des Parameters 6 (von ) (a-priori bedeutet
hier ,vor dem Experiment (X1,...,X,)%).

Definition 3.4.6 3
Die a-posteriori- Verteilung des Parameters 6 (von 0) ist gegeben durch die (Z&hl-)Dichte

4X1,....Xn (0, Xl, e

X,) = P(é =0|X1=ux1,...,X, =z,), fallsdie Verteilung @ diskret ist,
o f§|X1,...,Xn(07 TlyeneyTp), falls die Verteilung @ absolut stetig ist.

Dabei ist

PO=0|X1=21,..., X, =2,) =

B Po(Xi=zi,i=1,...,n) q(0)
201€®P91(Xi = T, 7 = 1,...,n) ‘(](91)

die Bayesche Formel, bzw.

fa 0,z Tn) = f(é,Xl,...,Xn)(evxla---71'n) B L(z1,...,2n,0) - q(0)
01X1, X\ X150 T fxiox, (@, ., 2n) Jo L(z1,...,2pn,61) - q(61)dor’
mit L(xl’ <oy T, 9) nach (343)

Definition 3.4.7
Eine Verlustfunktion V : ©2 — R ist eine ©%-messbare Funktion.

Verlustfunktionen spielen in unseren Betrachtungen folgende Rolle: E,V (6, a) stellt
den erwarteten Verlust (mittleres Risiko) dar, der bei der Schitzung des Parameters
0 durch a entsteht. Dabei stellt E, den Erwartungswert beziiglich der a-posteriori-
Verteilung von 0 dar. Es sind offensichtlich die konkreten Stichprobenwerte z1, ..., 2, in
die a-posteriori-Verteilung eingegangen, deshalb ist E*V(é, a) eine Funktion von a und
Lly--oyLpt

E.V(0,a) = p(z1,...,Tn,a).

Definition 3.4.8
Ein Schétzer 6 heifit Bayes-Schdtzer des Parameters 6, falls

A

O(x1,...,1,) = argminE,V (4, a) (3.4.4)
a
existiert und eindeutig ist.
Bemerkung 3.4.4
1. Manchmal gilt ¢ ©, was mit der Existenz des Minimums von (21, . . ., 2, a) auf

© zu tun hat.
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2. Der Name ,,Bayesscher Ansatz“ stammt von dem englischen Mathematiker Thomas
Bayes (1702-1761), der die Bayessche Formel
P(A[B;) - P(Bi)
>; P(A|Bj) - P(Bj)
nur ideenhaft eingefiihrt hat. Der eigentliche Entdecker der Formel (3.4.5) ist

Pierre-Simon Laplace (1749-1827) (Ende des XVIIIL. Jahrhunderts). Diese Formel
wurde bei der Herleitung der a-posteriori- Verteilung von 6 implizit benutzt.

P(Bi|A) =

(3.4.5)

3. Die Vorgehensweise in Definition 3.4.8 ist in konkreten praxisrelevanten Fillen
meistens nur numerisch méglich. Es gibt sehr wenige Beispiele fiir analytische Lo6-
sungen des in (3.4.4) gestellten Minimierungsproblems.

Beispiel 3.4.3 (Quadratische Verlustfunktion):
Ist V<91,92) = (91 — 92)2, S0 ist

argmin (o(z1,...,Ty,a)) = argmin (E*(é - a)Q) = arg min (E*é2 — 24,0 + a2) =FE.0
a a a

und daher der Bayes-Schdtzer é(a:l, ..., @) fiir @ durch E,0 gegeben.

Beispiel 3.4.4 (Bernoulli-Verteilung):
Sei (X7i,...,X,) eine unabhéngig identisch verteilte Stichprobe von X; ~ Bernoulli(p),
€ (0,1). Weiter sei die a-priori-Verteilung

p ~ Beta(a, 8), «,8 >0, mit Zahldichte ¢(p) = T Blag I(p € ]0,1)),

die a-posteriori-Verteilung von p ist dann gleich
Py(X1=21,...,Xp =2p) - q(p)
Jo By (X1 = 21, X = @) - q(p1) dpr
Es ist immer moglich die a-posteriori-Verteilung nicht beztiglich des Vektors (X7, ..., X,),
sondern beziiglich einer Funktion g(X1i, ..., X,,), zu berechnen (Komplexititsreduktion).

Hier ist Y = ¢g(X1,...,X,) = > iu; X; die Gesamtanzahl aller Erfolge in n Experi-
menten, wobei

4" (p) = fpixi=a1,.. Xp=2,(P) =

X — {1, mit Wahrscheinlichkeit p,

0, sonst.
Daher gilt fiir die a-posteriori-Verteilung bzgl. Y:
Pp(Y = k) - q(p)
Jo Bou (Y = K)a(p1) dpr
v~Bin(np), (1)PF(1—p)"* - (B(a,8)) " p (1 = )"
falls p=p ( ) fl kra=l(1 _ ) yn—k+B-1 gp,

7" (p) = foly=rp) =

kta—-1(1 _ nk+,8 1
:p ( p) s pG[O,l].
B(k+ a,n—k+p)
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Daher ist die a-posteriori-Verteilung von p unter der Bedingung ¥ = k durch
Beta(k + a,n —k+ )

gegeben.
Fir den Bayes-Schdtzer gilt:

1 1 k—i—a _ n—k—i—ﬁ—l

. N p*re(1—p) dp
can)=Ep=| p-q(p)dp="

Pla1s .. xn) p /Op ¢ (p)dp B(k+a,n—k+p)

_Bk+a+ln—-k+p) k+ta  Yljzita  a+nl,
~ Blk+an—k+8 7 a+p+n  a+B+n  a+B+n’
Interpretation:
n - a+ g « - ~
p(X1,...,Xp)=——X : =c-X - Eqprf
p( 1, s n) oz—i—ﬁ—i—n n+a+ﬁ+n Oé—i-,@ C1 n+C2 apr¥ ,
—_——— —_———
=:c1 =ic2

wobei ¢ 4+ ¢ = 1 ist. Dies heifit, dass die Bayessche Methode einen Mittelweg zwischen
dem Schitzer E,p.0 (in Abwesenheit der Information iiber die Stichprobe (X1, ..., X,))
und dem M-Schitzer X,, (in Abwesenheit der a-priori-Information iiber die Verteilung
von p) fiir p einschlégt.

3.4.4 Resampling-Methoden zur Gewinnung von Punktschatzern

Sei (Xi,...,X,) eine Stichprobe im parametrischen Modell. Gesucht ist ein Schétzer
0 fiir den Parameter §. Um diesen Schitzer zu konstruieren, werden bei Resampling-
Methoden neue Stichproben (X7,...,X}) durch das unabhéngige Ziechen mit Zuriick-
legen aus der alten Stichprobe (X7i,...,X,,) generiert und auf ihrer Basis Mittelwerte,
Stichprobenvarianzen und andere Schétzer gebildet. Dabei ist die Dimension m des Pa-
rameterraums © beliebig.

Wir werden im Folgenden die Resampling-Methoden

1. Jackknife (dt. ,Taschenmesser®, weist auf Mittel, die jedem immer zur Hand sein
sollten)

2. Bootstrap (engl. ,self-sufficient”, dt. ,,mit eigenen Ressourcen®)

betrachten.

1. Jackknife-Methoden zur Schéitzung der Varianz bzw. der Verzerrung von Schétzern:

Als einfiihrendes Beispiel betrachten wir § = EX = u bzw. § = Var X = o2 und
ihre (erwartungstreue) Schétzer fi = X,, bzw. 62 = S2.

Wie wir bereits wissen, gilt

2
1 -3
Varﬂ:i, Varé? = = <,uﬁ1— n U4> .
n n
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Nun ist ein Schitzer fiir die Varianz von fi bzw. 62 gesucht. Dazu verwenden wir
die Plug-in Methode

. S92 ., 1 n—3
Varji = -2 Varé'Q:(” —5’4> ,
/"L n ) n /"L4 n — 1 n
wobei [Lil das vierte zentrierte empirische Moment ist.

Im Allgemeinen sind jedoch keine Formeln von Var § bekannt. Hier kommt nun
die Jackknife-Methode zum Einsatz:

e Sei X|; die Stichprobe (X1,..., X;—1, Xit1,..., Xy), i=1,...,n. Falls
0(X1,...,Xn) = on(X1,..., Xn),

so bilden wir

A 5 1 5 ——  adef. M — 1 (5 7 \2
O = pn1 (X)), Oy =—> Oy, Var(0) = Z(% —9[-1)
=1

noi4

Definition 3.4.9 -
Der Schétzer 0| bzw. Var;,(0) heifit Jackknife-Schdtzer fiir den Erwartungs-
wert bzw. die Varianz des Schitzers  von 6.

Beispiel 3.4.5 B
Seif=p, 0=p=X,,sogilt
1 n
Son(xlw--;xn) - 7in7
iz

womit folgt, dass

0[1] n—lZXj:n ( XZ+ZX]) mX“ VZzl,...,n7
JFi J=1
) IR n - X )_(n n—1_ —
O = — O = X, = — = X, =X,.
[ n;::l 2 n—1 nfl 21 nfl n—1 n—1

Daher ist ein Jackknife-Schétzer fir p gleich X,,.
Konstruieren wir nun einen Jackknife-Schétzer der Varianz:
n

— . n-1 n o - 1 _\?2 n-1¢&
o (o2 -

n i=1 i=1

_n—1 zn:(X, )_()Q—ESQ

wobei dies genau der Plug-in Schétzer der Varianz von ji ist.
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o Jackknife-Schdtzer fir die Verzerrung eines Schdtzers
Sei é(Xl, ..., X,) ein Schéatzer fiir §. Der Bias von 0 ist Egf — 0 = Bias(é).

Definition 3.4.10 A
Ein Jackknife-Schatzer der Verzerrung (Bias) von 6 ist durch

Biasjn(0) = (n — 1)(6;) — 0)
gegeben.

An folgenden Beispielen wird klar, dass der oben beschriebene Vorgang zur
Verringerung der Verzerrung beitrégt:

Der Schdatzer S . . B
¢ = 6 — Bias;,(0) = nf — (n — 1)0), (3.4.6)

hat in der Regel einen kleineren Bias als 0. Dabei ist wiederum

. _ 1O - A

em = (pn_l(Xm) und 9[] = g Za[l] mit H(Xl, oo ,Xn) = (Pn(le ey Xn) .
i=1

Beispiel 3.4.6

a) Ist 6 = EX; = pu, so ist 0 = X,, ein unverzerrter Schiitzer fiir . Was ist

der Bias-korrigierte Schitzer 1?7 (Dieser sollte schliefilich nicht schlechter
werden!)
Es gilt 5[.] = X,,, daher ist der Bias-Schitzer von Jackknife B/igsjn(é) =
(n —1)(X, — X,,) = 0 und somit § = § — 0 = X,,. Wir haben also ge-
sehen, dass die Jackknife-Methode die unverzerrten Schétzer (zumindest
in diesem Beispiel) richtig behandelt, indem sie keinen zusétzlichen Bias
einbaut.

b) 6 = 0% = VarX;, 0 =06% = LS (X; — Xn)? ein verzerrter M-Schitzer
der Varianz. Was ist 0 in diesem Fall?

Ubungsaufgabe 3.4.1

Zeigen Sie, dass § = S? = LS (X — Xp)? = 567 ein erwartungs-
treuer Schiitzer der Varianz ist. Somit wird der Bias von 62 durch die
Anwendung der Jackknife-Methode vollstandig beseitigt.

Beweisidee: Zeigen Sie hierzu zunéchst, dass
B/igsjn(é) =

n(n —1) =

1 " =
(Xi — X,)2.

Bemerkung 3.4.5

Die Beispiele 3.4.6 a), b), in denen sich der Jackknife-Schétzer analytisch

bestimmen lie}; sind eher eine Ausnahme als die Regel. In den meisten Féllen

erfolgt die Bias-Reduktion mit Hilfe der Monte-Carlo-Methoden auf Basis der

Formel (3.4.6).
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2. Bootstrap-Schdtzer:

Die Bootstrap-Methode besteht in dem Erzeugen einer neuen Stichprobe (X7, ..., X}),
die aus einer approximativen Verteilung F der Stichprobenvariablen X;, i =1,...,n
gewonnen wird. Seien E, und Var, die wahrscheinlichkeitstheoretischen Grofien, die
auf dem Verteilungsgesetz P, der neuen Stichprobe (X7,...,X) beruhen. Dabei
gibt es folgende Moglichkeiten, F' zu konstruieren:

i) F(x) = F,(z) die empirische Verteilungsfunktion von X, falls X; unabéngig
identisch verteilt sind.

ii) F ist ein parametrischer Schitzer von F, der parametrischen Verteilungs-
funktion von X;. Das heif3t, falls X; ~ Fy, i = 1,...,n fir ein § € © und

6 = A(X1,...,X,) ein Schitzer fir @ ist, so setzen wir F = Fs (Plug-in
Methode).

Definition 3.4.11
Ein Bootstrap-Schitzer fur den Erwartungswert (bzw. Bias oder Varianz) von
Schatzer 0(X1, ..., X,,) ist gegeben durch

a) Bpoor(0) = ELO(XF,..., X))

b) Biaspoor(6) = Epeorf — 6.

¢) Varpon (9) = Var.(0(X7, ..., X2)).
Beispiel 3.4.7

Sei 0 = p = EX; und F=F, die empirische Verteilungsfunktion. Wie generiert
man eine Stichprobe X7, ..., X wobei X ~ F},?

A

F,, gewichtet jede Beobachtung z; der urspriinglichen Stichprobe mit dem Gewicht
1/n, deshalb geniigt es, einen der Eintrdge (z1,...,z,) auszuwdhlen (mit Wahr-
scheinlichkeit 1/n, Urnenmodell ,Ziehen mit Zuriicklegen“), um X Hi=1...n
zu generieren.

Bootstrap-Schdtzer fiir den Erwartungswert von fi = X,:
N R 1 & L) XFuive 1 " N
Epootft = E. EZXi = g-nE*(Xl) :/xan(z) =
i=1
Somit folgt B/igsboot i =0.

_— R 1 .
Varpot (1) = Var, <n Zlel>

X7 udv. 1

ein Plug-in Schétzer fiir VarX,, = o2 /n.

Monte-Carlo-Methoden zur numerischen Berechnung von Bootstrap-Schédtzern:

Was kann man tun, wenn keine expliziten Formeln fiir z.B. @Boot(é) vorliegen
(der Regelfall in der Statistik)?



3 Punktschatzer 65

Generiere M unabhéngige Stichproben (X7 ,...,X},),7=1,..., M nach der Regel
i) oder ii) mit Hilfe der Monte-Carlo-Simulation. Dann berechne

A A A A 1
0, =0(X,....,X;,), i=1,....M undsetze Epyntf = M

NS
>

A hnlich gewinnt man approximative Bootstrap-Schétzer fiir Bias§ und Var 6:

M
] NG
Blasboote ~ IE:boote - 0, Varboote ~ M1 ; (‘91 - IEboote)

Mehr sogar, man kann die Verteilungsfunktion von X7; durch die empirische Ver-
teilungsfunktion bestimmen:
1 n

M
1
Fhoot () ZEZHX*gx zeR.
2:1 7=1

Ferner lassen sich mit Hilfe von oben genannten Methoden Bootstrap-Konfidenzintervalle

fiir § ableiten:

Dafiir lassen sich Quantile F’ Afl( 1) und Fﬁl(ag) der Verteilung von 0(X%, ..., X7)
aus der Stichporbe (él, .. ,Gn) empirisch bestimmen. Damit gilt

P(F () SOXT, ., X0) < Fylas)) m1-a1—ap =1-a,
wobei & = a1 + ap klein ist. Beachte dabei, dass man hofft, dass X;* sehr dhnlich
verteilt ist wie X; und somit

P (£ (o) <O(X1,..., Xa) < Fl o)) m1—ar—as=1—a

gilt.

3.5 Weitere Giiteeigenschaften von Punktschatzern

3.5.1 Ungleichung von Cramér-Rao

Sei (X1, ...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen identisch verteilten Zufallsvariablen
X; mit Verteilungsfunktion Fy, § € ©. Sei 0(X1,...,X,) ein Schitzer fir 0. Falls 0
erwartungstreu ist, dann misst man die Giite eines anderen erwartungstreuen Schétzers
6 von # am Wert seiner Varianz. Das bedeutet, falls Var99 < Var99 dann ist der
Schiitzer 6 besser. Wir werden uns nun mit der Frage befassen, ob immer wieder neue,
bessere Schiitzer § mit immer kleinerer Varianz konstruiert werden konnen. Die Antwort
hierauf ist unter gewissen Voraussetzungen negativ. Die untere Schranke der Varianz
Vargé hierzu liefert der Satz von Cramér-Rao.
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Sei L(z,0) die Likelihood-Funktion von X;, d.h.

Py(z), im diskreten Fall,
fo(x), im stetigen Fall

L(x,0) = {

und L(zy,...,2p,0) = [[2; L(z;,0) die Likelihood-Funktion von der gesamten Stich-
probe (Xi,...,X,). Es gelten die Bedingungen 1) bis 5), die fiir die asymptotische
Normalverteiltheit von ML-Schétzern auf Seite 57 gestellt wurden, wobei die Bedingung
5) fiir k =1 gilt.

Satz 3.5.1 (Ungleichung von Cramér-Rao):
Sei (X1,...,Xy) ein Schétzer fir # mit den folgenden Eigenschaften:

1. Egf%(X1,...,X,) <oco V6 eO.
2. Fur alle 6 € O existiert

d

do Zzl,...,xn (xb

Dann gilt

Varg 0(X1, ..., Xn) >

wobei I(0) die Fisher-Information aus (3.4.1) ist.

Beweis Fiihren wir die Funktion

vo(T1,...,2n) log L(z1,...,2n,0)

~ 90

ein. In Bemerkung 3.4.3 haben wir bewiesen, dass
Eg(pg(Xl, e ,Xn) = O, Varg gOg(Xl, v ,Xn) =n-: ]1(9) .

Wenden wir die Ungleichung von Cauchy-Schwarz auf Covg(pg( X7, ..., X,), é(Xl, X))
an:

Covg (go@(Xl, LX), 00X, ,Xn)> — &, (cpg(Xl, LX) 0(X, ,Xn)> —0

< \[Varg go(X1, ..., Xo)y/Varg 0( X1, ..., X,)

Somit folgt

A~ 2
Va é(X X ) S (EG (909(X17aXn)9(X177Xn))> A2
r LX) > = .
b b Varg pg(X1,...,X5) n-1(0)

A 9 . .
N =L 0)dxy...d tet Fall
—Ep0(X1,...,Xp) = Jo---Ju A(wl’ 7:6”)6% (@1, @, ) dry e %ms.e een e
0 o Tn)gp LT, . g, 0) im diskr. Fall.
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Es bleibt zu zeigen, dass

d ~
A= —FEy0(Xq,....X,).
a0 0 ( 1, ) )

Wir zeigen die Aussage fiir den absolut stetigen Fall (im diskreten Fall sind die Integrale
durch Summen zu ersetzen):

A= /—logL Tlyeey Tp,0)- é(:nl,... Tp) - L(z1,...,20,0)dxy ... day,

:/%L(xl,...,xnﬁ)-é(xl,...,a:n)dxl...dxn =2 LR, 6(X),. .. Xy).

Folgerung 3.5.1
Falls 0 ein erwartungstreuer Schéatzer fiir 6 ist und die Voraussetzungen des Satzes 3.5.1
erfiillt sind, so gilt

Varg (X1, ..., X,) >

Beweis Wende die Ungleichung von Cramér-Rao an 6 mit

d
do

(Eg G(Xl,...,Xn)) d%e —1

an. O
An folgenden Beispielen werden wir sehen, dass der Schiitzer X,, des Erwartungswertes
u in der Klasse aller Schétzer fiir u, die die Voraussetzungen des Satzes 3.5.1 erfiillen,

die kleinste Varianz besitzt. Somit ist X,, der beste erwartungstreue Schitzer in dieser
Klasse fiir mindestens zwei parametrische Familien von Verteilungen:

e Normalverteilung und
e Poisson-Verteilung.

Beispiel 3.5.1

1. X; ~ N(u,0%), i = X, als Schiitzer fiir pu. Dabei ist [i erwartungstreu mit
Varfi = o2/n. Zeigen wir, dass die Cramér-Rao-Schranke fiir die Varianz eines
erwartungstreuen Schétzers 0 fiir  ebenso gleich o2 /n ist. Priifen wir zunichst die
Voraussetzungen des Satzes 3.5.1:

Zeigen wir, dass

= ddu/l\%L(x“u) dx :/]Raal/LL(x7u) dxr mit L(‘T7l"b) j— e—%(T
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0 2(x — p) 1 _i(z=w)> x—p
iy - . (=) =2 HF
o (z, 1) 57 5 ¢ ° - Ln),

X —
/ L(z,p)de = ( 5 M) =0.
o
Zeigen wir we1terh1n die Giiltikeit der Bedingung 2) des Satzes 3.5.1:
d = d 72 1

_ — — — zf )2
d,uEXn dﬂ('u) 1 n/]R (x1+. . +xp)=— <H 5 dxy ...dz,

Induktion bzgl. n:

° Induktionsanfang n=1

(T — 1 Var, X
/ L(x, p) dm—/R(QM)L(J:,u)dx:UZ(EMXQ—,uQ): E—=1.

g g

° Induktionshypothese: Fiir n gilt
0
/ (x1+...+xy)  —L(x1,...,2p,p)dxy .. .dey, =n.
R ou

e Induktionsschritt n — n + 1:

0 ?
A= (r1+ ...+ xpy1)=— L(z1,...,Tpy1,p) doy...depyr =n+1.

Rnt+1 6u

=L(z1,..,Tn 1) L(Tnt1,4)
Dabei gilt fiir A:
0
A= (x1+ ...+ ) - @L(:ﬁl, cos Ty o) - L(@pyr, p) + L(z1, . ooy Ty )

Rn+1

0 0
. WL(J:”H,M)) dry...dxpdr,1 + /Rn+1 Tpal ((auL(xl, ey Ty )

0
cL(xpg1, 1) + L(x1, .oy Ty ) - aML(:EnJrl,,u)> dry ...dx,dr, 1

:n-/RL(an,u)dmnH+/Rn(:L‘1—|—...+xn)-L(:Ul,...,xn,u)dxl...dwn-

=1
0

'/;L(anrb,U) d$n+1+/ 1 L(Tpy1, 1) dop -
L R

=0

0 0
—L(x1,...,2n, 1) dx ...da;n—i—/afn —L(xpy1, 1) denq
e O (21 p) dzy LT (Tnt1, 1) dTnpa

=0 _d _d
= LB X=fp=1

L(x1,...,xp,p)dxy . ..de, =n+1.
Rn

=1
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Nachdem alle Voraussetzungen erfiillt sind, berechnen wir die Schranke

. _ 0 2
w100 mit I(p) =E, (({)HlogL(X,,u)> .

Es gilt

g

0 0 1 /z—p\?\  2(x—p) T p
alogL(x,,u)—@ (—10g\/27m2—2< > >——-(—1)— ,

woraus folgt, dass

1 2 1 o2 1 n
I(p) = EEM(X—M) = ;-Varqugzﬁ — n-I(p) = =
Insgesamt gilt also
A 1 o? _
Var, 0 > — = — = Var, X,
o2

fiir einen beliebigen erwartungstreuen Schéatzer 0 fiir 1, der die Voraussetzungen
des Satzes 3.5.1 erfiillt.

2. Das zweite Beispiel sei folgende Acebungsaufgabe:

Ubungsaufgabe 3.5.1

Seien X; ~ Poisson(\), i=1,...,n. Zeigen Sie, dass die Schranke von Cramér-
Rao ) 5
— A Var, X,
n-I(A) n A

ist. Dies bedeutet, dass auch hier X,, der beste erwartungstreue Schitzer ist, der
die Voraussetzungen des Satzes 3.5.1 erfiillt.

An Hand des nichsten Beispiels wollen wir zeigen, dass die Konstruktion von Schétzern
mit einer Varianz, die kleiner als die Cramér-Rao-Schranke ist, moglich ist, falls die
Voraussetzungen von Satz 3.5.1 nicht erfiillt sind.

Beispiel 3.5.2
Seien X; ~ UJ0,6], # > 0. Dann ist die Bedingung ,suppfy(z) = [0, ] unabhéngig von
0« verletzt und auch eine weitere Bedingung;:

0 o /1\ 1 1

Sei 6 ein erwartungstreuer Schétzer fiir , so wiirde nach der Ungleichung von Cramér-
Rao folgen, dass Varg > (n - 1())~!, wobei

10)=F <§9logL(X,0))2 _ /00; <86910g (é))z dx — ;/09 dz - <_é>2 - 9%
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Damit hatten wir

Betrachten wir

A n+1 n+1

Q(Xl,...,Xn): n max{Xl,...,Xn}: n X(n)
Zeigen wir, dass
. . 62
EgO(X1,...,Xp) =6 und Vargf(Xy,...,X,) < —.
n
Berechnen wir dazu EgX é“n), k € N. Es gilt
g—z , x€][0,0],
FX<H)(CC):F§1(.’L'): 17 $20,
0, x <0,
nxnfl
Fxo (@) = P, (@) = =5 -1z € [0,6]),
0 n—1 0 . 0n+k nek
Eo Xk :/ L d:ﬁ/ ntklgy = = .
03 T Jy T T T gn fy ” T tnt k) n+k
Damit folgt
A n+1 n+1 nf
Ep6 = cEgX () = . =46
0 n 0 (n) n n+1 )

das heiBt, 0 ist erwartungstreu. Weiterhin gilt

A n+1\? n+1\2 nb? n26?
Vare < n ) Varg (n) ( n ) <n +9 (n + 1)2

(n+ 1) ' n(n+1)% —n?(n+2) ‘

= 92

n? (n+2)(n+1)2

92 9 5 92
= m+1-n2—2n)=—
n(n+2)(n+rhL " n) n(n + 2)

und somit
2 2
Var90:07<9—.

nn+2) n
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4.1 Einfiihrung

Konfidenz- oder Vertrauensintervalle wurden bereits in Kapitel 3 exemplarisch behandelt
(vgl. Folgerung 3.3.2 und Bemerkung 3.3.4). In diesem Kapitel werden wir eine formale
Definition eines Konfidenzintervalles angeben, um Vertrauensintervalle in grofierer Tie-
fe studieren zu koénnen. Dabei werden sowohl Fin- als auch Zweistichprobenprobleme
behandelt.

Rufen wir uns die Annahmen eines parametrischen Modells in Erinnerung: es sei ei-
ne Stichprobe (X1, ..., X,,) von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen mit
X; ~ Fp gegeben, wobei Fy eine Verteilungsfunktion aus einer parametrischen Familie
von Verteilungen {Fy : € ©}, © C R ist.

Die Punktschétzer von 6 liefern jeweils einen Wert fiir den Parametervektor. Es wiére
allerdings auch vorteilhaft, die Genauigkeit solcher Schétzansétze zu nennen, das heifit,
einen Bereich anzugeben, in dem 6 mit hoher Wahrscheinlichkeit 1 — « liegt. Dabei
heilt o Irrtumswahrscheinlichkeit; tibliche Werte fiir o sind o = 0,01;0,05;0, 1. Die
Wahrscheinlichkeit 1—a, dafl 8 fiir m = 1 im vorgegebenen Konfidenzintervall liegt, heifit
dann Uberdeckungswahrscheinlichkeit oder Konfidenzniveau und soll dann entsprechend
hoch ausfallen, z.B. 0, 99;0, 95;0, 9.

Definition 4.1.1 B
Es sei 1 — a ein Konfidenzniveau und 6 : R” — R = RU {+o0}, 6 : R" — R zwei
Stichprobenfunktionen mit der Eigenschaft

O(z1,...20) <O(z1,...,2) V(z1,...7,) €R™

Falls

3. lim Py (0 € |0(X1,..., X,), 0(X1,..., Xn)|) =1—0, 0€0

n—oo

1. Konfidenzintervall

2. minimales Konfidenzintervall

71
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3. asymptotisches Konfidenzintervall

zum Konfidenzniveau 1 — a. Dabei heifit lp(X1,... X,,) = 0(X1,... X,) — (X1, ... X,)
die Linge des Konfidenzintervalls. Es ist erwiinscht, moglichst kleine Konfidenzintervalle
(mit minimaler Lange) bei grofiem Konfidenzniveau fiir  zu konstruieren.

Wie bereits bei den Beispielen von Kapitel 3 ersichtlich ist, folgt die Konstruktion eines
Konfidenzintervalls einem bestimmten Muster, das wir jetzt genauer studieren werden:

1. Finde eine Statistik 7'(X7,. .., X,,0), die
e vom Parameter # abhingt und
e cine bekannte (Priif-) Verteilung F' besitzt (moglicherweise asymptotisch fiir

n— 00).

2. Bestimme die Quantile F'~!(a1) und F~!(1—az) von der Verteilung F fiir Niveaus
a1 und 1 — ag, sodafl a1 + as = a.

3. Lose (falls moglich) die Ungleichung F~! (o) < T(X1,..., Xn,0) < F71(1 — asz)
bzgl. 6 auf. Das entsprechende Ergebnis I = [T~(F~1(an)), T7H(F~1(1 - a2))]
(im Falle einer monoton in 6 steigenden Statistik T') ist ein Konfidenzintervall fur
f zum Niveau 1 — «, denn es gilt

Py (0 € 1) =P (T, (FHan) <O < THF (1 - a)))
=Py (F~'(a1) < Ty(X1,..., X, 0) < F7I(1— 09))
= F(F (1 = az)) = F(F (1))

:1—a2—a1
=1—qfiralle § € ©.

Fiir asymptotische Konfidenzintervalle soll iberall noch nlggo geschrieben werden:
nh_)ngo Py(0 € I) = ... =1—a. Hierbei ist 7, ' die Inverse von T(X7, ..., Xy, 0) beziiglich
0. Grafisch kann dies auf Abb. 4.1 veranschaulicht werden.

Definition 4.1.2

1. Falls oy = ap = /2, dann heiBt das Konfidenzintervall I = [T~(F~1($)), T-Y(F~1(1 - %))]
symmetrisch.

2. Falls a; =0 (bzw. (X1,...,X,,) = —00), dann heifit das Konfidenzintervall
(—oo, 0(X,... ,Xn)} einseitig. Das selbe gilt fiir as = 0 (bzw. 6(X1,...,X,) =
+00) und das Vertrauensintervall [0(X1,...,X,), +00).

In der Zukunft werden wir oft, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, symmetri-

sche Konfidenzintervalle konstruieren, obwohl man auch ein allgemeineres, nicht-sym-
metrisches Intervall leicht angeben kann.
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gv/f//\\}>7

F~(ay) F71(1 —av)

Abb. 4.1: asymptotisches Konfidenzintervall

Bemerkung 4.1.1

Man sieht leicht, dafl der Algorithmus zur Konstruktion eines Vertrauensbereiches sich
sehr dem eines statistischen Tests dhnelt. Im letzten Fall heifit T'(Xy,..., X, ) Test-
statistik. Im Allgemeinen kann man fiir jedes Konfidenzintervall einen entsprechenden
statistischen Test angeben, aber nicht umgekehrt. In der Vorlesung Stochastik I1T werden
wir einige Beispiele dieser Ubertragung ,, Konfidenzintervall — Test® sehen.

4.2 Ein-Stichproben-Probleme

In diesem Abschnitt werden wir einige Beispiele von Vertrauensbereichen fiir Parameter
einiger bekannter Verteilungen nach dem oben genannten Schema konstruieren. Dabei
werden wir immer mit einer Stichprobe (X1,...,X,) wie in Abschnitt 4.1 arbeiten.

4.2.1 Normalverteilung

Es seien X71,...,X,, unabhingig, identisch verteilt, mit X; ~ N(u,o?).

Konfidenzintervalle fiir den Erwartungswert

e bei bekannter Varianz 02 Wenn wir annehmen, dafl o bekannt ist, so ermdg-
licht uns der Satz 3.3.1, 4., ein exaktes Konfidenzintervall fiir ;4 zum Niveau 1 — «
zu berechnen. Denn es gilt X, ~ N (u,0%/n) und somit

X, — 1

T(X1,..., Xp 1) = V0 ~ N(0,1)

Es seien z,, und z1_,, Quantile der N(0,1)-Verteilung, oy + s = a und 1 — «
das vorgegebene Konfidenzniveau.



4 Konfidenzintervalle

Dann gilt
l—a=P(zoy <T(X1,..., Xp1t) < 21—01p)

X, —
=P (Zog < \/ﬁ n_H < Zl—ag)

g

(=2zay=21-a;)

P (Xn Sl <K Zl“’”") .

vn Vn

Somit ist [Q(Xl, oo X)), 0(X, ... ,Xn)} mit 6(X1,..., X)) = X, — zl,o@% und
?(Xl, s X)) = X+ 210y % ein exaktes Konfidenzintervall fiir 4 zum Niveau
1—a.

Es hat die Lange [,,(X1,...,Xy) = ﬁ (Z1—as + Z1—ay)- Es gilt [,(X1,...,X,) =0
fiir n — oo was bedeutet, dafl bei wachsendem Informationsumfang (n — oo) die
Préazision der Schiatzung immer besser wird.

Im Symmetriefall (a1 = ao = /2) gilt (X1, ..., Xn) = Xn—2
Yn + Zl,a/Q% und lu(Xl, ooy XTL) = %Zlfa/Z'

7§(X17"'7Xn) =

Daraus folgt, daff man bei vorgegebener Lange € > 0 die Anzahl der Beobachtungen
n bestimmen kann, die dann notwendig sind, um die vorgegebene Prazision zu
erreichen:

20 2021_4/92 2
ﬁzl,m <ee=n> (8“/) (4.2.1)

Fiir a; = 0 bzw. as = 0 kann man einseitige Intervalle (—oo, X, + zl_aﬁ] und

[Yn — zl_aﬁ, —i—oo) genauso angeben.

bei unbekannter Varianz o2: siche Bemerkung 3.3.4.

Dort wurde das Konfidenzintervall |X,, — %_L#‘*/QSH, X, + t’l_lﬁa/?sﬂ} fiir

zum Konfidenzniveau 1 — o konstruiert, wobei t,,_; 1_o/2 das (1 — §)-Quantil der
t,—1- Verteilung ist.

Wie man sieht, ist sie Lénge des Konfidenzintervalls zufallig: 1,(X1,...X,) =
%tn,l’l,a/g, somit macht es Sinn, mit erwarteter Lange

2
Ely(X1,-. Xp) = —=ESutn 11 a2

NG

zu arbeiten, um zum Beispiel die Frage nach der notwendigen Anzahl n von Be-
obachtungen bei vorgegebener Genauigkeit € > 0 (vergleiche Gleichung (4.2.1)) zu
beantworten.
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Konfidenzintervalle fiir die Varianz o2

e bei bekanntem Erwartungswert pu:

Betrachten wir den Schiitzer S = 1 f:l( p)? fir o2, Aus Satz 3.3.5, 2. folgt
i=
% ~ x2. Wir setzen T(X1,...,X,,0°%) = 5% und bekommen
a2 <M o Y L B
Somit ist { Q”f’% , ngi] ein Konfidenzintervall fiir o? zum Niveau 1 — o, v =
nl-ay Xn,a
a1 + ag mit der mittleren Lange El > = no? (Xﬁlm — Xi,11_a1 )

e bei unbekanntem Erwartungswert u:

Ahnlich wie oben beschrieben folgt das Konfidenzintervall {X(nl)sf% , (n=1)5;

2
n—1,1—aq anl,oQ

(n— 1)

zum Niveau 1 — o, = a7 + ag aus Satz 3.3.5, 1., weil ~—=1 ~ X , fiir die

Stichprobenvarianz S2 = ﬁ Z (Xi — Xn> . Die erwartete Lénge ist El,2 =
i=1

(Tl - 1)02 2 1 - P 1 .
anl,az anl,lfal

4.2.2 Konfidenzintervalle aus stochastischen Ungleichungen

Eine alternative Methode zur Gewinnung von Konfidenzintervallen besteht in der An-
wendung stochastischer Ungleichungen. So kann man zum Beispiel bei einer Stichprobe
(X1,...,X,) von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit E X; = p,
Var X; = 02 € (0,00) die Ungleichung von Tschebyschew benutzen, um ein einfaches,
aber grobes Konfidenzintervall fiir p zu konstruieren:

— Var X, o?
P(Xu—ul>e) < —52= 5=

= fﬁrs:\/%gilt:1—oz§IP(]Yn—u|§5)

Das Konfidenzintervall {Yn — \/%, X, + \/%} flir p bei bekannter Varianz o? ist ver-
teilungsunabhéngig, da keinerlei Annahmen iiber die Verteilung von X; gemacht wurden.

Prézisere Konfidenzintervalle konnen bei der Verwendung folgender Ungleichung von
Hoeffding konstruiert werden:
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Satz 4.2.1 (Ungleichung von Hoeffding):
Es seien Y7,...,Y, unabhingige Zufallsvariablen mit EY; = 0,a; < Y; < b; fast sicher,
1=1,...,n. Fur alle € > 0 gilt

( " ) 2e2
P(SYize|<exp|-m—
i=1 > (b — a;)?

=1

(ohne Beweis).

Nehmen wir z.B. an, dafl X1, ..., X,, unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen
sind, X; ~ Bernoulli(p), p € (0,1). Wir wollen ein Konfidenzintervall fir p bestimmen.

Folgerung 4.2.1
Es seien X7, ..., X, unabhingige Bernoulli(p)-verteilte Zufallsvariablen. Dann gilt

P (|Yn —pl> e) <22 2> 0.

Beweis Es gilt

n

1

i=1 Y,

das heiit a; = —p, b;=1—p, bj—a;=1,i=1,...,n, EY; = p— p = 0. Dann gilt:

(Satz 4.2.1) 26272 5
< 2 "n =2

— )

wobei man den Satz 4.2.1 sowohl fiir die Folge {Y;} als auch {—Y;} anwendet. Damit ist
die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung 4.2.1
Die Form der Ungleichung von Hoeffding &hnelt sehr der von Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz,
Satz 3.3.10.

Nun fixieren wir « > 0 und wéhlen ¢, = \/ g% Durch Anwendung von Folgerung
4.2.1 mit diesem ¢,, erhalten wir P (\X pl>e€ ) < a, somit P, (\Xn —p| < 5n> >

1—a und darum ist [Yn — ﬁ log ,/ TR %} ein Konfidenzintervall fiir p zum

Niveau 1 — «.
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4.2.3 Asymptotische Konfidenzintervalle

Die Philosophie der Konstruktion von asymptotischen Konfidenzintervallen ist relativ
einfach: Wir erldutern sie am Beispiel eines asymptotisch normalverteilten Schétzers 0
fiir einen Parameter 6.

Sei (X1,...,X,) eine Stichprobe von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsva-
riablen, X; ~ Fy, 0 € © C R. Sei b,, = é(Xl, ..., X},) ein Schétzer fiir 6, der asymptotisch

A~

normalverteilt ist. Dann gilt fiir erwartungstreue 6,

=0 4,y . N0, 1),

wobei 6, ein konsistenter Schétzer der asymptotischen Varianz von 6, ist.

: 0, — 0
nh_>r1010 Py (Za/Q < 5, < Zla/2>
= nh_{l'olo ]P)g (9 S |:9An - Zl,a/26n, én + zl,a/QﬁnD =1-a.

Somit ist [én — Z1—a/20m, 0, + Z1—a /264 ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir 6
zum Niveau 1 — a.
Diese Vorgehensweise werden wir jetzt anhand von zwei Beispielen klar machen:

e Bernoulli-Verteilung:

Seien X; ~ Bernoulli(p)-verteilt, i = 1,...,n. Dann gilt 6 = p, 0, = P = Xp.
Eppn = p, Varypn = 22 Wir withlen 6% = Lp,(1 — p,) = X2(1 - X,,) als
Plug-In-Schiétzer fiir 2. Dann gilt nach dem zentralen Grenzwertsatz (Satz 7.2.1,

WR) und dem Satz von Slutzky (Satz 6.4.2, 3. WR):

X, —
Jn—anTP Aoy N0, 1),

Xo(1—X,) n—0o

das heifit p € [Xn = Z1-a/2\ @, X, + Z1—a/2\/ X"(lnX")] stellt ein asym-

ptotisches Konfidenzintervall fiir p zum Niveau 1 — « dar. Da aber p € [0, 1] sein
soll, betrachtet man

— X, 1-X
Q(Xl,...,Xn) :max{o, Xn— Z1_a)2 ”(")}

und
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Bemerkung 4.2.2
Ein anderes asymptotisches Konfidenzintervall fiir den Parameter p der Bernoulli-
Verteilung bekommt man, wenn man die Aussage des zentralen Grenzwertsatzes

nh_)rglo P, (—zla/g < \/ﬁfﬁ < zla/g) = 1 — a nimmt und die quadratische

Ungleichung dann beziiglich p auflost.

Ubungsaufgabe 4.2.1
Losen Sie die Ungleichung auf!

Poissonverteilung:
Es seien X; ~ Poisson(\), 7 = 1,...,n, dann gilt § = A, 0, = A\ = X,,. Da
E\ X; = Vary X; = A, kann man den zentralen Grenzwertsatz (Satz 7.2.1, WR)
anwenden
X, -

n 4 ¥ ~ N(0,1),
\A n—o00
Da X, stark konsistent fiir \ ist, gilt nach dem Satz von Slutsky (Satz 6.4.2, 4,
WR)

vn

X, —
7Ai§Y~N@u

Xn

Vn

Daraus folgt ein asymptotisches Konfidenzintervall

— X, — /X
|:Xn_zl—o¢/2 7”, Xn+21-a/2 7“

fir den Parameter A\ zum Konfidenzniveau 1 — a.
Bemerkung 4.2.3 1. Ahnlich wie in Bemerkung 4.2.2 angegeben, kann man

durch Auflésen der quadratischen Ungleichung in

' Xn—A
lim [Py <\/ﬁ \/X € [_Zl—a/Qa Zl—a/?]) =l-a

n—oo

beziiglich A ein alternatives asymptotisches Konfidenzintervall fiir A angeben.

Ubungsaufgabe 4.2.2
Bitte fithren Sie diese Berechnungen durch.

2. Da A > 0 ist, kann man die untere Schranke diesbeziiglich korrigieren:

- X
)\(Xl,...,Xn):max{O, Xn_zl—oc/Q 77»}
n
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4.3 Zwei-Stichproben-Probleme

In diesem Abschnitt werden Charakteristiken bzw. Parameter von zwei unterschiedli-
chen Stichproben miteinander verglichen, indem man Konfidenzintervalle fiir einfache
Funktionen dieser Parameter konstruiert.

Betrachten wir zwei Zufallsstichproben Y7 = (Xi1,..., X1,), Yo = (Xo1, ..., Xon,)
von Zufallsvariablen X;i,...X;,,, ¢ = 1,2, die innerhalb der Stichprobe Y; jeweils un-
abhéngig und identisch verteilt sind, Xj; 4 X;,3=1,...n;, ¢ =1,2 und die Prototyp-
Zufallsvariable X; ~ Fy,, 0; € © C R™. Es wird im Allgemeinen nicht gefordert, dafl Y;
und Y5 unabhéangig sind. Falls sie voneinander abhéngen, spricht man von verbundenen
Stichproben Y7 und Ys. Betrachten wir eine Funktion ¢ : R?*™ — R von den Para-
metervektoren 61 und 6. In diesem Skript werden dabei meistens die Falle m = 1,2,
g(91,92) = 01]' — 92]', 9(91,02) = % untersucht, wobei 91 = (91'17 .. .,Qim), 1= 1,2.

Unsere Zielstellung wird sein, ein (moglicherweise asymptotisches) Konfidenzintervall
fir g(01,62) mit Hilfe der Stichprobe (Y1, Y2) zu gewinnen.

Dabei wird die selbe Philosophie wie in Abschnitt 4.1 beschrieben verfolgt. Es wird
eine Statistik T'(Y1, Y2, g(01,62)) gesucht, die eine (moglicherweise asymptotische) Prif-
verteilung F' besitzt und von g(6,602) explizit abhédngt.

Durch das Auflésen der Ungleichung Fa_l1 < T(Y1,Y2,9(01,092)) < Ff_l(m bzgl. g(61,02)
bekommt man dann ein (moglicherweise asymptotisches) Konfidenzintervall zum Niveau
l—a, a=a+ as.

4.3.1 Normalverteilte Stichproben

Hier wird angenommen, da X; ~ N(u;,02), i = 1,2.

Konfidenzintervall fiir die Differenz y; — 1> bei bekannten Varianzen o7 und o3 und
unabhingigen Stichproben

Seien Y7 und Y3 voneinander unabhiingig und 0%, 03 bekannt. Wir betrachten die Pa-

_ n;
rameterfunktion g(u1, u2) = p1 — pe. Es seien Xy, = ni > Xij, i = 1,2 die Stichpro-
K3 J:l

R 2
benmittel der Stichproben Y; und Y. Es gilt X, ~ N(u, %), 1 = 1,2. Nach Satz
3.3.3, 4) sind X1,, und X3,, unabhingig. Dann ist wegen der Faltungsstabilitit der

J— J— 2 2
Normalverteilung X1, — Xop, ~ N (Ml — g, B4+ 22

). Nach dem Normieren erhéilt
1 na

Kim —omy N(0,1). Daraus bekommt man das

1 2
Vot
Konfidenzintervall

2 2 2 2

—_— —_— g . —_ _ ag g
1 2 1 2
Xiny, — Xony, — 21—at| =+ 2, X1n, — Xop, + 210t —+ + -2
2V ny no 2V ny no

flir 1 — pe zum Niveau 1 — a.

man die Statistik T'(Y1, Yo, u1 — po) =
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g

2
Konfidenzintervall fiir den Quotienten _; bei unbekannten Erwartungswerten i
2

und ps und unabhiangigen Stichproben

q
(el V)

Seien Y] und Y voneinander unabhéngig. Sei g(o1,02) = —%. Wir konstruieren die

o3
2 i — 2
Statistik T'(Y1, Ya, Z—%) folgendermaflen: Seien Sfm = ﬁ '21 (Xi- — Xmi) ,1=1,2 die
]:

2
in;

i—1
Stichprobenvarianzen der Stichproben Y; und Ys. Dann gilt % ~

nach Satz 3.3.5.
Da die Siznz, voneinander unabhéngig sind, gilt

Xp,_1,0i=1,2

_ 2
(TLQ 1)52n2 9

2 Z 2ny 2

o7 (n2—1)o3 Sony 01

T|\Y,Ys,— | = =22 S~ -1
o3 (m-DSt,, S}, o3 e

(n1—1)o?

nach der Definition der F' - Verteilung. Daraus ergibt sich das Konfidenzintervall

2 2

Slnl E Sln1 E

52 no—1,n1—1,a1> SQ nog—1,n1—1,1—a2
2ng 2n3

2
. (on .
fur —Ué zum Niveau 1 — «.
2

Konfidenzintervall fiir die Differenz ;; — ps der Erwartungswerte bei verbundenen
Stichproben

Dieses Mal seien Y7 und Y3 verbunden, X1 — Xo ~ N(u1 — po, 02) fiir ein unbekanntes
02 >0, n =ng =n. Da Xij,j = 1,...,n unabhangig und identisch verteilt sind, gilt
Zj :le —ng NN(,ul —,LL2,0'2), ] = 1,...,n.

Unser Ziel ist es, ein Konfidenzintervall fiir g3 — po zu bekommen. Wenn wir die
Stichprobe (Z1, ..., Z,) betrachten, und Ergebnisse des Abschnittes 4.2.1, 2. anwenden,
so erhalten wir sofort folgendes Konfidenzintervall:
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In der Vorlesung Stochastik I haben wir schon Beispiele von statistischen Tests ken-
nengelernt, wie etwa den Kolmogorow-Smirnow-Test (vergleiche Bemerkung 3.3.38, 3),
Skript Stochastik I). Jetzt sollen statistische Signifikanztests formal eingefiihrt und ihre
Eigenschaften untersucht werden.

5.1 Allgemeine Philosophie des Testens

Es sei eine Zufallsstichprobe (X,...,X,) von unabhéngigen, identisch verteilten Zu-
fallsvariablen X; gegeben, mit Verteilungsfunktion F' € A, wobei A eine Klasse von
Verteilungsfunktionen ist. Es sei (z1,...,z,) eine konkrete Stichprobe, die als Realisie-
rung von (X7, ..., X,) interpretiert wird. In der Theorie des statistischen Testens werden
Hypothesen iiber die Beschaffenheit der (unbekannten) Verteilungsfunktion F' gestellt
und gepriift. Dabei unterscheidet man

’ Statistische Tests |

\

’parametrische Tests ’ nichtparametrische Tests

falls A = {F},0 € O},
wobei ©® C R™ ist.

Bei parametrischen Tests priift man, ob der Parameter 6 bestimmte Werte annimmt
(zum Beispiel § = 0). Bekannte Beispiele von nichtparametrischen Tests sind Anpas-
sungstests, bei denen man priift, ob die Verteilungsfunktion F' gleich einer vorgegebenen
Funktion Fj ist.

Formalisieren wir zunéchst den Begriff Hypothese. Die Menge A von zuldssigen Vertei-
lungsfunktionen F' wird in zwei disjunkte Teilmengen Ag und A; zerlegt, Ag U A; = A.
Die Aussage

sonst.

»2Man testet die Haupthypothese Hy : F' € Ag gegen die Alternative Hy : F' € A1,“

bedeutet, dafl man an Hand der konkreten Stichprobe (z1,...,x,) versucht, eine Ent-
scheidung zu féllen, ob die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable X; zu Ag oder zu Ay
gehort. Dies passiert auf Grund einer statistischen Entscheidungsregel

¢ :R" —[0,1],

81
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die eine Statistik mit folgender Interpretation ist:

Der Stichprobenraum R™ wird in drei disjunkte Bereiche Ky, Kp; und K; unterteilt,

sodafl R" = Ky U Ky U K7, wobei

Ko =¢'({0}) ={zeR":p(zx)=0},
K =9 '({1}) ={zreR":px)=1},
Koi =¢ 1(0,1) ={zcR":0< ¢(x)<1}.

Dementsprechend wird Hy : F' € Ag
e verworfen, falls p(x) =1, also = € Kj,
e nicht verworfen, falls p(z) =0, also z € Kj;

o falls p(z) € (0,1), also x € Ko, wird ¢(z) als Bernoulli-Wahrscheinlichkeit inter-

pretiert, und es wird eine Zufallsvariable Y ~ Bernoulli(¢(x)) generiert, fir die
gilt:

v — 1 — Hj wird verworfen
| 0 == Hj wird nicht verworfen

Falls Ko1 # 0, wird eine solche Entscheidungsregel randomisiert genannt. Bei Koy = 0,

also R” = Ky U K spricht man dagegen von nicht-randomisierten Tests. Dabei heifit
Ky bzw. K1 Annahmebereich bzw. Ablehnungsbereich (kritischer Bereich) von Hy. Ko
heifit Randomisierungsbereich.

Bemerkung 5.1.1. 1. Man sagt absichtlich ,Hy wird nicht verworfen®, statt ,,Hg

wird akzeptiert, weil die schlieffende Statistik generell keine positiven, sondern
nur negative Entscheidungen treffen kann. Dies ist generell ein philosophisches
Problem der Falsifizierbarkeit von Hypothesen oder wissenschaftlichen Theorien,
von denen aber keiner behaupten kann, daf sie der Wahrheit entsprechen (verglei-
che die wissenschaftliche Erkenntnistheorie von Karl Popper (1902-1994)).

. Die randomisierten Tests sind hauptsdchlich von theoretischem Interesse (verglei-

che Abschnitt 2.3). In der Prazis werden meistens nichtrandomisierte Regeln ver-
wendet, bei denen man aus der Stichprobe (x1,...,xzy) allein die Entscheidung iber
Hy treffen kann. Hier gilt ¢(x) =g,z = (z1,...,2,) € R™.

In diesem und in folgendem Abschnitt betrachten wir ausschliefSlich nichtrandomisierte
Tests, um in Abschnitt 2.3 zu der allgemeinen Situation zuriickzukehren.

Definition 5.1.1

Man sagt, daf die nicht-randomisierte Testregel ¢ : R™ — {0,1} einen (nichtrandomi-

sierten) statistischen Test zum Signifikanzniveau « angibt, falls fir F' € Ag gilt

Pr (p(X1,...,Xpn) =1) = P (Hy verwerfen | Hy richtig ) < a.
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Definition 5.1.2 1. Wenn man Hj verwirft, obwohl Hy richtig ist, begeht man den
sogenannten Fehler 1. Art. Die Wahrscheinlichkeit

an(F) =Pr (p(x1,...,2y) =1), F €Ay

heifit die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art und soll unter dem Niveau « blei-
ben.

2. Den Fehler 2. Art begeht man, wenn man die falsche Hypothese Hy nicht verwirft.
Dabei ist

Bn(F) =Pp (p(x1,...,2,) =0), F €N\

die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 2. Art.

Eine Zusammenfassung aller Moglichkeiten wird in folgender Tabelle festgehalten:

Hy richtig Hy falsch
Hy verwerfen Fehler 1. Art, Wahrschein- | richtige Entscheidung
lichkeit o, (F) < «
Hy nicht verwer- | richtige Entscheidung Fehler 2. Art mit Wahr-
fen scheinlichkeit G, (F)

Dabei sollen a,, und B,, moglichst klein sein, was gegenlédufige Tendenzen darstellt,
weil beim Kleinwerden von « die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 2. Art notwendigerweise
wéchst.

Definition 5.1.3 1. Die Funktion
Gn(F) =P (o(X1,...,Xp)=1), FeA
heifit Gitefunktion eines Tests .

2. Die Einschrankung von G, auf A; hei8t Stdrke, Scharfe oder Macht (englisch
power) des Tests .

Es gilt

Gn(F)=an(F)<a, FeAg
Go(F) =1— fu(F), F € Ay

Beispiel 5.1.1

Parametrische Tests. Wie sieht ein parametrischer Test aus? Der Parameterraum
© wird als ©¢ U ©1 dargestellt, wobei ©g N ©1 = (. Es gilt Ag = {Fp : 0 € O},
A ={Fy:0 € O:1}. Pp wird zu Py, ay,, Gy, und B, werden statt auf A auf © definiert.

Welche Hypothesen Hy und H; kommen oft bei parametrischen Tests vor? Zur Ein-
fachheit betrachten wir den Spezialfall © = R.

1. H0:9:00VS.H1:97500
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2. Hy: >0y vs. H : 60 <46,
3. Hy: 6 <6yvs. H :0 >0

4. Hy: 0 € [a,b] vs. Hy : 0 ¢ [a,b]

Im Fall (1) heiit der parametrische Test zweiseitig, in den Fallen (2) und (3) einseitig
(rechts- bzw. linksseitig). In Fall (4) spricht man von der Intervallhypothese H.

Bei einem zweiseitigen bzw. einseitigen Test kann die Giitefunktion wie in Abbildung
5.1 (a) bzw. 5.1 (b) aussehen,

Abb. 5.1: Giutefunktion

af—-——==

(a) eines zweiseitigen Tests

(b) eines einseitigen Tests

Bei einem allgemeinen (nicht notwendigerweise parametrischen) Modell kann man die
ideale Giitefunktion wie in Abbildung 5.2 schematisch darstellen.

Abb. 5.2: Schematische Darstellung der idealen Giitefunktion

-—— - - j_
| Gn,(ﬁ‘)
I
Ao 1Ay
o
|, i,

e Man sieht aus Definition 5.1.2, dem Fehler 1. und 2. Art und der Ablehnungsregel,
dafl die Hypothesen Hy und H; nicht symmetrisch behandelt werden, denn nur die
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Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art wird kontrolliert. Dies ist der Grund dafiir,
daf3 Statistiker die eigentlich interessierende Hypothese nicht als Hy, sondern als
H, formulieren, damit, wenn man sich fiir H; entscheidet, man mit Sicherheit sagen
kann, dafl die Wahrscheinlichkeit der Fehlentscheidung unter dem Niveau « liegt.

e Wie wird ein statistischer, nicht randomisierter Test praktisch konstruiert? Die
Konstruktion der Ablehnungsregel ¢ dhnelt sich sehr der von Konfidenzintervallen:

1. Finde eine Teststatistik 7" : R™ — R, die unter Hj eine (moglicherweise
asymptotisch fiir n — 0o) bestimmte Priifverteilung hat.

2. Definiere By = [tay,t1—as], WObel t,, und t1_,, Quantile der Priifverteilung
von T sind, ag + as = « € [0, 1].

3. Falls T(Xy,...,X,) € R\ By = By, setze o(X1,...,X,) = 1. Hy wird ver-
worfen. Ansonsten setze ¢(X1,...,Xy) =0.

e Falls die Verteilung von 7' nur asymptotisch bestimmt werden kann, so heifit ¢
asymptotischer Test.

e Schr oft aber ist auch die asymptotische Verteilung von T nicht bekannt. Dann
verwendet man sogenannte Monte-Carlo Tests, in denen dann Quantile t, ndhe-
rungsweise aus sehr vielen Monte-Carlo-Simulationen von 7' (unter Hy) bestimmt
werden: Falls t/, i = 1,...,m die Werte von T in m unabhéngigen Simulationsvor-
géngen sind, das heifit t' = T'(z},...,2%), ac; sind unabhéngige Realisierungen von

Xj~FelAy,j=1,...,n,%=1,...,m dann bildet man ihre Ordnungsstatistiken
tM .t und setat t, ~ tl@™) o €0,1], wobei t0) = —cc.

Bemerkung 5.1.2. Man sieht deutlich, dafl aus einem beliebigen Konfidenzintervall
Iy = [[{(X1, ., X), B (X, X))

zum Niveau 1 — « fiir einen Parameter 8 € R ein Test fiir 8 konstruierbar ist. Die
Hypothese Hy : 0 = 0y vs. Hy : 0 + 0y wird mit folgender Entscheidungsregel getestet:

o(X1,...,Xn) =1, falls 6 ¢ [IfO(Xl,...,Xn), I§O(X1,...,Xn)} .

Das Signifikanzniveau des Tests ist a.

Beispiel 5.1.2
Normalverteilung, Test des Erwartungswertes bei bekannter Varianz. Es seien

X1,..., X ~ N(p, 02
mit bekannter Varianz 2. Ein Konfidenzintervall fiir j ist

— A . — Z1— :
= [I(Xy, . X, (X, X)) = | X — 1%0 X, + 1%0
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Zl—a/2'0

(vergleiche Stochastik I, 4.2.1) Hy wird verworfen, falls |pg — X,,| > —n - In der
Testsprache bedeutet es, dass

(X1, xn) =1((21,...2,) € K1),

wobei

_ 0%1—a/2
Klz{(xla"'vxn)eRn:|)u0_xn|>\1/,';/}

der Ablehnungsbereich ist. Fir die Teststatistik 7'( X1, ..., X,) gilt:

X _
T(Xi,...,Xpn) = %“U\FNN(O, 1) | unter Ho,

an(p) = a.
Berechnen wir nun die Giitefunktion (vergleiche Abbildung 5.3).

Zl—a/2

Go1) =By (J0 = Xl > 222 ) —1 - ([ = o] < 222
n © n \/ﬁ o n > \/’ﬁ

< Zl—a/?)

_ X, — _
_1_1@“(—@_@/2—“ Hm<yn=—t sy ot “‘Vﬁ>

o g o

=1-¢ <Z1—a/2 -k _UMO \/ﬁ> + @ (_Zl—a/Q -k ;MO \/ﬁ)
=0 <—21—a/2 + B \/ﬁ> + @ (_Zl—a/Q _E ;MO \/ﬁ) :

g

X _ _
:1_}?“(’\/5 - ’“‘+”U“0\/ﬁ

Abb. 5.3: Giitefunktion fiir den zweiseitigen Test des Erwartungswertes einer Normal-
verteilung bei bekannter Varianz

Die ,,Ja-Nein “- Entscheidung des Testens wird oft als zu grob empfunden. Deswegen
versucht man, ein feineres Maf3 der Vertréglichkeit der Daten mit den Hypothesen Hj
und H; zu bestimmen. Dies ist der sogenannte p-Wert, der von den meisten Statistik-
Softwarepaketen ausgegeben wird.
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Definition 5.1.4
Essei (21, ..., z,) die konkrete Stichprobe von Daten, die als Realisierung von (X7, ..., X,)
interpretiert wird und 7'(Xy,...,X,) die Teststatistik, mit deren Hilfe die Entschei-
dungsregel ¢ konstruiert wurde. Der p-Wert des statistischen Tests ¢ ist das kleinste
Signifikanzniveau, zu dem der Wert ¢t = T'(z1, . .., x,) zur Verwerfung der Hypothese H
fiihrt.

Im Beispiel eines einseitigen Tests mit Hy : 0 = 6y mit dem Ablehnungsbereich By =
(t,00) sagt man grob, daf

p=,P(T(X1,...,Xn) >t]| Hy) ¢,

wobei die Anfiihrungszeichen bedeuten, dafl dies keine klassische, sondern eine bedingte
Wahrscheinlichkeit ist, die spater prazise angegeben wird.

Bei der Verwendung des p-Wertes verdndert sich die Ablehnungsregel: die Hypothese
Hy : 8 = 0y wird zum Signifikanzniveau a abgelehnt, falls @ > p. Frither hat man
die Signifikanz der Testentscheidung (Ablehnung von Hy) an Hand folgender Tabelle
festgesetzt:

p-Wert Interpretation
p < 0,001 sehr stark signifikant
0,001 <p<0,01 stark signifikant
0,01 < p<0,05 schwach signifikant
0,06 <p nicht signifikant

Da aber heute der p-Wert an sich verwendet werden kann, kann der Anwender der
Tests bei vorgegebenem p-Wert selbst entscheiden, zu welchem Niveau er seine Tests
durchfiihren will.

Bemerkung 5.1.3. 1. Das Signifikanzniveau darf nicht in Abhdngigkeit von p fest-
gelegt werden. Dies wiirde die allgemeine Testphilosophie zerstoren!

2. Der p-Wert ist keine Wahrscheinlichkeit, sondern eine Zufallsvariable, denn er
héingt von (X1, ...,X,) ab. Der Ausdruck p = P(T(X1,...,X,) >t | Hp), der in
Definition 5.1.4 fiir den p-Wert eines einseitigen Tests mit Teststatistik T gege-
ben wurde, soll demnach als Uberschreitungswahrscheinlichkeit interpretiert wer-
den, daf$ bei Wiederholung des Zufallsexperiments unter Hy : 0 = 0y der Wert
t =T(x1,...,2,) oder extremere Werte in Richtung der Hypothese H, betrachtet
werden:

p=P(T(X],...,X}) = T(a1,...,an) | Hy),

wobei (X],..., X)) 4 (X1,...,X,). Falls wir von einer konkreten Realisierung
(x1,...,2p) zur Zufallsstichprobe (X1,...,X,) tbergehen, erhalten wir

p=pXi,...,X,) =P(T(X1,..., X)) >T(Xy,...,X,) | Ho)
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3. Fiir andere Hypothesen Hy wird der p-Wert auch eine andere Form haben. Zum
Beispiel fir

a) einen symmetrischen zweiseitigen Test ist
By = [*tl—a/zv tl—a/2}
der Akzeptanzbereich fiir Hy.
=p=P(T(X],....,X,)| >t|Ho),t=|T(X1,...X»n)|

b) einen rechtsseitigen Test mit By = [tq, 00] gilt

p=P(T(X},....,X.) < t|Hp), t =T(X1,...,Xp)

¢) Das Verhalten des p-Wertes kann folgendermaflen untersucht werden:

Lemma 5.1.1

Falls die Verteilungsfunktion F' von X; stetig und streng monoton steigend
ist (die Verteilung von T ist absolut stetig mit zum Beispiel stetiger Dichte),
dann ist p ~ UJ0, 1].

Beweis Wir zeigen es am speziellen Beispiel des rechtsseitigen Tests.
P(p<al|Ho)=P(Fr(T(Xy...,X.)) < a| Ho)
=P (Fr(T(X1,...,X5)) > 1 —a| Hy)
=PU>1-a)=1-(1-a)=a, acl0,1],
da Fr(T(Xy,...,Xn)) LU~ U[0,1] und Fr absolut stetig ist. O

Ubung 5.1.1. Zeigen Sie, daf fiir eine beliebige Zufallsvariable X mit abso-
lut stetiger Verteilung und streng monoton steigender Verteilungsfunktion Fx
gilt:

Fx(X) ~ U[0,1]
Falls die Verteilung von T' diskret ist, mit dem Wertebereich {t1,...,t,}, t; <

t; fiir © < j, so ist auch die Verteilung von p diskret, somit gilt nicht p ~

Ul0,1]. In diesem Fall ist Fr(z) eine Treppenfunktion, die die Gerade y = u
k

in den Punkten u = Y P(T(X1,...,Xn) = ti), k = 1,...,n berihrt (vgl.
i=1

Abbildung 5.4).

Definition 5.1.5 1. Falls die Macht Gy (-) eines Tests ¢ zum Niveau « die Unglei-
chung

Gu(F)>a, Fel

erfillt, dann heifit der Test unverfilscht.



5 Tests statistischer Hypothesen 89

Abb. 5.4: Verteilung von p fiir diskrete T’

2. Es seien ¢ und ¢* zwei Tests zum Niveau o mit Giitefunktionen Gy (-) und G7;(-).
Man sagt, dafi der Test ¢ besser als ¢* ist, falls er eine groBlere Macht besitzt:

Gn(F) > GX(F) VF € A

3. Der Test ¢ heifit konsistent, falls G,,(F) — 1 fir alle F' € A;4.
n (o.)

Bemerkung 5.1.4. 1. Die einseitigen Tests haben oft eine grofiere Macht als ihre
zweiseitigen Versionen.

Beispiel 5.1.3
Betrachten wir zum Beispiel den Gauf3-Test des Erwartungswertes der Normalver-
teilung bei bekannter Varianz. Beim zweiseitigen Test

Hy:p=po vs. Hy : = po.

erhalten wir die Giitefunktion
Gn(p) =@ <_Zla/2 + \/ﬁ/l—UMO> + @ (—Zla/2 - \/ﬁ,u;,ug> .
Beim einseitigen Test ¢* der Hypothesen
Hy:p < povs. Hf : p> po
ist seine Giitefunktion gleich

Gh(p) =@ (—zl_a n \/W;NO)

Beide Tests sind offensichtlich konsistent, denn G, (1) =L G (p) = 1. Dabei
ist ¢* besser als . Beide Tests sind unverfilscht (vergleiche Abbildung 5.5).
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Abb. 5.5: Giitefunktionen eines ein- bzw. zweiseitigen Tests der Erwartungswertes einer
Normalverteilung

0 o H

2. Beim Testen einer Intervallhypothese Hy : 6 € [a,b] vs. Hy : 0 ¢ [a,b] zum Niveau
a kann man wie folgt vorgehen: Teste

a) Hf : 0 > a vs. H} : 0 < a zum Niveau o /2.
b) HY: 0 <bwvs. H: 0 > b zum Niveau o /2.

Hy wird nicht abgelehnt, falls H§ und HS nicht abgelehnt werden. Die Wahrschein-
lichkeit des Fehlers 1. Art ist hier < «. Die Macht dieses Tests ist im Allgemeinen
schlecht.

3. Je mehr Parameter fiir den Aufbau der Teststatistik T geschdtzt werden missen,
desto kleiner wird in der Regel die Macht.

5.2 Nichtrandomisierte Tests

5.2.1 Parametrische Signifikanztests

In diesem Abschnitt geben wir Beispiele einiger Tests, die meistens aus den entsprechen-
den Konfidenzintervallen fiir die Parameter von Verteilungen entstehen. Deshalb werden
wir sie nur kurz behandeln.

1. Tests fiir die Parameter der Normalverteilung N (u, 0?)
a) Test von p bei unbekannter Varianz

e Hypothesen: Hy : = po vs. Hy : o # po.
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o Teststatistik:

Xn_,UJO

~ by H
Sn n—1 ’ 0

T(le"' 7Xn) =

e Entscheidungsregel:

gO(Xl, R ,Xn) =1, falls ‘T(Xl, R ,Xn)| > tn—l,l—a/Q-

b) Test von o2 bei unbekanntem

e Hypothesen: Hy : 02 = 03 vs. Hy : 02 # 03.

o Teststatistik:

n—1)5?
T(Xla"'aXn) = (O_Q)n NX72’L—1 |H07
0

n N2
wobei S2 = ﬁ > <XZ- — Xn) .
i=1

e Entscheidungsregel:
QP(X]_, “ e 7X’I’L) = ]., faHS T(X]_, ceey Xn) ¢ |:X,'2,L_17a/2, X’IQ'L—].,].—OC/z .

Ubung 5.2.1. 4. Finden Sie Gy (+) fiir die einseitige Version der obigen
Tests.

1. Zeigen Sie, daf8 diese einseitigen Tests unverfilscht sind, die zweisei-
tigen aber nicht.

2. Asymptotische Tests

Bei asymptotischen Tests ist die Verteilung der Teststatistik nur ndherungsweise
(fiir groBe n) bekannt. Ebenso asymptotisch wird das Konfidenzniveau « erreicht.
Thre Konstruktion basiert meistens auf Verwendung der Grenzwertsétze.

Die allgemeine Vorgehensweise wird im sogenannten Wald-Test (genannt nach dem
Statistiker Abraham Wald (1902-1980)) fixiert:

e Sei (Xy,...,X,) eine Zufallsstichprobe, X; seien unabhéngig und identisch
verteilt fiir i = 1,...,n, mit X; ~ Fy, 0§ € © CR.

e Wir testen Hy : 0 = 6y vs. Hy : 0 # 6y. Es sei 0, = é(Xl,...,Xn) ein
erwartungstreuer, asymptotisch normalverteilter Schétzer fiir 6.

b, — 0
2 L Y~ N(0,1) | Ho,

On n—00
wobei G2 ein konsistenter Schitzer fiir die Varianz von 6,, sei.

Die Teststatistik ist
é Xi,...,X,)— 6
T(Xl,...,Xn) = n( D A’ n) 0.

On
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e Die Entscheidungsregel lautet: Hy wird abgelehnt, wenn |T'(Xy,...,Xy)| >
Z1_a/2, WObel 21_q /0 = ®~1(1 — a/2). Diese Entscheidungsregel soll nur bei
grofflen n verwendet werden. Die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art ist
asymptotisch gleich o, denn P(|T'(Xy, ..., Xp)| > z1_a/2 | Ho) T« wegen
der asymptotischen Normalverteilung von T.

Die Giitefunktion des Tests ist asymptotisch gleich

6o — 6 by — 0
lim Go(0) = 1 — & <z1_a/2 + 2 ) + @ (_zl—a/Q + = ) ,
n—o00 (o2 g

2

wobei 67 2

P
— 0",
n—oo
Spezialfille des Wald-Tests sind asymptotische Tests der Erwartungswerte bei
einer Poisson- oder Bernoulliverteilten Stichprobe.
Beispiel 5.2.1 a) Bernoulliverteilung

Es seien X; ~ Bernoulli(p), p € [0, 1] unabhéngige, identisch verteilte Zufalls-
variablen.

e Hypothesen: Hy : p = po vs. Hy : p # po.
e Teststatistik:

sonst.

Xn—po falls X,, # 0,1
T(X1,...,Xn) = { f\/xn(l— alls X #0,1,

Unter Hy gilt: T'(X4,...,X,) — Y ~ N(0,1).

n—oo

b) Poissonverteilung

Es seien X; ~ Poisson(A), A > 0 unabhéngige, identisch verteilte Zufallsva-
riablen.

e Hypothesen: Hy: A= Xy vs. Hi : A # Ao
o Teststatistik:

XoXo  falls X, > 0
T(Xl,...,Xn):{\/ﬁ\/Xn’ A ’

0, sonst.
Unter Hy gilt: T(X1,...,X,) <5 ¥V ~N(0,1)

5.3 Randomisierte Tests

In diesem Abschnitt werden wir klassische Ergebnisse von Neyman-Pearson iiber die
besten Tests prasentieren. Dabei werden randomisierte Tests eine wichtige Rolle spielen.
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5.3.1 Grundlagen

Gegeben sei eine Zufallsstichprobe (X1, ..., X,) von unabhéngigen und identisch verteil-
ten Zufallsvariablen X; mit konkreter Auspriagung (x1,...,x,). Sei unser Stichproben-
raum (B, B) entweder (R", Bgn) oder (N, Byz), je nachdem, ob die Stichprobenvariablen
X;,i=1,...,n absolut stetig oder diskret verteilt sind.

Hier wird zur Einfachheit im Falle einer diskret verteilten Zufallsvariable X; ihr dis-
kreter Wertebereich mit Ng = N U {0} gleichgesetzt. Der Wertebereich sei mit einem
Maf} p versehen, wobei

) Lebesgue-Maf} auf R, falls X; als stetig verteilt
- Zihlma$ auf N, falls X; diskret verteilt.

Dementsprechend gilt

[ g(x)dz,  im absolut stetigen Fall,
[ stantaz) = | im al
>oreN, 9(x), im diskreten Fall.

Es sei zusitzlich X; ~ Fp, 6 € © C R™, i = 1,...,n (parametrisches Modell). Fiir
O =0y UBO1, OgNO; = formulieren wir die Hypothesen Hy : 0 € O vs. Hy : § € O,
die mit Hilfe eines randomisierten Tests

1, x € K,
p(r)=1{ 7€(0,1), =€ Kn x=(T1,...,%n),
0, x € Ky

getestet werden.
Im Falle x € Ky; wird mit Hilfe einer Zufallsvariable Y ~ Bernoulli(¢(x)) entschieden,
ob Hy verworfen wird (Y = 1) oder nicht (Y = 0).

Definition 5.3.1 1. Die Gitefunktion eines randomisierten Tests ¢ sei

Gn(G) = Gn(@,e) =y go(Xl, . ,Xn), 0 € 0.

2. Der Test ¢ hat das Signifikanzniveau o € [0,1], falls G, (¢,0) < «a, VO € Oy ist.
Die Zahl

sup Gr(p,0)
[ASISH

wird Umfang des Tests ¢ genannt. Offensichtlich ist der Umfang eines Niveau-a-
Tests kleiner gleich a.

3. Sei ¥(a) die Menge aller Tests zum Niveau «.. Der Test ¢1 € V(a) ist (gleichmdfig)
besser als Test o € ¥(a), falls G, (¢1,0) > Gr(p2,0), 6 € ©1, also falls 1 eine
groflere Macht besitzt.
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4. Ein Test ¢* € ¥(a) ist (gleichmdfig) bester Test in W(a), falls
Gn(¢*,0) > Gn(p,0), fur alle Tests ¢ € (), 6 € O;.

Bemerkung 5.3.1. 1. Definition 5.53.1 1) ist eine offensichtliche Verallgemeinerung
der Definition 5.1.3 der Giitefunktion eines nicht-randomisierten Tests . Namlich,
fir p(x) =1(z € Ky) gilt:

Gn(p,0) =Egp(Xy,...,Xp)
= IP)H ((Xla <. 7Xn) S Kl)
=Py (Hy ablehnen), 6 € ©.

2. Ein bester Test ¢* in V(a) existiert nicht immer, sondern nur unter gewissen
Voraussetzungen an Py, ©¢, 01 und ¥(a).

5.3.2 Neyman-Pearson-Tests bei einfachen Hypothesen
In diesem Abschnitt betrachten wir einfache Hypothesen
H() : 0= 90 VS. H1 1 0= 61 (5.3.1)

wobei 0y, 0, € ©, 0, 75 Bo.

Dementsprechend sind ©¢ = {6y}, ©1 = {0 }. Wir setzen voraus, da8 Fj, eine Dichte
gi(z) beziiglich p besitzt, i = 0, 1. Fiihren wir einige abkiirzende Bezeichnungen Py = Py,
Py =Py,, Eg = Eg,, E1 = Eyp, ein. Sei fi(z) = [[j1 9i(zj), z = (21,...,2,), i = 0,1 die
Dichte der Stichprobe unter Hy bzw. H;.

Definition 5.3.2
Ein Neyman-Pearson-Test (NP-Test) der einfachen Hypothesen in (5.3.1) ist gegeben
durch die Regel

17 falls fl(x) > Kf(](l’),

p(x) = px(2) =q v, falls fi(z) = K fo(z), (5.3.2)
0, falls fi(x) < K fo(z)

fur Konstanten K > 0 und v € [0, 1].

Bemerkung 5.3.2. 1. Manchmal werden K = K(x) und v = v(z) als Funktionen
von x und nicht als Konstanten betrachtet.

2. Der Ablehnungsbereich des Neyman-Pearson-Tests o ist
Ki={zeB: filz) > Kfo(n)}
3. Der Umfang des Neyman-Pearson-Tests pp ist

EO (pK(Xl, . ,Xn) = ]P)()(fl(Xl, . ,Xn) > Kfo(Xl, .. Xn))
+’Y]P)0(f1(X1,...,Xn) :Kf()(Xl,...,Xn))
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4. Die Definition 5.3.2 kann man dquivalent folgendermaflen geben: Wir definieren
eine Teststatistik

Ty = | B w€Biho(@) >0,
o0, wT€E€B: folr)=0

Dann wird der neue Test

eingefihrt, der fir Py- und P;- fast alle x € B dquivalent zu @y, ist. In der Tat gilt
vr(r) = ¢r(x) Vo € B\ C, wobei C = {x € B : fo(x) = fi(x) = 0} das Po- bzw.
P1-Majf8 Null besitzt.

In der neuen Formulierung ist der Umfang von @ bzw. ¢r gleich

Eo ok :PO(T(X17,X7-L) >K)+’Y'P0(T(X1,...,Xn) :K)

Satz 5.3.1
Optimalitatssatz

Es sei pi ein Neyman-Pearson-Test fir ein K > 0 und v € [0,1]. Dann ist ¢x der
beste Test zum Niveau a = Eg ¢ seines Umfangs.

Beweis Sei ¢ € U(a), also Eg (p(X1,...,Xn)) < a. Um zu zeigen, dal ¢k besser als
 ist, gentigt es bei einfachen Hypothesen Hy und H; zu zeigen, da E; ox (X1,..., Xy)
> Eq o(X1,...,X,). Wir fithren dazu die folgenden Mengen ein:

M* ={z € B:pg(z) > ¢p(z)}
M~ ={z € B:pg(zx) < ¢(x)}
M= ={z € B: px(z) = p(z)}

Es gilt offensichtlich x € MT = ok (x) > 0= fi(z) > K fo(z),

reEM = ¢i(r)<1l= fi(z) < Kfo(x) und B=MTUM UM~.
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Als Folgerung erhalten wir

Ei (pr(X1,..., Xn) —(X1,..., X)) = /B(w(ﬂf) — o(2)) f1(x)p(dx)

- </M++/ - +/M_) (o (x) — p(x)) f1(z)p(dx)
= /M+<90K(90) — () K fo(z)p(dz)

+ [ (px() — (@)K fo(z)u(dr)
M

= B(wK(w) — () K fo(x)p(dx)

:K[EotpK(Xl,,Xn) —Eo(p(Xl,...,Xn)]
> K(a—a) =0,

weil beide Tests das Niveau a haben. Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung 5.3.3. 1. Da im Beweis v nicht vorkommt, wird derselbe Beweis im
Falle von ~v(x) # const gelten.

2. Aus dem Beweis folgt die Giiltigkeit der Ungleichung

|, (er@) = ¢l@) (f1(@) = K fo(a)) ulda) = 0

im Falle des konstanten K, bzw.
E1 (pr (X1, Xn) — (X1, ..., Xp)) 2 /B(SOK(fU) — ¢(x)) K(z) fo(x)p(dz)

im allgemeinen Fall.

Satz 5.3.2
(Fundamentallemma von Neyman-Pearson)

1. Zu einem beliebigen o € (0, 1) gibt es einen Neyman-Pearson-Test ¢ mit Umfang
a, der dann nach Satz 5.3.1 der beste Niveau-a-Test ist.

2. Ist ¢ ebenfalls bester Test zum Niveau a, so gilt p(z) = ¢ (z) fir u-fast alle
x€ KoUK) ={x € B: fi(x) # K fo(z)} und px aus Teil 1).
Beweis 1. Fiir pg(z) gilt

1, fallsze Ky ={z: fi(z) > K- fo(z)},
or(x) =< v, fallsz e Koy ={z: fi(z) = K- fo(z)},
0, fallsze Ky={x: fi(x) < K- fo(x)}.
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Der Umfang von ¢ ist
Py (T(X1, ... ,Xn) > K) + 4Py (T'(X1,..., Xpn) = K) = «, (533)
wobei

T 0) — { fo, fals fo(on, .. a0) >0,

00, sonst.

Nun suchen wir ein K > 0 und ein v € [0, 1], sodafl Gleichung (5.3.3) stimmt. Es sei
Fo(z) = Po(T(Xy,...,X,) < 2), 2 € R die Verteilungsfunktion von 7. Da T' > 0
ist, gilt Fo(x) = 0, falls < 0. AuBerdem ist Po(T(X1,...,X,) < c0) = 1, das
heiflt F~1(a) € [0,00), a € (0,1). Die Gleichung (5.3.3) kann dann folgendermaBen
umgeschrieben werden:

1= Fy(K) + (Fo(K) - Fy(K-)) = a, (5.3.4)

wobei Fo(K—) = lilrgl Oﬁb(as).
z—K—

Sei K = F; (1 — a), dann gilt:

a) Falls K ein Stetigkeitspunkt von Fj ist, ist Gleichung (5.3.4) erfiillt fiir alle
v € [0, 1], zum Beispiel v = 0.

b) Falls K kein Stetigkeitspunkt von Fp ist, dann ist Fy(K) — Fo(K—) > 0,
woraus folgt

a—1+ Fo(K)
Fy(K) — Fy(K—)

= es gibt einen Neyman-Pearson-Test zum Niveau a.

2. Wir definieren M7 = {z € B : ¢(z) # ¢ (z)}. Es muss gezeigt werden, daB
i (Ko U Ky) M7 = 0.
Dazu betrachten wir

Eio(X1,...,Xn) —E1or(X1,...,X5) =0 (¢ und ¢x sind beste Tests)
Eop(X1,..., Xn) —Eopr(X1,...,X,) <0 (¢ und px sind a-Tests

mit Umfang von pg = «)

:>/ (¢ —¢K) - (fi = K- fo) u(dx) > 0.
B
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In Bemerkung 5.3.3 wurde bewiesen, dafl

/B(<P —or)(fi = K- fo)du <0

:>/(<P—SDK)<f1—K'fo)dMZOZ/(QO—QOK)(ﬁ—ng)du.
B

M%* 0 (Ko U K1)

Es gilt u(M7 N (Ko U K7)) = 0, falls der Integrand (pr — ¢)(f1 — K fo) > 0 auf
M# ist. Wir zeigen, dal

(ex — @) (fr — K fo) > 0 fiir & € M7 (5.3.5)
ist. Es gilt
fi—=Kfo>0=9r—¢>0,
Si=Kfo <0=¢r —¢ <0,
weil

fi(@) > K fo(z) = ¢r(x) =1

und mit o(z) < 1 = @x(x) — ¢(x) > 0 auf M7,
fi(z) < K fo(z) = ¢r(x) =0

und mit p(z) > 0 = () — p(z) < 0 auf M7.

Daraus folgt die Giiltigkeit der Ungleichung (5.3.5) und somit
1 ((Ko UK N M*) = 0.
O

Bemerkung 5.3.4. Fulls ¢ und @i beste a-Neyman-Pearson-Tests sind, dann sind sie
Py- bzw. Pi- fast sicher gleich.

Beispiel 5.3.1 (Neyman-Pearson-Test fiir den Parameter der Poissonvertei-
lung):

Es sei (Xq,...,X,) eine Zufallsstichprobe mit X; ~ Poisson(A), A > 0, wobei X; unab-
héngig und identisch verteilt sind fiir i = 1,...,n. Wir testen die Hypothesen Hg : A = Ag
vs. H1 : A = )\1. Dabei ist

xT

Al .
gi(x) = e_/\’:c—", x €Ng,i=0,1,

n n 3 )\m] . A
fi(w):fi(xl,---,-fn): |Igi(~1‘j): |I€ Alﬁze i
j=1 - j

7j=1
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fiir ¢ = 0, 1. Die Neyman-Pearson-Teststatistik ist

T($1, ce

7l’n) - { ﬁég = e i) (Al/AO)Zj:1 I , falls zy,..., 2, € Ny,

0, sonst.
Die Neyman-Pearson-Entscheidungsregel lautet

1, falls T(z1,...,z,) > K,
(1, .. xn) =1 v, falls T(x1,...,2,) = K,
0, fallsT(xy,...,2,) < K.

Wir wihlen K > 0, v € [0, 1], soda8l ¢ den Umfang « hat. Dazu lésen wir
a=Py(T(X1,...,Xpn) > K) +Po(T(X1, ..., Xn) = K)
beziiglich v und K auf.
Po(T(X1, ..., Xn) > K) = Po(log T(X1, ..., Xn) > log K)

n )\ n
=Py (—R(Al—)\o)—i—ZXj-log <)\1> >10gK) =Py (ZXJ'>A)
j=1

j=1 0

wobei A := {logK R )\O)J )

log f\‘—é
falls zum Beispiel A1 > Ag. Im Falle A\ < A\¢ dndert sich das > auf < in der Wahrschein-

lichkeit.
Wegen der Faltungsstabilitiat der Poissonverteilung ist unter Hy

n
Z X, ~ Poisson(n\o),
j=1
also wihlen wir K als minimale, nichtnegative Zahl, fiir die gilt: Py (2?21 X; > A) < a,
und setzen
a—Po(3 7 X > A)
PO(Z?:l Xj= A)

wobei

(Aon)?

A
]>A :1—267)\0’”#,
=0 J:
(Aon)?

Py Xj =A| =ePon 2L
(jl ) A

Somit haben wir die Parameter K und ~ gefunden und damit einen Neyman-Pearson-
Test i konstruiert.

bl

~

M= T
>
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5.3.3 Einseitige Neyman-Pearson-Tests

Bisher betrachteten wir Neyman-Pearson-Tests fiir einfache Hypothesen der Form H; :
0 =6;,i=0,1. In diesem Abschnitt wollen wir einseitige Neyman-Pearson-Tests einfiih-
ren, fiir Hypothesen der Form Hy : 8 < 6y vs. Hy : 6 > 6.

Zunéichst konstruieren wir einen Test fiir diese Hypothesen: Sei (Xi,...,X,) eine
Zufallsstichprobe, X; seien unabhéngig und identisch verteilt mit

Xi~FyeAN={Fy:0€0},
wobei © C R offen ist und A eindeutig parametrisiert, das heifit
9#9,:>F975F9/.

Ferner besitze Fy eine Dichte gy beziiglich des Lebesgue-Mafles (bzw. Zahlmafles) auf R
(bzw. Np). Dann ist

fo@) = [Loo(ay)s @ = (@1, )
j=1

eine Dichte von (X1, ..., X,,) beziiglich u auf B.

Definition 5.3.3

Eine Verteilung auf B mit Dichte fy gehort zur Klasse von Verteilungen mit monotonen
Dichtekoeffizienten in T, falls es fiir alle § < 6’ eine Funktion i : R x 62 — R U oo, die
monoton wachsend in ¢ € R ist und eine Statistik 7' : B — R gibt, mit der Eigenschaft

for (%)

fg(l') = h(T(l‘), 0, 9/)’

wobei
h(T(z),0,0') = 0o fiir alle z € B: fy(z) =0, fo(x) > 0.
Der Fall fy(z) = fo(x) = 0 tritt mit Po- bzw. Pg/-Wahrscheinlichkeit 0 auf.

Definition 5.3.4
Es sei QQp eine Verteilung auf (B, B) mit der Dichte fp bzgl. p. Qp gehort zur einpara-
metrischen Exponentialklasse (6 € © C R offen), falls die Dichte folgende Form hat:

fo(x) =exp{c(d) -T(x)+a(0)} l(z), x=(r1,...,2,) € B,

wobei ¢(6) eine monoton steigende Funktion ist, und Vary T'(Xy,...,X,) >0, 0 € O©.

Lemma 5.3.1
Verteilungen aus der einparametrischen Exponentialfamilie besitzen einen monotonen
Dichtekoeffizienten.
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Beweis Es sei (Qy aus der einparametrischen Exponentialfamilie mit der Dichte

fo(x) =exp{c(d) - T(x)+a(d)} - ().
Fiir 0 < ¢ ist dann

for(2)

Fa) = e L) —e0) - T() +a(0) — a(6)}

monoton beziiglich T', weil ¢(0') — ¢(6) > 0 wegen der Monotonie von ¢(6). Also besitzt
fo einen monotonen Dichtekoeffizienten. O

Beispiel 5.3.2 1. Normalverteilte Stichprobenvariablen

Es seien X; ~ N(u, 08), 1 =1,...,n, unabhéngige, identisch verteile Zufallsvaria-
blen, mit unbekanntem Parameter y und bekannter Varianz o3 (Hier wird y fiir die
Bezeichnung des Erwartungswertes von X; und nicht des Mafles auf R" verwendet.
(wie frither)). Die Dichte des Zufallsvektors X = (X1,...,X,,)" ist gleich

n n 1 (zrx;)
fulz) = ng(xi) = H e %
i=1 i=14/2m08
1 1 & 9
(271'0'2)”/2 exp {_%‘.8 ;(ml - M) }
1 n
2 2
= e - Ty — 2 Ti+ pn
(2mod)n/2 Xp{ 202 (; ¢ Mizzl iTH >}
>
T
:exp( N zn:x M2n) 1 D i=1 "
o2 ="' 20%/) (2mod)n/? 202
=1
~~ —~—

U(z)

"

Also gehért N(u,of) zur einparametrischen Exponentialklasse mit ¢(u) = £ und
0

T(z) = Z;x

2. Binomialverteilte Stichprobenvariablen

Es seien X; ~ Bin(k,p) unabhéngig und identisch verteilt, ¢ = 1,...,n. Der Pa-
rameter p sei unbekannt. Die Zéhldichte des Zufallsvektors X = (X1,...,X,)"
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ist

o) =Pp(Xi=24,i=1,...,n)

= Ti 1= Li
- (1 *p)i:Zl 1
n n ,IC
—exp{(zlxi) -log <1p> +nk - log(1l —p) } . 1:[1 (a:,)’
< a(p) Z;/—/

also gehort Bin(n, p) zur einparametrischen Exponentialklasse mit

c(p) = log (1fp>

und
T(.%') = Z Zi.
i=1

Lemma 5.3.2
Falls ¢ der Neyman-Pearson-Test der Hypothesen Hy : 6 = 6y vs. Hy : 6 = 60 ist, dann
gilt:

p(fz € B: filz) # Kfo(x)}) > 0.

KoUK,

Beweis Wegen 6y # 0 und der eindeutigen Parametrisierung gilt fo # fi auf einer
Menge mit u-Mafl > 0.
Nun sei u(KoU K1) = 0. Daraus folgt, da8 fi(z) = K - fo(z) p-fast sicher. Das heifit

1= [ fi@de=K- [ fo(w)da.

woraus folgt, dal K =1 und fi(x) = fo(z) p-fast sicher, was aber ein Widerspruch zur
eindeutigen Parametrisierung ist. O

Im Folgenden sei (X7, ..., X,) eine Stichprobe von unabhéngigen, identisch verteilten
Zufallsvariablen mit X; ~ Dichte gg, i = 1,...,n und

n

(Xla R 7Xn) ~ Dichte fg(l’) = ng(xl)
=1

aus der Klasse der Verteilungen mit monotonen Dichtekoeffizienten und einer Statistik
T(X1,...,X5).
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Wir betrachten die Hypothesen Hy : 8 < 6y vs. Hy : 8 > 63 und den Neyman-Pearson-
Test:

1, falls T'(z) > K*,
C(x) =< ~*, falls T'(z) = K, (5.3.6)
0, fallsT(z) < K*

fir K* € R und ~* € [0, 1]. Die Giitefunktion von ¢j.. bei 6y ist
Gn(0o) =Eopper =P (T(X1,...,Xp) > K*)+~" Py (T(X1,...,X,) = K¥)

Satz 5.3.3 1. Falls o = Eg ¢%~ > 0, dann ist der soeben definierte Neyman-Pear-
son-Test ein bester Test der einseitigen Hypothesen Hy vs. H; zum Niveau a.

2. Zu jedem Konfidenzniveau « € (0,1) gibt es ein K* € R und v* € [0, 1], soda8
¢ ein bester Test zum Umfang « ist.

3. Die Gitefunktion Gy, (0) von ¢¥-.(6) ist monoton wachsend in 6. Falls 0 < G, (0) <
1, dann ist sie sogar streng monoton wachsend.

Beweis 1. Wahle 0; > 6y und betrachte die einfachen Hypothesen Hy : § = 6y und
H i 10 = 91. Sei

L filz) > K fo(z),
or(x) =1 v filz) = Kfo(z),
0, fi(x) < K fo(x)

der Neyman-Pearson-Test fir Hy, H] mit K > 0. Da fy den monotonen Dichteko-
effizienten mit Statistik T" besitzt,

fi(z)
fo()

= h(T(Z’), 90, 91),

existiert ein K > 0, so dass

{a: hi(@)/ folw) " } c {T(:p) g . } mit K = h(K*, 0, 61).

@K ist ein bester Neyman-Pearson-Test zum Niveau a = Egpr = Eg p%-. Aus
a > 0 folgt K < 0o, denn aus K = oo wiirde folgen

= IP)O (fl(Xl, ... ,Xn) > O,fQ(Xl, .. ,Xn) = 0)
- /B I(fi(x) >0, fo(x) = 0) - fo(x)p(dz) = 0.
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Fiir den Test ¢j. aus (5.3.6) gilt dann

1, falls fi(x)/fo(z) > K,
Px+(x) =4 ¥ (z), falls fi(z)/fo(z) = K,
0, falls f1(x)/fo(z) < K,

wobei v*(x) € {7*,0, 1}. Daraus folgt, dafl ¢7. ein bester Neyman-Pearson-Test ist
fur Hy vs. H] (vergleiche Bemerkung 5.3.2, 1.) und Bemerkung 5.3.3) fiir beliebige
61 > 6. Deshalb ist ¢j.. ein bester Neyman-Pearson-Test fir Hy : 6 = 6y vs.
H 0> 6, ist.

Die selbe Behauptung erhalten wir aus dem Teil 3. des Satzes fir Hy : 0 < 6g vs.
Hy : 6 > 0y, weil dann G, (0) < G,(0y) = « fiir alle 6 < 6.

Siehe Beweis zu Satz 5.3.2, 1.).

Wir miissen zeigen, dal Gy, (6) monoton ist. Dazu wihlen wir 6 < 6, und zeigen,
daB a1 = Gn(01) < Gp(02). Wir betrachten die neuen, einfachen Hypothesen
H{ : 0 =6y vs. H : § = 0. Der Test ¢j;. kann genauso wie in 1. als Neyman-
Pearson-Test dargestellt werden (fiir die Hypothesen H{ und H{'), der ein bester
Test zum Niveau « ist. Betrachten wir einen weiteren konstanten Test p(z) = a;.
Dann ist a; = Eg, ¢ < Eg, ¢j» = Gp(02). Daraus folgt, dal G,,(01) < G,,(02).
Nun zeigen wir, daf§ fiir G,,(0) € (0,1) gilt: Gy (01) < G, (02). Wir nehmen an, dafl
a1 = Gp(01) = Gp(f2) und 6, < 67 fir o € (0,1). Es folgt, daBl p(z) = oy auch
ein bester Test fiir Hj und Hy ist. Aus Satz 5.3.2, 2.) folgt

p({z € B p(x) # k- (2)}) = 0 auf KoU K1 = {fi(z) # K fo(2)},
=1
was ein Widerspruch zur Bauart des Tests g+ ist, der auf Ky U K nicht gleich

ay € (0,1) sein kann.
0

Bemerkung 5.3.5. 1. Der Satz 5.3.8 ist genauso auf Neyman-Pearson-Tests der

einseitigen Hypothesen
Hy:0> 09 vs. Hi : 0 <6
anwendbar, mit dem entsprechenden Unterschied

0— —0
Tw— -T

Somit existiert der beste «-Test auch in diesem Fall.

2. Man kann zeigen, daf die Gutefunktion Gy (@je«,0) des besten Neyman-Pearson-

Tests auf Og = (—00,0y) folgende Minimalititseigenschaft besitzt:
Gn((P}}*,H) < Gn(g070) \V/SO € \I’(Oé), 0 < 00
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Beispiel 5.3.3

Wir betrachten eine normalverteilte Stichprobe (Xi,...,X,) von unabhingigen und
identisch verteilten Zufallsvariablen X;, wobei X; ~ N(u,03) und o2 sei bekannt. Es
werden die Hypothesen

Ho:p < povs. Hy:p> po,
getestet. Aus Beispiel 5.1.2 kennen wir die Testgrofle

X, —
T(le"' 7XTL) = ﬁﬂa

a0

wobei unter Hy gilt: T'(X1, ..., X,) ~ N(0,1). Hy wird verworfen, falls
T(X1,...,X,) > 21—a, wobei a € (0,1).

Wir zeigen jetzt, dafl dieser Test der beste Neyman-Pearson-Test zum Niveau « ist. Aus
Beispiel 5.3.2 ist bekannt, daf die Dichte f,, von (X1, ..., X,,) aus der einparametrischen
Exponentialklasse ist, mit

n
T(X1,..., Xn) =) X,
=1

Dann gehért f, von (x1, ..., x,) zur einparametrischen Exponentialklasse auch beziiglich
der Statistik

X, —
T(X1,...,Xn) = /ot

Es gilt ndmlich

-
éw) 5 alw
- 2
:exp(“ L g O o ‘”;) I(z)
00 00 204
—~ ~—~
c(p) T a(pw)

Die Statistik 7" kann also in der Konstruktion des Neyman-Pearson-Tests (Gleichung
(5.3.6)) verwendet werden:

1, falls T(x) > z1-q,
er+(x) =< 0, falls T(z)=z1_q,
0, fallsT(z) < zi—a
(mit K* = 21_, und v* = 0). Nach Satz 5.3.3 ist dieser Test der beste Neyman-Pearson-
Test zum Niveau « fiir unsere Hypothesen:

Gn(ors o) =Po (T(X1,...,Xn) > 21-a) + 0P (T(X1,..., Xp) < 21-4)
=1-®(z14)=1-(1—a)=qa.
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5.3.4 Unverfalschte zweiseitige Tests

Es sei (X1,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen und identisch verteilten Zufalls-
variablen mit der Dichte

fo(z) = ﬁ go(;).

Es wird ein zweiseitiger Test der Hypothesen
HQZQZQ()VS. H1:97é(90

betrachtet. Fur alle @ € (0,1) kann es jedoch keinen besten Neyman-Pearson-Test ¢
zum Niveau « fir Hy vs. H1 geben. Denn, nehmen wir an, ¢ wére der beste Test zum
Niveau « fiir Hy vs. Hy, dann wére ¢ der beste Test fiir die Hypothesen

1. Hy:0 =10y vs. H] : 0 > 6
2. HJ :0 =06y vs. H : 6 < 6.
Dann ist nach Satz 5.3.3, 3. die Glitefunktion
1. Gp(p,0) < a auf 6 < 6, bzw.
2. Gn(p,0) > a auf 0 < 6y,

was ein Widerspruch ist!
Darum werden wir die Klasse aller moglichen Tests auf unverfélschte Niveau-a-Tests
(Definition 5.1.5) eingrenzen. Der Niveau-a-Test ¢ ist unverfélscht genau dann, wenn

Gn(p,0) < afir 6 € ©
Gn(p,0) > « fiir § € ©;

Beispiel 5.3.4 1. ¢(z) = « ist unverfélscht.

2. Der zweiseitige GauB-Test ist unverfilscht, vergleiche Beispiel 5.1.2: Gy, (p, 1) > «
fir alle p € R.

Im Folgenden seien X; unabhéngig und identisch verteilt. Die Dichte fy von (X1, ..., X,)
gehore zur einparametrischen Exponentialklasse:

folw) = exp {e(60) - T(x) + a(0)} - (), (5:3.7)
wobei ¢(f) und a(f) stetig differenzierbar auf © sein sollen, mit
d0)>0 und VargT(Xy,...,X,) >0

fir alle 6 € ©. Sei fo(x) stetig in (z,0) auf B x ©.
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Ubungsaufgabe 5.3.1
Zeigen Sie, dafl folgende Relation gilt:

ad(0) = - (OEgT(Xy,...,X,).

Lemma 5.3.3
Es sei ¢ ein unverfilschter Test zum Niveau « fiir

Hy:0 =10 vs. H : 0+ 0.
Dann gilt:
1. a=Egp(Xi,...,Xpn) = Gulp,0)
2. Eg [T(X1,...,Xpn)e(X1,..., Xp)] =a - EgT(Xy,...,X,)

Beweis 1. Die Giitefunktion von ¢ ist

Galp0) = | () fo(a)ntda)

Da fy aus der einparametrischen Exponentialklasse ist, ist G, (¢, 0) differenzierbar
(unter dem Integral) beziiglich §. Wegen der Unverfdlschtheit von ¢ gilt

Gn(tp, 90) < a Gn(9079) >a, 0 7& to

und daraus folgt G, (p,0p) = a und 6y ist ein Minimumpunkt von G,,. Somit ist
1) bewiesen.

2. Da 60y der Minimumpunkt von G, ist, gilt

0= Glp,00) = [ 2@)(e/(60)T (@) +a(80)) fo(wu(da)

= C’(go) . EO [(p(Xl, .. .Xn)T(Xl, - ,Xn)] + CLI(Q) . Gn((p, 90)
= C,(Qo) -Eg [(p(Xl, .. ,Xn)T(Xl, c. ,Xn)] + aa’(@o)
S (90) (B (- T) — aBo T)

Daraus folgt Eq (¢T") = aEg T und damit ist das Lemma bewiesen.
O

Wir definieren jetzt die modifizierten Neyman-Pearson-Tests fiir einfache Hypothesen
H0:9:90VS.H{20:91, 91#90.

Fir \, K € R, v: B — [0, 1] definieren wir

1, falls f1(x) > (K + \T'(x)) fo(z),
ora(x) =14 v(z), falls fi(z) = (K + XT'(x))fo(x), (5.3.8)
0, falls f1(x) < (K + \T'(x)) fo(z),
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wobei T'(x) die Statistik aus der Darstellung (5.3.7) ist.

Es sei U(a) die Klasse aller Tests, die Aussagen 1) und 2) des Lemmas 5.3.3 erfiillen.
Aus Lemma 5.3.3 folgt dann, dal die Menge der unverfélschten Tests zum Niveau « eine
Teilmenge von W(a) ist.

Satz 5.3.4
Der modifizierte Neyman-Pearson-Test ¢ » ist der beste a-Test in ¥(a) fiir Hypothesen
Hy vs. H| zum Niveau a = Eg gz, falls g\ € U(a).

Beweis Es ist zu zeigen, dal E; ¢k » > Eqi ¢ fiir alle ¢ € TU(a), bzw. By (prA—¢) > 0.
Es gilt

E: (o — ) = [ (prea(@) - o) fila)a(do)

(Bem. 5.3.3, 2.))

> / (PrA(2) = () (K + AT (2)) fo(x)p(dz)
B

:K(E(]@KJ\—]E()(,D)+)\<E0((,0K7>\.T)—E0(4p-T))
=a Eo T Eo T
=a = oo =aEo

weil ¢, pr ) € TU(a). O

Wir definieren folgende Entscheidungsregel, die spéter zum Testen der zweiseitigen
Hypothesen

H0:9:90VS.H1:07£90

verwendet wird:

1, falls T(z) ¢ [01,02]
) o, falls T(x) =
Pe(@) = v2, falls T'(z) = (53.9)
0, fallsT(x)e€ (01,02)

fir ¢; < ¢y € R, 41,72 € [0,1] und die Statistik T'(z), x = (x1,...,x,) € B, die in der
Dichte (5.3.7) vorkommt. Zeigen wir, daf} ¢, sich als modifizierter Neyman-Pearson-Test
schreiben lasst.
Fiir die Dichte

fo(x) = exp{c(0)T(x) + a(0)} - U(z)
wird (wie immer) vorausgesetzt, dal [(z) > 0, ¢/(z) > 0 und &/(6) existiert fiir § € ©.

Lemma 5.3.4

Es sei (X1,..., X)) eine Stichprobe von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvaria-
blen mit gemeinsamer Dichte fy(x),z € B, die zur einparametrischen Exponentialfamilie
gehort. Sei T'(z) die dazugehorige Statistik, die im Exponenten der Dichte fy vorkommt.
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Fiir beliebige reelle Zahlen ¢ < ¢3, 71,72 € [0, 1] und Parameterwerte 6y, 6 € © : 6y + 61
148t sich der Test ¢, aus (5.3.9) als modifizierter Neyman-Pearson-Test ¢ » aus (5.3.8)
mit gegebenen K, A € R, v(z) € [0, 1] schreiben.

Beweis Falls wir die Bezeichnung
fgi(l'):fi(l‘), 1=0,1

verwenden, dann gilt

;1 Exi = exp{ (c(61) — c(00)) T(z) + a(b1) — a(@o)/ }’
o\ %c/_/ a

und somit
{reB: fi(zr) > (K+ \T'(x)) fo(x)} ={z € B:exp(cI'(z)+a) > K+ \T'(z)}.

Finden wir solche K und A aus R, fiir die die Gerade K + At, t € R die konvexe Kurve
exp{ct + a} genau an den Stellen ¢; und ¢y schneidet (falls ¢; # ¢2) bzw. an der Stelle
t = ¢1 beriihrt (falls ¢; = ¢2). Dies ist immer moglich, sieche Abbildung 5.6.

Abb. 5.6:

— pCtta

=K+ Mt

Ferner setzen wir vy(z) = ~; fur {x € B : T'(z) = ¢;}. Insgesamt gilt dann
{z:exp(cT'(x)+a) > K+ X(x)} ={x:T(z) ¢ [c1,c2]}
und
{z:exp(cT(z)+a) < K+ XT'(2)} ={x:T(x) € (c1,¢2)}.

Damit ist das Lemma bewiesen. O
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Bemerkung 5.3.6. 1. Die Umkehrung des Lemmas stimmt nicht, denn bei vorge-
gebenen Kurven y = K + At und y = exp{ct + a} muss es die Schnittpunkte cq
und co micht unbedingt geben. So kann die Gerade wvollstindig unter der Kurve
y = exp{ct + a} liegen.

2. Der Test p. macht von den Werten 60y und 01 nicht explizit Gebrauch. Dies unter-
scheidet ihn vom Test g x, fiir den die Dichten fo und f1 gebraucht werden.

Jetzt sind wir bereit, den Hauptsatz tiber zweiseitige Tests zum Priifen der Hypothesen
H():Q:H()VS. H1:<97£90

zu formulieren und zu beweisen.

Satz 5.3.5

(Hauptsatz tiber zweiseitige Tests)

Unter den Voraussetzungen des Lemmas 5.3.4 sei ¢, ein Test aus (5.3.9), fir den ¢, €
() gilt. Dann ist ¢, bester unverfilschter Test zum Niveau o (und dadurch bester
Test in ¥(a)) der Hypothesen

H019:90VS.H1:97£00.

Beweis Wihlen wir ein beliebiges 61 € ©, 61 # 6. Nach Lemma 5.3.4 ist ¢, ein
modifizierter Neyman-Pearson-Test ¢ ) fiir eine spezielle Wahl von K und A € R. g )
ist aber nach Satz 5.3.4 bester Test in W(a) fiir Hy : 6 = 0y vs. H} : § = ;. Da ¢, nicht
von 6 abhingt, ist es bester Test in W(a) fiir H : 6 # . Da unverfilschte Niveau-a-
Tests in ¥(a) liegen, miissen wir nur zeigen, daB ¢, unverfilscht ist. Da . der beste
Test ist, ist er nicht schlechter als der konstante unverfilschte Test ¢ = a, das heifit

Gn(‘Pme) > Gn(‘Pv 9) =a, 0 7& to.
Somit ist auch ¢, unverfilscht. Der Beweis ist beendet. O

Bemerkung 5.3.7. Wir haben gezeigt, dafs p. der beste Test seines Umfangs ist. Es
wdre jedoch noch zu zeigen, dafs fiir beliebiges o € (0,1) Konstanten ¢y, ca2, 71,72 gefunden
werden, fir die Eg p. = a gilt. Da der Beweis schwierig ist, wird er hier ausgelassen. Im
folgenden Beispiel jedoch wird es klar, wie die Parameter c1,co, 71,72 zu wdhlen sind.

Beispiel 5.3.5 (Zweiseitiger Gauf3-Test):

Im Beispiel 5.1.2 haben wir folgenden Test des Erwartungswertes einer normalverteil-
ten Stichprobe (Xi,...,X,) mit unabhéingigen und identisch verteilten X; und X; ~
N (p,08) bei bekannten Varianzen o3 betrachtet. Getestet werden die Hypothesen

Hy:p=po vs. Hy o+ po.

Der Test ¢(x) lautet

p(2) =1 (2 €R": [T(@)| > 51-0p2)
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wobei

T(z) = /nin M0
00
Zeigen wir, daB ¢ der beste Test zum Niveau a in ¥(a) (und somit bester unverfilschter
Test) ist. Nach Satz 5.3.5 miissen wir lediglich priifen, dafl ¢ als ¢, mit (5.3.9) dargestellt
werden kann, weil die n-dimensionale Normalverteilung mit Dichte f,, (siehe Beispiel
5.3.3) zu der einparametrischen Exponentialfamilie mit Statistik

O

gehort. Setzen wir ¢1 = z1_q /2, €2 = —21_q2, 71 = 72 = 0. Damit ist

B 1 falls [T(x)| > 21-a/2,
p(x) = pe(x) = { 0, falls [T(z)] < 21_q/2-

und die Behauptung ist bewiesen, weil aus der in Beispiel 5.1.2 ermittelten Giitefunktion
Gr(p,0) von @ ersichtlich ist, daf ¢ ein unverfilschter Test zum Niveau « ist (und somit

¢ € ¥(a)).

Bemerkung 5.3.8. Bisher haben wir immer vorausgesetzt, dafl nur ein Parameter der
Verteilung der Stichprobe (X1, ..., X,) unbekannt ist, um die Theorie des Abschnittes 1.3
iber die besten (Neyman-Pearson-) Tests im Fall der einparametrischen Exponentialfa-
milie aufstellen zu konnen. Um jedoch den Fall weiterer unbekannten Parameter betrach-
ten zu konnen (wie im Beispiel der zweiseitigen Tests des Erwartungswertes der normal-
verteilten Stichprobe bei unbekannter Varianz (der sog. t-Test, vergleiche Abschnitt 1.2.1,
1 (a)), bedarf es einer tiefergehenderen Theorie, die aus Zeitgrinden in dieser Vorlesung
nicht behandelt wird. Der interessierte Leser findet das Material dann im Buch [? ].

5.4 Anpassungstests

Sei eine Stichprobe von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen (X, ..., X,,)
gegeben mit X; ~ F (Verteilungsfunktion) fiir ¢ = 1,...,n. Bei den Anpassungstests
wird die Hypothese

H()ZF:F()VS.HliF#FO

iiberpriift, wobei Fjy eine vorgegebene Verteilungsfunktion ist.

Einen Test aus dieser Klasse haben wir bereits in der Vorlesung Stochastik I kennenge-
lernt: den Kolmogorow-Smirnov-Test (vergleiche Bemerkung 3.3.8. 3), Vorlesungsskript
Stochastik I).

Jetzt werden weitere nichtparametrische Anpassungstests eingefiihrt. Der erste ist der
x2-Anpassungs-test von K. Pearson.
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5.4.1 y*-Anpassungstest

Der Test von Kolmogorov-Smirnov basierte auf dem Abstand

Dy, = sup | Fy(z) — Fo() |
zeR

zwischen der empirischen Verteilungsfunktion der Stichprobe (X7, ..., X,,) und der Ver-
teilungsfunktion Fy. In der Praxis jedoch erscheint dieser Test zu feinfiihlig, denn er ist
zu sensibel gegeniiber Unregelméafigkeiten in den Stichproben und verwirft Hy zu oft.
Einen Ausweg aus dieser Situation stellt die Vergroberung der Haupthypothese Hy dar,
auf welcher der folgende y2-Anpassungstest beruht.

Man zerlegt den Wertebereich der Stichprobenvariablen X; in r Klassen (aj,b;], j =
1,...,r mit der Eigenschaft

—o<a<bi=a<by=...=a, < b <o0.

Anstelle von X;,¢ = 1,...,n betrachten wir die sogenannten Klassenstdirken Zj, j =
1,...,r, wobei

Zi=#{i:a; <X; <bj,1 <i<n}.

Lemma 5.4.1
Der Zufallsvektor Z = (Zy,...,Z,)" ist multinomialverteilt mit Parametervektor

p= (pla s 7]97“71)—r € [07 1]7’—1’

wobei
r—1
pj =Pla; < X1 <bj) = F(bj) — F(a;), j=1,...,7r—1, pTzl—ij.
j=1

Schreibweise:
Z ~ MT—l (na p)

Beweis Es ist zu zeigen, daB fiir alle Zahlen k1, ...k, € Ng mit k1 + ... + k. = n gilt:

. n!
[N .

Da X; unabhéingig und identisch verteilt sind, gilt
n
]P(Xj S (aij,bij}, j = 1,...,n) = HIP’(aZ-j <X; < bij) :p]fl ~p]:T,
j=1

falls die Folge von Intervallen (a;;,b;]j=1,..n das Intervall (a;,b;] ki Mal enthélt, i =
1,...,r. Die Formel (5.4.1) ergibt sich aus dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit als
Summe tber die Permutationen von Folgen (a,-j, b,-j] j=1,....,n dieser Art. O
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Im Sinne des Lemmas 5.4.1 werden neue Hypothesen iiber die Beschaffenheit von F'
gepriift.

Hy :p=po vs. Hy : p # po,

wobei p = (p1,...,pr—1)" der Parametervektor der Multinomialverteilung von Z ist,

r—1
und po = (Po1,---,por—1)" € (0,1)""t mit 3 pp; < 1. In diesem Fall ist
i=1

AU:{FGAF(b])_F(aJ):ija j:]-a--'ar_]-}a

Ay = A\ Ay, wobei A die Menge aller Verteilungsfunktionen ist. Um Hy vs. Hj zu testen,
fiihren wir die Pearson-Teststatistik

o) - -

j=1 npo;

ein, wobei = (z1,...,y) eine konkrete Stichprobe der Daten ist und z;, j =1,...,r
ihre Klassenstéarken sind.
Unter Hy gilt

]EZj:npoj, jzl,...,T‘,

somit soll Hy abgelehnt werden, falls 7,,(X) ungewohnlich grole Werte annimmt.
Im niichsten Satz zeigen wir, dafl T'(X1, ..., X,) asymptotisch (fir n — oo) x2_;-
verteilt ist, was zu folgendem Anpassungstest (y?-Anpassungstest) fiihrt:

Hy wird verworfen, falls T,,(x1,...,zy,) > X%—l,l—a'

Dieser Test ist nach seinem Entdecker Karl Pearson (1857-1936) benannt worden.

Satz 5.4.1
Unter Hy gilt

Tim Py, (Tn(Xl, LX) > Xf,m,a) —a, a€(0,1),

das heiit, der x?-Pearson-Test ist ein asymptotischer Test zum Niveau o.

Beweis Fiihren wir die Bezeichnung Z,; = Z;(X1, ..., X)) der Klassenstirken ein, die
aus der Stichprobe (Xj,...,X,) entstehen. Nach Lemma 5.4.1 ist

Zn = (Zniy.-yZny) ~ My_1(n,pp) unter Hy.

Insbesondere soll E Z,,; = npy; und

npo; (1 = poj), i =1J,
Cov(Zni, Znj) = { —nZJ?OiPOj 2 i3]
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fir alle 4,7 = 1,...,r gelten. Da

n
an:ZH(aj<Xi§bj), g=1,...,n7

i=1

ist Z, = (Zn1,...,Zpy—1) eine Summe von n unabhéngigen und identisch verteilten
Zufallsvektoren Y; € R"~! mit Koordinaten Yij =Il(a; < X3 <bj),5=1,...,r—1
Daher gilt nach dem multivariaten Grenzwertsatz (der in Lemma 5.4.2 bewiesen wird),
daf3

n
> Yi—nEY;
Zn—EZ -
Z, =" —n o= L Y ~ N(0,K),
\/ﬁ \/ﬁ n—o0
mit N (0, K) eine (r — 1)-dimensionale multivariate Normalverteilung (vergleiche Vorle-

sungsskript WR, Beispiel 3.4.1. 3.) mit Erwartungswertvektor Null und Kovarianzmatrix
K= (afj), wobei

2 { _pin0j7 ? 7& ju

g;;, = . .
" poi(1 —poj), i=13]
fiir i,j = 1,...,7 — 1 ist. Diese Matrix K ist invertierbar mit K1 = A = (a;;),

1 . .
= i # J,
a,-j =

15 S U
P0i+p0r’ v J-

AuBlerdem ist K (als Kovarianzmatrix) symmetrisch und positiv definit. Aus der li-
nearen Algebra ist bekannt, daB es eine invertierbare (r — 1) x (r — 1)-Matrix A/2 gibt,
mit der Eigenschaft A = AY/2(AY2)T. Daraus folgt,

K=A"1— ((AI/Q)T)—I . (A1/2)_1.
Wenn wir (AY?)T auf Z! anwenden, so bekommen wir

(A1/2)T . Zr/z i> (AI/Q)T . Y,

n—oo

wobei
(AT Y ~ N (0, (AY)T K- AY?) = N (0, Z,1)

nach der Eigenschaft der multivariaten Normalverteilung, die im Kapitel 2, Satz 7?7
behandelt wird. Des Weiteren wurde hier der Stetigkeitssatz aus der Wahrscheinlich-
keitsrechnung benutzt, dafl

d

— oY)

n—oo

d
Y, n?o Y = @(Yn)
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fiir beliebige Zufallsvektoren {Y;,}, Y € R™ und stetige Abbildungen ¢ : R — R. Diesen
Satz haben wir in WR fiir Zufallsvariablen bewiesen (Satz 6.4.3, Vorlesungsskript WR).
Die erneute Anwendung des Stetigkeitssatzes ergibt

2 4
ATz L Y = R~

Zeigen wir, dafl

2
Tu(X1,..., Xn) = [(AV3)T Z]

n

Es gilt:
2
(AT 2z, = (AT Z) (A z) =z A (AT g = 7T Az
A
r—1 r—1r—1
s (52 =) (5t =me) (S =mi)
=n) —\(——poy) +— —poi | { — —poj
jzl boj \ 1 ’ Por ;]21 n ' !
2
r—1 r—1
Z n n Z
_ ( nj POJ) Z (n] _pOJ)
jil np(]] pOT jil n
= (Zn]—npoj) n (an )2
= ' — — Por
-
Z, npo;
= Z ( = pOy) = Tn(Xh 7Xn)7
j= npoj
weil
r—1
Z an =n— Zny,
j=1
r—1
> poj =1—por
j=1

Lemma 5.4.2 (Multivariater zentraler Grenzwertsatz):
Sei {Y}, }nen eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvektoren, mit
EY; = p und Kovarianzmatrix K. Dann gilt

o

Yi —np
1

1 d
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Beweis Sei Y; = (Yj1,...,Yjm) . Nach dem Stetigkeitssatz fiir charakteristische Funk-
tionen ist die Konvergenz (5.4.2) dquivalent zu

pn(t) —3 @(t) teR™, (5.4.3)
wobei
, UL ¢ A Yo — npj
on(t) = EeitSn — | exp{ Zt 15+ \/ﬁn] Hj }

die charakteristische Funktion vom Zufallsvektor

> Yi—np
S, = i=1
NZD
und

o(t) = e tTEL/2

die charakteristische Funktion der N (0, K)-Verteilung ist. Die Funktion ¢, (¢) kann in
der Form

pn(t) =Eexp{iy =} t=(t,....tn) €R™

umgeschrieben werden, wobei fiir die Zufallsvariable
m
= Z tj (Y
j=1

gilt:

VarL; = E th i — 1) Vi )tk | =t Kt, ieN.
k,j=1

Fallst" Kt = 0, dann gilt L; = 0 fast sicher, fiir alle i € N. Hieraus folgt ¢, (t) = ¢(t) = 1,
also gilt die Konvergenz 5.4.2.

Falls jedoch ¢ " Kt > 0, dann kann ¢,,(t) als charakteristische Funktion der Zufallsva-
riablen

En:Li/\/ﬁ
=1
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an Stelle 1, und ¢(t) als charakteristische Funktion der eindimensionalen Normalvertei-
lung N (0,¢" Kt) an Stelle 1 interpretiert werden. Aus dem zentralen Grenzwertsatz fiir
eindimensionale Zufallsvariablen (vergleiche Satz 7.2.1, Vorlesungsskript WR) gilt

n
Lz‘ d T
und somit
o) = 25 1y 1) 5, (D) = 90
Somit ist die Konvergenz (5.4.2) bewiesen. O

Bemerkung 5.4.1. 1. Die im letzten Beweis verwendete Methode der Reduktion ei-
ner mehrdimensionalen Konvergenz auf den eindimensionalen Fall mit Hilfe von
Linearkombinationen von Zufallsvariablen trigt den Namen von Cramér-Wold.

2. Der x%-Pearson-Test ist asymptotisch, also fiir grofe Stichprobenumfinge, anzu-
wenden. Aber welches n ist grof§ genug? Als , Faustregel® gilt: npo; soll gréfer
gleich a sein, a € (2,00). Fir eine grofiere Klassenanzahl v > 10 kann sogar a = 1
verwendet werden. Wir zeigen jetzt, daf der x?-Anpassungstest konsistent ist.

Lemma 5.4.3
Der x2-Pearson-Test ist konsistent, das heifit

Vp € [0,1]" 71, p +# po gilt: Jim P, (Tn(Xl, e X)) > X72“71,17a> =1

Beweis Unter H; gilt

n
> I(a; < Xi < by)
i=1 f.s
an/n = n n—>—>oo El(aj < X1 < bj)

nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen. Wir wéhlen j so, da8 p; # po;. Es gilt

/- )2 7 . 2
Tn(X1,.--,Xn)2(mW2n<m—poj> FEN
npoj n

Somit ist auch
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