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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Uber den Begriff “Stochastik”

Wahrscheinlichkeitsrechnung ist eine Teildisziplin von Stochastik. Dabei kommt
das Wort “Stochastik” aus dem Griechischen orwyaoTikn- “die Kunst des
Vermutens”  (von  orwyw{ -  “Vermutung, Ahnung, Ziel”).
Dieser Begriff wurde von Jacob Bernoulli in seinem
Buch “Ars conjectandi” gepragt (1713), in dem das ers-
te Gesetz der groflen Zahlen bewiesen wurde.
Stochastik beschéaftigt sich mit den Auspridgungen und
quantitativen Merkmalen von Zufall. Aber was ist Zu-
fall? Gibt es Zufélle iberhaupt? Das ist eine philosophi-
sche Frage, auf die jeder seine eigene Antwort suchen
muss. Fiir die moderne Mathematik ist der Zufall eher
eine Arbeitshypothese, die viele Vorgédnge in der Na-
tur und in der Technik ausreichend gut zu beschreiben
scheint. Insbesondere kann der Zufall als eine Zusam- Abbild

. . ildung
menwirkung mehrerer Ursachen aufgefasst werden, die
sich dem menschlichen Verstand entziehen (z.B. Brown-
sche Bewegung). Andererseits gibt es Studienbereiche
(wie z.B. in der Quantenmechanik), in denen der Zufall eine essentielle Rolle
zu spielen scheint (die Unbestimmtheitsrelation von Heisenberg). Wir wer-
den die Existenz des Zufalls als eine wirkungsvolle Hypothese annehmen,
die fiir viele Bereiche des Lebens zufriedenstellende Antworten liefert.

1.1:
Jacob  Bernoulli
(1654-1705)

Stochastik kann man in folgende Gebiete unterteilen:

e Wahrscheinlichkeitsrechnung oder Wahrscheinlichkeitstheorie (Grund-
lagen)

e Statistik (Umgang mit den Daten)

e Stochastische Prozesse (Theorie zufélliger Zeitreihen und Felder)

1



KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Diese Vorlesung ist nur dem ersten Teil gewidmet.

1.2 Geschichtliche Entwicklung der Stochastik

1. Vorgeschichte:

Die Urspriinge der Wahrscheinlichkeitstheorie liegen im Dunklen
der alten Zeiten. Ihre Entwicklung ist in der ersten Phase
den Gliicksspielen zu verdanken. Die ersten Wiirfelspiele konnte
man in Altdgypten, I. Dynastie (ca. 3500 v. Chr.) nachweisen.
Auch spéter im klassischen Griechenland und im
romischen Reich waren solche Spiele Mode (Kaiser
August (63 v. Chr. -14 n. Chr.) und Claudius (10
v.Chr. - 54 n. Chr.).

Gleichzeitig gab es erste wahrscheinlichkeitstheo-
retische Uberlegungen in der Versicherung und im
Handel. Die alteste uns bekannte Form der Versi-
cherungsvertrage stammt aus dem Babylon (ca. 4-3
T. J. v.Chr., Vertrige iiber die Seetransporte von 44
Gitern). Die ersten Sterbetafeln in der Lebensver-
sicherung stammen von dem rémischen Juristen Ul-
pian (220 v.Chr.). Die erste genau datierte Lebens-
versicherungspolice stammt aus dem Jahre 1347,
Genua.

Der erste Wissenschaftler, der sich mit diesen Auf-
gabenstellungen aus der Sicht der Mathematik befasst hat, war G.
Cardano, der Erfinder der Cardan—Welle. In seinem Buch “Liber de
ludo alea” sind zum ersten Mal Kombinationen von Ereignissen beim
Wiirfeln beschrieben, die vorteilhaft fiir den Spieler sind. Er hat auch
als erster die

//”//4/
Abbildung 1.2:
Gerolamo Car-

dano (1501-
1576)

Anzahl vorteilhafter Ereignisse

Anzahl aller Ereignisse
als Maf} fir Wahrscheinlichkeit entdeckt.

. Klassische Wahrscheinlichkeiten (XVII-XVIII Jh.):

Diese Entwicklungsperiode beginnt mit dem Briefwechsel zwischen
Blaise Pascal und Pierre de Fermat. Sie diskutierten Probleme, die
von Chevalier de Méré (Antoine Gombaud (1607-1684)) gestellt wur-
den. Anbei ist eines seiner Probleme:

Was ist wahrscheinlicher: mindestens eine 6 bei 4 Wiirfen eines Wiir-
fels oder mindestens ein Paar (6,6) bei 24 Wiirfen von 2 Wiirfeln zu
bekommen?
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Abbildung 1.3: Blaise Pascal (1623-1662), Pierre de Fermat (1601-1665) und
Christian Huygens (1629-1695)

Die Antwort:

P(mind. eine 6 in 4 Wiirfen)

=1 — P(keine 6) = 1 — (2)4 —0,516>1— (%)24 = 0,491

= P(mind. 1 (6,6) in 24 Wiirfen von 2 Wiirfeln)

Weitere Entwicklung:

1657 Christian Huygens “De Ratiociniis in Ludo Alea”
(Operationen mit Wahrscheinlichkeiten)

1713 Jacob Bernoulli “Ars Conjectandi” (Wahrscheinlich-
keit eines Ereignisses und H&aufigkeit seines Eintre-
tens)

3. Entwicklung analytischer Methoden (XVIII-XIX Jh.) von Abraham
de Moivre, Thomas Bayes (1702-1761), Pierre Simon de Laplace, Carl
Friedrich Gau$, Simeon Denis Poisson (vgl. Abb. 1.4).

Entwicklung der Theorie beziiglich Beobachtungsfehlern und der Theo-
rie des Schieflens (Artilleriefeuer). Erste nicht—klassische Verteilungen
wie Binomial- und Normalverteilung, Poisson—Verteilung, zentraler
Grenzwertsatz von De Moivre.

St.—Petersburger Schule von Wahrscheinlichkeiten:

(P.L. Tschebyschew, A.A. Markow, A.M. Ljapunow) — Einfiihrung
von Zufallsvariablen, Erwartungswerten, Wahrscheinlichkeitsfunktio-
nen, Markow—Ketten, abhéngigen Zufallsvariablen.
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Abbildung 1.4: Abraham de Moivre (1667-1754), Pierre Simon de Laplace
(1749-1827) und Karl Friedrich Gaufl (1777-1855)

Abbildung 1.5: Simeon Denis Poisson (1781-1840), P. L. Tschebyschew
(1821-1894) und A. A. Markow (1856-1922)

Abbildung 1.6: A. M. Ljapunow (1857-1918) und A. N. Kolmogorow (1903-
1987)
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4.

1.3

Moderne Wahrscheinlichkeitstheorie (XX Jh.) David Hilbert, 8.8.1900,
1. Mathematischer Kongress in Paris, Problem Nr. 6:
Axiomatisierung von physikalischen Disziplinen, wie z.B. Wahrschein-
lichkeitstheorie.

Antwort darauf: A.N. Kolmogorow fithrt Axiome der Wahrscheinlich-
keitstheorie basierend auf der Mafi— und Integrationstheorie von Borel
und Lebesgue (1933) ein.

Typische Problemstellungen der Stochastik

’ statistische Datenanalyse H Modellbildung ‘

Vorhersage Simulation

Modellierung von Zufallsexperimenten, d.h. deren addquate theoreti-
sche Beschreibung.

Bestimmung von

e Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen
e Mittelwerten und Varianzen von Zufallsvariablen

e Verteilungsgesetzen von Zufallsvariablen
Néherungsformel und Loésungen mit Hilfe von Grenzwertsétzen

Schatzung von Modellparametern in der Statistik, Priifung statisti-
scher Hypothesen
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Wahrscheinlichkeiten

Wahrscheinlichkeitstheorie befasst sich mit (im Prinzip unendlich oft) wie-
derholbaren Experimenten, in Folge derer ein Ereignis auftreten kann (oder
nicht). Solche Ereignisse werden “zuféllige Ereignisse” genannt. Sei A ein
solches Ereignis. Wenn n(A) die Héaufigkeit des Auftretens von A in n Ex-
perimenten ist, so hat man bemerkt, dass % — ¢ fiir grofie n (n — o).
Diese Konstante ¢ nennt man “Wahrscheinlichkeit von A” und bezeichnet
sie mit P(A).

Beispiel: n-maliger Minzwurf: (siche Abbildung 2.1) faire Miinze, d.h.

n(A) = n(A), A = {Kopf}, A= {Zahl}

‘Muenz‘wurf #

Abbildung 2.1: Relative Haufigkeit @ des Ereignisses “Kopf” beim n-—

maligen Miinzwurf
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Man kann leicht feststellen, dass w ~ 3 fiir groe n. = P(A) = 3.

Um dies zu verifizieren, hat Buffon in XVIII Jh. 4040 mal eine faire Miinze
geworfen, davon war 2048 mal Kopf, so dass n(d) _ 0, 508.

oy =

Pearson hat es 24000 mal gemacht: es ergab n(A) = 12012 und somit
A ~ 0.5005.

In den Definitionen, die wir bald geben werden, soll diese empirische
Begriffsbildung P(A) = lim, 0 @ ihren Ausdruck finden. Zunéachst defi-
nieren wir, fiir welche Ereignisse A die Wahrscheinlichkeit P(A) iiberhaupt
eingefiihrt werden kann.

offene Fragen:

1. Was ist P(A)?

2. Fiir welche A ist P(A) definiert?

2.1 Ereignisse

Sei E ein Grundraum und €2 C F sei die Menge von Elementarereignissen
w (Grundmenge).

 kann als Menge der mdoglichen Versuchsergebnisse interpretiert werden.
Man nennt {2 manchmal auch Grundgesamtheit oder Stichprobenraum.

Definition 2.1.1 Eine Teilmenge A von Q (A C Q) wird Ereignis genannt.
Dabei ist {w} C Q ein Elementarereignis, das das Versuchsergebnis w dar-
stellt. Falls bei einem Versuch das Ergebnis w € A erzielt wurde, so sagen
wir, dass A eintritt.

Beispiel 2.1.1
1. Einmaliges Wiirfeln: Q = {1,2,3,4,5,6}, E =N
2. n-maliger Miinzwurf: Q = {(w1,...,wy) : w; € {0,1}}

E =[0,1]", w; = {1’ falls ein “Kopf” im i-ten Wurf

0, sonst

Weiter werden wir E nicht mehr spezifizieren.

Anmerkung: A = BAC = (B\C) U (C\B) (symmetrische Differenz)
Definition 2.1.2 Ereignisse Aj, Ao, As, ... heiflen paarweise disjunkt oder
unvereinbar, wenn A, NA; =0 Vi j

Bemerkung 2.1.1 Fiir jede Folge von Ereignissen {A4;}32; C Q gibt es eine
Folge {B;}2, von paarweise disjunkten Ereignissen mit der Eigenschaft
?il Al = U?il Bl In der Tat wahle B1 = Al, BQ = AQ\Al, B3 =
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Tabelle 2.1: Wahrscheinlichkeitstheoretische Bedeutung von Mengenopera-
tionen

A=10 unmogliches Ereignis

A=0Q wahres Ereignis

ACB aus dem FEintreten von A folgt auch, dass B eintritt.

ANB=1 (disjunkte, unvereinbare Ereignisse): A und B kénnen
nicht gleichzeitig eintreten.

A=Ul_ 14 Ereignis A = “Es tritt mindestens ein Ereignis A; ein”

A=nN" A Ereignis A = “Es treten alle Ereignisse Aq,..., A,
ein”

A=A Das Ereignis A tritt nicht ein.

A=B\C Ereignis A tritt genau dann ein, wenn B eintritt, aber
nicht C

A= BAC Ereignis A tritt genau dann ein, wenn B oder C ein-

treten (nicht gleichzeitig!)

Ag\(Bl U BQ), Usw.

Ubungsaufgabe 2.1.1 Bitte priifen Sie, dass B; N B;j =0, 4% jund

Beispiel 2.1.2 Zweimaliges Wiirfeln: Q@ = {(wi,w2) @ w; € {1,...,6},

i=1,2},

A = “die Summe der Augenzahlen ist 6” = {(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1)}.
Die Ereignisse B = “Die Summe der Augenzahlen ist ungerade” und

C = {(3,5)} sind unvereinbar.

Oft sind nicht alle Teilmengen von €2 als Ereignisse sinnvoll. Deswegen be-
schréankt man sich auf ein Teilsystem von Ereignissen mit bestimmten Ei-
genschaften; und zwar soll dieses Teilsystem abgeschlossen beziiglich Men-
genoperationen sein.

Definition 2.1.3 Eine nicht leere Familie F von Ereignissen aus 2 heifit
Algebra, falls

. AcF= AcF

2. ABe F= AUBE€eF

Beispiel 2.1.3 1. Die Potenzmenge P(§2) von Q (die Menge aller Teil-
mengen von () ist eine Algebra.
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2. Im Beispiel 2.1.2 ist F = {0, A, A, Q} eine Algebra. Dagegen ist F =
{0, A, B,C,Q} keine Algebra: z.B. AUC ¢ F.

Lemma 2.1.1 (Eigenschaften einer Algebra:) Sei F eine Algebra von Er-
eignissen aus (2. Es gelten folgende Eigenschaften:

1. 0,Qe F

2. ABe F= A\BeF

3. Ay,... A e F= U1 Aie Fund N, A € F
Beweis

1. F+ (0 = 3JA € F = A € F nach Definition = AU A = Q € F;
h=Q¢cF.

2. ABeF, A\B=AnB=(AUB)c F.

3. Induktiver Beweis: -
n=2ABeF=ANB=(AUB)e F
n=k—n=k+1: N A= (NP, A) N Agy € F.

O

Fiir die Entwicklung einer gehaltvollen Theorie sind aber Algebren noch
zu allgemein. Manchmal ist es auch notwendig, unendliche Vereinigungen

=1 A; oder unendliche Schnitte ()72, A; zu betrachten, um z.B. Grenz-
werte von Folgen von Ereignissen definieren zu konnen. Dazu fithrt man
Ereignissysteme ein, die c-Algebren genannt werden:

Definition 2.1.4

1. Eine Algebra F heifit o-Algebra, falls aus A;, As, ..., € F U2, A; € F
folgt.

2. Das Paar (2, F) heifit Messraum, falls F eine o—Algebra der Teilmen-
gen von £ ist.

Beispiel 2.1.4 1. F =P(Q) ist eine 0-Algebra.

2. Beispiel einer Algebra F, die keine o—Algebra ist:
Sei F die Klasse von Teilmengen aus €2 = R, die aus endlichen Vereini-
gungen von disjunkten Intervallen der Form (—oo, al, (b, c] und (d, co)
a,b,c,d € R, besteht. Offensichtlich ist F eine Algebra. Dennoch ist

1
F keine o-Algebra, denn [b,c] =N>2, (b— —,c| ¢ F.
n

——
eF
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Bemerkung 2.1.2 Die Ereignisse einer Algebra nennt man beobachtbar,
weil sie in Folge eines Experimentes normalerweise zu beobachten sind. Im
Gegensatz dazu sind manche Ereignisse einer c—Algebra nicht beobachtbar,
weil sie aus einer unendlichen Folge von beobachtbaren Ereignissen zusam-
mengestellt sind.

Definition 2.1.5 (Limesbildung): Seien {A,}72, beliebige Ereignisse aus
Q.

1. Das Ereignis

limsupAn:ﬂ UAn:{wGQ:Vk‘ENEank::wEAn}

n—oo k=1n=k

heifit Limes Superior der Folge {A,}.
Es kann als {es geschehen unendlich viele Ereignisse A, } gedeutet
werden. Bezeichnung: limsup,,_,. A,

2. Das Ereignis

hnrgngn:]H OkAn:{weQ:erN,VnZk:weAn}

heifit Limes Inferior der Folge {A,}. Es kann als { ab einem gewissen
Moment treten alle Ereignisse A,, ein } interpretiert werden. Bezeich-
nung: liminf, . A,.

3. Falls

limsup A,, = liminf A, ,
n— 00 n—oo

dann sagt man, dass die Folge {A,,} gegen A konvergiert:
A, — A (n— o0) oderA:T}LIgoAn.

Lemma 2.1.2 (Monotone Konvergenz): Seien { A, },en beliebige Ereignisse
von €.

1. Falls Ay C Ay C A3 C ..., dann gilt lim,, y00 A, = A= U2 4.
Schreibweise: A, 1T A.

2. Falls A1 D Ay D ..., dann gilt limy, o0 Ap = A =oey An.
Schreibweise: A, | A

Beweis

1. Sei A =U}2A,. Dann gilt
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e limsup,_,. An = ooy U A=z A=A

k=n
——
=A

o liminf, oo Ap = UpZy [ A = UsZ A, = A
k=n
=A,

= limsup,, ,,, Ap = liminf, , A, =lim, o 4, = A.

2. Der Beweis ist analog zu 1.

2.2 Wahrscheinlichkeitsraume

Auf einem Messraum (2, F) wird ein Wahrscheinlichkeitsmafl durch folgen-
de Axziome von Kolmogorow eingefiihrt:

Definition 2.2.1

1. Die Mengenfunktion P : F — [0, 1] heifit Wahrscheinlichkeitsmafs auf
F, falls

(a) P(Q) =1 (Normiertheit)
(b) {An}2, C F, A, paarweise disjunkt = P(Uy>; An) = > oy P(Ay)
(0—Additivitit)
2. Das Tripel (Q, F, P) heifit Wahrscheinlichkeitsraum.
3. VA € F heifit P(A) Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A.

Bemerkung 2.2.1 1. Diese Definition kommt aus der Mafitheorie. Der
einzige Unterschied zu einem endlichen o—additiven Maf auf €2 besteht
in der Normiertheit. Somit kann man aus einem bestehenden endlichen
Maf p auf (Q, F) ein Wahrscheinlichkeitsmafl durch

Py = P

w(€2)
konstruieren.

2. Nachfolgend werden nur solche A C Q FEreignisse genannt, die zu der
ausgewédhlten o—Algebra F von ) gehoren. Alle anderen Teilmengen
A C Q) sind demnach keine Ereignisse.
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3. F kann nicht immer als P(£2) gewéahlt werden. Falls € endlich oder
abzahlbar ist, ist dies jedoch moglich. Dann kann P(A) auf (Q,P())
als P(A) = > ,ca P({w}) definiert werden (klassische Definition der
Wahrscheinlichkeiten).

Falls z.B. Q = R ist, dann kann F nicht mehr als P(R) gewéhlt werden,
weil ansonsten F eine grofle Anzahl von pathologischen Ereignissen
enthalten wiirde, fiir die z.B. der Begriff der Lange nicht definiert ist.

Definition 2.2.2 Sei U eine beliebige Klasse von Teilmengen aus 2. Dann
ist durch
o) = ﬂ F
UCF,F—o—Alg. von Q2
eine o—Algebra gegeben, die minimale o—Algebra, die U enthdlt, genannt
wird.

Ubungsaufgabe 2.2.1 Zeigen Sie bitte, dass die in Definition 2.2.2 defi-
nierte Klasse o(U) tatséchlich eine o—Algebra darstellt.

Definition 2.2.3 Sei Q = R%. Sei i = Klasse aller offenen Teilmengen von
R<. Dann heiBt o (U) die Borel o-Algebra auf R? und wird mit Bga bezeich-
net. Elemente von Bra heilen Borel-Mengen. Diese Definition kann auch
fiir einen beliebigen topologischen Raum € (nicht unbedingt R?) gegeben
werden.

Bemerkung 2.2.2 Es sei darauf hingewiesen, dass Bra auch andere (dqui-
valente) Definitionen zulésst. Wir geben so eine Definition fiir den Fall d=1
an. Sei A die Klasse von Teilmengen aus R, die eine endliche Vereinigung
von disjunkten Intervallen der Form(a,b] sind,—co < a < b < +00:

Ac A< A= U(az,bl]

=1

fir ein n € N. Sei () auch ein Element von A. Diese Klasse A ist dann
offensichtlich eine Algebra (beweisen Sie es!), jedoch keine o—Algebra. Dann

ist Br = o (A).
Ubungsaufgabe 2.2.2 Zeigen Sie die letzte Behauptung! (vgl. [12], S.143)

Des weiteren werden wir eine Definition eines Wahrscheinlichkeitsmafies
auf Algebren brauchen:

Definition 2.2.4 Sei A eine Algebra von Teilmengen aus 2. Ein Wahr-
scheinlichkeitsmajf$ auf (£, A) ist eine Mengenfunktion P : A — [0, 1] mit
den Eigenschaften:

1. P(Q) =1

2. Falls {A,}neny C A, A, paarweise disjunkt und ;2 A, € A, dann
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gilt die o-Additivitdt:
p (U Aj> =Y P(4)
n=1 n=1

Satz 2.2.1 Satz von Carathéodory tber die Fortsetzung von Wahrschein-
lichkeitsmaflen (vgl. Beweis in [3]).

Sei 2 die Grundgesamtheit der Elementarereignisse und A eine Algebra von
Teilmengen von . Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2, .A). Dann exis-
tiert ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (Q,0(.A)), das
die Fortsetzung von Py auf o(.A) darstellt:

P(A) = Py(A), VAc A

Satz 2.2.2 Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Aq,..., Ay, A,
B C F. Dann gilt:

1. P(0) =0.
2. P(Ui, Ai) = >0i P(4;), falls A; paarweise disjunkt sind.
3. Falls A C B, dann ist P(B\A) = P(B) — P(A).

oL

Abbildung 2.2: Mlustration zu Satz 2.2.2, 3) und 4)

4. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANn B).
Beweis
1. 0=U2,0 = P0) =32, P0)<1= P0)=0

2. P(Uiz1 Ai)) = P(Ui1 Ai U U1 0) = 200y P(A) + 222,410 =
i1 P(A)

3. P(B) = P(AU(B\A)) = P(A) + P(B\A) = geht.
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4. Benutze 2), 3) und AU B = [A\(AN B)|U[ANBJU [B\(AN B)]

P(AUB) = P(A)—P(ANB)+ P(ANB)+ P(B) - P(ANB)
= P(A)+P(B) - P(ANnB)

(vgl. Abb. 2.2).

Folgerung 2.2.1
Es gelten folgende Eigenschaften von P fir Aq,...,A,, A, B € F:

1. P(A) =1 P(A)

2. Ac B= P(A) < P(B)
3. P(Uiy Ai) < X0k P(A))
4. Siebformel:

n

PUA)=>(-1)"" Y P(A,N...NA)
i=1 1<k <..<k;<n

Beweis
1. 1=P(Q) = P(AUA) = P(A) + P(A) = P(A) =1 - P(A)

2. (Folgt aus Satz 2.2.2) P(B) = P(A) + P(B\A) > P(A)
>0

3. Induktion nach n: n=2: P(A; UAy) = P(A;)+ P(As) —P(A1NAg)) <
P(A1) + P(A2)

4. Induktion nach n: Der Fall n = 2 folgt aus Satz 2.2.2, 4). Der Rest ist
klar.

O

Ubungsaufgabe 2.2.3 Fiihren Sie die Induktion bis zum Ende durch.
Folgerung 2.2.2 Sei {4,,} € F. Dann gilt lim,_,, P(A4,,) = P(A), wobei

. Unei Ap, falls A C Ag C A3 C ..., also A, T A
NS, Ay, falls Ay D Ay D A3 D ..., also Ay, | A
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Abbildung 2.3: Mengenschachtelung

Beweis 1. Sei A1 C A3 C A3 C ... Mit Ag =0, A=, A, gilt (vgl.

Abb. 2.3)
n=1 n=1
o) k
= Y P(A\Ap1) = Jim. > P(AN\An1)
n=1 n=1
= g Plda)
2.
P(() 4w = 1-P(J Au) =1 - lim P(A,)
= 735;%; (- P(4,)) = lim P(A,)

O]

Die Eigenschaft P(JF_, A,) < XF_, P(A,) heiBt Subadditivitit des Wahr-
scheinlichkeitsmafles P. Diese Eigenschaft gilt jedoch auch fiir unendlich
viele A,, wie folgendes Korollar zeigt:

Folgerung 2.2.3 o-Subadditivitit: Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeits-
maB und {A,}nen eine Folge von Ereignissen. Dann gilt P(Uy>; An) <
Yoo P(A,), wobei die rechte Seite nicht unbedingt endlich sei soll (dann
ist die Aussage trivial).

Beweis Machen wir aus {A, },en eine paarweise disjunkte Folge { A/, },en
mit A, = A,\UPZ] Ay, A} = Ay Dann gilt P(U2, Ay) = P(UX, 4L) =
o P(A) <> P(Ay), da A, C A, und P(A)) < P(A,) VneNlN
O

Um folgendes 0-1-Gesetz von Borel einfithren zu kénnen, brauchen wir
den Begriff der Unabhdngigkeit von Ereignissen:

Definition 2.2.5 1. Ereignisse A und B heiflen (stochastisch) unabhin-
gig, falls P(AN B) = P(A)P(B).
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2. Eine Folge von Ereignissen {Aj},en (diese Folge kann auch endlich
viele Ereignisse enthalten!) heifit (stochastisch) unabhdngig in ihrer
Gesamthett, falls VnViqp < ig < ... <1y,

P(A“ ﬁAiQ n... ﬂAin) = H P(Azk)
k=1

Die Diskussion von unabhéngigen Ereignissen werden wir auf spéter ver-
schieben. Jetzt formulieren wir folgendes Lemma:

Lemma 2.2.1 (Borel-Cantelli, 0-1 Gesetz von Borel) Sei (Q,F,P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum und {4, },cn eine Folge von Ereignissen aus F.
Es gilt folgendes 0-1 Gesetz:

P(limsup 4,) =

n—oo

0 falls >0°, P(4,) < oo,
1 falls >>°, P(A,) = oo und {4, },en unabh.

Beweis

1. Falls >>>° | P(A;) < 0o, dann

(o)
P(limsup A,) = P( ﬂ U Ag)
n—00 n=1k>n
——
=B,
= g, P(Bn)
Folg. 2.2.2 Byt1CBy
- Jim, POU 40
>n
o
é, Jim > P(Ap) =0
Folg. 2.2.3 k=n

weil Y72 P(Ag) < 0o. Damit folgt 0 < P(A) < 0= P(A) =0.

2. Falls >>>°, P(A,,) = oo, dann
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P(hzn_}sogp Ap) = nlLHgO P( U Ap) = kl;ngo P( ﬂ Ap)

wie in 1) n=Fk n=k

— 1— lim P(nok Ay)

1— lim lim P(ﬂ Ay)
n=k

~~ k00 T—00

Folg. 2.2.2
00
St jm [T0-Pa)
Unabh. von {4, } n=~k
> 1— lim e n PAR) 1 _ gm0 = .
n—00

Daraus folgt P(A) > 1.

Anmerkung: Fir x € [0, 1] gilt
log(l—2)<—2z= —(1—2)>—e"
— —(1 = P(Ay)) > —e P,
O

Satz 2.2.3 (Aquivalente Formulierungen der o-Additivitit)
Sei (2, F) ein Messraum. Sei P : F — [0, 1] eine Mengenfunktion mit den
Figenschaften

L POQ) =1
2. VAy,..., A, € f,AiﬂAj =01 + j gilt P(UZ:1Ak) = ZZ:I P(Ag).

Folgendes ist dquivalent:
3. P ist ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (2, F) (also o—additiv).

4. P(A,) - P(A) (n — oo) fir eine Folge {A,, }nen C F mit A, 1 A €
F.

5. P(A,) = P(A) (n — oo) fiir eine Folge {A,}peny C F mit A, | A €
F.

6. P(A,) =0 (n— oo) fiir eine Folge {A,}neny C F mit A, | 0.

Dabei heiflen 4) bis 6) Stetigkeitsaxiome.
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Bemerkung 2.2.3 Ein Wahrscheinlichkeitsmafl kann somit axiomatisch
durch die Eigenschaften 1)-3), 1),2),4), 1),2),5) oder 1),2),6) eingefiihrt wer-
den.

Beweis Zyklischer Beweis: 3) = 4) = 5) = 6) = 3)

3) = 4) siehe Folgerung 2.2.2, Teil 1.
4)=5) A, | AcF = A, T A und die Aussage ergibt sich aus 4), da

P(A,)=1—P(A4,) > 1— P(A)=P(A).
5) = 6) folgt offensichtlich fiir A = ()

6) = 3) Sei {An}nen C F, A, paarweise unvereinbar. Zu zeigen: P(Usp—; Arn) =
et P(An).
Fiihren wir B, := UjZ, ;1 Ak ein, so folgt B, D B,41 B, | 0 und
somit P(B,) — 0 aus 4.
n—oo
Dann gilt

n

rlUa = pUaus
k=1 k=1

= D PA)+P(By)
Add. von P k=1

— Z P(Ap) +0
k=1

n—oo
= > P(Ay)
k=1

Die o—Additivitat ist somit bewiesen.
O

Ubungsaufgabe 2.2.4 Konstruieren Sie eine Mengenfunktion P auf F, die
additiv, aber nicht o—additiv ist (vgl. [13] S.23).

Satz 2.2.4 (Stetigkeit von Wahrscheinlichkeitsmafen)
Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, dann folgt aus

An— A (n—00), {Antnen, A € F
die Tatsache, dass lim,,,o, P(4,) = P(A).
Beweis z.z.: P(A) < liminf P(A,,) < limsup P(4,,) < P(4)

n—00 n—00

Teil 1 Teil 2
Wir zeigen Teil 1. Der Beweis des Teils 2 verlduft analog.
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A = liminf, ,» A, = limsup,,_, 4n = A = U~ ﬂ A = Uy B,
k>
>n
=:Bp
wobei B, C Bpy1 Vn,— B, T A (n — ), B, C Ak, k > n. Daraus
folgt, dass P(B,) < P(Ag), und somit P(B,,) < infy>, P(Ay), k > n. Nach

dem Satz 2.2.3, 2) gilt

P(4) = P Bn)
n=1
- lim P(B,)
~~~ n—00
Folg. 2.2.2
< L.
< A Inf P(A)
= lim inf P(A4,)
n—oo
Damit ist bewiesen, dass P(A) < liminf, o P(Ay). O

Ubungsaufgabe 2.2.5 Zeigen Sie Teil 2.

2.3 Beispiele

In diesem Abschnitt betrachten wir die wichtigsten Beispiele fiir Wahrschein-
lichkeitsraume (€2, F, P). Wir beginnen mit
2.3.1 Klassische Definition der Wahrscheinlichkeiten

Hier wird ein Grundraum € mit || < co ( |A| = #A — die Anzahl von
Elementen in A) betrachtet. Dann kann F als P(§2) gewéhlt werden. Die
klassische Definition von Wahrscheinlichkeiten geht von der Annahme aus,
dass alle Elementarereignisse w gleich wahrscheinlich sind:

Definition 2.3.1

1. Ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) mit || < oo ist endlicher
Wahrscheinlichkeitsraum.

2. Ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) mit F = P(Q2) und

P{w}) = ’é' weQ

heifit Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum. Das eingefithrte Maf3 heifit
klassisches oder Laplacesches Wahrscheinlichkeitsmafs.
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Bemerkung 2.3.1 Fiir die klassische Definition der Wahrscheinlichkeit
sind alle Elementarereignisse {w} gleich wahrscheinlich: Vw € Q  P({w}) =
ﬁ. Nach der Additivitdt von Wahrscheinlichkeitsmaflen gilt

A
P(A):}Q‘| VACQ.

(Beweis: P(A) = > ca PH{w}) =X ea ﬁ = %) Dabei heifit

Anzahl giinstiger Falle
P(A) =
(4) Anzahl aller Falle

Beispiel 2.3.1

1. Problem von Galilei:
Ein Landsknecht hat Galilei (manche sagen, es sei Huygens passiert)
folgende Frage gestellt: Es werden 3 Wiirfel gleichzeitig geworfen. Was
ist wahrscheinlicher: Die Summe der Augenzahlen ist 11 oder 127 Nach
Beobachtung sollte 11 6fter vorkommen als 12. Doch ist es tatsichlich
so?

e Definieren wir den Wahrscheinlichkeitsraum 2 = {w = (w1, w2, w3) :
wi € {1,...,6}},
Q] =63 =216 < 00, F =P(Q); sei

B : = {Summe der Augenzahlen 11}
={weQ:w +wy+ws=11}

C : = {Summe der Augenzahlen 12}
={weQ:w +wr+ws =12}

e Lisung des Landknechtes: 11 und 12 koénnen folgendermaflen in
die Summe von 3 Summanden zerlegt werden:
11=14+5+5=1+44+6=2+3+6=2+4+5=3+3+5=
344+44=|B|=6= P(B) =& = 3
12=14+54+6=2+44+6=2+5+5=3+4+5=3+3+6=
44444 = P(C) =G = %.

Dies entspricht jedoch nicht der Erfahrung.

Die Antwort von Galilei war, dass der Landsknecht mit nicht unter-
scheidbaren Wiirfeln gearbeitet hatte, somit waren Kombinationen wie
(1,5,5), (5,1,5) und (5,5,1) identisch und wurden nur einmal gezéhlt.
In der Tat ist es anders: Jeder Wiirfel hat eine Nummer, ist also von
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w4 |16 | 22 | 23 | 40 | e
P(A,) | 0016 | 0,284 | 0,476 | 0,507 | 0,801 | 0,997

Tabelle 2.2: Geburtstagsproblem

den anderen Zwei zu unterscheiden. Daher gilt |B| = 27 und |C| = 25,
was daran liegt, das (4,4,4) nur einmal gezahlt wird. Also
|B| 27 |C| 25
P(B)=—=—>P(C)= — = —
(B) Q] 216 ) Q] 216
2. Geburtstagsproblem: Es gibt n Studenten in einem Jahrgang an der
Uni, die dieselbe Vorlesung besuchen. Wie grof} ist die Wahrschein-
lichkeit, dass mindestens 2 Studenten den Geburtstag am selben Tag
feiern? Sei M = 365 = Die Anzahl der Tage im Jahr. Dann gilt

Q={w=(w1y...,wn) 1w €{1,...,M}},|Q = M" < .

Sei
A, = {min. 2 Studenten haben am gleichen Tag Geb.} C Q,
A, = {weQ:F,je{l,...,n}i#j:w=w},
P(4,) = 7

Ansatz: P(A,) =1— P(A,), wobei

Ap={we:w#w Vitjinw=(w,...,wn)}
|Ap| = M(M —1)(M —2)...(M —n+1). Somit gilt
M(M-1)...(M —n+1)

P(An) =

und

Fiir manche n gibt Tabelle 2.2 die numerischen Wahrscheinlichkeiten
von P(A,) an.

Es gilt offensichtlich P(A4,,) ~ 1 fir n — M. Interessanterweise ist
P(A,) = 0,5 fir n = 23. Dieses Beispiel ist ein Spezialfall eines so
genannten Urnenmodells: In einer Urne liegen M durchnummerierte
Balle. Aus dieser Urne werden n Stiick auf gut Gliick mit Zuriicklegen
entnommen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass in der Stichpro-
be mindestens 2 Gleiche vorkommen?
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3. Urnenmodelle: In einer Urne gibt es M durchnummerierte Bélle. Es
werden n Stiick “zuféllig” entnommen. Das Ergebnis dieses Experi-

mentes ist eine Stichprobe (j1, ..., jn), wobei j,, die Nummer des Balls
in der m—ten Ziehung ist. Es werden folgende Arten der Ziehung be-
trachtet:

o mil Zuriicklegen
e ohne Zuriicklegen

e mit Reihenfolge

ohne Reihenfolge

Das Geburtstagsproblem ist somit ein Urnenproblem mit Zuriicklegen
und mit Reihenfolge.

Demnach werden auch folgende Grundriaume betrachtet:
(a) Ziehen mit Reihenfolge und mit Zuriicklegen:
Q={w=(w1,...,wn) 1w €{1,...,. M}}=K", |Q=M"
—_———
=K
(b) Ziehen mit Reihenfolge und ohne Zuriicklegen (M > n):
Q={w=(wi1,...,wn) 1 w; € K,w; #wj,i#j},
M!
(M —n)!
Spezialfall: M=n (Permutationen): = |Q}| = M!
(c) Ziehen ohne Reihenfolge und mit Zuricklegen:

Q=MM-1)...(M—n+1) =

Q={w=(w1,...,wn) 1w € Kwi <ws <...<wp}

Dies ist dquivalent zu der Verteilung von n Teilchen auf M Zellen
ohne Reihenfolge <= das Verteilen von M — 1 Trennwénden der
Zellen unter n Teilchen (vgl. Abb. 2.4). Daher ist

Teilchen Trennwand

N\ N\
QlQQQ0OI|IQ] |QQQO|

Abbildung 2.4: Ziehen ohne Reihenfolge und mit Zuriicklegen

n

- (MAn-1) (M4n-1
2= n!(M—1)!
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Auswahl von mit ohne
n aus M Zuriicklegen Zuriicklegen
Kugeln in
einer Urne
mit M"™ (Mazwell- % unterscheidbare
Reihenfolge Boltzmann— ' Teilchen
Statistik)
ohne (MJr”*l) (M) (Fermi- nicht
Reihenfolge (Bose—Einstein— | Dirac—Statistik) unterscheidbare
Statistik) Teilchen
mit Mehr- ohne Mehr- Verteilung von n
fachbelegung fachbelegung Teilchen auf M
Zellen.

Tabelle 2.3: Die Potenz || der Grundgesamtheit © in Urnenmodellen.

(d) Ziehen ohne Reihenfolge und ohne Zuriicklegen (M > n):

Q={w=(w1,...,wp)jw; € K,w1 <wy <...<wp}

M (M
(M —n)ln! \n

Ein Experiment der Mehrfachziehung aus einer Urne entspricht der
Verteilung von n (unterschiedlichen oder nicht unterscheidbaren) Teil-
chen (wie z.B. Elektronen, Protonen, usw.) auf M Energieebenen oder
Zellen (mit oder ohne Mehrfachbelegung dieser Ebenen) in der statis-
tischen Physik. Die entsprechenden Namen der Modelle sind in Ta-
belle 2.3 zusammengefiihrt. So folgen z.B. Elektronen, Protonen und
Neutronen der so genannten Fermi-Dirac-Statistik (nicht unterscheid-
bare Teilchen ohne Mehrfachbelegung). Photonen und Prionen folgen
der Bose-FEinstein—Statistik (nicht unterscheidbare Teilchen mit Mehr-
fachbelegung). Unterscheidbare Teilchen, die dem Ezklusionsprinzip
von Pauli folgen (d.h. ohne Mehrfachbelegung), kommen in der Phy-
sik nicht vor.

€] =

. Lotterie—Beispiele: ein Urnenmodell ohne Reihenfolge und ohne Zu-
riicklegen; In einer Lotterie gibt es M Lose (durchnummeriert von 1
bis M), davon n Gewinne (M > 2n). Man kauft n Lose. Mit welcher
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Wahrscheinlichkeit gewinnt man mindestens einen Preis?
Laut Tabelle 2.3 ist |Q| = (]\714),

Q={w=(w1,...,wpn) 1 w; Fwj,i# jyw; € {l...M}}.
Sei A = {es gibt mind. 1 Preis}.

P(A) = 1—P(A)=1— P(es werden keine Preise gewonnen)
M—n (M —n)!
- 11— ( n ) —1— n!l(M—2n)!
€2 e
n!(M—n)!

(M —n)(M—n—1)...(M—2n+1)
M(M-1)...(M—-n+1)

- (1= (1) (- )

Um ein Beispiel zu geben, sei M = n?. Dann gilt:

P(A) — 1 —e 120,632, denn €% = lim,, oo (1 + Z)". Die Konver-
n—oo

genz ist schnell, P(A) = 0,670 schon fir n = 10.

- 1-

5. Hypergeometrische Verteilung: Nehmen wir jetzt an, dass M Kugeln
in der Urne zwei Farben tragen konnen: schwarz und weifl. Seien S
schwarze und W weifle Kugeln gegeben (M = S + W). Wie grofi ist
die Wahrscheinlichkeit, dass aus n zuféllig entnommenen Kugeln (ohne
Reihenfolge und ohne Zuriicklegen) s schwarz sind?

Sei A = {unter n entnommenen Kugeln s schwarze}. Dann ist

S\( W
(5) G2y
e
(7)
Diese Wahrscheinlichkeiten bilden die so genannte hypergeometrische
Verteilung.

P(A) =

Um ein numerisches Beispiel zu geben, seien 36 Spielkarten gegeben.
Sie werden zufillig in zwei gleiche Teile aufgeteilt. Wie groff ist die
Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl von roten und schwarzen Karten
in diesen beiden Teilen gleich ist?

Losung: hypergeometrische Wahrscheinlichkeiten mit M = 36,
S=W =n=18, s:%:Q, w=s5=9. Dann ist

P(A) — (198) (198) _ (18')4

(39) - 36!(9N4 T

Wenn man die Formel von Stirling

n!l~vV2rnne "
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benutzt, so kommt man auf

(V2718 - 1818~ 18)4 2

~ ~
~

4
"~ /2736 - 36%636(1/279 - 9%—9)1 /181 15

P(A) ~ 0.26

2.3.2 Geometrische Wahrscheinlichkeiten

Hier sei ein Punkt 7 zufillig auf eine beschrinkte Teilmenge Q von R? gewor-
fen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass 7 die Teilmenge A C Q trifft?
Um dieses Experiment formalisieren zu kénnen, diirfen wir nur solche €2 und
A zulassen, fiir die der Begriff des d-dimensionalen Volumens (Lebesgue—
Maf) wohl definiert ist. Daher werden wir nur Borelsche Teilmengen von RY
betrachten. Also sei 2 € Bga und | - | das Lebesgue-MaB auf RY, || < oo.
Sei F = Bra N (vgl. Abb. 2.5).

s

Abbildung 2.5: Zufélliger Punkt 7 auf Q.

Definition 2.3.2
1. Das Wahrscheinlichkeitsmaf auf (£2, F) gegeben durch

A
P(A):||Q||, AeF

heifit geometrische Wahrscheinlichkeit auf Q.
2. Das Tripel (Q, F, P) heifit geometrischer Wahrscheinlichkeitsraum.

Im Folgenden betrachten wir ein paar berithmte Probleme, die mit der
geometrischen Wahrscheinlichkeit zu tun haben:

1. Buffonsches Nadelproblem.:
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Graf Buffon war ein vielseitig begabter Ge-
lehrter und Naturphilosoph seiner Zeit (z.B.
ist er Direktor des Botanischen Gartens
(Jardin des Plantes) in Paris gewesen), der
sich unter Anderem auch fiir Wahrschein-
lichkeitstheorie interessierte. Er hat folgen-
des Problem gestellt: Es sei ein Geraden-
gitter G von parallelen Geraden (getrennt
durch den Gitterabstand a) auf der Ebene
R? gegeben. Auf diese Ebene wird eine Na-
del N der Lange I < a “auf gut Gliick” ge-
worfen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit,
dass die Nadel N eine der Geraden schnei-

Abbildung 2.6: Georges

det? Mit anderen Worten: P(NNG # () =? Louis Leclerc Comte de
Buffon (1707-1788)

Wir wollen die Losung von Buffon P(N NG # 0) = %lr jetzt begriin-
den. Als erstes muss der Begriff “auf gut Glick” durch die Einfiih-
rung des entsprechenden Wahrscheinlichkeitsraumes formalisiert wer-
den. Die Position von N wird eindeutig durch den Abstand x zwischen
dem Mittelpunkt der Nadel und der néchststehenden linken Geraden
sowie durch den Winkel « zwischen N und dem Lot x festgelegt. Somit
ist @ = {(z,a) : x € [0,a],a € [0,7)} =[0,a] x [0,7), F =BrzNQ
und P(A) =[5 = ] (val. Abb. 2.7),

In Koordinaten (z,«) kann das Ereignis A = {N NG # 0} folgender-

a G

Abbildung 2.7: Buffonsches Nadelproblem

maflen dargestellt werden:



KAPITEL 2. WAHRSCHEINLICHKEITEN 27

l l
A = {(x,a)eQ:O<a:<§]coso¢] oder0<a—x<§|cosa]}

l l
= {(:z:,a)GQ:O<:c<ilcosal}U{(x,a)EQ:a—i\cosa\ <z<a},

A1 AQ

[Ar| +[Aa| _ \A1| | Az
+
€| am

l/2|cosoc|
= // dx a—l——// dx do
a—1/2| cos a|
l
= —/ ]cosa!da—i——/ | cos a da
2am Jo

= / |cosa]da——

Mit Hilfe des Buffonschen Nadelexperiments kann die Zahl 7 mit guter
Genauigkeit bestimmt werden. Dazu wird die Nadel N n mal unab-
héngig voneinander auf G geworfen. Sei A,, = {NNG # 0 im Wurf n},

I(A,) = {1, falls A,, passiert ist,

0, sonst.

Nach dem Gesetz der grofien Zahlen gilt

1& Anzahl Treff 2
*ZI(Ak): nzahl der Treffer P(A):—l
n n n—00 am
k=1
Somit kann 7 als
21
T —
@ H#{Treffer}

bestimmt werden. Die Genauigkeit wéchst mit n — co. Z.B. falls | = a
fiir n = 10000 gilt 7 =~ 3, 15.

. Paradoxzon von J. Bertrand:

Folgendes Problem wurde von J. Bertrand als Beweis angeboten, dass
die Fundamente der Wahrscheinlichkeitstheorie widerspriichlich seien:
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Auf gut Gluck wird in einem Kreis K = B, (0) mit Ra-
dius r eine Sehne S gezogen (vgl. Abb. 2.9). Sei |S| die
Linge dieser Sehne. Sei ap = v/3r die Seitenlinge des
einbeschriebenen gleichseitigen Dreiecks D. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, dass |S| > ap?

Sei A= {|S| >ap}. P(A) ="

J. Bertrand hat drei Varianten der Antwort gege-
ben: P(|S| > ap) = &, £, %, indem er “auf gut
Gliick” unterschiedlich verstanden hat. Heutzutage
wiirde man sagen, dass das Problem von Bertrand “in-
korrekt gestellt” wurde.

Die Losung hingt davon ab, wie man ein Modell des
obigen Experiments wihlt. Davon hangt die Wahl des
entsprechenden Wahrscheinlichkeitsraumes ab und da-
her die Antwort.

Abbildung 2.8:
Joseph Louis Fran-
Cois Bertrand
(1822-1900)

Abbildung 2.9: Problem von Bertrand

(a) Die Richtung der Sehne kann man 0.B.d.A. festlegen. Nur die
Position des Mittelpunktes der Sehne wird zuféllig auf dem Dia-
meter von K gewdahlt (vgl. Abb. 2.10). Dann gilt

O=(-rr), A=(-5i1), P(A)=, =

(b) Ein Endpunkt der Sehne ist fixiert, es wird der Winkel zwischen
der Sehne und der Tangente im fixierten Punkt auf gut Gliick im
Intervall (0, 7) gewéhlt (vgl. Abb. 2.11). Dann gilt:

B (7 27 Al w31
Q_(Oaﬂ-)7 A_(373>7 P(A)_|Q|_ T _3
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Abbildung 2.10: Paradoxon von J. Bertrand: 1. Losung

Abbildung 2.11: Paradoxon von J. Bertrand: 2. Losung

(c) Der Mittelpunkt der Sehne wird zuféllig in B, (0) gelegt. Die Ori-
entierung der Sehne bleibt dabei “aus Symmetriegriinden” unbe-
achtet (vgl. Abb. 2.12). Dann gilt

_@_WT2/4_1

Qw2 47

Q=B(0), A= Br/2(0)7 P(A)

Abbildung 2.12: Paradoxon von J. Bertrand: 3. Losung

3. Die Koeflizienten p und ¢ einer quadratischen Gleichung 2% + px +
g = 0 werden zufillig im Intervall (0,1) gewahlt. Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit, dass die Losungen x1,xo dieser Gleichung reelle
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Zahlen sind?
Hier ist @ = {(p,q) : p,q € (0,1)} = (0,1)?, F =DBp2NQ.

A= {z1,29 € Q} = {(p,q) € Q: p* > 4q},

denn z1, z» € R genau dann, wenn die Diskriminante D = p? —4¢ > 0.
Also gilt A= {(p,q) €[0,1]*: ¢ < }p?} und

|A| fO 4p2dp 1

p4) =4l -
W=lg =" 1 ~1
vgl. Abb. 2.13.
q

1= - - - - - — - — -

|

|

0 [

|

[

. [

p2:4q:>qzzp2

A :

0 1°p

Abbildung 2.13: Wahrscheinlichkeit fiir reelle Lésungen einer quadratischen
Gleichung

2.3.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Um den Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit intuitiv einfithren zu kon-
nen, betrachten wir zunéchst das Beispiel der klassischen Wahrscheinlich-
keiten: Sei (92, F, P) ein Laplacscher Wahrscheinlichkeitsraum mit |Q| =
Seien A und B Ereignisse aus F. Dann gilt

yAmBy

P(ANB) = N

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit P(A|B) von A unter der Bedingung,
dass B eintritt?

Da B eingetreten ist, ist die Gesamtanzahl aller Elementarereignisse hier
gleich |B|. Die Elementarereignisse, die zu A beim Eintreten von B fiihren,
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liegen alle in AN B. Somit ist die Anzahl der “giinstigen” Félle hier |AN B|
und wir bekommen
ANB ANB|/N P(ANB
P - ANEL _ANBYN _ PlAnD)
|B| |B|/N P(B)

Dies fithrt zu folgender Definition:

Definition 2.3.3
Sei (Q, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, A, B € F, P(B) > 0.
Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B

gegeben durch

P(A|B) = P(]f(g)B)

Diese Definition kann in Form des sogenannten Multiplikationssatzes gege-
ben werden:

P(ANB) = P(A|B)-P(B).

Ubungsaufgabe 2.3.1 Zeigen Sie, dass P(-|B) fiir B € F, P(B) > 0 ein
Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2, F) ist.

Satz 2.3.1 Seien Aj,..., A, € F Ereignisse mit P(41 N... N A,—1) > 0,
dann gilt P(A1 Nn... ﬂAn) = P(Al) . P(A2|A1) . P(A3|A1 ﬂAQ) e
P(An|A1 Nn...N Anfl).

Ubungsaufgabe 2.3.2 Beweisen Sie den Satz 2.3.1.
Beweisidee: Induktion beziiglich n.

Beispiel 2.3.2 (Urnenmodell:) Es gibt eine Urne mit a weiflen und b schwar-
zen Kugeln. Aus dieser Urne wird zufillig eine Kugel gezogen, danach legt
man ¢ Kugeln der gleichen Farbe (wie die der gezogenenen Kugel) und d
Kugeln der anderen Farbe wieder in die Urne zuriick. Die gezogene Kugel
wird ebenfalls zuriickgelegt. Dabei konnen die Parameter ¢ und d auch nega-
tiv sein, dies entspricht der zusdtzlichen Entnahme entsprechender Kugeln.
Sei A; = {in Ziehung i wird eine weifle Kugel gezogen}, B; = {in Ziehung i
wird eine schwarze Kugel gezogen}, i = 1,2.

Bestimme P<A2|A1), P(BQ’Al), P(A2|Bl), P(BQ|B1).

Es gilt:
_ P(AinAy) a+c
P = =5y = atvrerd
denn ( )
a ala+c
P(A) = -2 P4 N Ay = .
(A =0 PNy (a+b)(a+b+c+d)

Genauso kann gezeigt werden, dass

b+d

Pl = v era
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a+d
P(Ay|B) = ——— 2
(4a[B1) at+bt+c+d’
b+ec
P(By|B)) = ——— =
(Ba2|B1) a+b+c+d

gilt.

Beispiel 2.3.3 (Diffusionsmodell):

Es gibt zwei verbundene Gasbehélter A und B, die im Zeitpunkt t = 0 mit N
Molekiilen eines Gases befiillt sind. Fiir ¢ > 0 beginnt der Diffusionsprozess
zwischen den Behéltern A und B (vgl. Abb. 2.14). Es wird angenommen,

A B

a b

Abbildung 2.14: Diffusionsproblem

dass zu jedem Zeitpunkt k € N der Ubergang eines einzigen Molekiils von A
nach B oder von B nach A moglich ist (der gleichzeitige Ubergang von zwei
oder mehr Molekiilen ist unméglich). Die Wahrscheinlichkeit eines Uber-
gangs von A nach B (oder von B nach A) sei proportional zu der Anzahl
der Molekiile in A (B entsprechend). Es sei

C* = {zum Zeitpunkt ¢ = k gibt es a Molekiile in Behilter A},

6’5 = {zum Zeitpunkt ¢ = k gibt es b Molekiile in Behélter B}

mit N =a +b.
Bestimme die bedingten Wahrscheinlichkeiten

—k —k
Pckticinet), p(ckiicine))
Losung: Es gilt
a

~~ N
A—B

P (Cffﬂ(]fj N 6’5)
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b
k+1| ~k k
P(Cilcinct) = +
B—A
In jedem Schritt ist es gerade das Urnenmodell aus Beispiel 2.3.2 mit

c=-1, d=+1.

An dieser Stelle sollte man zu den unabhéngigen Ereignissen zuriick-
kehren. A und B sind nach Definition 2.2.5 unabhéngig, falls P(AN B) =
P(A) - P(B). Dies ist 4quivalent zu P(A|B) = P(A), falls P(B) > 0. Es sei
allerdings an dieser Stelle angemerkt, dass die Definition 2.2.5 allgemeiner
ist, weil sie auch den Fall P(B) = 0 zulésst.

Ubungsaufgabe 2.3.3 Zeigen Sie Folgendes:

1. Seien A, B € F. A und B sind (stochastisch) unabhéngig genau dann,
wenn A und B oder (A und B) unabhéngig sind.

2. Seien Aq,...,A, € F. Ereignisse Ay,..., A, sind stochastisch unab-
héngig in ihrer Gesamtheit genau dann, wenn By, ..., B, unabhingig

in ihrer Gesamtheit sind, wobei B; = A; oder B; = A; furi=1,...,n.
3. Seien A,B1,Bs € F mit Bi N By = (. Sei A und B;, A und Bs

unabhéngig. Zeigen Sie, dass A und B; U By ebenfalls unabhéngig
sind.

Bemerkung 2.3.2 Der in Definition 2.2.5 gegebene Begriff der stochasti-
schen Unabhéangigkeit ist viel allgemeiner als die sogenannte Unabhangigkeit
im Sinne des Gesetzes von Ursache und Wirkung. In den folgenden Beispie-
len wird man sehen, dass zwei Ereignisse stochastisch unabhéngig sein kon-
nen, obwohl ein kausaler Zusammenhang zwischen ihnen besteht. Somit ist
die stochastische Unabhéangigkeit allgemeiner und nicht an das Gesetz von
Ursache und Wirkung gebunden. In der Praxis allerdings ist man gut bera-
ten, Ereignisse, die keinen kausalen Zusammenhang haben als stochastisch
unabhéingig zu deklarieren.

Beispiel 2.3.4

1. Abhdangige und unabhdngige Ereignisse:
Es werde ein Punkt 7 = (X,Y) zufillig auf [0,1]? geworfen. Q =
[0,1]2, F = BreN|0, 1]. Betrachten wir A = {X > a} und B = {Y > b}.
Dann gilt

P(ANB) = P(X>aY >b)
(1—-a)(1-0)
1

insofern sind A und B stochastisch unabhéngig. Allerdings kann fiir
B = {m € ACDE?} leicht gezeigt werden, dass A und B voneinander
abhéngig sind (vgl. Abb. 2.15).
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C E
0 1 T
Abbildung 2.15: Abbildung 2.16:
Zufilliger Punkt auf Beispiel ~von  Bern-
[0, 1]? stein

2. Beispiel von Bernstein:
(Ereignisse, die paarweise unabhéngig, jedoch in ihrer Gesamtheit ab-
héngig sind)

Ein Tetraeder mit geférbten Seitenflichen wird zuféllig auf den Tisch
geworfen. Dabei tragen seine Seitenfléchen folgende Farben (vgl. Abb.
2.16):

1. Seitenflache: rot

2. Seitenfliche: griin
3. Seitenfléche: blau

e 4. Seitenflache: rot, griin und blau

Wir gehen davon aus, dass die Wahrscheinlichkeit, dass eine Seitenfla-

che auf den Tisch fillt, 1 ist (Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum).
Fiithren wir folgende Ereignisse ein:

e A = {auf der Seitenfliche, die auf den Tisch fillt, kommt Farbe
rot vor}

e B = {auf der Seitenflache, die auf den Tisch féllt, kommt Farbe
griin vor}

e C = {auf der Seitenfliche, die auf den Tisch fallt, kommt Farbe
blau vor}

A, B, C sind paarweise unabhéngig, denn

P(ANB) = | = 2= P(4)- P(B)
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P(AﬂC’):%:EizP(A)-P(C)
P(BﬁO):%:%%:P(B)-P(C).

Sie sind jedoch nicht unabhéngig in ihrer Gesamtheit, denn

P(AmBmC):i %%%:é:P(A)-P(B)-P(C).

3. Eskonnen n+1 Ereignisse konstruiert werden, die abhéngig sind, wobei
beliebige n von ihnen unabhéngig sind (vgl. [13], S. 33-34), Vn € N.

4. Kausale und stochastische Unabhdngigkeit:
Auf das Intervall [0, 1] wird auf gut Gliick ein Punkt 7 geworfen. Sei
x die Koordinate von 7 in [0, 1]. Betrachten wir die bindre Zerlegung
der Zahl x:

o
ag
w:Z?, anE{O,l}

k=1
Dann ist klar, dass es einen starken kausalen Zusammenhang zwischen
{an}52 gibt, weil sie alle durch x verbunden sind. Man kann jedoch
zeigen, dass die Ereignisse By = {ar = j},k € N fir alle j = 0,1
unabhéngig in ihrer Gesamtheit sind, und dass P(ay = j) = 1/2 Vk €
N, 7 =0,1 (vgl. [3], S. 55, 162).

Definition 2.3.4 Sei {B,} eine endliche oder abzéhlbare Folge von Ereig-
nissen aus F. Sie heiflt eine messbare Zerlegung von €, falls

1. B, paarweise disjunkt sind: B; N B; =0, i+#j
2. U, By = Q
3. P(B,) >0 Vn.

Satz 2.3.2 (Formel der totalen Wahrscheinlichkeit, Bayes’sche Formel):
Sei {B,} C F eine messbare Zerlegung von © und A € F ein beliebiges
Ereignis, dann gilt

1. Die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(A) =3 P(A|B,) - P(By)

2. Bayes’sche Formel:

P(Bi|A) =
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falls P(A) > 0. Die Summen in 1) und 2) kénnen endlich oder unendlich
sein, je nach Anzahl der B,.

Beweis 1. DaQ=J, By, ist A=ANQ=AN U, Bn) =U,(ANB,)
eine disjunkte Vereinigung von Ereignissen A N By, und es gilt

P(A)=P(UJAnBy) = > P(ANB,) = ) P(A|B.)P(B,)

" o-Add.v. P ™ §.231 ™
2.
P(B;NA) P(B;)P(A|B;)
~~ ~—~
Def. 2.3.3 P(4) S.2.3.1u 2321) 20 P(A[Bn) P(Bn)

O]

Bemerkung 2.3.3 Die Ereignisse B, heiflen oft “Hypothesen”. Dann ist
P(B,,) die so genannte a—priori—-Wahrscheinlichkeit von B,,, also vor dem
“Experiment” A. Die Wahrscheinlichkeiten P(B,,|A) werden als Wahrschein-
lichkeiten des Auftretens von B, “nach dem Experiment A” interpretiert.
Daher heiflen sie auch oft ’a—posteriori-Wahrscheinlichkeiten von B,’. Die
Formel von Bayes verbindet also die a—posteriori-Wahrscheinlichkeiten mit
den a—priori-Wahrscheinlichkeiten.

Beispiel 2.3.5

1. Routing—Problem:

Im Internet muss ein Paket von Rechner S (Sender) auf den Rech-
ner E' (Empfianger) iibertragen werden. In Abb. 2.17 ist die Geometrie
des Computernetzes zwischen S und E schematisch dargestellt, wobei
R1, Ry, R3 und R4 (und andere Knoten des Graphen) jeweils andere
Rechner sind, die sich an der Ubertragung beteiligen konnen. Wir ge-
hen davon aus, dass die Richtung der weiteren Ubertragung des Pakets
in den Knoten zuféllig aus allen moglichen Knoten gewéhlt wird (mit
gleicher Wahrscheinlichkeit). So ist z.B.

P(von S wird Router R; gewéhlt) =
—A;

,si=1,...,n.

]

Offensichtlich stellen die Ereignisse Aq, As, As, A4 eine messbare Zer-
legung von 2 dar. Nach Satz 2.3.2, 1) gilt also fir A = {das Paket
erreicht F aus S}

4 4

P(4) =3 P(AJ4) - P(4) = 1 3" P(AJA).
=1 i=1
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Abbildung 2.17: Routing—Problem: Computernetzwerk

Dabei kénnen P(A|A;) aus dem Graphen eindeutig bestimmt werden:

P(AA) =3, PlAlA) =

I

P(AlA3) =1, P(AJA4) =

TN o

Es gilt also

P = (5+

1 2 67
—+1+4- ~0,5.
3 2+ +5) ’

T 120

2. In einer Urne gibt es zwei Miinzen. Die erste ist fair (Wahrscheinlich-
keit des Kopfes und der Zahl = %), die zweite ist allerdings nicht fair
mit P(Kopf) = % Aus der Urne wird eine Miinze zuféllig genommen
und geworfen. In diesem Wurf bekommt man einen Wappen. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Miinze fair war?

Sei
A; = {Faire Miinze ausgewéahlt}

Ay = {Nicht faire Miinze ausgewihlt}

A = {Es kommt ein Wappen im Minzwurf}
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P(A]|A) =?
Dann gilt P(A;) = P(As) = 3, P(A|A;) = 3, P(A|A3) = %, daher

gilt nach der Bayesschen Formel

_ P(A;y) - P(A]Ay) L
P(A|A) = P(Ay) - P(A|A1) + P(A2) - P(A|A2) =T (2% j_ %) 5




Kapitel 3

Zufallsvariablen

3.1 Definition und Beispiele

Definition 3.1.1 1. Eine Abbildung X : Q — R heifit Zufallsvariable,
falls sie Bg—messbar ist, mit anderen Worten,

VBeBr X YB)={weQ:X(w)eB}cF.

2. Eine Abbildung X : Q — R™ n > 1 heifit Zufallsvektor, falls sie
Brrn—messbar ist, mit anderen Worten,

VBEBrn X 'YB)={weQ:X(w)eB}cF.

Offensichtlich bekommt man aus Definition 3.1.1, 2) auch 3.1.1, 1) fiir n = 1.
Viel allgemeiner kann ein Zufallselement X als eine messbare Abbildung von
Q) in einen topologischen Raum T eingefiihrt werden, wobei die Messbarkeit
von X bzgl. der Borelschen o—Algebra in T' verstanden wird.

Beispiel 3.1.1 1. Indikator—Funktion eines Ereignisses:
Sei (€2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A ein Ereignis aus F.
Betrachten wir

1, wed
0, we A’

Diese Funktion von w nennt man Indikator—Funktion des Ereignisses
A. Sie ist offensichtlich messbar und somit eine Zufallsvariable:

A falls 1€ B,0¢ B
falls 1¢ B,0€ B
falls 0,1eB
falls 0,1¢ B

X 4YB)= €F VBeBg

= D o

39
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2. n—maliger Minzwurf:
Sei @ ={w = (w1,...,wpn) :w; €{0,1}} ={0,1}" mit

W; =

B {1, falls Kopf im i—ten Minzwurf

0, sonst

firi=1,...,n. Sei F = P(Q2). Definieren wir

X(w)=X((w1,...,wp)) = Zwi
i=1

als die Anzahl der Wappen im n—maligen Miinzwurf, so kann man zei-
gen, dass X F-messbar ist und somit eine Zufallsvariable. X ist stetig
als lineare Abbildung, somit ist fiir alle B offen oder geschlossen nach
continuous mapping theorem X ~'(B) offen oder geschlossen. Weiter
per Definition einer o-Algebra.

3. Koordinaten eines zufilligen Punktes im [0,1]%:
Ein Punkt 7 sei zufillig auf das Quadrat [0, 1)? geworfen. Seien (z,y)
die Koordinaten des Punktes. Definieren wir Q = {w = (z,y) : =,y €
[0,1]} und F = Bge N [0,1]%. Sei Z(w) = /22 + y2 die Distanz von
dem zufélligen Punkt zum Koordinatenursprung (vgl. Abb. 3.1). Dann
ist Z eine Zufallsvariable, m(w) = w = (z,y) ist ein Zufallsvektor.
Geben wir im Zusammenhang mit diesem Beispiel ein zufélliges Ele-

(1]

(xy)

Abbildung 3.1: Zufilliger Punkt in [0, 1]?

ment an, genauer gesagt, eine Zufallsmenge. Sei T die Menge aller
kompakten Teilmengen in R?. Sei

G=c({{K eT: KnC # 0}, Ckompakte Menge in T}).

Dann ist Z(w) = Bz(r) = {z € R?| |z — 7| < Z} eine zufillige
kompakte Menge (ein Kreis mit Zentrum in 7, der durch den Ursprung
geht). Z ist formal als Zufallselement = = (Q, F) — (T, G) anzugeben.
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Die Definition 3.1.1 im Falle einer Zufallsvariablen (also mit Wertebereich
R) lasst sich in dquivalenter Form leichter prifen:

Satz 3.1.1 Eine Abbildung X : Q — R ist genau dann eine Zufallsvariable,
wenn {w € Q: X(w) <z}eF VreR.

Beweis

14 b
=

B = (—o0, x] ist eine Borel-Menge. Daher gilt nach Definition 3.1.1
{weQ: X(w)<z}=XYB)eF,
weil X eine Zufallsvariable ist.

Falls {w € Q: X(w) <z} € F Vz € R, sollen wir zeigen, dass
XY (B)eF VB¢ Bg.

Bezeichnen wir mit G = {B C R : X 1(B) € F}. Zeigen wir, dass G
eine o—Algebra der Teilmengen von R ist.
(a) RegG, weil X I(R)=QeF
(b) BEG= BecgG, weil X7 (B)=X"1YBY =(X"YB)"eF
(¢) A, B€EG = AUB € G, weil X '(AUB) = X 1(A)UX}B) ¢
—_——— ——

eF eF
F. Dasselbe gilt fiir Vereinigungen in unendlicher Anzahl.

Somit ist G der Definition nach eine o-Algebra. Weiterhin gehort
(—o0, ] zu G ¥V x. Daraus folgt, dass (z,00) = (—00,z]¢ € G und

(—o0,x) = U (—o0,x —1/n] € G, (a,b] = (—o00,b] N (a,+) € G

n=1

Va < b € R; dasselbe soll auch fiir beliebige endliche Vereinigungen
dieser Intervalle gelten. Somit gehort die Algebra A (vgl. Bemerkung
222)zu G, ACG= o(A) C G, wobei

O’(.A) =Br = VB € Bp X_I(B) e F,

und X ist eine Zufallsvariable.
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3.2 Verteilungsfunktion

Definition 3.2.1 Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und
X : Q0 — R eine Zufallsgrofe.

1. Die Funktion Fx(z) = P({w € Q: X(w) < =z}), =z € R heifit Vertei-
lungsfunktion von X. Offensichtlich ist Fx : R — [0, 1].

2. Die Mengenfunktion Px : Br — [0, 1] gegeben durch
Px(B)=P({weQ: X(w) e B}),B € Br
heifit Verteilung von X.
Bemerkung 3.2.1

1. Folgende gekiirzte Schreibweise wird benutzt:

Fx(z)=P(X <z), Px(B)=P(X€B).

2. Die Mengenfunktion Py ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R, Bg)
(Zeigen Sie es!). Den Ubergang P +— Px nennt man Maftransport von
(Q, F) auf (B, Br).

3. Nach Definition 3.2.1 ist die Begriffsbildung in Definition 3.1.1 klar
geworden. Warum fordert man also, dass eine Zufallsvariable X unbe-
dingt messbar sein soll? Ganz einfach, um Wahrscheinlichkeiten von
Ereignissen {X € B} tiberhaupt definieren und messen zu kénnen. Ein
weiterer Grund wird spéter klar: Die Zufallsvariablen X werden inte-
griert (nach Lebesgue), um ihre Mittelwerte zu definieren. Fiir diese
Integration braucht man selbstverstandlich ihre Messbarkeit als Funk-
tionen von w € €.

Beispiel 3.2.1
Hier geben wir Verteilungsfunktionen fiir Zufallsvariablen aus dem Beispiel
3.1.1 an.

1. Indikator—Funktion:
Sei X (w) = I4(w). Dann ist

1, x>1,
Fx(x) =P(Iy <z)=< P(4), z€][0,1),
0, z <0

vgl. Abb. 3.2.
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1

S — A

0 1 T’

Abbildung 3.2: Verteilungsfunktion von 14

2. n—maliger Minzwurf:

Sei X = Anzahl der Wappen in n Miinzwiirfen. P(Wappen in einem
Wurf) = p, p € (0,1). Dann gilt

und somit

[z]
Fx(w)=P(X<z)= Y Ple=k) =Y <”)p’f<1 —pn

0<k<z] k=0
Vx € [0,n], vgl. Abb. 3.3. Es gilt

y

(1-p)p—m

1 2 n-1 n  °x

Abbildung 3.3: Verteilungsfunktion einer Bin(n, p)—Verteilung
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Fx(0)=P(X<0)=P(X=0)=(1-p)",
Fx(z)=P(X <z)=0 firz<0,
Fx(n)=P(X <n)=1.

Diese Verteilung wird spater Binomial-Verteilung mit Parametern n, p
genannt: Bin(n,p)
3. Z =Abstand von zufilligem Punkt  auf [0,1] zum Ursprung.
Fy(t) P(Z <t)

{(y) €[0,1?: Va2 +y? <t}
[0,1]?|

/ / dx dy
(z,y)€[0,1}2;\/W§t

5t
= / / rdrdy
o Jo

T2 T2
= ——=_—_ t 1].
o5 = el
0, t<0
Fy(t)=¢"
z(t) {1, t>V2.

Fiir t € (1, /2] ist die Berechnung komplizierter: Man muss die Fliche
A berechnen konnen (vgl. Abb. 3.4).

Abbildung 3.4: Berechnung von Fy(t) fiir t € (1,v/2].

Ubungsaufgabe 3.2.1 Bitte fithren Sie die Berechnung der Fliche
A aus Beispiel 3.2.1, 3) durch und zeigen Sie, dass

1
Fz(t) = %tQ +V/t2 — 1 — t?arccos (;) . te(1,V2).
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Mit Ubungsaufgabe 3.2.1 gilt dann Abb. 3.5.

=
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

I
V2

kN
7z

t

Abbildung 3.5: Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen Z im Beispiel
3.2.1, 3)

Jetzt diskutieren wir die grundlegenden Eigenschaften einer Verteilungsfunk-
tion:

Satz 3.2.1 Sei X eine beliebige Zufallsvariable und Fx : R — [0, 1] ihre
Verteilungsfunktion. F'x besitzt folgende Eigenschaften:

1. Asymptotik: limy,, o Fx(x) =0, lim, i Fx(x) = 1.
2. Monotonie: Fx(x) < Fx(x+h), VreR, h>0.
3. Rechtsseitige Stetigkeit: limy . 40 Fx(x) = Fx(x9) VYxo € R.
Beweis 1. Fir eine beliebige Folge {z,}, =, | —oo gilt
Fx(z,) = P(X € (—00,xy]) = Px((—o00,xy]), (—o00,z,] 1 0.
Nach der Stetigkeit des Wahrscheinlichkeitsmafles Px gilt
Px((—o0;2,]) = 0 (n— o0)

und damit lim,_, o Fx(z) = 0.

Genauso zeigt man, dass

lim Fx(z)=1:

T—+00

Fiir z, T +o00 (=00, z,] T R und somit

Fx(xn) = PX((—oo,a:n]) n:zo Px(R) =1.
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2. folgt aus der Monotonie des Wahrscheinlichkeitsmafles Py:
FX(.QJ) = PX((—oo,x]) S Px((—OO,iC + h]) = Fx<$ + h) y
weil (—o0, 2] C (—o0,z + h|, Vh>0.

3. folgt ebenso wie 1) aus der Stetigkeit des WahrscheinlichkeitsmaBes
Px:

lim Fx(z) = nlLHOIOFx(CL'()—l—hn)

r—xo+0

= nli_)nolon((—OO,l"O"‘hn])
= PX((—OO,HZ()])

fiir beliebiges h,, N 0,hy, >0, weil (—oo,x0 + hy] | (=00, ).
n o n—oo

O
Bemerkung 3.2.2

1. Im Satz 3.2.1 wurde gezeigt, dass eine Verteilungsfunktion Fx mo-
noton nicht—fallend, rechtsseitig stetig und beschrénkt auf [0, 1] ist.
Diese Eigenschaften garantieren, dass Fx hochstens abzédhlbar vie-
le Sprungstellen haben kann. In der Tat kann Fx wegen Fx 1 und
0 < Fx < 1 nur eine endliche Anzahl von Sprungstellen mit Sprung-
hoéhe > ¢ besitzen, Ve > 0. Falls ¢, die Menge Q aller rationaler
Zahlen durchlduft, wird somit gezeigt, dass die Anzahl aller mogli-
chen Sprungstellen héchstens abzéhlbar sein kann. Die Grafik einer
typischen Verteilungsfunktion ist in Abb. 3.6 dargestellt.

Fx(z)y

va
0 X

Abbildung 3.6: Typische Verteilungsfunktion
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2. Mit Hilfe von Fx konnen folgende Wahrscheinlichkeiten leicht berech-
net werden: V—o0o <a <b< 40

Pla < X < b) = Fx(b) — Fx(a),
Pla< X <b)=Fx(b) — lim Fx(z),

Tr—a—o

denn

Pla< X <b)=PHX<b}\{X <a})=P(X <b)—P(X <a)
= Fx(b) - Fx(a),
Pla< X <b)=P(X <b)—P(X <a)=Fx(b) —IEEH_OFX(:U)
mit P(X < a) = P(X < a)— P(X = a) = limg_4-0 Fx(x) nach
Stetigkeit von Px.

Da P(X <a)=F(X <a)— P(X = a) gilt, ist somit
Jim Fx(x) # Fx(a)

und Fx im Allgemeinen nicht linksseitig stetig.

Ubungsaufgabe 3.2.2 Driicken Sie die Wahrscheinlichkeiten P(a < X <
b) und P(a < X < b) mit Hilfe von Fx aus.

Satz 3.2.2 Falls eine Funktion F(z) die Eigenschaften 1) bis 3) des Satzes
3.2.1 erfiillt, dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) und ei-
ne Zufallsvariable X, definiert auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum, derart,
dass Fx(x) = F(x), Yz € R.

Beweis Sei 2 = R, F = Bg. Sei A eine Algebra, die von Intervallen (a, b],
—o0 < a < b < 400 erzeugt wird. Definieren wir ein Wahrscheinlichkeitsmaf
P additiv auf A durch P((a,b]) = F(b) — F(a). Aufgrund der Eigenschaf-
ten 1) bis 3) von Satz 3.2.1 ist P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2, A).
Da Bgr = 0(A), kann P nach dem Satz 2.2.1 von Carathéodory eindeutig
von A auf o(A) = Br fortgesetzt werden, d.h. es existiert ein Wahrschein-
lichkeitsmafl P’ auf (9, Bg) mit P'(A) = P(A), VA € A. Somit ist unser
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) = (R, Br, P’) konstruiert. Jetzt definie-
ren wir die Zufallsvariable X (w) = w, w € R. Dann gilt

Fx(z)=P (X <z)=P{weR: X(w) <x})=P((—00,1])
=F(z)—0=F(x), Ve e X.

O]

Satz 3.2.3 Die Verteilung Px einer Zufallsvariable X wird eindeutig durch
die Verteilungsfunktion Fx von X bestimmt.
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Beweis Wir sollen zeigen, dass fiir Zufallsvariablen X und Y auf (Q, F, P)
mit Fx = Fy Px = Py folgt. Es ist leicht zu sehen, dass Px = Py auf der
Algebra A: Da VA € A dargestellt werden kann als A = Ui (a;, bi] ((as, bs]
paarweise disjunkt), folgt daraus

Py(A) = iPX«ai,mD
- ZFX — Fx(a;)
- ZFY — Fy(a;)
= ZPy((ai,bi])ZPY(A)

(vgl. Beweis des Satzes 3.2.2). Nach dem Satz 2.2.1 von Carathéodory folgt

PX :Py aufBR:a(A).

3.3 Grundlegende Klassen von Verteilungen

In diesem Abschnitt werden wir Grundtypen von Verteilungen betrachten,
die dem Schema aus Abbildung 3.7 zu entnehmen sind.

erteilungen

’ Mischung der ersten
[ diskrete ] [ drei Typen J

l absolut stetige J [ singuldre ]

Abbildung 3.7: Verteilungstypen

3.3.1 Diskrete Verteilungen

Definition 3.3.1 1. Die Verteilung einer Zufallsvariablen X heifit dis-
kret, falls eine hochstens abzéhlbare Teilmenge C' C R (Wertebereich
von X) mit P(X € C) =1 existiert. Manchmal wird auch die Zufalls-
variable X selbst als diskret bezeichnet.
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2. Falls X eine diskrete Zufallsvariable mit Wertebereich C' = {z1, 2, 3, . ..
ist, dann heifit {px} mit pp = P(X =x), k=1,2,... Wahrschein-
lichkeitsfunktion oder Zdihldichte von X.

Bemerkung 3.3.1
1. Beispiele fiir diskrete Wertebereiche C' sind N, Z,Q, {0, 1,...,n}, n € N.

2. Fir die Zahldichte {py} einer diskreten Zufallsvariable X gilt offenbar
0 <pr <1 Vnund > ,pr = 1. Diese Eigenschaften sind fiir eine
Zahldichte charakteristisch.

3. Die Verteilung Px einer diskreten Zufallsvariable X wird eindeutig
durch ihre Zahldichte {py} festgelegt:

Px(B)=Px(BNC)=Px(|J {zi})= > P(X =)
r;€EB r,€EB

= Zpi,BGBR-

z,€EB
Insbesondere gilt Fix(r) = >, <. pr => Px festgelegt nach Satz
3.2.3.

Wichtige diskrete Verteilungen:

Die Beispiele 3.1.1 und 3.2.1 liefern uns zwei wichtige diskrete Verteilungen
mit Wertebereichen {0,1} und {0,1,...,n}. Das sind

1. Bernoulli-Verteilung:
X ~ Ber(p), p € [0,1] (abkiirzende Schreibweise fur “Zufallsvariable
X ist Bernoulli—verteilt mit Parameter p”), falls

X = 1, mit Wahrscheinlichkeit p,
B 0, mit Wahrscheinlichkeit 1-p.

Dann gilt C = {0,1} und po =1 —p, p1 = p (vgl. Beispiel 3.1.1, 1)
mit X = IA).

2. Binomialverteilung:
X ~ Bin(n,p), p € [0,1],n € N, falls C ={0,...,n} und

n _
P(X =k)=p, = <k> 'pk(l—p)” ko k=0,...,n.

Interpretation:

X = #{ Erfolge in einem n mal unabhéngig wiederholten Versuch},
wobei p = Erfolgswahrscheinlichkeit in einem Versuch (vgl. Beispiel
3.2.1, 2) mit X = #{Wappen}).



KAPITEL 3. ZUFALLSVARIABLEN 50
3. Geometrische Verteilung:
X ~ Geo(p), p € 0,1], falls C =N, und
P(X =k)=pr=(1-p)p*", keN.

Interpretation: X = #{unabhingige Versuche bis zum ersten Erfolg},
wobei 1 — p = Erfolgswahrscheinlichkeit in einem Versuch.

4. Hypergeometrische Verteilung:
X ~HG(M,S,n), M,S,neN,S,n<M, falls

X:Q—4{0,1,2,...,min{n, S}}

und
P(X=k)=p,=—"—~—, k=0,1,...,min{n, S}.

Interpretation: Urnenmodell aus Beispiel 2.3.1, 5) mit
X = #{schwarze Kugeln bei n Entnahmen aus einer Urne}
mit insgesamt S schwarzen und M — S weiflen Kugeln.

5. Gleichverteilung:
X ~U{zy,...,zp},neN, falls X : Q@ — {z1,...,2,} mit

pp=PX=xzr)=—, k=1,....,n

(wobei U in der Bezeichnung von Englischen “uniform” kommyt).

Interpretation: {py} ist eine Laplacesche Verteilung (klassische Defini-
tion von Wahrscheinlichkeiten, vgl. Abschnitt 2.3.1).

6. Poisson—Verteilung:
X ~ Poisson(A), A >0, falls X : @ — {0,1,2,...} = NU {0} mit

)\k
pk:P(X:k:):e_)‘g, ke NU{0}.

Interpretation: X = #{Ereignisse im Zeitraum [0, 1]}, X ist die Rate
(Haufigkeit), mit der Ereignisse passieren konnen, wobei

P(1 Ereignis tritt wihrend At ein) = M\ At| + o(|At]),

P(> 1 Ereignis tritt wiahrend At ein) = o(|At]), |At| — o

und #{Ereignisse in Zeitintervall At;}, i = 1,...,n sind unabhéngig,
falls At;, i =1,...,n disjunkte Intervalle aus R sind. Hier |A¢| ist die
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Lénge des Intervalls At.
z. B.

X = #{ Schédden eines Versicherers in einem Geschéftsjahr}

X = #{ Kundenanrufe eines Festnetzanbieters an einem Tag}

X = #{ Elementarteilchen in einem Geiger—Zahler in einer Sekunde} .

Beispiel 3.3.1 (Pferdehufschlagtote im Preuflischen Meer, 1875-1894, nach
L. von Bortkiewicz). Die Anzahl der Tote in Folge eines Hufschlags in 10
preuflischen Kavallerieregimenten in 20 Jahren pro Truppenteiljahr ist an-
gegeben in Tabelle 3.3.1

Todesfalle 0 1 2 3 4 | >5| X
beobachtet | 109 65 22 3 1 0 200
erwartet 108,7 | 65,3 | 20,2 | 4,1 | 0,6 | 0,1 | 200

Tabelle 3.1: Todesfélle durch Hufschlag in der preuflischen Kavallerie

Die Gesamtanzahl der Truppenjahre ist 200 = 20 x 10. In der erste Zeile
der Tabelle sind beobachtete Todesfille enthalten, die sehr gut einer Poisson-
Verteilung mit Parameter A = 0,61 folgen. Dies bestétigt die 2. Zeile, die
die mittlere erwartete Anzahl der Tote aus der Poisson (\)-Verteilung mit
A = 0,61 enthilt.

Satz 3.3.1 (Approximationssatz)

1. Binomiale Approzimation: Die hypergeometrische Verteilung HG(M, S, n)
kann fiir M, S — oo, % — p durch eine Bin(n, p)—Verteilung approxi-
miert werden: Fiir X ~ HG(M, S,n) gilt

S\ (M-S
QU=
(M ) ~ k
n

pr=P(X =k)= >ﬁﬂﬂww,k=ann

M,S%oo,%—m

2. Poissonsche Approximation oder Gesetz der seltenen Ereignisse: Die
Binomialverteilung Bin(n,p) kann fir n — oco,p — 0,np — A durch
eine Poisson—Verteilung Poisson()\) approximiert werden:

. n _ AR
n—00,p—0,np—A )

mit k=0,1,2,...
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Beweis 1. Falls M,S — oo, £ — p € (0,1), dann gilt

S\ (M-S S! . (M=5)!
(k)(n—k) _ EI(S=k)!  (M—S—n+k)l(n—k)!
M) - M!
n n!(M—n)!
ol S (S=1) . (S—kt1)
Cn—Kk)k! M (M-1)...(M—-k+1)
:’/E/—’ —_——
P —p —p
(M=8)(M=S—1) ... (M=S—n+k+1)
=k .. M —n+1)
—_—
—)l—p —1-p —>1—p

= <Z>pk 1-p)*

M,S—o0 31—

2. Falls n — o0, p — 0, np — A > 0, dann gilt

ny g n—k n! k n—k
1-— = — 91—
<k>p( p) k!(n_k)!p( p)
_ Innm—-1)...(n—k+1) p (L—p)"
k! nk (ﬁzz)_/(l—p)k
-1 — AR j’:/
AR
— e ﬁfurn—>oo,p—>0,np—>/\,
weil
(1-p)" (1=2)"

A
_— ~ _— —A ~ —
A= p)F n 1 =€ , dap n(n—>oo)

O

Bemerkung 3.3.2 1. Die Aussage 1) aus Satz 3.3.1 wird dann verwen-
det, wenn M und S in HG(M,S,n)-Verteilung grof§ werden (n <
0,1- M). Dabei wird die direkte Berechnung von hypergeometrischen
Wabhrscheinlichkeiten umsténdlich.

2. Genauso wird die Poisson—Approximation verwendet, falls n grof§ und
p entweder bei 0 oder bei 1 liegt. Dann kénnen binomiale Wahrschein-
lichkeiten nur schwer berechnet werden.

Die Geschwindigkeit der Konvergenz in Satz 3.3.1, 2) gibt folgendes
Ergebnis von Prokhorov an:
>

k=0

AW nek AN 2A
(k)p (1-p) —e o \é ;mln{Q,)\}

n—o00,np—\,p—0
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3. Bei allen diskreten Verteilungen ist die zugehorige Verteilungsfunktion
eine stiickweise konstante Treppenfunktion (vgl. Bsp. 1, 2 im Abschnitt
3.2.1).

3.3.2 Absolut stetige Verteilungen

Im Gegensatz zu diskreten Zufallsvariablen ist der Wertebereich einer abso-
lut stetigen Zufallsvariablen tiberabzéhlbar.

Definition 3.3.2 Die Verteilung einer Zufallsvariablen X heif3t absolut ste-
tig, falls die Verteilungsfunktion von Fx folgende Darstellung besitzt:

Fx(@)= [ : fx@)dy, zeR, (3.1)

wobei fx : R — Ry = [0,00) eine Lebesgue—integrierbare Funktion auf
R ist, die Dichte der Verteilung von X heifit und das Integral in (3.1) als
Lebesgue—Integral zu verstehen ist.

Daher wird oft abkiirzend gesagt, dass die Zufallsvariable X absolut stetig
(verteilt) mit Dichte fx ist.

Im folgenden Satz zeigen wir, dass die Verteilung Px einer absolut stetigen
Zufallsvariablen eindeutig durch ihre Dichte fx bestimmt wird:

Satz 3.3.2 Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilung Py.

1. X ist absolut stetig verteilt genau dann, wenn
Pe(B)= [ fx(dy, BBz, (3.2)

2. Seien X und Y absolut stetige Zufallsvariablen mit Dichten fx, fy
und Verteilungen Px und Py. Es gilt Px = Py genau dann, wenn
fx(z) = fy(z) fir fast alle z € R, d.h. fiir alle z € R\A, wobei
A€ Bg und [, dy =0 (das Lebesgue-Maf von A ist Null).

Beweis

1. “<=” Falls die Darstellung (3.2) gilt, dann kann durch Fx (z) = Px((—o0, x])
sofort die Definition 3.3.2 bekommen werden. Somit ist X absolut
stetig.

“=" Falls X absolut stetig ist, dann gilt nach Definition 3.3.2
X
Fx(z) = / fx(y)dy.
—o0
Nach dem Satz 3.2.3 bestimmt Fx die Verteilung Px eindeutig.

Da aber die Verteilung in (3.2) genau die Verteilungsfunktion Fy
besitzt, gilt Px(B) = [z fx(y)dy VB € Bg.
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2. Folgt aus den allgemeinen Eigenschaften des Lebesgue—Integrals:
Jp9ly)dy = 0 VB € Bg = g(y) = 0 fir fast alle y €¢ R =

betrachte g(y) = fx(y) — fy ().
O

Bemerkung 3.3.3 (FEigenschaften der absolut stetigen Verteilungen): Sei
X absolut stetig verteilt mit Verteilungsfunktion F'x und Dichte fx.

1. Fir die Dichte fx gilt: fx(z) > 0 Vz und [ fx(z)dx =1 (vgl.
Abb. 3.8).
Diese Eigenschaften sind charakteristisch fir eine Dichte, d.h. eine

fx(l‘)/

0 i

Abbildung 3.8: Die Fliche unter dem Graphen einer Dichtenfunktion ist
gleich eins.

beliebige Funktion f, die diese Eigenschaften erfiillt, ist die Dichte
einer absolut stetigen Verteilung.

2. Es folgt aus (3.2), dass

(a) P(a <X < b) = FX(b)_FX(a) = f(ffX(y)dgﬁ Va < b’ avb eER

(b) P(X =) = [y fx(y)dy =0, VaeR,

(¢) fx(x)Ax als Wahrscheinlichkeit P(X € [z, x4+ Ax]) interpretiert
werden kann, falls fx stetig in der Umgebung von x und Az klein
ist.

In der Tat, mit Hilfe des Mittelwertsatzes bekommt man

z+Az
P(X € [x,x+ Azx]) = /x Ix(y)dy
fx() - Az, &€ (z,z+ Ax)
(fx(z) +o(1))Ax

~—
Az—0

fx(z) Az + o(Az),

weil £ — z fir Ax — 0 und fx stetig in der Umgebung von x ist.
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Fx(z)

/

0 X

Abbildung 3.9: Eine absolut stetige Verteilungsfunktion

3. Es folgt aus 2b, dass die Verteilungsfunktion Fx von X eine steti-
ge Funktion ist. F'x kann keine Spriinge haben, weil die H6he eines
Sprunges von Fx in z genau P(X = z) = 0 darstellt (vgl. Abb. 3.9).

4. Sehr oft wird fx als (stiickweise) stetig angenommen. Dann ist das
Integral in Definition 3.3.2 das (uneigentliche) Riemann—Integral. F'x
ist im Allgemeinen nur an jeder Stetigkeitsstelle X von ihrer Dichte
[x differenzierbar und F% (z) = fx(x).

5. In den Anwendungen sind Wertebereiche aller Zufallsvariablen endlich.
Somit kénnte man meinen, dass fiir Modellierungszwecke nur diskrete
Zufallsvariablen geniigen. Falls der Wertebereich einer Zufallsvariable
X jedoch sehr viele Elemente x enthélt, ist die Beschreibung dieser
Zufallsvariable mit einer absolut stetigen Verteilung giinstiger, denn
man braucht nur eine Funktion fx (Dichte) anzugeben, statt sehr
viele Einzelwahrscheinlichkeiten p, = P(X = zj) aus den Daten zu
schétzen.

Wichtige absolut stetige Verteilungen

1. Normalverteilung (Gaufs—Verteilung):
X ~ N(p,0?) fiir p € R und o2 > 0, falls

1 _(@-w)?
(&4 2052 y X E R

fx(z) =

2ro

(vgl. Abb. 3.10).
w heift der Mittelwert von X und o die Standardabweichung bzw.
Streuung, denn es gilt die sogenannte “30—Regel” (GauB, 1821):

P(p—30 < X < p+30) >0,9973
(vgl. [11] S. 121-122).
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Ix

_/

uw—30 0 7! W+ 30

Abbildung 3.10: Dichte und Verteilungsfunktion der N (u,o?)-Verteilung

Spezialfall N(0,1): In diesem Fall sieht die Dichte fx folgendermaflen

aus: 1 B
fx(z) = Ee*T, reR.

Interpretation:

X = Messfehler einer physikalischen Grofie p, 0 =Streuung des Mess-

fehlers. Die Verteilungsfunktion Fx(x) = 21W [foe” (y2_o%)2 dy kann

nicht analytisch berechnet werden (vgl. Abb. 3.10).

2. Gleichverteilung auf [a,b]:
X ~Ula,b], a<b,a,beR, falls

1

fx(z) = {b_C“

0, sonst

b
Tl a1 Abb. 3.11).

Ix(x) Fx(x)

3 N [
= — L

I
I
I
b X of a b X

oYY |

o]

Abbildung 3.11: Dichte und Verteilungsfunktion der Gleichverteilung
Ula,b].

Interpretation:
X = Koordinate eines zufillig auf [a, b] geworfenen Punktes (geome-
trische Wahrscheinlichkeit). Fir Fx (z) gilt:

1, x>b,
FX(:E): %) ZL‘E[a,b),
0, x < a (vgl. Abb. 3.11).
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fx(z) Fx(z)
T
A f
0] X o] X

Abbildung 3.12: Dichte und Verteilungsfunktion der Exponentialver-
teilung Exp()\).

3. Exponentialverteilung:
X ~ Exp(\) fir A > 0, falls

xTr) =
fx(@) 0, sonst (vgl. Abb. 3.12).

{)\e’\x , >0
Interpretation:
X = Zeitspanne der fehlerfreien Arbeit eines Geriéts, z.B. eines Netz-
servers oder einer Gliihbirne, A= Geschwindigkeit, mit der das Gerat
kaputt geht. Fix(z) hat folgende Gestalt:
1-— e*)‘z, >0,
Fx(z) =
0, x <0 (vgl. Abb. 3.12).

4. Cauchy—Verteilung:
X ~ Cauchy(a, A), falls fir A >0, « € R

A

_ R. vel Abb. 3.13
Tt (@—ap) TESVE

fx(x)

Die Verteilungsfunktion

AN T

Sx(x)

2 -5 -1 05 0 05 1 15 2 25 I

Abbildung 3.13: Dichte der Cauchy(a, \)—Verteilung

1 1
FX(x):——i—;arctg (x ) , z€eR

2
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Die praktische Interpretation dieser Verteilung ist schwierig, weil sie
keinen Mittelwert besitzt. Sie erscheint jedoch als Grenzwert anderer
Verteilungen.

3.3.3 Singulire Verteilungen

Definition 3.3.3 Sei X eine Zufallsvariable definiert auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, F, P). Die Verteilung von X heiit singuldr, falls Fx ste-
tig ist und F%(z) = 0 fir fast alle z € R gilt, d.h. fir x € R\M, wobei
(M| = [y dy=0.

Diese Menge M ist die Menge der Wachstumspunkte von Fy:

M={zeR:Fx(x+¢e)—Fx(x—e)>0 Ve>0}.

Obwohl das Lebesgue-Mafl von M Null ist, gilt Px(M) = 1 und somit
P(X € M) = 1. Mit anderen Worten kann X Werte nur aus M annehmen.
M ist der Wertebereich von X (und die Menge der Wachstumsstellen von
Fx) und ist iiberabzéhlbar.

Beispiel 3.3.2 Cantor—Treppe:

Wir werden jetzt die Verteilung einer singuléren Zufallsvariable X € [0, 1]
konstruieren. Daher werden wir eine Folge von Verteilungsfunktionen {F,}
angeben, fiir die F),(x) avd Fx(x) Vx € R. Die Funktionen F,(x) werden

wie folgt definiert:

Vn € N geben wir die Konstanzbereiche von F,, auf [0, 1] an, wobei sie sonst
durch lineare Interpolation definiert wird.

So ist z.B.
1, =z>1,
1, z>1, 3, zel[t 8],
Fi(x) = %, 6[%,%], Fy(x) = %, :UG[%,%],
0, <0, Loweld ),
0, <0

usw. (vgl. Abb. 3.14).
Fx(z) = limy, 00 Fn(x) ist offensichtlich eine stetige Verteilungsfunktion
(vgl. Abb. 3.15). Die Lénge von R\ M ist

1 2 4 1 /2\F 1 1
R\M|==-4+24 _—4...== 4y _ 2 1
R\M| =2+ >+~ + 3;:%(3) sz = 1
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1 1

CantorTreppe: Schrittl Cantor-Treppe: Schritt2 ——/]

081 R 08+ yar
0.6 R 06 E

04 F g 04 4

0.2 - 4 02/ B

L L "/
00 1 2 1 0 1 2 [ 2 3 2 1
3 3 9 9 3 3 9 3

Abbildung 3.14: Konstruktion der Cantor—Treppe: Schritt 1 und 2.

1

Cantor—T{‘cppc
0.8 - B
0.6 - B
0.4 B
0.2 - B
0 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 3.15: Cantor—Treppe

somit ist das Lebesgue-Mafl von M gleich Null und F'x ist singulér.

Die Klasse der singuléren Verteilungen spielt in den Anwendungen keine
grofe Rolle, deswegen erwahnen wir sie hier nur vollstdndigkeitshalber.

3.3.4 Mischungen von Verteilungen

Durch eine lineare Kombination der Verteilungen aus den Abschnitten 3.3.1
bis 3.3.3 kann eine beliebige Verteilung konstruiert werden. Dies zeigt der
folgende Satz, den wir ohne Beweis angeben:

Satz 3.3.3 (Lebesgue):
Eine beliebige Verteilungsfunktion kann eindeutig als Mischung aus 3 Kom-
ponenten dargestellt werden:

F(x) = p1Fi(x) + p2Fo(x) + p3F3(z), = €R,

wobei 0 <p; <1, :=1,2,3, p1+p2+p3=1,

Fy ist die Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariable X7,

F; ist die Verteilungsfunktion einer absolut stetigen Zufallsvariable Xa,
F3 ist die Verteilungsfunktion einer singuldren Zufallsvariable X3.
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Bemerkung 3.3.4 Diese Mischung von 3 Verteilungen Px, kann folgen-
dermaflen realisiert werden. Definieren wir eine diskrete Zufallsvariable NV,
die unabhéngig von X; ist, durch

1 mit Wahrscheinlichkeit p; ,
N = {2 mit Wahrscheinlichkeit ps ,
3 mit Wahrscheinlichkeit ps .

Dann gilt X 4 Xy fir X ~ F, wobei «Lr die Gleichheit in Verteilung ist
(aus dem Englischen “d” fiir “distribution”): X 4 Y, falls Px = Py.

3.4 Verteilungen von Zufallsvektoren

In der Definition 3.1.1, 2) wurden Zufallsvektoren bereits eingefiihrt. Sei
(Q, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und X : @ — R" ein n—
dimensionaler Zufallsvektor. Bezeichnen wir seine Koordinaten als (X7, ..., X,,).
Dann folgt aus Definition 3.1.1, 2), dass X;, i = 1,...,n Zufallsvariablen
sind. Umgekehrt kann man einen beliebigen Zufallsvektor X definieren, in-
dem man seine Koordinaten X; ...X,, als Zufallsvariablen auf demselben
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) einfithrt (Ubungsaufgabe).

Definition 3.4.1 Sei X = (X,...,X,) ein Zufallsvektor auf (2, F, P).

1. Die Verteilung von X ist die Mengenfunktion Px : Brn — [0, 1] mit
Px(B)=P(X € B)=P{wecQ:X(w) € B}), B Ec Bgn.

2. Die Verteilungsfunktion Fx : R™ — [0,1] von X ist gegeben durch
Fx(x1,...,2n) = P(X1 < x1,..., XNy < ) x1,...,2, € R. Sie
heifit manchmal auch die gemeinsame oder die multivariate Vertei-
lungsfunktion von X, um sie von folgenden marginalen Verteilungs-
funktionen zu unterscheiden.

3. Sei {i1,...,ix} ein Teilvektor von {1,...,n}. Die multivariate Vertei-
lungsfunktion Fj, . ;, des Zufallsvektors (X;,, ..., X;, ) heifit marginale
Verteilungsfunktion von X. Insbesondere fiir £ = 1 und ¢; = ¢ spricht
man von den so genannten Randverteilungen:

Fx,(z)=P(X; <z), i=1,...,n.

Satz 3.4.1 (FEigenschaften multivariater Verteilungsfunktionen):
Sei Fx : R" — [0,1] die Verteilungsfunktion eines Zufallsvektors X =
(X1,...,X,). Dann gelten folgende Eigenschaften:

1. Asymptotik:

lim Fx(x1,...,2,)=0, Vi=1,...,n Vzi,...,2, €R,

T;——00
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lim Fx(z1,...,2p) =1,
T1yee.yp—>+00

lim Fx(x1,...,2n) = Fix.  x (@i, x4
=00V @ {in,....i} (@1, ) O i) (Tins -2 )

wobei F{ Xig s Xiy) (x4, - .., xi, ) die Verteilungsfunktion der marginalen

Verteilung von
(Xz sz) ist, {’Ll,,Zk} C {1,...,’[?,}.
Insbesondere gilt

lim FX(wla---7$n>:FXi(xi)7 Vizl,...,n
x;j——400, jFi

(Randverteilungsfunktion).

2. Monotonie: ¥(x1,...,xy) € R™ Yhy,...,hy, >0

Fx(x1+hi,...,xn+hy) > Fx(21,...,2p)

3. Rechtsseitige Stetigkeit:

Fx(x1,...,2) = lim Fx(y1,---yyn) Y(x1,...,2,) € R?

yi—x;+0,1=1,...,n

Beweis Analog zum Satz 3.2.1. O

Definition 3.4.2 Die Verteilung eines Zufallsvektors X = (Xi,...,X,)
heift

1. diskret, falls eine hochstens abzéhlbare Menge C' C R" existiert, fiir
die P(X € C) =1 gilt. Die Familie von Wahrscheinlichkeiten

{P(X =x),z € C}
heifit dann Wahrscheinlichkeitsfunktion oder Zdihldichte von X.

2. absolut stetig, falls eine Funktion fx : R™ — [0, 1] existiert, die Lebesgue—
integrierbar auf R" ist und fiir die gilt

1 Tn
FX(ZL‘1,---,$n)=/ / Ix Wi, yn) dyn - . . dy1,

V(x1,...,2,) € R™. fx heiit Dichte der gemeinsamen Verteilung von
X.

Lemma 3.4.1 Sei X = (Xi,...,X,) ein diskreter (bzw. absolut stetiger)
Zufallsvektor mit Zahldichte P(X = z) (bzw. Dichte fx(z)). Dann gilt:
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1. Die Verteilung Px von X ist gegeben durch

Px(B) = Y P(X = 1) baw. Px(B) = /B fx(z)dz, B e Ban.
zeB

2. Die Koordinaten X;, ¢ = 1,...,n sind ebenfalls diskrete bzw. absolut
stetige Zufallsvariablen mit der Randzéhldichte

= Z PXi=y1,.... Xi1 =yi—1, Xi =2, Xip1 = Yir 15 X = Un)
(Y1se s Yim 15T,Yig 1505y ) EC

bzw. Randdichte
fx.(z) = /Rn_l fxrs e ¥im1, 2, Y1, - Yn) Ayt - dyio1 dyiga - dyn

Vx € R.

Beweis

1. Folgt aus dem eindeutigen Zusammenhang zwischen einer Verteilung
und ihrer Verteilungsfunktion.

2. Die Aussage fiir diskrete Zufallsvektoren ist trivial. Sei nun X =
(X4,...,X,) absolut stetig. Dann folgt aus Satz 3.4.1

FXZ(«T) = lim ‘ ‘Fx(l’l...:L’i_l,x,xi+1,...,xn)
yj—+00,jF1

oo ) dya

= (/Rn—l fX(yl, Ce. ,yn) dyl Ce dyi—l dyi+1 Ce. dyn) dyz

- |
S. v. Fubini

Ix; (i)

Somit ist X; absolut stetig verteilt mit Dichte fx;.

Beispiel 3.4.1 Verschiedene Zufallsvektoren:

1. Polynomiale Verteilung:
X = (Xy,...,Xg) ~ Polynom(n,p1,...,pr), ne€N,p; el0,1],
i=1,....k, YF p;=1, falls X diskret verteilt ist mit Zéhldichte

nl

P(X =z)=P(X; :wl,...,Xk:xk):ﬁpfl...pik

z1!..
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V& = (x1,...,2;) mit z; € NU{0}, und ¥ , 2; = n. Die polynomiale
Verteilung ist das k—dimensionale Analogon der Binomialverteilung. So
sind die Randverteilungen von X; ~ Bin(n,p;), i=1,...,k . (Bitte
priifen Sie dies als Ubungsaufgabe!). Es gilt P(XF | X; =n) = 1.

Interpretation:

Es werden n Versuche durchgefiiht. In jedem Versuch kann eines aus
insgesamt k£ Merkmalen auftreten. Sei p; die Wahrscheinlichkeit des
Auftretens von Merkmal ¢ in einem Versuch. Sei

X; = #{Auftretens von Merkmal i in n Versuchen}, i=1,... k.
Dann ist X = (X3,..., Xy) ~ Polynom(n, p1,...,px).

2. Gleichverteilung:
X ~ U(A), wobei A C R™ eine beschriankte Borel-Teilmenge von R"
ist, falls X = (Xy,...,X,) absolut stetig verteilt mit der Dichte

ﬁ, (x1,...,2p) €A,

0, sonst,

fx<1'1,...,xn) = {

ist (vgl. Abb. 3.16). Im Spezialfall A = [];-[a;, b;] (Parallelepiped)

€2

]RQ

0 T

Abbildung 3.16: Wertebereich A einer zweidimensionalen Gleichverteilung

sind alle Randverteilungen von X; ebenso Gleichverteilungen:

XiNU[ai,bi], izl,...,n.

Interpretation:

X = (Xi1,...,X,) sind Koordinaten eines zufélligen Punktes, der
gleichwahrscheinlich auf A geworfen wird. Dies ist die geometrische
Wahrscheinlichkeit, denn P(X € B) = [5 fx(y)dy = % fir B €
Brr N A.
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3.

Multivariate Normalverteilung:

64

X =(X1,...,Xn) ~N(u, K), p € R", K eine positiv definite (n xn)-

Matrix, falls X absolut stetig verteilt mit Dichte

1

fx(z) = W

ist.

Spezialfall zweidimensionale Normalverteilung:

Falls n = 2 und

2
01 pPo102
n= (N17M2)T7 K = 9 )
pPO102 05

dann gilt det K = 0?03(1 — p?) und

B 1
fX(xl’;w) N m 2mo109

X

exp{~ (X —w) KX —p)}, zeR"

(22 — ,u2)2

2
o7 0102

><exp{—2(1 ey
(z1,72) € R? | weil

F(z,y)

X

1 <($1 —m)®  2p(x1 — ) (22 — po) n

)}

Abbildung 3.17: Grafik der Dichte einer zweidimensionalen Normalvertei-

lung

1
1 o2 _O'O'
K= o 192 | (vgl. Abb. 3.17).
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Ubungsaufgabe 3.4.1 Zeigen Sie, dass X; ~ N(u;,02), i = 1,2. Diese
Figenschaft der Randverteilungen gilt fiir alle n > 2. Somit ist die multiva-
riate Normalverteilung ein mehrdimensionales Analogon der eindimensiona-
len N(u,0?)-Verteilung.

Interpretation:

Man feuert eine Kanone auf das Ziel mit Koordinaten (1, p2). Dann sind

X = (X3, X») die Koordinaten des Treffers. Durch die Streuung wird (X1, X2) =
(g1, po) nur im Mittel. 02 und o3 sind MaSe fiir die Genauigkeit des Feuers.

3.5 Stochastische Unabhangigkeit

3.5.1 Unabhangige Zufallsvariablen
Definition 3.5.1

1. Seien Xq,...,X,, Zufallsvariablen definiert auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, F, P). Sie heiflen unabhdngig, falls

F(Xl,...,Xn)(l"l’ . ,xn) = FXl(-Tl) e FXn(-Tn)a Ti1,...,Tn €ER
oder dquivalent dazu,

2. Sei { Xy, }nen eine Folge von Zufallsvariablen definiert auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, F, P). Diese Folge besteht aus unabhdngigen
Zufallsvariablen, falls Vk € N Vip < ig < -+ < i3 X5, X,;,,..., X5,
unabhéngige Zufallsvariablen (im Sinne der Definition 1) sind.

Lemma 3.5.1 Die Zufallsvariablen X7, ..., X,, sind genau dann unabhén-
gig, wenn fiir alle By, ..., B, € Bg gilt

P(X,€Bi,..., X, €B,)=P(X, €By)-...- P(X, € B,) (3.3)

Beweis 1. “=" Es ist bekannt, dass Brn = 0(A), wobei A eine Algebra
von Parallelepiped—Mengen in R" ist:

n
A= {endliche Vereinigungen von H(ai, bi], —oo < a; <b; < oo} .
i=1

Fir alle B= By x --- x B, € A gilt die Annahme

n
P((X1,...,Xy) € By x -+ x By) = [[ P(Xi € By).
=1
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Nach dem Satz von Carathéodory iiber die eindeutige Fortsetzung ei-
nes Wahrscheinlichkeitsmafles gilt dann

n
P((X1,...,Xy) € By x --- x By) = [[ P(Xi € By)
=1

VB =DB; X -+ X By, € 0(A) = Bgn, also VBy, ..., B, € Br. Somit ist
die Aussage “=" des Satzes bewiesen.

2. “«<” Die Unabhéngigkeit von Xi,..., X, folgt aus der Eigenschaft
(3.3) fiir B; = (—o0, 2], Vi=1...n,Vz; € R.
O

Satz 3.5.1 (Charakterisierung der Unabhdngigkeit von Zufallsvariablen)

1. Sei (X1,...,X,) ein diskret verteilter Zufallsvektor mit dem Wertebe-
reich C. Seine Koordinaten X7, ..., X, sind genau dann unabhéngig,
wenn

P(Xlle,...,anwn) = HP(Xz:xz)

V(z1,...,2) € C.

2. Sei (X1, ..., X,) ein absolut stetiger Zufallsvektor mit der Dichte f(x,  x,)
und Randdichten fx,. Seine Koordinaten X7, ..., X, sind genau dann
unabhéngig, wenn

fxn,x)(@1, . an) = H fxi ()

fir fast alle (z1,...,2,) € R™

Beweis 1. Falls Xy, ..., X, unabhéngig sind, dann folgt die Aussage aus
dem Lemma 3.5.1 fir B; = {z;}, (z1,...,2,) € C.
Umgekehrt gilt

P(X1€B1,...,Xn€Bn): Z Z P(Xlley--an:xn)
xleBlmcl n€BLRNCHL :H:.l:l P(Xl:zi)

Il
s

i=1xz,€B;NC;

I

@
Il
—_

P(XiGBZ'), Bi,...,B, € By,

wobei C; die Projektionsmengen von C auf die Koordinate ¢ sind.
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2. Falls X1,..., X, absolut stetig verteilt sind und

foxaxn =11 fx -
=1

dann gilt

1

Fix,, . xn) (@1, Tn) = /

—00

T1 Ty
Z/ / 1 fxi(vi) dyn - - dyn
T =1

—00
n T; n
= H/ Fxi i) dyi = T Fx, (%)
i=17 7 i=1
Vzi,...,z, € R. Somit sind X1,..., X, unabhéingig.

Falls X1,..., X, unabhéingig sind, dann gilt

1 Tn
/ / f(Xl,,_.7Xn)(y17-'-ayn)dyn-"dyl

= Fix,, . xn) (@1, wn) = [[ Fx,(z:) = H/ fx:(vi) dyi
i=1 o0

=17

67

/_ fxu X)) W5 Yn) dyn - . dys

1 Tn
/ / fxy (i) oo fx, (yn) dyn, . . . dy1 Vo1...z, € R.

Aus den Eigenschaften des Lebesgue-Integrals folgt, dass

n

foxtaxm @y, wn) =[] fx (@)

=1

fir fast alle z1,...,z, € R.

Beispiel 3.5.1

1. Multivariate Normalverteilung:

Mit Hilfe des Satzes 3.5.1 kann gezeigt werden, dass die Komponenten

X1,...,X, von
X =(Xy,...,Xn) ~N(u,K)

genau dann unabhéngig sind, wenn k;; = 0, i # j, wobei K = (ki;)7';—; -
Insbesondere gilt im zweidimensionalen Fall (vgl. Bsp. 3 Seite 64), dass

X7 und Xy unabhéngig sind, falls p = 0.
Ubungsaufgabe 3.5.1 Zeigen Sie es!
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2. Multivariate Gleichverteilung:
Die Komponenten des Vektors X = (Xi,...,X,) ~ U(A) sind genau
dann unabhéngig, falls A =[]} ]a;, b;] ist. In der Tat gilt dann

1 1 n 1 n
I S - I i 7_:1_[: sz i), CL'EA
fx(xr,...,2n) = {A 11—, (bi—ai) =1 bi~a; i1 (@)
0, sonst
mit x = (z1,...,oy,), wobei
0, falls x; ¢ [a;, b;
Ix (@) = { 1 i f los, b
o sonst .

Implizit haben wir an dieser Stelle benutzt, dass
Xi NU[ai,bi], 1= 1,...,’1’L

(Herleitung: fR"*l fx (x) dxy ...dzip 1 dri—1...de; = ﬁ, x; € [ai, bz])

Ubungsaufgabe 3.5.2
Zeigen Sie die Notwendigkeit der Bedingung A = []i-,[ai, bi]!

3. Zufallsvariablen X1 und Xy sind abhingig, X? und X3 jedoch unab-
hdangig:
Sei X = (X1, X3) absolut stetig verteilt mit Dichte

T+ 2120), falls 21| < 1, |22 < 1

0, sonst

Ix (w1, 22) = {

Es kann gezeigt werden, dass

1
Lol <1
le(x’L) — {27 |xl’ ,Z.: 172’

0, sonst
denn
1+l 1 27 1
fxi(z1) = / fx(z1,22) dug = f/ (I4zize)doy = =~ + 12| ==,
R 4] 2 8| . 2

falls x; € [—1,1] und Null sonst. Somit gilt

fx (@1, 22) # fx, (21) - fx, (22)

und X; und X, sind abhéngig.
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Zeigen wir, dass X7 und X3 unabhingig sind.

P(X} < u, X3 <v) = P(|X1] < v, |Xa| < V)

%fy\% fl\ﬁﬁ(l + x129) dxy dxe  w,v € [0, 1]
0, u oder v <0

=19, ue0,1],v>1
Vv, ve|0,1,u>1
1, u,v > 1
= u -/, u,ve[O,l]\z/P(ngu)-P(ngv), u,v € [0,1],
S. u.
denn
Ve, x€]0,1]
Fya(x) = {1, x>1 i=1,2,
0, sonst

woraus folgt, dass
Fxz xz2(w1,12) = Fxa2(21) - Fxz(x2), 21,22 € R

ist. Somit gilt die Unabhiingigkeit von X? und X2 (vgl. Def. 3.5.1).
Spéter werden wir zeigen, dass X7 und X2 unabhiingig sind, falls es
X7 und X5 sind.

3.5.2 Unabhangigkeit von Klassen von Ereignissen

Definition 3.5.2

1. Sei (9, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
A1, Ay C F

zwei Klassen von Ereignissen. Man sagt, dass A; und Ay unabhdngig
sind, falls alle A1 € Ay, As € Ao unabhéngig sind:

P(Al ﬂAQ) = P(A1> . P(AQ) .

2. Sei {A;}ien eine Folge von Klassen von Ereignissen aus F. Man sagt,
dass A1, As, ... unabhéngig sind, falls Vk € N, Vnq,...,np € N

k k
P(() An) = [ P(4;), An € Anys...  Any € Ay,

Jj=1 Jj=1



KAPITEL 3. ZUFALLSVARIABLEN 70

Definition 3.5.3 Sei X eine Zufallsvariable. Die o —Algebra Fx, die von X
erzeugt wird, definiert man als Fx = o(D) mit

D={{weQ: X(w)e A}, Ac A},
wobei
A = { endliche Vereinigungen von Intervallen (a;, b;], —0o < a; < b; < +o0} .

Ubungsaufgabe 3.5.3 Zeigen Sie, dass Fx = {X1(B), B € Bgr}.

Beispiel 3.5.2 Sei X eine Zufallsvariable definiert auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (2, F, P) mit 2 = R und F = Bg.

1. Falls
1, wel0,00)

X(w) = Ijg,00) (W) = { ,

0, sonst
dann gilt
FX - {@,R, (_007 0)7 [0? OO)} :
2. Falls X (w) eine stetige streng monotone Funktion auf R ist, wobei

X (+00) =400, X(—00)=—00,

so gilt Fx = F = By, weil X : R — R eine bijektive Abbildung von R
nach R ist, und 3 X! (inverse Funktion) mit X ~!(B) € Bg, B € Bg,
weil X stetig.

Definition 3.5.4 Eine Funktion ¢ : R® — R™, n,m € N heifit Borelsche
Funktion, falls sie Bgn—messbar ist, d.h. VB € Bgm ist ¢~ 1(B) € Bgn.

Bemerkung 3.5.1 Offensichtlich gilt Folgendes: Falls X ein n—dimensionaler
Zufallsvektor ist, dann ist ¢(X) ein m—dimensionaler Zufallsvektor.

Ubungsaufgabe 3.5.4 Priifen Sie die dazugehérigen Messbarkeitsbedin-
gungen.

Satz 3.5.2

1. Die Zufallsvariablen X; und X5 sind genau dann unabhéngig, wenn
Fx, und Fx, unabhéngig sind.

2. Die Zufallsvariablen X1, X9, X3, ... aus einer Folge {X,, },en sind ge-
nau dann unabhéngig, wenn Fx,, Fx,,... unabhdngig sind.

3. Seien Xi, X9 Zufallsvariablen auf (2, F, P) und ¢1,¢2 : R — R Bo-
relsche Funktionen. Falls X; und X3 unabhéingig sind, dann sind auch
©1(X1) und p2(X2) unabhingig.
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Beweis 1. Folgt aus Lemma 3.5.1:
VA € Fx,, Az € Fx, gilt:

Al = {X1 € Bl}, Ay = {XQ S BQ}
fiir Borelsche Mengen Bi, By € Br. Dann gilt

P(A1 ﬂAg) = P(X1 € B, X5 € Bg)
= P(X;€B))-P(Xs € By)
— P(4))- P(As).

2. Dasselbe aus 1) gilt auch fiir beliebige n Zufallsvariablen.

3. Es gilt F (x,) C© Fx, und Fo,(x,) C Fx,, denn z.B.

{p1(X1) € B1} ={X1 € o' (B1)} € Fx; -
—— ——— ——

€F o1 (x1) €8

Da Fx, und Fx, nach 1) unabhéngig sind, gilt dasselbe fiir ihre Teil-
mengen F, (x,) und F,(x,), somit sind auch nach 1) ¢1(X1) und
©2(X2) unabhéngig.

O

3.6 Funktionen von Zufallsvektoren

Am Ende des letzten Abschnittes haben wir Funktionen von Zufallsvariablen
betrachtet. Es hat sich herausgestellt, dass die Anwendung Borelscher Funk-
tionen auf Zufallsvektoren wieder zu der Bildung von Zufallsvektoren fiihrt.
Jetzt werden wir zeigen, dass alle stetigen Abbildungen Borel-messbar sind.

Lemma 3.6.1 Jede stetige Funktion ¢ : R®™ — R™ ist Borel-messbar.
Insbesondere sind Polynome ¢ : R® — R der Form

M,

k
_ mi;
gp(ml,...,xn)—g a;xy t...Tn
i=0

kEeN, ap,a1,...,anp € R, my,,...,my € NU{0},7 =1,...,k Borel-
messbar.

Beweis Zu zeigen ist ¢~ (Bgm) C Bgn. Es ist bekannt, dass ¢! (Bgm) eine
o—Algebra ist. Sei D,, die Menge aller offenen Teilmengen von R™. Wegen
der Stetigkeit von ¢ gilt ¢~ 1(D,,) C D, und ¢~} (Brm) = (¢~ (D)) C
o(D,,) = Bgrn, weil o(D) die minimale o—Algebra ist, die D enthélt. Dabei
gilt ¢ 1 (Brm) = o H0(Dp)) = a( Y (Dy,)), weil ¢! und N, U kommuta-
tiv sind. O
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Jetzt untersuchen wir, welchen Einfluss die Abbildung ¢ auf die Verteilung
von X ausiibt, d.h. was ist die Verteilung von ¢(X).

Satz 3.6.1 (Transformationssatz)
Sei X eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P).

1. Falls die Abbildung ¢ : R — R stetig und streng monoton wachsend
ist, dann gilt F,(x)(z) = Fx(¢'(z)) V& € R, wobei ¢! die Um-
kehrfunktion von ¢ ist. Falls ¢ : R — R stetig und streng monoton
fallend ist, dann gilt F,(x)(z) = 1 — Fx (¢~ () + P(X = ¢~ (z)),
r € R.

2. Falls X absolut stetig mit Dichte fx ist und C' C R eine offene Men-
ge mit P(X € C) = 1 ist, dann ist ¢(X) absolut stetig mit Dichte

feo ) = fx(e™H®) - (@)W, y € ¢(C), falls ¢ eine auf C
stetig differenzierbare Funktion mit ¢'(x) # 0, z € C ist.

Beweis

1. Falls ¢ monoton wachsend ist, gilt fiir x € R, dass
Fox)(z) = P(p(X) <o) = P(X < v !(2)) = Fx (¢! (2)).
Fiir ¢ monoton fallend gilt fir z € R
Fyx)y(z) = P(p(X) <z) = P(X > ¢ ()
=1-P(X <¢ (2)) =1-Fx(p ' (2)) + P(X = o~ (2)).

2. Nehmen wir 0.B.d.A. an, dass C = R und ¢'(z) > 0Vz € R.
Fir ¢/(z) < 0 verlauft der Beweis analog. Aus Punkt 1) folgt

Fux)(z) = Fx(p '(2))
o (2)
= /_Oo fx(y) dy
= [ e e Yol cer.
el (t)=y

Hieraus folgt f,(x) (t) = fx(e 1) - [(e™ 1) ()], teR.
d

Satz 3.6.2 (lineare Transformation)
Sei X : 2 — R eine Zufallsvariable und a,b € R, a # 0. Dann gilt Folgendes:

1. Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable a X + b ist gegeben durch

FX(L—b ’ a>0
Fax+b($):{1_F;8xab)+p()(:“>, a<0.

a
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2. Falls X absolut stetig mit Dichte fx ist, dann ist a X + b ebenfalls
absolut stetig mit Dichte

faxp(z) = ifX (x — b) :

lal a

Beweis 1. Der Fall @ > 0 (a < 0) folgt aus dem Satz 3.6.1, 1), weil
¢(x) = aX + b stetig und monoton wachsend bzw. fallend ist.

2. Folgt aus dem Satz 3.6.1, 2), weil p(z) = aX + b stetig differenzierbar
auf C' = R (offen) mit ¢'(x) = a # 0 ist.
O

Satz 3.6.3 (Quadrierung)
Sei X eine Zufallsvariable auf (9, F, P).

1. Die Verteilungsfunktion von X? ist gegeben durch

Fx(\z)— Fx(—/x)+ P(X = —/x), fallsz>0
0, sonst .

Fx2(x) = {

2. Falls X absolut stetig mit Dichte fy ist, dann ist auch X? absolut
stetig mit Dichte

svs (fx (VD) + fx (=), 2> 0

0, sonst .

fx2(z) = {

Beweis 1. Fiir x < 0 gilt Fx2(z) = P(X2 <z) =0.
Fir z > 0 gilt

Fya(z) = P(X?<2)=P(X| < va)
— P(—Va& <X < V&)= P(X < V) - P(X < —&)
— Fx(vVa) - Fx(—va@) + P(X = —Va).

2. Wegen 1) gilt Fx2(z) = Fx(y/x) — Fx(—+/z), da im absolut stetigen
Fall P(X = —y/x) =0 Vz > 0. Daher gilt

N
Fx> () = /_ s fx(y) dy =
N 0
=T war [ ixwa

r 1 z 1]
NP y /02\/%fX(ﬁ)dt+/o Tﬁfx(—\/i)dt

y=+/t oder y=—

— /0 2\1/%(fX(\/£)+fX(—\/7E)) dt,Vz > 0.
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Daher gilt die Aussage 2) des Satzes.

Beispiel 3.6.1
1. Falls X ~ N(0,1), dann ist Y = g+ 0 X ~ N(u,0?).

2. Falls X ~ N(u,0?), dann heifit die Zufallsvariable Y = eX lognormal-
verteilt mit Parametern p und o?. Diese Verteilung wird sehr oft in
okonometrischen Anwendungen benutzt.

Zeigen Sie, dass die Dichte von Y durch

| logrp? 0
fy(x) =< zo 27[’6 2 y T >

0, <0

gegeben ist.

3. Falls X ~ N(0,1), dann heifit Y = X2 x3-verteilt mit einem Frei-
heitsgrad.

Zeigen Sie, dass die Dichte von Y durch

1 z
I v x>0
xr) =
fy(z) {& 5 <0

gegeben ist.

Die y2-Verteilung wird sehr oft in der Statistik als die sogenannte
Priifverteilung bei der Konstruktion von statistischen Tests und Kon-
fidenzintervallen verwendet.

Satz 3.6.4 (Summe von unabhdingigen Zufallsvariablen)
Sei X = (X1, X2) ein absolut stetiger Zufallsvektor mit Dichte fx. Dann
gilt Folgendes:

1. Die Zufallsvariablen Y = X7 4+ X5 ist absolut stetig mit Dichte
fr(@) = [ Ix(vo—y)dy, Vo ek, (34)
2. Falls X7 und X2 unabhéingig sind, dann heifit der Spezialfall

fY(x):/Rle(y)fxg(fB—y)dy, reR

von (3.4) Faltungsformel.
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Beweis
2) ergibt sich aus 1) fir fx(z,y) = fx,(z) - fx,(y) Vz,y e R.

Beweisen wir also 1):

PY<H) = POGEX<o- | fx(@,y) de dy
(z,y)€R2: z+y<t

/O:o /:x fx(z,y) dy dzx

o) t
/ / fx(z,z —z)dzdx
y—z=x+y T T

t
= /_OO/RfX(x,z—x)dxdz,tGR.

Fubini
=fy(2)

Somit ist fy(z) = [ fx(z,2z — x) dx die Dichte von Y = X; + X». O

{i

Folgerung 3.6.1 (Faltungsstabilitit der Normalverteilung):
Falls die Zufallsvariablen X1, ..., X, unabhéngig mit

Xz' NN(MZ‘,O'Z-Q) 1= 1,...,n
sind, dann gilt
n n
Xt X N 30 0).
i=1 =1

Beweis Induktion bzgl. n. Den Fall n = 2 sollten Sie als Ubungsaufgabe
l6sen. Der Rest des Beweises ist trivial. ]

Satz 3.6.5 (Produkt und Quotient von Zufallsvariablen):
Sei X = (X1, X2) ein absolut stetiger Zufallsvektor mit Dichte fx. Dann
gilt Folgendes:

1. Die Zufallsvariablen ¥ = X7 - Xo und Z = % sind absolut stetig
verteilt mit Dichten

o (@) = /R ’tl’ Fx (o)1) dt,

bzw.

fZ(:B)Z/RItIfX(x-t,t)dt,xeR.

2. Falls X7 und X5, unabhéngig sind, dann gilt der Spezialfall der obigen
Formeln

Fria) = [ i @0 I, 0)

bzw.

fz(x) = /R It fx, (z - t) fx, (t) dt,z € R,
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Beweis Analog zu dem Beweis des Satzes 3.6.4. O

Beispiel 3.6.2 Zeigen Sie, dass X1/x, ~ Cauchy(0,1), falls X7, Xo ~ N(0,1)
und unabhéngig sind:

1
Fay, (@) = ——5——, zER.

m(z2 +1)’
Bemerkung 3.6.1 Da X; und Xs absolut stetig verteilt sind, tritt das
Ereignis {X2 = 0} mit Wahrscheinlichkeit Null ein. Daher ist X1(w)/x5(w)
wohl definiert fir fast alle w € Q. Fir w € : Xs(w) = 0 kann X1(w)/x5(w)
z.B. als 1 definiert werden. Dies dndert den Ausdruck der Dichte von X1/x,
nicht.



Kapitel 4

Momente von
Zufallsvariablen

Weitere wichtige Charakteristiken von Zufallsvariablen sind ihre so genann-
ten Momente, darunter der Erwartungswert und die Varianz. Zuséatzlich wird
in diesem Kapitel die Kovarianz von zwei Zufallsvariablen als Maf3 ihrer
Abhéngigkeit diskutiert. Um diese Charakteristiken einfithren zu kdénnen,
brauchen wir die Definition des Lebesgue—Integrals auf beliebigen messba-
ren Rdumen.

Beispiel 4.0.1 Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit dem endlichen Wer-
tebereich C' = {z1,...,z,} und Zéhldichte {p;}}_,, wobei p; = P(X = x;),
i=1,...,n. Wie soll der Mittelwert von X berechnet werden? Aus der An-
tike sind drei Ansétze zur Berechnung des Mittels von n Zahlen bekannt:

e das arithmetische Mittel: z,, = %Z?:l T

e das geometrische Mittel: g, = ¥/x1 - z2 ...  x,

_ -1
e das harmonische Mittel: h,, = (% A Z%)

Um g, und h,, berechnen zu kénnen, ist die Bedingung z; > 0 bzw. z; +0
i = 1,...,n eine wichtige Voraussetzung. Wir wollen jedoch diese Mittel
fiir beliebige Wertebereiche einfiihren. Somit fallen diese zwei Moglichkei-
ten schon weg. Beim arithmetischen Mittel werden beliebige x; zugelassen,
jedoch alle gleich gewichtet, unabhéngig davon, ob der Wert x;, wahrschein-
licher als alle anderen Werte ist und somit h&ufiger in den Experimenten
vorkommt.

Deshalb ist es naheliegend, das gewichtete Mittel > 1" ; z;w; zu betrach-
ten, Vi w; > 0, > w; = 1, wobei das Gewicht w; die relative Haufigkeit
des Vorkommens des Wertes x; in den Experimenten ausdriickt. Somit ist
es natiirlich, w; = p; zu setzen, ¢ = 1,...,n, und schreiben EX = > | ;p;.

77
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Dieses Mittel wird “Erwartungswert der Zufallsvariable X” genannt. Der
Buchstabe “E” kommt aus dem Englischen: “Expectation”. Fiir die Gleich-
verteilung auf {xy,...,z,}, d.h. p; = %, stimmt EX mit dem arithmetischen
Mittel z,, iberein. Wie wir bald sehen werden, kann

EX =Y 2,P(X =) als / X (w)P(dw
i=1 Q

geschrieben werden, wobei dieses Integral das Lebesgue—Integral auf (2, F, P)
ist.
4.1 Lebesguesches Integral

Historisch wird das Lebesgue-Integral auf (Q, F, P) durch Fréchet folgen-
dermaflen eingefiihrt: fiir eine Zufallsvariable X auf (2, F, P) gilt

EX = /X P(dw) = lim Z A -P(kA < X(w) < (k+ D). (4.1)

In dieser Form wurde es auch von Kolmogorow im Jahre 1933 iibernom-
men. Die Erkldrung dieser Definition ist einfach: eine beliebige Zufallsvaria-
ble X wird durch eine Folge von diskreten Zufallsvariablen X approximiert
mit den Eigenschaften:

Xa(w) = kA, falls X(w) € (kX, (k+ 1)\, VkeZ.

Aus dem Beispiel in der Einfiihrung folgt

EXy= Y EAP(kA < X(w) < (k+1)X) o BX,

h=roo {Xa—kA}
weil P(w € Q: X, (w) . X(w)) =1 (vgl. Abb. 4.1).
—

Die Formel (4.1) kann auch sehr leicht folgendermafien umgeschrieben wer-
den:

/X P(dw) = lim Z FAFx ((k + 1)A) — Fx (k)]
P(RA<X<(k+1)A)

was der Definition des so genannten Lebesgue-Stiltjes—Integrals [p xdFx (z)
entspricht. Daher gilt

EX — /Q X (w)P(dw) = /[R 2dFy(z) .
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X(w)

Xa=kX

Abbildung 4.1: Definition des Lebesgue—Integrals durch Fréchet

Wir werden jetzt jedoch eine allgemeinere Definition des Lebesgue-Integrals
angeben, die in den meisten modernen Biichern iiber Wahrscheinlichkeits-
rechnung akzeptiert wird:

Sei (E, &, 1) ein messbarer Raum, der aus der Grundmenge F, der o—Algebra
& der py—messbaren Teilmengen und des Mafles p besteht, wobei ein Maf eine
o—additive nicht—negative Mengenfunktion auf &£ ist. Sei f : F —> R eine
&-messbare Abbildung. Wir definieren das Lebesgue-Integral [, f(z)u(dx)
schrittweise:

Definition 4.1.1 Die Abbildung f heifit einfach, falls
i=1

wobei z; € R, A; ﬂAj =01 + 7, Uznzl A, =F.
Definition 4.1.2 Das Lebesque—Integral einer einfachen Funktion f bzgl. i
ist

/E fa)u(ds) = 3 sl d) - € RU {koc},

Dieser Wert héngt nicht von der Darstellung von f durch Y i, z;I(z € A;)
ab. Das heifit, falls 3{B;}!", : BiNB; = 0, i # j, und Werte {y;}7; mit
der Eigenschaft

m

Zacl (r e A :Z I(z € By)

dann gilt

n m
> @A Z yiu(B
i=1 7=1
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Ubungsaufgabe 4.1.1 Beweisen Sie dies!

Lemma 4.1.1 Sei f : E — R eine nichtnegative £-messbare Funktion.
Dann existiert eine Folge von einfachen Funktionen { f, }nen, fn > 0 Vn, fur
die gilt

fo(@) 1 f(z) VzeE

Beweis Setzen wir f,(z) = 302 %I{% < flz) < 2%} +nl{f(x) >n}
(vel. Abb. 4.2).

f(x)

Abbildung 4.2: Approximation durch einfache Funktionen

Zeigen Sie, dass f, T f gilt. O

Definition 4.1.3 Sei f(z) > 0V z eine £-messbare Funktion auf E. Dann
heift

[ f@ntdz) = lim_ [ g (@)utda)

das Lebesque—Integral von f. Es kann auch unendliche Werte annehmen.
Es kann gezeigt werden, dass fiir zwei unterschiedliche Folgen von f, 1 f

und g, T f gilt

tim [ f@pu(de) = i [ gu(@)uda).

n—o0

Das Integral ist also wohldefiniert.

Sei nun f : E — R eine beliebige Funktion, die £—messbar ist. Bezeichnen
wir mit fy(xz) = max{f(z),0} und mit f_(z) = —min{f(z),0}. Es gilt
offensichtlich

fe(@) >0, f(z) = fr(z) = f-(2), [f(@)| = f+(2) + f-(2), VzeE.
Definition 4.1.4 Das Lebesgue-Integral von f ist durch

[ t@ntdn)= [ fe@utdn) — [ 1@
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gegeben, falls min{ [, f4(x)p(dx), [5 f-(x)p(dx)} < oo. Somit kann [5 f(x)u(dx)
auch Werte oo annehmen. Falls [ |f(z)|pu(dx) < oo angenommen wird,

dann gilt [, f(z)p(dr) < oco.
Beispiel 4.1.1

1. E =R, u = Lebesgue-Maf} auf R (Lénge), £ = B(R). Dann ist

[ t@ o) = [ fla)ds.
E R
das Lebesgue—Integral auf R im Sinne der mathematischen Analysis

2. E = Q und p = P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf 2, £ = F. Dann
heifit

/ X (w)P(dw) = EX
Q

Erwartungswert der Zufallsvariablen X. Aquivalent (dies wird spéter
noch bewiesen - vgl. spéteren Satz 4.2.3 ) dazu kann EX auch als
Jg ®Px (dx) definiert werden (nach dem MaBtransport-Mechanismus).
In diesem Fall ist £ =R, F = B(R), p = Px. Da

Px(dz) = Px((z,z +dz]) = P(z < X <z + dx)
= Fx(x +dz) — Fx(z) = dFx(x), Vr e R,

benutzt man auch die Bezeichnung

EX :/R:CdFX(az).

Es ist das so genannte Lebesgue—Stiltjes—Integral.

4.2 Erwartungswert

Somit kénnen wir folgende Definition angeben:

Definition 4.2.1 Sei X eine Zufallsvariable auf (2, F, P). Sei
X(w)=X4(w)—X_(w), we
die Zerlegung von X in den positiven und negativen Teil:
X+ (w) =max{X(w),0}, X_(w)=-—min{X(w),0}, Vwe.

Falls
min{ /Q X (w)P(dw), /Q X_(w)P(dw)} < oo,

dann wird

/Q X (w)P(dw)



KAPITEL 4. MOMENTE VON ZUFALLSVARIABLEN 82

der Frwartungswert von X genannt und als EX bezeichnet. Falls
/ X ()| P(dw) < o0
0

(was dquivalent zu max{ [, X} (w)P(dw), [o X—(w)P(dw)} < oo ist), dann
heifit die Zufallsvariable integrierbar.

Die Eigenschaften des so definierten Erwartungswertes fallen mit den Eigen-
schaften des Lebesgue—Integrals zusammen:

Satz 4.2.1 (Figenschaften des Erwartungswertes)
Seien X, Y integrierbare Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(©, F, P). Dann gilt Folgendes:

1. Falls X(w) = I4(w) fir ein A € F, dann gilt EX = P(A).
2. Falls X (w) > 0, fir fast alle w € Q, dann ist EX > 0.
3. Additivitat: fir beliebige a,b € R gilt E(aX + bY) = aEX 4 DEY.

4. Monotonie: Falls X > Y fiir fast alle w € Q (man sagt dazu “fast
sicher” und schreibt “f.s.”), dann gilt EX > EY.
Falls 0 < X <Y fast sicher und lediglich vorausgesetzt wird, dass Y
integrierbar ist, dann ist auch X integrierbar.

5. |[EX| < E|X].

6. Falls X fast sicher auf €2 beschrénkt ist, dann ist X integrierbar.
7. Falls X und Y unabhéngig sind, dann gilt E(XY) = EX - EY.
8. Falls X > 0 fast sicher und EX = 0, dann gilt X = 0 fast sicher.

Beweis 1. folgt aus der Darstellung X (w) = Ia(w) = 1-Ta(w)+0-15(w)
und der Definition 4.1.2 des Lebesgue—Integrals fiir einfache Funktio-
nen.

2. folgt aus Definition 4.1.3 bis 4.2.1:
X(w)=X4(w) — X_(w), wobei X_(w) = 0 fiir fast alle w € Q. Daher
gilt

EX — /Q X, () P(dw)— /Q X_(w)P(dw) = lim /Q X7 (w)P(dw)—0 > 0,

n—00

wobei X7 einfache Zufallsvariablen mit den Eigenschaften
X'(w) > 0Vw e Q, X" — X,

sind. Dabei haben wir benutzt, dass aus X (w) = 0 f.s. EX = 0 folgt.
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3. Zunichst soll die Giiltigkeit von 3) fiir einfache Zufallsvariablen X
und Y bewiesen werden, dann nach Definition 4.1.3 fiir alle X, Y >0
und schliefllich nach Definition 4.1.4 fiir beliebige X,Y. Wir zeigen es
lediglich fiir einfache X und Y. Der Rest ist eine Ubungsaufgabe. Sei

X(w) = inIAi(w)7 Y(w) = ZinBi(w).
i=1 i=1
Damit folgt

aX +b0Y =a) wilanp, +bY yilans, = Y (az; + by;)ans,
i,j i,j 2

2%

= > azP(A;) + Y by;P(Bj)
i=1 j=1

= a Z .TZP(AZ) + b Z yjP(Bj)
=1 7j=1

= aEX +bEY, Va,beR.

4. folgt aus 2) fir die Zufallsvariable X —Y > 0 fiir fast alle w € . Falls
0 <X <Y und Y integrierbar, dann gilt 0 < EX < EY < oo und
somit ist auch X integrierbar.

5. folgt aus 4), weil —|X| < X < |X| ist und somit

~E|X| < EX <E|X]| < .

6. folgt aus 4), weil eine Konstante ¢ > 0 existiert, sodass
|.X| < c fiir fast alle w € Q

und somit E|X| < Ec = ¢ < 0.

7. Zeigen wir es fiir einfache Zufallsvariablen X und Y. Der allgemeine
Fall wird spéater behandelt. Falls

X = Z%IAN Y = ZyjIB]- ;
i J
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dann gilt
E(XY) = EQ_ila)Q_yils,)
i J

- E()_wiyjlans;) =Y zy;P(AiN B))
.J i,j

X u. Y:unabh. ZZ]: xly]P(AZ)P(B])

= > aiP(Ay)-> y;P(B;) =EX -EY,
i j

wobei wir benutzt haben, dass

P(A;NBj) = P{X =z} N{Y =y;}) = P(X =z;) - P(Y = y;)
— P(A)-P(B;), Vij.

8. Sei X > 0 fast sicher, EX = 0. Nehmen wir an, dass X # 0 fast sicher,
das heift P(X > 0) > 0. Es gilt {X > 0} = U2 {X > &,}, wobei
en 4 0, € >0 Vn. Die Folge von Ereignissen {X > &,} ist monoton
wachsend, weil €, > e,411 Vn € N. Daraus folgt, dass

0<P(X>0)= Jim P(X >e¢y)
wegen der Stetigkeit von Wahrscheinlichkeitsmaflen und somit
dneN: P(X >e,)>0.
Da g, > 0, bekommt man
EX >E (XI{ X>En}) >E <5nI{ X>6n}) = enBl{xse,) = enP(X > £,) > 0.

Damit ist EX > 0, was im Widerspruch zu EX = 0 steht.

[
Bemerkung 4.2.1
1. Aus dem Satz 4.2.1, 3) und 7) folgt per Induktion, dass
(a) Falls Xq,..., X, integrierbare Zufallsvariablen sind und ay, ..., a, €

R, dann ist ;" ; a;X; eine integrierbare Zufallsvariable und es

gilt
n n
=1 i=1

(b) Falls X1,..., X, zusétzlich unabhéngig sind und E| X} ... X,,| < oo,
dann gilt

n

E (]jx) :Zl_llEXi.
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2. Die Aussage 7) des Satzes 4.2.1 gilt nicht in umgekehrte Richtung;:
aus E(XY) = EX -EY folgt im Allgemeinen nicht die Unabhéangigkeit
von Zufallsvariablen X und Y. Als Illustration betrachten wir folgen-
des Beispiel:

(a) Seien Xj, X9 unabhingige Zufallsvariablen mit EX; = EXy = 0.
Setzen wir X = X7 und Y = X7 - Xo. X und Y sind abhéingig
und dennoch

E(XY)=E(X?X,) =EX? - EX,=0=EX -EY =0-EY =0.

(b) In der Vorlesung Stochastik III wird Folgendes bewiesen:
falls der Zufallsvektor (X,Y’) normalverteilt ist, dann sind X und
Y unabhingig genau dann, wenn E(XY) = EX - EY.

Folgende Konvergenzsétze werden iiblicherweise in der Integrationstheorie
fiir allgemeine Integrationsraume (E, &, p) bewiesen (vgl. z.B. [12], S. 186-
187):

Satz 4.2.2 (Konvergenz der Erwartungswerte)
Seien {X,, }nen, X, Y Zufallsvariablen auf (Q, F, P).

1. Monotone Konvergenz:
(a) Falls X, >Y fs. Vn € N, EY > —oo und X,, 1 X, dann gilt
EX,TEX, n— .
(b) Falls X,, <Y fs.Vn € N, EY < co und X,, | X, dann gilt
EX,lEX, n—oo.

2. Satz von Lebesgue tber die majorisierte Konvergenz
Sei | X,| <Y fs.Vn € N. Falls EY < oo und X, rd X fast sicher,

dann ist X integrierbar und es gilt

EX,, = EX und E| X, — X| ed 0 (L'Konvergenz).

Folgerung 4.2.1 Falls {X,, },en eine Folge von nicht-negativen Zufallsva-
riablen ist, dann gilt

o oo
EY X,=) EX,,
n=1 n=1
wobei diese Reihe auch divergent sein kann.

Beweis Die Aussage folgt aus dem Satz 4.2.2, 1) und 4.2.1, 3) mit

n o
Yn:ZXmY:ZlXZ-.
iz

i=1
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Satz 4.2.3 (Mafitransport im Lebesque—Integral)
Sei X = (X1,...,X,) ein Zufallsvektor auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,F,P) und sei g : R — R eine Bgn—messbare Funktion. Dann gilt

Bg(X) = [ g(X(@)Pdw) = [ g(@)Px(do) (42)

im Sinne, dass wenn eines der beiden Integrale existiert, dann existiert auch
das Andere und sie sind gleich. Dabei benutzen wir die Bezeichnung dx =
dzy ...dz, fir z = (x1,...,2,).

Beweis Nehmen wir zundchst an, dass g(x) = Ia(x) ist, A € Bgn. Dann
gilt
Eg(X) = Eljxea = P(X € A) = Px(A) = Rn I4(x)Px(dx),

und (4.2) gilt.

Per Additivitét gilt (4.2) also auch fiir beliebige einfache Funktionen g : R” — R.
Aus dem Satz 4.2.2, 1) fiir monotone Konvergenz der Lebesgue-Integrale
folgt die Giiltigkeit von (4.2) fiir beliebige g > 0. Der allgemein Fall folgt
durch die Darstellung g = g+ — g—. O

Folgerung 4.2.2

1. Jgn 9(z)Px (dx) wird oft als Lebesgue-Stiltjes-Integral [z, g(z)dFx(x)
geschrieben (vgl. S. 78). Daher gilt Eg(X) = [zn 9(2)dFx(z).

2. Falls X absolut stetig verteilt mit Dichte fx ist, dann gilt
Bg(X) = [ g(a)fx(@)da.

3. Falls X diskret verteilt mit dem Wertebereich C' = {z1,z2,...} C R”
ist, dann gilt

Eg(X) = Zg(:m)P(X =) =) gla)P(X =x).

zeC

4. Falls X eine Zufallsvariable ist, dann gelten die Aussagen des Satzes
4.2.3 und der Folgerung 4.2.2, 1) — 3) fiir n = 1. Insbesondere gilt

EX — /R 2Py (dz) — /R rdFx ()

im allgemeinen Fall,

EX:/Rfo(:c)dx
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im Fall einer absolut stetigen Zufallsvariablen X mit Dichte fx und

EX =) zP(X =)

zeC

im Fall einer diskreten Zufallsvariablen X mit Zahldichte P(X

:x)

und abzahlbaren Wertebereich C C R.

Beispiele fiir die Berechnung des Erwartungswertes:

1. Poisson—Verteilung: Sei X ~ Poisson(A), A > 0. Dann gilt

EX = ) kP(X=
k=0
= e SR
= (k- 1)!

k—1=n

‘A*Z

2. Normalverteilung: Sei X ~ N(p,0?

EX = pu.

EX

I

weil

/ L
ye 2 d

/Ra;fx(m)dx—\/%.a-/_oo
\/12?'/_O;(Ueru)ey22 dy

dy+

,AA

Zke

—e M =)\=EX = \.

), w € R, 02 > 0. Zeigen wir, dass

o0

/ % dy = p,

(/(fw L)

—x2 y2
/e Td:):'/e_Tdy
R R
+oo +oo
/ / e” dx dy

z2+y2
2

21 p+oo -2
= / / e zrdrdyp
(z,y)—Polarkoord. (r,) Jo 0

400 -2 2
27 / e 2d <T>
0 2

2m(—1) /O+o° d(e7t) =2n
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2
:>/e*y7dy:\/27r = EX =ypu.
R

3. Cauchy—Verteilung:
Sei X ~ Cauchy(0,1). Zeigen wir, dass EX nicht existiert.

0 +o0
E|X|:/lffl2d$:/ dewQ+/ _wdr
r m(1+22) oo (1 4+22)  Jo  w(142?)

_ 2/°° r dx
orwJo 1422
1 d(z?) 1

o0
7r/o 1422 t=1422 7

somit ist X nicht integrierbar.
EX ist aber nicht 400 oder —oo, sondern er existiert nicht, denn

1 o0 [e.e]
EX:</ dlnt—/ dlnt>:+oo—(+oo),
2 \J1 1

und dieser Ausdruck ist nicht definiert.

/ d(Int) = 400,
1

4.3 Alternative Darstellung des Erwartungswertes

Definition 4.3.1 Falls X eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion
Fx(z) ist, dann heift Fx(z) = 1 — Fx(z) = P(X > z), z € R, die
Tailfunktion (bzw. Schwanzfunktion) der Verteilung von X.
Satz 4.3.1 Sei X eine Zufallsvariable mit E|X|" < oo fiir ein n € N. Dann
gilt

+o0 _ 0
EX" = n/o 2" Py (x) dx — n/ 2" Py (x)dx (4.3)

— 00

+oo _
E|X|" = n/ 2" (Fx(2) + Fx(~2)) da. (4.4)
0
Beweis Beweisen wir die Formel (4.3). Nach dem Satz 4.2.3

00 00 0
EX" — / 2" Py (dr) = / 2" Py (dz) + / " Py (dz) .
0 —0o0

— 00

/ xnpx(dw) = / / nyn_lf(y c (0’ 33)) dyPX(dx)
0 o Jo
(o) o0 n_l
S. v. Fubini TL/O /0 Yy (O <y < J)) X(dl’) dy

00 +oo
= n/ y”_l/ Px (dz) dy
0 y

= n/o Y"1 Fx(y) dy
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/0 a" Px (dx) = /O (—1) /O ny" " dyPx (dz)

—0o0
0
= n/
oo

0 0
n—1
S. v. Fub1n1 n/ / Yy I LU < y)PX(dl‘) dy

00 o)
0

)
Yy / Px(dx) dy
[ee]

/ N
/

y" I (x <y < 0)dyPx(dx)

= —n

P(X<y)=Fx(y)
0
y" ' Fx(y)dy.

(e}

== —n

+oo _ 0
= EX" :n/o y”_lFX(y) dy—n/ y”_lFX(y)dy.

— 00

Die Formel (4.4) wird analog bewiesen. O

Folgerung 4.3.1 1. Der Erwartungswert einer integrierbaren Zufallsva-
riablen X kann somit aus der Formel (4.3) (fiir n = 1) als

+oo 0
EX = Fx(x)dx — Fx(x)dx
0 —00

berechnet werden.

2. Falls insbesondere X > 0 fast sicher, dann gilt

—+00

EX = Fx(z)dr, denn Fx(z)=0, z<O0.
0

Beispiel 4.3.1

l—e ™ >0

X ~ Exzp()\) = Fx(z) =
P x(@) {0, 2 <0

— Fx(z)=e ™, 2>0
EX = [ Fx(@)de= [ e>d LT evay =t —px -t
= = - = — - = — = = —
/0 x(z) dx /0 e xy:/\x/\/o eVdy =+ 3
Definition 4.3.2
1. Sei F' : R — R eine nichtfallende und rechtsseitig stetige Funktion.
Ihre verallgemeinerte Inverse Funktion F~! wird definiert als

Fly)=inf{z €R: F(z) >y}, yeR,

wobei inf ) = co gesetzt wird.
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2. Die verallgemeinerte Inverse F' );1 einer Verteilungsfunktion Fx von
der Zufallsvariablen X wird Quantilfunktion von X genannt.

Lemma 4.3.1 Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F'x. Dann
gilt Folgendes:

1. Thre Quantilfunktion Fi': [0,1] — R ist nichtfallend auf [0, 1].
2. Esgilt y < Fx(z) <= Fx'(y) <z Vye[0,1], =z€R.

3. Falls F'x streng monoton wachsend und stetig ist, dann ist F' );1 die
Inverse von Fx im iiblichen Sinne.

4. Falls g, h : R — R zwei nichtfallende rechtsseitig stetige Funktionen
sind, dann gilt

F oo ®) = Folo ) + Fio (), Yy e[0,1].

Beweis 1. folgt aus der Definition 4.3.2 1) (vgl. Abb. 4.3).

Abbildung 4.3: Quantilfunktion F'y ! als verallgemeinerte Inverse von F

2. Die Richtung = folgt aus der Definition 4.3.2.
Nun sei umgekehrt Fy 1(y) < x. Wegen der Monotonie von F gibt es
eine Folge {z,,} mit =, | z, Fx(z,) >y Vn € N. Da Fx rechtsseitig
stetig ist, folgt daraus Fx(z,) — Fx(z) > y.
Dieser Beweis gilt genauso fiir beliebige monoton nicht fallende rechts-
seitig stetige Funktionen F.

3. ist offensichtlich, da Fx eine bijektive Abbildung R < [0, 1] ist.
4. Yy € [0,1], Vx € R gilt aus Punkt 2)

F&ﬁf)(y) <z <= Fyx)(r)>y<+= P(g(X)<z)>

y
= P(X<gl'x)>y< Fx(g (=) >y
= Fy'(y) <g '(z) = g(Fx'(y) <=z.
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Daher folgt F, ) (y) = g (Fx'(v))-

Auf dhnliche Weise wird gezeigt, dass
Fio@) = (F'®),
Fiotmoo® = (g+h) (Fx'@), vyeo1].

Daraus folgt

Fommeo® = FinoW) =(g+h) (Fﬁl(y))
= 9(Fx'W) + 1 (Fx' ) = Eydo W) + By
Vyelo1].

Satz 4.3.2 Falls X eine integrierbare Zufallsvariable ist, dann gilt

1
BX = [ Fy'w)ay.
0
wobei Iy 1 die Quantilfunktion von X ist.

Beweis 1. Sei X > 0 fast sicher. Dann gilt

[ mwa = [ [T10se<rRw)ara

={Fx (z)<y}

oo pl
— I(F3My) > x) dy dx
= | f, Rz 0

= /[)oofolf(yZFx(m))dydfC

= /OOO/FlX(x) dyda“:/ooo(l—FX(ﬂ?))dx

= / Fx(z)dx = EX
0

nach der Folgerung 4.3.1, 2).
2. Analog gilt im Falle X < 0 fast sicher

1 1 0
/ Fil'lydy = —/ / I(Fx'(y) <z <0)dzdy
0 0 J—oo “N——
<0

0 1 -
= - I < Fx(xz) )dydx
= | [ 1 y< Px@) yay
b ={F¢' (y)<e<0}

— —/0 Fy(z)dz = EX

— 00
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nach der Folgerung 4.3.1, 1).
3. Im allgemeinen Fall gilt X = X — X_. Nach Lemma 4.3.1, 4) gilt

1 1
/0 Fly)dy = /0 Fyi x (y)dy
1

_ —1 —1
= /0 (FX+(y) +Fx (y)) dy
Lemma 4.3.1

1 1
= /0F3(1+(y)dy+/o F7 (y)dy
N
>0

——
<0

\):/) EX, +E(-X_)=E(X; - X_)=EX
1),2

O

4.4 Varianz

Neben dem “Mittelwert” einer Zufallsvariablen, den der Erwartungswert re-
préasentiert, gibt es weitere Charakteristiken, die fiir die praktische Beschrei-
bung der zufilligen Vorgénge in der Natur und Technik sehr wichtig sind.
Die Varianz z.B. beschreibt die Streuung der Zufallsvariablen um ihren Mit-
telwert. Sie wird als mittlere quadratische Abweichung vom Erwartungswert
eingefiihrt:

Definition 4.4.1 Sei X eine Zufallsvariable mit EX?2 < oo.

1. Die Varianz der Zufallsvariablen X wird als Var X = E(X — EX)?
definiert.

2. v/Var X heifit Standardabweichung von X.

3. Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit E|XY| < oco. Die Grofie
Cov (X,Y) =E(X —EX)(Y —EY) heifit Kovarianz der Zufallsvaria-
blen X und Y.

4. Falls Cov (X,Y) = 0, dann heiflen die Zufallsvariablen X und Y un-
korreliert.

Satz 4.4.1 (Figenschaften der Varianz und der Kovarianz)
Seien X,Y zwei Zufallsvariablen mit E(X?) < oo, E(Y2) < co. Dann gelten
folgende Eigenschaften:

1. Cov (X,Y)=E(XY)-EX -EY, Var X =E(X?) — (EX)?. (4.5)

2. Cov (aX 4+ b,¢Y +d) =ac-Cov (X,Y), Va,b,c,deR, (4.6)
Var (aX +b) = a*Var (X), Va,beR.



KAPITEL 4. MOMENTE VON ZUFALLSVARIABLEN 93

3. Var X > 0. Es gilt Var X = 0 genau dann, wenn X = EX fast sicher.
4. Var (X +Y) = Var X + Var Y + 2Cov (X,Y).

5. Falls X und Y unabhéngig sind, dann sind sie unkorreliert, also gilt
Cov (X,Y) =0.

Beweis 1. Beweisen wir die Formel Cov (X,Y) = E(XY) — EX - EY.
Die Darstellung (4.5) fiir die Varianz ergibt sich aus dieser Formel fiir
X=Y.

Cov (X,Y) =E(X — EX)(Y — EY)

(XY XEY — YEX + EX -EY)
(

(

XY)-EX-EY —EY -EX + EX -EY
XY)-EX-EY.

Il
H 90 49

2. Beweisen wir die Formel (4.6). Die Formel (4.7) folgt aus (4.6) fiir
X=Y,a=cund b=d. Es gilt
Cov (aX +b,¢Y +d) =E((aX +b—aEX —b)(cY +d— cEY —d))
=E (ac(X —EX)(Y — EY))
=acCov (X,Y), Va,bc,deR.

3. Es gilt offensichtlich
Var X =E(X —EX)?>0,da (X —EX)?>0 YweQ.

Falls X = EX fast sicher, dann gilt (X — EX)? = 0 fast sicher und
somit E(X —EX)?=0= Var X =0.

Falls umgekehrt Var X = 0, dann bedeutet es E(X — EX)? = 0 fiir
(X —EX)? > 0. Damit folgt nach Satz 4.2.1, 8) (X — EX)? = 0 fast
sicher = X = EX fast sicher.

4. Var (X 4+Y)=EX +Y)? - (E(X +Y))?
=E(X?+2XY +Y?) — (EX +EY)?
=E(X?) +2E(XY) +EY? - (EX)? - 2EX -EY — (EY)?
=EX? - (EX)24+E(Y? — (EY)?24+2(E(XY) —EX -EY)
Var X Var Y Cov (X,Y)
= Var X 4+ Var Y +2Cov (X,Y).

5. Falls X und Y unabhéngig sind, dann gilt nach dem Satz 4.2.1, 7)
E(XY)=EX -EY und somit Cov (X,Y)=E(XY) - EX -EY =0.
O
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Bemerkung 4.4.1 Die Varianz von X kann man aquivalent als

Var X = min E(X — a)?
a€R

einfihren.

In der Tat gilt E(X — a)? = E(X?) — 2aEX + a® und somit

min E(X — a)? = E(X?) + min(a® — 2¢EX) = E(X?) — (EX)? = Var X,
a€R a€R

weil arg min,egr (a?—2aEX) = EX und somit mingeg (a2 —2¢EX) = —(EX)?
(vgl. Abb. 4.4).

Abbildung 4.4: Veranschaulichung zu Bemerkung 4.4.1.

Folgerung 4.4.1 1. Es gilt Vara =0 Va € R.
2. Falls Var X = 0, dann ist X = const fast sicher.

3. Fir Zufallsvariablen X1, ..., X, mit EX? <oo,i=1,...,n gilt

Var (Z X,-) =Y Var X; +2) Cov (X;, X;).
i=1

i=1 i<j
4. Falls X1,..., X, paarweise unkorreliert sind, dann gilt
n n
Var (Z Xi> = ZVar X;.
i=1 i=1
Dies gilt insbesondere dann, wenn die Zufallsvariablen X, ..., X, paar-

weise unabhéingig sind.
Beweis
1) und 2) folgen aus Satz 4.4.1, 3).

3) folgt aus dem Satz 4.4.1, 4) per Induktion bzgl. n (Genaue Ausfiithrung:
Ubungsaufgabe!).
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4) folgt aus 3), weil Cov (X;, X;) =0 Vi # j nach der Definition 4.4.1,
4) und Satz 4.4.1, 5).

O
Beispiel 4.4.1

1. Poisson—Verteilung:
Sei X ~ Poisson(A), A > 0. Zeigen wir, dass Var X = .
Es ist uns bereits bekannt, dass EX = A. Somit gilt

00 k
Var X = EBX?)-X=) & e_A% -2
k=0 ——
=P(X=k)
T N
= e Z(k(k—l)jtk)ﬁ—)\
k=1
v Mo A
= D kk=1)Tr Y ket =
k=1 k=1
~—_———
—EX=\
o )\ka )\2
_ -\ Z + A\ — )\2
= (k—2)!
2 -2 2 _
= N)e PHA= AT =
m=k—2 m=0
=1
= Var X = \.

2. Normalverteilung:
Sei X ~ N(u,0?). Zeigen wir, dass Var X = 2. Wie wir wissen, gilt
EX = p und somit

1 @
Var X = E(X — u)2 = /(x — ,u)2 e 322 dr
R 2o
—_——
=fx ()
1 5 9 _u?
= ——o0 e 2.d
~ Vor Je’ Y
y: o
1 [e'e] 2 2 1 o) 2
= —(72/ ye 2.d A —02/ yd <€_y2)
\Y 27T —00 2 27T —00
1 9 y2 o /OO _ﬁ
= — 0 —ye” 2 + e 2 d
1
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3. Binomialverteilung:
Sei X ~ Bin(n,p). Berechnen wir EX und Var X. Man kann dafiir
die Darstellung Var X = E(X?) — (EX)? verwenden.
Es gibt aber auch eine einfachere Methode, um EX und Var X zu
bestimmen. Dafiir gehen wir von der folgenden Interpretation fiir X
aus:

n
x4 #{Erfolge in n unabhéngigen Versuchen} 4 Z X,
i=1

wobei X; ~ Bernoulli(p) und X1, ..., X, unabhingig. Somit gilt

n n n
EX = E (le) =Y EX;=) p=mp,
i=1

i =1

=1
n n

Var X = Var( XZ-> = Z\/ar X;
i=1 Folg. 4.4.1, 4) =1

n

= > p(l—p)=np(l—p).

=1

Dabei haben wir EX; = p, Var X; = p(1 — p) fir X; ~ Bernoulli(p)
verwendet (Beweisen Sie es als Ubungsaufgabe!).

4. Gleichverteilung:
Sei X ~ Ula,b]. Berechnen wir EX und Var X.
2" $2—a® (b—a)b+a) b+a
. 2b—a)  20b—a) 2
b

bog 1 =z
EX = de = ——
/¢1be v b—a 2

b 2 3 3_ 3 . 2 9
EX2:/ A _ b —a :(b a)(b* + ab+ a®)
ab—a " 3b-a)|, 30b-a 3(b— a)

Zé(bz—l—ab—{—cﬂ).
Somit gilt
2
Var X = B(X?) — (BX)? = £(a® +ab+1?) — 20

_a*+ab+ b a®+2ab+ b
B 3 a 4
_ 4a® + 4ab + 4b* — 3a® — 6ab — 3b>
N 12
a? —2ab+b?  (b—a)?
12 12
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4.5 Kovarianz und Korrelationskoeffizient

Definition 4.5.1 Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit 0 < Var X,
Var Y < co. Die Grofle

Cov (X,Y)
vVar Xv/Var Y

heifit Korrelationskoeffizient von X und Y.
o(X,Y) ist ein Maf fiir die lineare Abhéngigkeit der Zufallsvariablen X und
Y.

Satz 4.5.1 (Eigenschaften des Korrelationskoeffizienten):
Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit 0 < Var X, Var Y < co. Dann gilt

1 Jo(X,Y) < 1.

o(X,Y) =

2. o(X,Y) = 0 genau dann, wenn X und Y unkorreliert sind. Eine hin-
reichende Bedingung dafiir ist die Unabhéngigkeit von X und Y.

3. |o(X,Y)| =1 genau dann, wenn X und Y fast sicher linear abhéngig
sind, d.h., Ja £0,beR: P(Y =aX +b) =1.

Beweis Setzen wir

s _X-BX o Y-EY
- VVar X - VVar Y

Diese Konstruktion fiihrt zu den sogenannten standardisierten Zufallsvaria-
blen X und Y, fir die

EX =0, Var X =1, Cov (X,Y)=E(XY)=0(X,Y)
EY =0, VarY =1.

1. Es gilt
0 < Var (X+Y)=EX+Y) = EX)? £2E(X-Y) + E(Y)?
~—— ~——
Var X=1 Var Y=1

= 2£20(X,Y) =14 0(X,Y) > 0= [o(X,Y)| < 1.

2. Folgt aus der Definition 4.5.1 und dem Satz 4.4.1, 5).

3. “«<” Falls Y = aX + b fast sicher, a # 0, b € R, dann gilt Folgendes:
Bezeichnen wir EX = p und Var X = ¢2. Dann ist EY = ap +b,
Var Y = a? - 02 und somit

__ X — X 4+ b—au—
o(X,Y) = E(XY) :E< poaX b= ap b)
o la| - o

X —p\? =
:E<( M) -sgna)zsgna-E(XQ):sgna:jzl.
——

(2

I Var X=1
X2
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“=" Sei [o(X,Y)| = 1. O.B.d.A. betrachten wir den Fall o(X,Y) = 1.
Aus 1) gilt Var (X —Y)=2-20(X,Y)=0= X — Y = const
fast sicher aus dem Satz 4.4.1, 3). Somit sind X und Y linear
abhingig.

Fiir den Fall o(X,Y) = —1 betrachten wir analog

Var (X +Y)=2+20(X,Y) =0.

Beispiel 4.5.1
Korrelationskoeffizient einer zweidimensionalen Normalverteilung

Sei X = (X1, X2) ~ N(u, K) mit g = (u1, u2) und

2
o 00109
K= ! , |-
00102 05

Zeigen wir, dass o(X1, X2) = 0. Es gilt o(X1, X2) = E(X1, X2), wobei

_ X, — _ X, —
Xlzli“ljgﬁzzi'u?’
o1 o9

da wir wissen, dass X; ~ N(u;,02),i=1,2.

Dann
X1 —p1 Xo— 2
X1, X5)=E . _
Q( 1 2)_ [ o1 o
1
= /(331—Ml)($2—M2)fx($17$2)d901d3?2
~— o102 Jge
S. 4.2.3
— [ e mten e (<
= x — g — cexp | ———~
1—@2'27'('0'%0'% —o00 J —oco ! i ? Hz 2(1_Q2)
_ 2 2 _ _ _ 2
" {(331 2#1) _ 20— ) (@2 — p2) | (@2 2M2) }) de, dy
07 01 g9 g5
B 1 1 /OO /Oo o
yizz_f.“’" 1—022m J o —ooyly2
X exp . (y? — 20y1y2 +v2) | dy1 dys
2(1 - ¢?)

1 [ [® 1
= %/ / (tx/lQ2+Qy2)y2~exr>(2(t2+y§)>dtdy2
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o0 y%
9 22
yse” 2 dyo

1 e 2 e Y3 0 o 2
:—\/1—Q2/ te_7dt/ yge_Tdyg—l--&-f/ e” 2 dt-/
2 oo 21 J_ o

=0 =0 =27
+oo %) 2
0 > v ( y%) 20 v / A
= — (=2 e 2d| -2 )| = — — e 2 + e 2 d =0,
N )/0 e 2) T | T, T | =e
=0 =27 /2

da yf + 20y1y2 + y3 = (y1 — 0y2)* + (1 — 0*)y3 .

Wir stellen somit fest, dass o(X1, X2) = p ist. Dabei ist

Cov (X1, Xs) = 0(X1,X5) - v/Var X1 - v/Var Xo = 0 0109

und somit gilt

K — o? 00109 B Var X; Cov (X1, X9)
00102 03 Cov (X1, X2) Var X

= (Cov (X, Xj))7,_; -

Diese Matrix heifit Kovarianzmatriz des Zufallsvektors X. Nebenbei haben
wir auch ein weiteres wichtiges Ergebnis bewiesen:

Falls X = (X1,X3) ~ N(u, k), dann sind X; und X9 unabhingig genau
dann, wenn sie unkorreliert sind, d.h. o(X3,X2) = 0. Dies folgt aus der
obigen Darstellung fiir K und dem Satz 3.5.1 fiir die Produktdarstellung
der Dichte von unabhéngigen Zufallsvariablen.

4.6 Hohere und gemischte Momente

Aufler des Erwartungswertes, der Varianz und der Kovarianz gibt es eine
Reihe von weiteren Charakteristiken von Zufallsvariablen, die fiir uns von
Interesse sind.

Definition 4.6.1 Seien X, X1, ..., X,, Zufallsvariablen auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum (2, F, P).

1. Der Ausdruck uy = E(X*), k € N heifit k-tes Moment der Zufallsva-
riablen X.

2. jiy = B(X —EX)* k € N heiBt k-tes zentriertes Moment der Zufalls-
variablen X.

3. E (Xfl S Xﬁ") , k1,...,kn € N heifit gemischtes Moment der Zu-
fallsvariablen X1,...,X,, der Ordnung k =k1 + ...+ k.
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4. E [(Xl —EX)R (X — EXn)k"} heiflt zentriertes gemischtes Mo-
ment der Zufallsvariablen X1,...,X,, der Ordnung k = k1 +...+ k,, .

Anmerkung:

(a) Die angegebenen Momente miissen nicht unbedingt existieren,
beispielsweise existiert EX*, k € N fiir X ~ Cauchy(0,1) nicht.

(b) Offensichtlich ist Var X das zweite zentrierte Moment von X,
genauso wie Cov (X,Y') das zweite zentrierte gemischte Moment
von X und Y ist. Dabei haben Momente dritter und vierter Ord-
nung eine besondere Bedeutung;:

Definition 4.6.2 1. Der Quotient

ViR)P  /(Var X)?

heiflt Schiefe oder Symmetriekoeffizient der Verteilung von X. Falls
~v1 > 0, dann ist die Verteilung von X rechtsschief bzw. linkssteil (fiir
~v1 < 0 linksschief bzw. rechtssteil) vgl. hierzu Abbildung 4.5. Es ist

7 = Sch(X) = /s BX — BX)7 =E (X3)

N

linksschief

i

Abbildung 4.5: Veranschaulichung der Schiefe einer Verteilung an Hand der
Grafik ihrer Dichte

ein Maf fiir die Symmetrie der Verteilung.

2. Der Ausdruck
i . E(X-EX)! s
== -3=——_—"-—-3=E(X")-3
i i3 (Var X)?2 ( )
heifit Wolbung (Exzess) der Verteilung von X. Es ist ein Maf fiir die
“Spitzigkeit” der Verteilung:
v9 >0 — Verteilung steilgipflig
v9 <0 — Verteilung flachgipflig, vgl. Abb. 4.6.
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T

Abbildung 4.6: Veranschaulichung der Woélbung einer Verteilung an Hand
der Grafik ihrer Dichte

Die beiden Kerngroéfien messen Abweichungen der Verteilung von X
von einer GauBschen N (p, 0?)-Verteilung, fiir die v; = 72 = 0.

Ubungsaufgabe 4.6.1 Beweisen Sie, dass 71 = 72 = 0 fiir X ~ N(p, 0?).

Momentenproblem: Ist die Verteilungsfunktion Fx einer Zufallsvariablen X
eindeutig durch ihre Momente p;; = EX*, n € N bestimmt?

Beispiel 4.6.1 1. Falls X ~ N(u,0?), dann definieren p = 3 und o2 =
po — p die Dichte (und somit die Verteilung) von X eindeutig.

2. Falls X ~ Bin(n,p), dann ist pu; = np,
Var X = pg—pi=np(l—p)

M2
— u(l—p) = pp—p—=1-p=—"—m

K1
2
N p=1-0+m
n==tr=pu/(1-"12+ )

= 1, po definieren die Zé&hldichte (und somit die Verteilung Py )
von X eindeutig.

Frage: Was ist im allgemeinen Fall? Die vollstdndige Antwort geben wir im
folgenden Satz.

Satz 4.6.1 Sei X eine Zufallsvariable mit Wertebereich C C R, d.h.
P(Xe(C)=1,
und mit allen endlichen Momenten j;, = EX* n e N.

1. Falls C ein endliches Intervall ist, dann ist die Verteilung Px von X
eindeutig durch {p }ren bestimmt.
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2. Falls C ein unendliches Intervall ist (z.B. C' = [0,00) oder C' = R),
dann ist es nicht immer der Fall. Wir geben folgende hinreichende
Bedingung an: Falls

1

a on
(a) lim sup Hon < 0o oder
n—oo
(b) © 1
Z T = 0,
n=1 iy

dann ist Py eindeutig durch {p, }nen bestimmt.

3. Falls C' = R und X absolut stetig verteilt mit Dichte f(x) ist, f(z) > 0
Vz € R, dann ist Px nicht eindeutig durch {p }ren bestimmt, falls

—1

/ og f(x)dx < o
S

Genau dasselbe gilt fiir f(z) mit C = [0, 00) und

o ]
/ ogf(:c)dm<oo
0 1+ 22

(4.8)

Beispiel 4.6.2 Sei X ~ N(0,3). Dann ist Py eindeutig durch {i, }nen
bestimmt. Fiir Y = X3 gilt dies allerdings nicht, denn fiir Y ist die Dichte
gleich

of 3l

f@)= 577

und die Bedingung (4.8) ist erfullt (Bitte weisen Sie es nach!).

,rER,

Jetzt ist es an der Zeit, die Aussage 7) des Satzes 4.2.1 in folgender allge-
meinen Form zu beweisen:

Satz 4.6.2 Seien X,...,X,, Zufallsvariablen mit

E|Xi|<oo,Vi=1,....,n,E[X;-...- X;| < 0.
Falls X1,..., X, unabhéngig sind, dann gilt
E(X1-...-X,,) =EX;-...-EX,.
Beweis Wir benutzen den Transformationssatz 4.2.3 fiir
X=(X1,....,.Xpn), p(x1,...,2p) =21 - ... - Tp .
E(Xy-...-Xy) = /Hxl-...-anX(dm...d:Un)

Lemma 3.5.1

i=1’R i=1
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O
Bemerkung 4.6.1 Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz des ge-
mischten Momentes E(X; - ... X)) ist E|X;|" < o0, i=1,...,n, denn
n
E|X; ... - X,|<E <Z | X5 " {| X = max{| X1],..., \Xn\}}>
i=1

n
<) EIXi|" <o,
=1

4.7 Ungleichungen

Satz 4.7.1 (Ungleichung von Markow):
Sei X eine Zufallsvariable mit E|X|" < oo fiir ein r > 0. Dann gilt

E[X]"

P(X|>e)< =21 we>0.

Beweis Es gilt

EIX|" = E(X|"-I(|X] < ¢) +E (| X]" - I(|X]| > ¢))
>0
> E("- I(|X|>¢e) =¢" P(IX]| >¢),

daher P(|X| > ¢) < 21" 0

er

Folgerung 4.7.1 (Ungleichung von Tschebyschew).

1. Sei X eine Zufallsvariable mit EX? < oo und € > 0. Dann gilt

Var X
5

P(|X —EX|>¢) <
5

2. Sei EesX < oo fiir ein s > 0. Dann gilt

Ee/\X
P(X>eg)<——,¥e>0 VO<A<s.
e g
Beweis Benutze die Markow—Ungleichung fiir die Zufallsvariable
1. Y=X—-—EX und r =2 und

2.Y =M >0, e=eM0, r=1.
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Beispiel 4.7.1 Der Durchmesser der Mondscheibe wird aus den Bildern
der Astrophotographie folgendermafien bestimmt: bei jeder Aufnahme der
Mondscheibe wird ihr Durchmesser X; gemessen. Nach n Messungen wird
der Durchmesser als X,, = % 1 X; aus allen Beobachtungen geschétzt.
Sei p = EX; der wahre (unbekannte) Wert des Monddurchmessers. Wie
viele Beobachtungen n miissen durchgefiihrt werden, damit die Schétzung
X,, weniger als um 0,1 vom Wert p mit Wahrscheinlichkeit von mindestens
0,99 abweicht? Mit anderen Worten, finde n: P(|X,, — u| < 0,1) > 0,99.
Diese Bedingung ist dquivalent zu P(| X, —u| > 0,1) <1—-0,99 = 0, 01. Sei
Var X; = 02 > 0. Dann gilt

= 1 & 1 9
Vaan:?-;VarXi:ﬁ-n-a = —,

wobei vorausgesetzt wird, dass alle Messungen X; unabhéngig voneinander
durchgefiihrt werden. Somit gilt nach der Ungleichung von Tschebyschew
Var X, _ o?

0,12 n-0,01’

P( X, =l >0,1) <

woraus folgt, dass
2

g 4 2

> ——Q==10"-0".
" 0,012 ’

Fiir 0 = 1 braucht man z.B. mindestens 10000 Messungen! Diese Zahl zeigt,
wie ungenau die Schranke in der Ungleichung von Tschebyschew ist. Eine
viel genauere Antwort (n > 670) kann man mit Hilfe des zentralen Grenz-

wertsatzes bekommen. Dies wird allerdings erst im Kapitel 7 behandelt.

Satz 4.7.2 (Ungleichung von Cauchy—Bunjakowski-Schwarz)
Seien X und Y Zufallsvariablen mit EX?2, EY? < co. Dann gilt E|XY| < oo
und E|XY| < VEX?. - VEY?2.

Beweis Falls EX? = 0 oder EY? = 0, dann gilt X = 0 fast sicher oder
Y = 0 fast sicher (vgl. Satz 4.2.1, 8)). Nach dem Satz 4.2.1, 3) gilt dann
E|XY| = 0, und die Ungleichung ist erfillt. Nehmen wir jetzt an, dass
EX? >0, EY? > 0. Fithren wir Zufallsvariablen

~ X - Y
X = und Y = ——
vEY?2 EY?

ein. Fiir sie gilt EX? = EY? = 1.
Da 2|XY| < X2 4+ Y2, so folgt daraus 2E[XY| < EX?+EY?=1+1=2
und somit E|XY| < 1, woraus die Ungleichung folgt:

E|XY| < VEX? . VEY?.
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Satz 4.7.3 (Jensensche Ungleichung)
Sei X eine Zufallsvariable mit E|X| < oo und sei g : R — R eine konvexe
Borel-messbare Funktion. Dann gilt

9(EX) < Eg(X).
Beweis Fiir eine konvexe Funktion g gilt:
Vzg € RIA(zo) €R: g(z) = g(x0) + (z — 0) - A20) -

Falls g differenzierbar in zg ist, kann z.B. A(zg) = ¢'(x0) genommen werden.
Setzen wir z = X und zg = EX, dann bekommen wir

g(EX)+ (X —EX) - MEX), oder,

g(EX) + (EX — EX) - A(EX) = g(EX).

=0

AVARLY}

Folgerung 4.7.2 (Ungleichung von Ljapunow)
Sei X eine Zuvallsvariable.

1 1
s T

1. Fiir 0 < s < ¢ gilt (E|X[*)* < (E|X])
2. B|X| < (B[X[2)? <--- < (B|X|")" .

Beweis 1. Setzen wir g(z) = |z|", r = £, in der Ungleichung von Jensen
mit Y = |X|*. Wir bekommen |[EY|" < E|Y|", d.h.

=

(B|X|")s < E[X|"t = B|X|' = (B|X|)* < (B|X])7 .

@

2. folgt aus 1) fur eine Folge von s =n,t=n+1, Vn € N.
O

Bemerkung 4.7.1 1. Die erste Ungleichung (E|X|)? < E|X|? in der
Kette aus Folgerung 4.7.2, 2) folgt auch aus der Eigenschaft 0 <
Var X = EX? — (EX)? der Varianz von X.

2. Analog zu 1) folgt die Ungleichung |Cov (X,Y)| < vVar X - vVar Y
aus der Eigenschaft |o(X,Y)| < 1 des Korrelationskoeffizienten.

3. Aus der Folgerung 4.7.2 wird klar, dass aus E|X|" < oo folgt
E| X! <00, 0<j<n.

Satz 4.7.4 (Ungleichung von Hélder)
Seien 1 < p,q < oo und % + % = 1. Falls E|X|P < oo und E|Y'|? < 00, dann

E[XY| < oo und E[XY| < (E|X[P)7 - (E[Y]9)7 .
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Beweis Der Fall p = ¢ = 2 folgt aus dem Satz 4.7.2. Falls E|X P = 0 oder
E|X|? = 0, dann kann genau wie im Satz 4.7.2 die Giiltigkeit dieser Unglei-
chung leicht gezeigt werden. Jetzt nehmen wir an, dass E|X|P > 0, E|Y|? >
0.

Fithren wir die Zufallsvariablen

X - Y
und Y =

X=X 1
(E[XP)» (E[Y])q

ein. Fiir sie gilt E|X [P = E|Y|? = 1. Wir benutzen die Ungleichung
2y’ <axr+by Vr,y>0,a,b>0,a+b=1,

die aus log 2%y’ = alogz + blogy < log(ax + by) folgt, weil log-Funktion
konkav ist. Wenn wir in diese Ungleichung x = | X|P, y = |Y'|?, a = %, b= %
einsetzen, dann bekommen wir | XY | < %D\)Nﬂp + %|}7|q und somit

~ ~ 1 ~ 1~ 1 1 -~
BIXV|< -EXP+-EV|7=-+-=1=E|XV| <1

und somit gilt die Ungleichung von Holder:
BIXY| < (BIX[)? - (B|Y]")1.
O

Bemerkung 4.7.2 1. Falls E|X|P < oo fiir p € [1,00), dann sagt man,
dass die Zufallsvariable X zur Klasse L = LP(Q, F, P) gehort.
So gehoren z.B. alle integrierbaren Zufallsvariablen zur Klasse L', wo-
bei alle Zufallsvariablen mit endlicher Varianz zur Klasse L? gehoren.

2. Die Bemerkung 4.7.1, 3) bedeutet L™ C L7 V1 <j <mn.

Satz 4.7.5 (Minkowski-Ungleichung):
Falls X,Y € LP, p > 1, dann gilt X +Y € LP und

(BIX +Y[P)% < (B|X]P)? + (B|Y]P)7.

Beweis Der Fall p = 1 folgt aus der Dreiecksungleichung und der Monotonie
des Erwartungswertes.
Sei nun p > 1. Setzen wir ¢ = p%l. Es gilt somit

11
S+S=1.
P oq
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Dann

EX+YPP = E(X+YP 1 |X+Y)
N—_——
<IX[+]Y]

< E(X+YP L XD+E(X +Y]PL Y]

=p

— 1
(B(X +Y19P = Ly 4

D=

< (EIXP)
~~—
Satz 4.7.4

=p
—

+EIY ) - (B(X + Y (1P~ )
= (B(X + Y)Y ((BIXP)r + (BY?)7) .

1

Wenn wir beide Seiten dieser Ungleichung durch (E|X + Y|P)« dividieren,
dann bekommen wir genau die Minkowski—Ungleichung. O



Kapitel 5

Analytische Hilfsmittel der
Wahrscheinlichkeitsrechnung

Um Gesetze der groflen Zahlen und weitere Grenzwertsitze der Wahrschein-
lichkeitsrechnung beweisen zu kénnen, brauchen wir einige analytische Werk-
zeuge aus der Analysis. Sie werden in diesem Kapitel eingefiihrt und aus-
fiihrlich behandelt.

5.1 Charakterisitische Funktionen

Um die charakteristischen Funktionen einfithren zu kénnen, brauchen wir
den Begriff von komplexwertigen Zufallsvariablen.

Definition 5.1.1 Sei C die Menge aller komplexen Zahlen und

G=0o({z€C:z=x+iy,a1 <x <by, as <y <bs},
ai,bi,az2,by € R, a1 < by, az < ba)

die minimale c—Algebra, die alle Ereignisse der Art beinhaltet. Ein Zufalls-
element (vgl. Definition 3.1.1)

X:(Q,F,P)— (C,QG)
heifit komplexwertige Zufallsvariable (kZV).
Offensichtlich kann eine komplexwertige Zufallsvariable X als
X(w) = Xi1(w) +iXo(w), w e N
dargestellt werden, wobei X;(w) = Re (X (w)), X2(w) = Im (X (w)) zwei re-

ellwertige Zufallvariablen sind. Durch diese Darstellung werden viele wich-
tige Begriffe, die fiir reellwertige Zufallsvariablen eingefithrt wurden, sehr

108
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einfach auf kZV {ibertragbar. Z.B. wird der Erwartungswert von kZV X als
EX = EX; + iEX>5 eingefiihrt. Dabei gilt

|X| = /X312 + | Xa/? und E|X]? = E[X; |2 + E|X,|?.

Weiterhin sind kZV X = X; +iXo und Y = Y] + ¢Y> unabhéngig, falls
die o—Algebren, die von den Zufallsvektoren (X7, X2) und (Y7,Y3) erzeugt
werden, unabhéngig sind. Die komplex Konjugierte von X = X +i X5 fiihrt
man als X = X — Xy ein.

Ubungsaufgabe 5.1.1 Zeigen Sie, dass
1. fir eine kZV X |EX| < E|X]| gilt.

2. fiir unabhéngige kZV X und Y die Aussage des Satzes 4.6.2 gilt:
E(XY)=EX -EY.

Definition 5.1.2 1. Sei X : 2 — R eine reellwertige Zufallsvariable. Die
charakteristische Funktion ¢x von X wird als px : R — C durch

pr(t):EeitX:/eitxdFX(x), teR
R

eingefiihrt.

2. Sei X : Q0 — R” ein reellwertiger Zufallsvektor. Die charakteristische
Funktion ox von X wird als ¢px : R" — C durch

ox(t) = Be'®X) = / ¢t dFx(z), teR”

n

eingefiihrt.

Wir werden im Folgenden die Eigenschaften von charakteristischen Funk-
tionen fiir Zufallsvariablen formulieren, obwohl sehr viele von ihnen auf cha-
rakteristische Funktionen von Zufallsvektoren leicht iibertragbar sind.

Satz 5.1.1 Sei X : (2 — R eine beliebige Zufallsvariable.

1. Thre charakteristische Funktion ¢y existiert V¢ € R und fir sie gilt

lpx ()] < ox(0) =1,
also ¢x : R — B1(0) € C, wobei B1(0) ={z€ C:|z| <1}.
2. px(—t) = px(t), VteR.
3. Va,b € R gilt p,xip(t) =™ - px(at), t €R.

4. px ist gleichméafig stetig auf R.
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5. Falls X1, ..., X,, unabhéngige reellwertige Zufallsvariablen auf (2, F, P)
mit charakteristischen Funktionen ¢y, sind, dann gilt

oy x, () =][ex.(#), VteR.
- i=1

Beweis 1. Die kZV X € 9B1(0) = {z € C : |z| = 1} fast sicher. Daher

fox(®)] = [B| < Bl = E(1) = 1.
Ubungsaufgabe 5.1.1

Somit existiert der Erwartungswert in der Definition 5.1.1 immer, und
die charakteristische Funktion einer beliebigen Zufallsvariablen exis-
tiert fiir alle ¢ € R. Die Eigenschaft ¢x(0) = 1 ist offensichtlich.

2. px(—t) = Ee ¥ = E(cos(—tX) + isin(—tX)) = E(cos(tX) — isin(tX))
= Ecos(tX) —iE(sin(tX)) = (Ecos(tX) — isin(tX))
=EetX = px(t), VteR.

_ it(aX+b) _  _ith tatX
3. Pax+b(t) = Ee =& E<€ )
=const

= . px(at), VteR, Va,beR.

4. Zu zeigen: |px(t + h) — ox(t)] = 0 unabhéngig von ¢ € R. In der

Tat,
|90X(t+ h) _ @X(t” _ |Eei(t+h)X o EeitX| _ ’E (eitX (eihX o 1))’
< B eitX‘_ eihX_l‘):E ethX _q }:60

=1

nach dem Satz 4.2.2, 2) iiber die majorisierte Konvergenz, weil |e?*X — 1‘ <

eihXjH:z VheR.

5. Es gilt
. n n )
SOZ” X (t) = Eezt Ziil X; = E (H eZtXi>
=11 ]

:HEeitXi = ngXi(t) , VteR,
i=1 i=1
weil aus der Unabhéingigkeit von X1, ..., X,, die Unabhéngigkeit von
eX1 . eXn folgt (vgl. Ubungsaufgabe 5.1.1).
O
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Beispiel 5.1.1 1. Zeigen wir, dass fir X ~ Bernoulli(p)
px(t) =pe’ +(1-p).
gilt. In der Tat,
ox(t) = Ee™ =" . P(X =1)+"P(X =0)
= lp+l-(l-p =pe+1-p
2. Sei P ~ Poisson(\), A > 0. Zeigen wir, dass

ox(t) =MD e R,

©x (t) — ti Z 6'Ltk P Z eztk A7 )‘k

_ _)\ Z )\BZt ) e)\eit _ e)\(eit_l) )

3. Sei X ~ N(u,0?). Zeigen wir, dass

) 2,2
@X(t) = eZtuftT .

Es gilt X = u+ oY, wobei YV = % ~ N(0,1). Wegen der Eigen-
schaft 3) des Satzes 5.1.1 gilt px(t) = e®* - py (ot). Somit geniigt es,

2
ey (t) fur Y ~ N(0,1) zu berechnen. Zeigen wir, dass py (t) = e T

) 242
ist und somit @ (t) = e e~z gilt.

) 1 , «?
oy(t) = BEe'™ = — [ . e 7 da

n=0
o -\ N 2
= Z (i) L x"e” 7 dx
— nl V2mJr
0, n—ungerade
== S n-gerade
22 (2)!

_ i (it)*"  (2n)! _ i (=)™ (2n)!
= (2n)! 2mml = (2n)! 27l
o ()" )

= Z( 2) =e 2z, VteR

n!
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Ubungsaufgabe 5.1.2 (a) Zeigen Sie, dass alle Ubergéinge (Vertau-
schung von > und [) in letztem Beispiel korrekt sind.

(b) Zeigen Sie, dass

|
n—gerade

. 0, n—ungerade
EY" = n!
25 (3)"

fiir Y ~ N(0,1).

Satz 5.1.2 (Weitere Eigenschaften von charakteristischen Funktionen)
Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F'xy und charakteristi-
scher Funktion ¢x. Dann gilt Folgendes:

1. @y ist reellwertig genau dann, wenn die Verteilung von X symmetrisch
ist.

2. Falls E|X|" < oo fiir ein n € N, dann existiert die r—te Ableitung

sog’é) (t) von @x fur alle r < n, und es gilt

() = / (iz) e dFx(z), VteR (5.1)
R
(r)
EX" = SOX'T(O) 7 (52)
i
ex(t) = Z‘; (Z;') EX" 4+ (2773 en(t) (Taylor-Entw. von ¢x) (5.3)

wobei |e,,(t)| < 3E|X|™ und ,(t) — 0 fiir ¢t — 0.
3. Falls p(>?)(0) existiert und endlich ist, dann gilt

EX?" < .

4. Falls E|X|" < oo Vn € Nund

VE|X | 1
lim sup X1 =

n— 00 n e R

<00,

dann gilt

EX" VteR:|t|<R.
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5. Falls |¢x(to)] = 1 fur ein ¢ty # 0, dann ist der Trager der Verteilung
von X (der Wertebereich von X)
27

C:{a+nh:n€Z,h:}
to

fireina e R.

6. Falls |ox(t)| = |¢x(at)| =1 fir zwei Punkte ¢ und ot, a € R\Q, t #
0, dann gilt X = const fast sicher.

7. Falls |px(t)| =1 Vt € R, dann gilt X = const fast sicher.

Beweis 1. Die Verteilung von X ist symmetrisch, falls
Px(B) = Px(~B) VB e B(R),
wobei —B ={—xz: x € B}.

(a) Falls Px symmetrisch ist, dann gilt [p sin(tx)dFx(z) = 0, weil
sin(tx) eine beschrénkte ungerade Funktion von = € R ist. Somit
gilt

ex(t) =Ecos(tX) +iE(sin(tX)) = Ecos(tX) e R VteR
—_————
=0
und @x ist reellwertig.

(b) umgekehrt, falls px () € RVt € R, dann folgt aus dem Satz 5.1.1,
2), dass

p-x(t) = px(—t) =px(t) = px(t), t € R.

In der Folgerung 5.1.1 wird bewiesen, dass somit Px = P_x folgt,
d.h.,

P(XeB)=P(-XeB)=P(X €-B),VB e BR),
was die Symmetrie der Verteilung von X bedeutet.

2. Falls E|X|" < oo, dann folgt aus der Ungleichung von Ljapunow (Fol-
gerung 4.7.2) E|X|" < oo Vr <n.
Beweisen wir die Giiltigkeit der Darstellung (5.1) induktiv. Aus dem
Beweis des Satzes 5.1.1, 4) folgt

px(t+h)—ex(t) _ E <€itX <€mx—1>) _

h h

ihx

-1
<l|z| VzxeR, h—0
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und E|X| < oo, die majorisierte Konvergenz von Lebesgue (vgl. Satz
4.2.2, 2) ) ergibt, dass

, ihX _ 1 ) thX _ 1 .
JmE (e (S ")) =E (™ im [ ) | =iE (Xeltx>
h—0 h h—0 h
= z/ e dFx (z).
R
Somit
Ao (t) = iE (XeitX) = z/ e dFx (z) .
R
(Basis der Induktion).

Ubungsaufgabe 5.1.3 Fiihren Sie die Induktion zu Ende und zeigen
Sie die Giiltigkeit von (5.1) fiir alle r < n.

Die Formel (5.2) folgt direkt aus (5.1), da
QO(XT)(t) —i". R (X'I’eitX) )

Fir t = 0 bekommt man (5.2).

Um die Taylorentwicklung (5.3) zu beweisen, benutzen wir die Taylor-
entwicklung fiir e®:
()t | ()"

z'y_ .. _
e —Cosy+zsmy—’; 2l + ]

(cos(©1y) + isin(O2y)),

¥,01,02 € R, |01] <1, |03 <1. Somit gilt

n—1 /. k 3 n
ix _ o @X)" (itX)
et = Z il +

k=0

- (cos(©1tX) + isin(©2t X)),

wobel ©1 und ©9 hier Zufallsvariablen sind. Somit

n—=1 /. \k 1\
px(t) =B () = (Zl;) EX" + (ZT?' (EX™ + en(t)),
£ Tkl .

wobei

en(t) = E[X" (cos(©1tX) 4+ isin(O2tX) — 1)] .

Daraus folgt, dass |e,,(t)| < 3E|X|™. Der Satz von Lebesgue iiber die
majorisierte Konvergenz ergibt e, (t) — 0, falls t — 0.

3, 4. ohne Beweis (vgl. Beweis in [12], S. 280-281).
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5. Falls |px(to)| =1, to # 0, dann 3a € R: px(ty) = e'o®.
Daraus folgt

eitoa — @X(to):/eitoxdFX(x):
R

R>1 = /Reito(x_“)dFX(aj) = /Rcos(to(ac—a))dFX(w)

/RU — cos(to( — a)))dFx (z) = 0
E(1 — cos(tp(X —a))) =0,

=Y

—
=

wobei Y > 0 fast sicher. Aus der Eigenschaft 8) des Satzes 4.2.1 folgt
Y = 0 fast sicher, somit cos(to(X — a)) = 1 fast sicher, was darauf hin-
deutet, dass fast sicher

2

to(X —a) = 2mn, nEZ:>X:a—|—nt—, n ez
0
fast sicher und 5) ist bewiesen fiir h = %—g.

6. Falls |px ()| = |py(at)| = 1, dann folgt aus 5), dass

2
X = a+ %n, n € Z fast sicher und
2 . ..
X = b+ = " € Z fast sicher fir a,b € R.
@
Falls X = const., dann 3 unterschiedliche ny, ng, mi,ma € Z : ny # na,
my # mgy und
2 21 2 2
a+7n1:b+7m1, a—i—fng:b—&—me
t at t at
(3 mindestens zwei gleiche Paare in den Mengen {a+ 27“71, n € Z} und
{b+ 2Zm, m € Z}); d.h.,
2 2
%(nl —ng) = a—:(ml —mg) = a€qQ,

was den Bedingungen des Satzes widerspricht. Daher ist X = const
fast sicher.

7. folgt offensichtlich aus 6).
O

Satz 5.1.3 (Umkehrformel):
Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F’x und charakteristischer
Funktion ¢y .
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1. Fiir beliebige Punkte a,b € R: a < b und Fx stetig in a,b gilt

1 r ,—ita __ ,—ith
Fx(b) — Fx(a) = lim 7/ T ox(t)dt.

z—o00 27 J_, it

2. Falls [p |px(t)]dt < oo, dann ist X absolut stetig verteilt mit Dichte

fx(@) =5 [ e oxtar.

Beweis Um die Hauptidee des Beweises und die intuitive Bedeutung der
Umkehrformel heuristisch zu vermitteln, betrachten wir zunéchst den Fall
einer absolut stetigen Zufallsvariablen X mit Dichte fx. Dann gilt

Fx() — Fx(a) = /  b(@)da

1 b itx
= — t)dtd
nach 2) 2T /g, /]Re (PX( ) o
= € / wx(t) /b e da dt
S.v. Fubini 27 JR X a

1 6—ita - e—itb
\ /R ex(t) ,

somit gilt die Umkehrformel in 1).

1. Va,b,c € R, a < b, ¢ > 0 gilt mit Fubini und px(t) = [z e*®dFx(z)
1 c e—ita _ e—itb
— _— t)dt
2 /_c i ex®
1 c eit(m—a) _ eit(r—b)
= — dt | dF
/R (27r e it X(x)

:/R(}T/chczt— i/()cht>dFX(x),
weil

/c eit(?:—a) g /C (W—cmdt+/c Mdt

e it —c it c t
¢sin(t(x —a 0 (—=1)3sin(—t(z —a
L[ D e
Subst. y=—t
_fecos(t(x —a)) . [0 (=1)%cos(—t(x — a))
—z/of—z/_c — d(—t)
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_ 2/ sin(t(z — a)) —z(/ _/ ) cos(t(x — a)) gt
0 t 0 0 t
=0

_, [¢sin(t(z —a))
—2 /0 D

Dasselbe gilt fiir
c eit(:vfb)
[
_c 1t

Aus der Analysis weifl man, dass

oo
T - CO (5.4)
c—too J T 2
somit ist . (t( ))
¢sin(t(x — a
Gz,a(c) = —/ — 20 dt
T Jo t

beschrénkt fiir alle z,a € R (als Funktion g, , : [0,00) — R). Es folgt
aus dem Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz, dass

1 c efzta e ith
li - - = li x,a - Jx F =
lim o= [ ot dt =l [ (92a(6) — g€ dFx (@)

c— 00

= | lim (gza(c) — gup(c))dFx(x)

RC_)OO
¥ Ri §<Sgn (2= ) 50 (0 = )P (2)
a<b2/ 1)dFx(z) + ; (0= (=1))dFx(z) +

{a}

=0, da Fx stetig in a und b ist

=0
2/ (1= (—1))dFx (z) + ; /{b}(l—o)dFX(x) 4

=0, da Fx stetig in a und b ist

41 /+°°1—1de /dFX Fx(b) — Fx(a).

=0

2. Sei [ [ox(t)|dt < co. Definieren wir f(z) = 5 [pe ™ px(t)dt. Es
folgt aus dem Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz,
dass f(x) eine stetige Funktion ist und somit integrierbar auf [a, b]. Es
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gilt

/abf(a:)da: = /Cbb;r/Re_mgoX(t)dtdx

1 b
= — t T g dt
Fubini 27 Ang( )/a c v
1 c

e—ita _ e—itb
= lim — t)——— dt
A, o ) px
5 Fx(b) — Fx(a)

fiir alle a < b, die Stetigkeitspunkte von F'x sind. Daraus folgt

P = [ J)dy WER = fx(@) = f(z) vacR

da Fx eine Dichte fx besitzt.
O

Folgerung 5.1.1 (Findeutigkeitssatz)
Die charakteristische Funktion ¢x einer Zufallsvariablen X bestimmt ihre
Verteilung Px eindeutig.

Beweis Zu zeigen ist: Falls X und Y zwei Zufallsvariablen mit charakterisit-
schen Funktionen ¢ x und ¢y sind, und ¢ x = ¢y, dann gilt Py = Py . Falls
vx = py, dann folgt aus dem Satz 5.1.3 Fx(b) — Fx(a) = Fy(b) — Fy(a)
fiir alle Stetigkeitspunkte a,b von F'x und Fy.

Da jede Verteilungsfunktion hochstens abzéhlbar viele Sprungstellen haben
kann, 3{a,} C R: a, — —oo und a, sind Stetigkeitspunkte von Fx und
Fy . Somit gilt

Fx(b) = Fx(b) — lim Fx(an) = Fy(b) — lim Fy(an) = Fy(b),
n—00 n—00
=0 =0
fur alle Stetigkeitspunkte b € R von Fx und Fy. Somit gilt auch Fx = Fy,
weil sie rechtsseitig stetig sind. Aus dem Satz 3.2.3 ergibt sich die Gleichung
Px = Py. O]

Wir geben jetzt (ohne Beweis) folgende wichtige Charakterisierungsaussagen
iiber die charakteristische Funktion an:

Satz 5.1.4 1. Satz von Bochner—Kchintschin:
Sei ¢ : R — C eine stetige Funktion mit ¢(0) = 1. Sie ist eine
charakteristische Funktion einer Verteilung Py genau dann, wenn sie
positiv semidefinit ist, d.h. n € N Vt1,...,t, € R, 2z1,...,2, € C, gilt

n

Z (p(ti - tj)ZiEj > 0.
1,j=1
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2. Satz von Pdlya:
Sei ¢ : R — R eine stetige gerade Funktion mit

p(0) =1, lim (t) =0,

die konvex auf Ry = [0,00) ist. Dann ist ¢ eine charakteristische
Funktion einer Verteilung.

3. Satz von Marcinkiewicz:
Falls eine charakteristische Funktion px die Form ¢ (t) = eF'® hat,
wobei P(t) ein Polynom des Grades n ist, dann gilt n < 2.

Ubungsaufgabe 5.1.4 Beweisen Sie die Notwendigkeit der positiven Se-
midefinitheit im Satz von Bochner—Kchintchin.

Bemerkung 5.1.1 Der Satz von Pdlya gibt eine bequeme Methode zur
Konstruktion von charakteristischen Funktionen an. So sind z.B.

o(t) = e M (vgl. Abb. 5.1) (5.5)

und

w(t)
1

0 t

Abbildung 5.1: Grafik der charakteristischen Funktion (5.5)

1- ‘t‘v |t| <1
t) = 1. Abb. 5.2 5.6
o0 {07 oo ) (5.6

giiltige charakteristische Funktionen (bitte priifen Sie es!). Andererseits, ist

w(t)

0 ' t

Abbildung 5.2: Grafik der charakteristischen Funktion (5.6)

es sofort klar, dass ¢(t) = e™** oder ¢(t) = e~'" keine charakteristischen
Funktionen nach dem Satz von Marcinkiewicz sind.
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Ubungsaufgabe 5.1.5

1. Zeigen Sie mit Hilfe der charakteristischen Funktionen die Faltungs-
stabilitdt der Normal— und Poissonverteilung.

2. Sind die Funktionen

1

) =1+t ot __
() =1+, p(1) P

= ma So(t) = Sinta So(t) = COSta (,O(t)

charakteristisch? Falls ja, welche Verteilungen stehen dahinter?

5.2 Erzeugende Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir Zufallsvariablen X mit Wertebereich Z,
d.h. P(X € Z) = 1. Die charakteristische Funktion so einer Zufallsvariable
X mit Zahldichte {py }rez, pr = P(X = k), k € Z sieht folgendermaflen aus:

px(t) =Ee"™ =3 " ep =" (eit>kpk = i,

keZ keZ keZ

wobei z = et € B;1(0). Daraus folgt, dass die Verteilung von X eindeutig
durch das Verhalten der Funktion gx(2) = Y4ez 2¥pk, 2 € C, |2| < 1 auf
dem Kreis {z € C: |z| = 1} definiert ist. Die Funktion gx hat einen Namen:
die erzeugende Funktion von X.

Definition 5.2.1 Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit dem Wertebereich
in Z. Dann heifit gx(z) = Bz~ |2| <1, z € C erzeugende Funktion von X.
Alle Eigenschaften der charakteristischen Funktion iibertragen sich auf er-
zeugende Funktionen durch die offensichtliche Substitution der Variablen
z=ce: px(t) = gx(e®), t €R.

Satz 5.2.1 (Figenschaften von erzeugenden Funktionen)

Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit dem Wertebereich Z = NU{0} und
Zéhldichte {py}32, . Fiir die erzeugende Funktion gx (z) = Y52 pr2®, |2| <
1 gelten folgende Eigenschaften:

1. gx(z) ist analytisch in {z € C: |z] < 1}.

2. Die Verteilung von X ist eindeutig durch gx bestimmt:

k
)
Tk

3. (faktorielle Momente)

d*gx(2)

o — P =E(X(X-1)-...-(X—k+1),Vk €Ty .

z=1
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4. Falls X und Y zwei unabhéingige Zufallsvariablen mit dem Wertebe-
reich Z und erzeugenden Funktion gx, gy sind, dann gilt

gx+v(2) = gx(2) - gv(2), |2/ <1.

Ubungsaufgabe 5.2.1 Beweisen Sie diesen Satz!
Folgerung 5.2.1 Fiir Zufallsvariablen X wie im Satz 5.2.1 gilt

EX = gk(1), Var X = g% (1) + gk (1) — (¢ (1)) .

Beispiel 5.2.1 1. Binomialverteilung: Sei X ~ Bin(n,p). Zeigen wir,
dass gx(z) = (pz + 1 — p)™ ist. In der Tat gilt fir |2] < 1

QX(Z) — EZX _ zn: <Z>pk(1 _p)n—kzk — zn: (Z) (Zp)k(l _p)n—k

k=0 k=0
=pz+1-p".

Dann gilt
EX =gik(1) = (n(pz +1—p)"! -p) ‘z:l =np,
g% (2) = n(n —1)(pz + 1 —p)"*p?,
Var X = gk (1) +np — (np)? = n(n — 1)p* +np — (np)® = np(1 - p).

2. Poissonverteilung: Sei X ~ Poisson()\), A > 0. Zeigen wir, dass

gX(Z) — e*/\(lfz) )
In der Tat,
N &0 .
gX(z):EzX:Ze )\sz_ )\Z x — A
k=0 k=0
_ e—)\(l—z) ‘Z‘ <1

EX =g¢kx(1) = ()\e*)‘(lfz)>
gy (z) = NeM172),
Var X = g% (1) + A= A2 = A2+ A - A% = ).

=,

z=1

Bemerkung 5.2.1 Eine weitere Funktion, die mit px und gx verwandt
ist, ist die sogenannte momenterzeugende Funktion Mx (t) = E(e!), die fiir
t € R definiert ist, fiir die dieser Ausdruck endlich ist. Zum Beispiel ist Mx (t)
von X > 0 wohl definiert zumindest fiir alle ¢ < 0. Es gilt Mx(t) = gx(€')
fiir diskrete Zufallsvariablen X. Ihre Eigenschaften werden in vertiefenden
Vorlesungen wie z.B. Risikotheorie weiterbehandelt.



Kapitel 6

Konvergenz von Folgen von
Zufallsvariablen

Um die Grenzwertsidtze und Naherungsformel des Kapitels 7 beweisen zu
konnen, soll definiert werden, in welchem Sinne die Konvergenz von Zufalls-
variablen zu verstehen ist. Damit wollen wir uns jetzt befassen:

Definition 6.0.1 Sei {X,, },en eine Folge von Zufallsvariablen definiert auf
dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P). Sei X eine weitere Zufallsvariable
auf (Q, F, P). Man sagt, die Folge {X,,} konvergiert gegen X fiir n — oo

1. fast sicher oder mit Wahrscheinlichkeit 1 (X, n%o X), falls

P({we Q: Xp(w) — X(@)}) =1.

2. in Wahrscheinlichkeit oder stochastisch (X, n%o X), falls

Ve>0 P(|X,—X|>e) — 0.
n—oo

3. L (X, =5 X),r>0, falls
n—oo
X,X1,Xo,... € L'(Q, F,P) und E|X,, — X|" — 0.
n—0o0

Einen Spezialfall bildet die L?-Konvergenz, die man auch Konvergenz
im quadratischen Mittel nennt.

4. in Verteilung (Xy _)i> X), falls Fx, (z) —2 Fx(z) fir jeden Stetig-
n o n [o.¢]
keitspunkt = von Fx, wobei Fx, und Fx die Verteilungsfunktionen
von X, und X sind.

122
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5. schwach (X, — X), falls Ep(X,) — Ep(X) fiir jede stetige be-
n—00 n—00
schréankte Funktion ¢ : R — R.

In den folgenden Sétzen werden wir zeigen konnen, dass die soeben einge-
fiihrten Konvergenzarten wie folgt miteinander verbunden sind:

L™

N (6.1)
[ X =const

f.s.
—

6.1 Konvergenz mit Wahrscheinlichkeit 1 und sto-
chastische Konvergenz

Satz 6.1.1 (Aquivalente Formulierungen der Konvergenz mit Wahrschein-

. . . fs. P
lichkeit 1) Es gilt X, ni)@ X genau dann, wenn supys,, | Xp — X| = 0.
Beweis “=" Fiir jedes € > 0 sei

Ac = limsup{|X, — X| > e} =) U {|Xx — X[ > ¢}, (6.2)
n—oo

n k>n

dh esgilt vn € N Fk>n: |X; - X|> e Falls X, =% X, dann

folgt daraus P(A.) = 0 Ve > 0. Wegen der Stetigkeit von Wahr-
scheinlichkeitsmaflen gilt auflerdem

0= P(A) = lim P (U{|Xk—X\ >€}>

k>n
= lim P(sup|X; — X| > ¢),

n—00 k>n

somit

sup | Xy — X| 0.
kZTL n—oo

“<=" Falls supg>,, | Xp — X| 0, gilt P(A.) = 0 (siehe die Gleichungskette
in (6.3)). Hieraus folgt X, Loy X, weil
n—oo

P({weQ: Xpw) - X(w)}) =P ( U A;l> <> P(AL)=0;
m=1

m=1
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dabei gilt die erste Gleichung, weil fir w € {w € Q : X, (w)

X(w)}

n—oo

1 1
Vm e N 36>E:VnEN dk>n: ]Xk(w)—X(w)\>6>E.

O

Folgerung 6.1.1 1. Aus X, s x folgt X, £, x.
n—oo n—oo
2. Falls 3232, P(|X, — X| > €) <00 Ve >0, damn gilt X, = X.

Beweis 1. Aus X, =% X folgt supy>,, | Xi — X| 5 0 und somit auch
n—oo - n— o0
X, — X| 25 0, also X, =5 X.
n—oo n—oo

2. Sei A, ={|X,,— X| >¢}.Da > 2, P(A,) < oo, ergibt sich nach dem

Lemma von Borel-Cantelli (Lemma 2.2.1)

0= P(limsup A,,) = P(A;) Ve >0,

n—oo

wobei das Ereignis A, in (6.2) eingefithrt wurde. Der Rest des Beweises
verlduft genauso wie im 2.Teil des Beweises von Satz 6.1.1.

O
Bemerkung 6.1.1 1. Es gilt X, n%; X genau dann, wenn
P(X, — X|>¢) —2 0 Ve>0. (6.4)

Nach der Folgerung 6.1.1, 2) ist eine ausreichend schnelle Konvergenz
in (6.4) (zB. P(|X,, — X| > €) ~ —i%,8 > 0) hinreichend fiir
n—oo N'T

X, &5 X

n—oo
2. Aus X, I x folgt nicht X, s x , wie folgendes Beispiel zeigt:
n—oo n—oo
Sei { Xy, }nen, Xn ~ Bernoulli(p,) eine Folge von unabhéngigen Zu-
fallsvariablen, wobei p, — 0 und >°°,p, = oo (z.B. p, = 3,
n—00 n
n € N).
Dann gilt
P(|X,—-0]>¢)=P(|X,| >e)=P(X,=1)=p, = 0,
also X, n%o 0. Dennoch kann X, nicht gegen 0 fast sicher konvergie-
ren, denn aus dem Lemma 2.2.1 folgt P(limsup,_,,.{X, = 1}) = 1,
weil Y72 | pr = oo.
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Satz 6.1.2 X,, —— X genau dann, wenn fiir alle Teilfolgen {Xp,} von {X,,}
Teilfolgen {an } € {X,,} existieren, sodass X, N ¢

‘i j—o0

Beweis

“=7 Falls X, —> X, dann gilt X,,, 2, X auch fiir jede Teilfolge {Xn,} C{X,}.
i—00
Um die Schre1bwe1se zu verelnfachen setzen wir {X,,} = {X,}. Man

muss zeigen, dass eine Teilfolge { X,; } von { X, } existiert mit X, NS¢
Da P(|X,, — X| > 9) —2. 0 V6 > 0, konnen wir Vn € Nund § = 27"
n—oo

Zahlen n; so wihlen, dass P(|X,, — X| > 27") < 27" . Dann gilt
e>0

> P(|Xn, — X|>¢)
nj

<Y P(IXy, —X[>e)+ > P(|Xn, — X|>27")

n;:2" " >e n;:2" "i<e
00
<> P( X, - X|>e)+ > 27"
TLininj >e n=1

Folgerung 6.1.1, 2) ergibt X, 15 x.

“<” Nehmen wir an, dass X, 7L> X. Dann Je > 0, > 0 und eine

Teilfolge {X,,} von {X,} mit P(]X — X| > ¢) > 6Vi € N. Nach
der Folgerung 6.1.1, 1) kann somit keine Teilfolge {ij} C {Xn}

existieren, fiir die X, RN gilt.
J

6.2 [L"-Konvergenz
Satz 6.2.1 (L"-Konvergenz und Konvergenz in Wahrscheinlichkeit)

1. Sei XHELT,VnEN,XGLT,T>0unann£>OX.Dann gilt auch
XniX,Vs<r.

2.9 X, € I",n € N X € " und X, 25 X,r > 0. Dann gilt
P
X, 5 Xx.
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Beweis 1. Sei X, = X, also E|X,, — X|" —2 0. Aus der Ljapunow—
n—oo
Ungleichung (Folgerung 4.7.2) ergibt sich
0 < E|X, — X|* < (E[X,, — X[")7 — 0,

n—oo
somit gilt X, ox.
n—oo
2. Aus der Markow-Ungleichung (Satz 4.7.1) folgt Ve > 0

_EIX, - x|

P(|X,—X|>¢)=P(X, - X|">¢") — 0,

er n—00

somit gilt X, - X.

n—oo

O]

Bemerkung 6.2.1 Der Satz 6.2.1, 2) behauptet, dass aus der L"-Konvergenz
die stochastische Konvergenz folgt. Zeigen wir, dass es keine “genau dann”—
Aussage sein kann. Seien

m it Wkt. 1
Xn:{e’ N "’ neN.
0, sonst,
Dann gilt
1
P(| X, S‘E):P(X"ZO):l_ﬁn:;l’
somit

P(| X, >¢) — 0 und X, - 0.
n—oo

n—oo

Dennoch gilt fiir alle r > 0

e’l’b’/‘

E|X,—0" = EX]=(")"-P(X,=¢")40-P(X, =0)=— — o0,

n n—oo
L’V‘
also X, nngo 0.
6.3 Konvergenz in Verteilung
Satz 6.3.1 Aus X,, — X folgt X,, —% X.
n—oo n—oo

Beweis Falls X, n&(} X, dann Ve > 0

P(|X, - X|>¢) — 0.

n—0o0
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Dann
Fx,(z) = P(Xn, <2) = P(X, <z, |[Xp — X[ <)+

+P(X, <z, |X,—X|[>e) < P(X<zx+e)+P(|X,, — X| >¢)
=Fx(x+¢e)+ P(|X, — X| > ¢)

Ve >0, n € Nund z € R. Somit gilt

limsup Fy, (z) < Fx(z +¢), Ve >0,

n—oo

d.h, limsup,,_, . Fx, (z) < Fx(x)Vx € R, weil Fx(z) rechtsseitig stetig ist.

Ahnlich wie oben kann man zeigen
Fx(x —¢) < Fx, (z)+ P(| X, — X| > ¢),

woraus folgt, dass Fx(z) < liminf,_, Fx, (z) fiir jeden Stetigkeitspunkt
x € R von Fy. Hieraus folgt, dass lim,_,~ Fx, () = Fx(z), also X, 4 X
fir n — oo. O

Bemerkung 6.3.1 1. Die Aussage des Satzes 6.3.1 lasst sich im Allge-
meinen nicht umkehren. Dies zeigt folgendes Beispiel:
Sei X ~ N(0,1), und X,, = —X, Vn € N. Da die Verteilung von X

symmetrisch ist, gilt X,, = —X 2 XVn € N und damit X, H%O X.

Dennoch gilt nicht X, P x , weil

P(X, — X| > ¢) = P(|2X| > ¢) = P(|X]| > %):const 0.

n—o0

2. Falls jedoch X = const ist, dann gilt die Umkehrung des Satzes 6.3.1,
vgl. den folgenden Satz.

Satz 6.3.2 Falls X, %) c fir ¢ € R, dann gilt X, % c.
n o0 n o0

Beweis Falls X, %) X = ¢, dann gilt
n oo

Fx,(z) — F.(x)= {1’ v , Vz#£ec.

n—00 0, z<c
Dann gilt Ve > 0Vn € N
P(|X,—¢c>e) = PX,<c—¢e)+P(X,>c+e)

Fx,(x—¢e)+ (1 - Fx,(c+¢))
— Fc—e)+(1—F(c+e)=0+1-1=0,

n—00

IN

vgl. die Grafik 6.1 von F.(z). Somit gilt X,, —— c. 0
n—oo
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Abbildung 6.1: Verteilungsfunktion F,

Satz 6.3.3 Die Konvergenz in Verteilung und die schwache Konvergenz sind
dquivalent.

Beweis Zu zeigen ist X, —> X <= Bp(X,) — Bp(X) fiir beliehige

n—oo
beschrénkte stetige Funktionen ¢.

“=" Sei X, n%o X, und ¢ eine beschriankte stetige Funktion auf R. Dann
sei b = sup g |@(x)] € (0,00). Fur jedes € > 0 wihlen wir v > 0 so,
dass v und —v Stetigkeitspunkte von Fx sind und P(|X| > v) < . So
ein v existiert, weil die Verteilungsfunktion Fx hochstens abzéhlbar
viele Sprungstellen haben kann und weil lim,_,. P(|X| > z) = 0.
Aus Fx,(+v) =2 Fx(+v) folgt auerdem P(|X,| > v) < %5 fiir
hinreichend grofie n € N. Da ¢ beschréankt und stetig ist, lasst sich ¢
durch Treppenfunktionen approximieren, d.h.

k
Ve,v >0 dg(x) :Zai-l(:pi,l <z <)
i=1

fiir aq,...,ar € R und Stetigkeitspunkte —v = xg < ... < xp = v von
Fx, sodass
sup  [p(z) — g(z)| <e. (6.5)
zE€[—v, V]

Wegen p(z) = p(z) - I(|z| <v)+p(z) - I(|z] >v), ze€[-v, v]gilt

[Ep(Xn)—Ep(X)] < |Elp(Xa) - I(1Xn| < v)] = Elp(X) - I(X] < )] |+
=1
+ Ellp(Xn)[ - I([Xn| > )]+ Ellp(X)| - I(X| > v)] = L + I + I

=:15 =:13
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Es gilt

L < b-P(]Xn]>u)§b-2—b€:25,

I < b-P(|Xy>u)gb.%:a,

I < [E[p(Xn) - I(|Xn| < v)] = Eg(Xy)| + [Eg(Xn) — Eg(X)] +

+Eg(X) — E(p(X) - I(|X]| <v)) |
< e+ |Eg(X,) —Eg(X)|+¢

wegen (6.5). Da z; Stetigkeitspunkte von Fx sind und wegen X, n%o X

FXn(xi)njoFX(xi)’ i:O,...,]{Z,
gilt zusétzlich
k
Eg(Xn) = Y ai(Fx, (i) — Fx,(zi-1))
i=1
k

e ;ai(FX(wi) — Fx(z;_1)) = Eg(X).

Somit gilt |[Eg(X,) — Eg(X)| < ¢ und |E¢(X,) — Ep(X)| < 6¢ fur
hinreichend grofie n. Damit haben wir gezeigt, dass

Ep(X,) — Ep(X) und somit X,, — X.

n—oo n—oo
. w
Sei X;, — X, also
n—oo

Eo(Xn) — Ep(X) (6.6)

n—oo

fiir jede beschrinkte stetige Funktion ¢ auf R. Zu zeigen ist, dass
Fx, —2 Fx (z) fir jeden Stetigkeitspunkt x von Fy.
n—oo

Fixieren wir so ein « € R und Ve > 0. Dann existiert eine beschrankte
stetige Funktion ¢ auf R, sodass (vgl. Abb. 6.2)

Iy<z)<o(y) <I(y<z+e) (6.7)

und somit

5

3

&
I

EI(X, <z) < Ep(X,)
Ep(X) < EI(X<z+¢)=Fx(z+e).

Daraus folgt

limsup Fx, (z) < lim Ep(X,) = Ep(X) < Fx(z+e¢).

n—o0 T n—oo (6.6)
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Abbildung 6.3: Grafik von ¢ mit der Eigenschaft (6.8)

Da ¢ beliebig ist, ergibt sich limsup,,_,., Fx, () < Fx(z). Nun, um
die Ungleichung Fx(x) < liminf, .o Fx, () zu zeigen, wéhlen wir
eine stetige beschrankte Funktion ¢ auf R mit der Eigenschaft (vgl.
Abb. 6.3)

Iy<z—e)<epy)<I(y<z) yeR. (6.8)
Dann gilt

Fx(z—e) =EI(X <z—¢) <Ep(X) = lim Ep(X,) <liminf Fx, (z);

n—o0 n—oo

Fiir jeden Stetigkeitspunkt z € R von Fx bekommt man

Pi(e) = i F(s —<) < lipinf P, (2).

Insgesamt gilt fiir jeden Stetigkeitspunkt x € R von Fx

Fx(r) < liminf Fy, (z) < limsup Fy, (z) < Fx(x).

n—oo

das heifit, Fx, () — Fx(z) fiir n — oco. Somit ist bewiesen, dass

X, -4 x.
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Bemerkung 6.3.2 Aus dem Beweis der Hinlénglichkeit in Satz 6.3.3 sieht
man leicht, dass die schwache Konvergenz dquivalent auch folgendermaflen
eingefithrt werden kann: X,, — X, falls Ep(X,,) — Ep(X) fiir alle Funk-
tionen ¢ € C* fiir ein k € NU {0}, wobei die Klasse

C* = {p : R — R| ¢ beschrénkt und k-mal gleichméBig stetig diff’bar auf R} .

Satz 6.3.4 (Stetigkeitssatz)
Seien { X, }nen, X Zufallsvariablen definiert auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (£, F, P) mit den charakteristischen Funktionen ¢x, , n € N und px.

Es gilt X, % X genau dann, wenn
n—oo

(an(t) n?o (px(t) Vtie R.
Beweis “=7

ox,(t) = Ee'" =Ecos(tX,)+i-Esin(tX,)
=2 Ecos(tX)+i-Esin(tX) = px(t),

weil X, 4, X nach dem Satz 6.3.3 bedeutet, dass

Eg(Xy) — Eg(X)

n—oo

fiir beliebige beschrénkte Funktionen g. Die Funktionen g(z) = sin(tx)
und g(x) = cos(tx) sind aber beschrankt und stetig fiir alle ¢t € R.

“«<" Zeigen wir Folgendes: Falls px, (X) — ©(X) VteRund p(t)
n—oo

stetig in t = 0, dann ist ¢ eine charakteristische Funktion einer ZV X

mit Verteilungsfunktion Fx, und X, n%o X.

Zur Vereinfachung der Bezeichnung verwenden wir
F,=Fx,, F:=Fx, o, =vpx,, p =¢x, VneN

Wir brauchen folgende Hilfssétze:
Lemma 6.3.1 Die Folge von Verteilungsfunktionen {F,,} konvergiert

schwach gegen eine monoton nicht-fallende Funktion F', falls

F.(z) — F(x) Vze D,

n—o0

wobei D eine dichte Teilmenge von R ist.

Beweis Die schwache Konvergenz von F;, gegen F' bedeutet per Defi-
nition, dass F,(x) — F(z) Vax - Stetigkeitspunkte von F. Sei x so
n—oo
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ein Punkt. Vo', 2" € D : 2/ < x < 2" gilt F,(2') < F,(z) < F,(2")

und somit lim F,(z') <liminf F,(z) < limsup F,,(z) < lim F,(z").
n—o00 n—o0 n—oo n—oo

Sei 2’ 1 x, 2 | z innerhalb von D. Da x eine Stetigkeitsstelle von F
ist, gilt

F(z) = lim lim F,(2') < hnIgiO%f Fy(z) < limsup F,(x)

x/tx n—00 N—00
. . "o
< ;}%II; nangO F,(2") = F(z),

somit nh_)rgo F,(z) = F,(x). O

Lemma 6.3.2 (Helly) Fiir jede Folge von Verteilungsfunktionen {F}, }
existiert es eine Teilfolge {F},, } C {F,}, die schwach gegen eine mo-
noton nicht fallende rechtsseitig stetige Funktion F' konvergiert.

Beweis Sei D = {z,} eine beliebige abzahlbare dichte Teilmenge von
R. Die Zahlenfolge {F, (x1)} ist beschréankt in R, weil 0 < F,(x) <
1 Vz € R, deshalb erhilt sie eine konvergente Teilfolge {Fi,(x1)}.
Sei Jim Fin(z1) =: F(21). Betrachte nun {Fi,(x2)}, und sie besitzt
eine konvergente Teilfolge { Foy,(z2)} mit Grenzwert F(z2). Dabei gilt
T}Lngo Fy,(x1) = F(x1). Falls wir diese iterative Konstruktion fortset-

zen, gibt es Vk € N k Teilfolgen {Fy,(x;)}, i = 1,...,k, so dass
Jim Fyn(z;) = F(x;). Betrachten wir die diagonale Teilfolge { Fy,, () }.
Ve € D gilt T}Ln;ann(x) = F(z), wobei F' : D — [0,1] eine mo-
noton nicht fallende beschrinkte Funktion ist (wegen solcher Eigen-
schaften von F,, ¥n). Per rechtsseitige Stetigkeit 148t sie sich bis auf
F :R — [0, 1] fortsetzen, die monoton nicht fallend ist. Dann konver-
giert {F,,} gegen F schwach. O

Nun kénnen wir den Satz 6.3.2 beweisen. Nach Lemma 6.3.2 existiert
eine Teilfolge {F),, }ren von { Fy, }nen, die schwach gegen eine monoton
nicht fallende rechtsseitige stetige Funktion F' konvergiert. Da F': R —
[0, 1] ist, sollten wir zeigen, dass F' eine Verteilungsfunktion ist, indem
wir zeigen, dass

lim F(z) =0, lim F(z) =1. (6.9)

T——00 T—+00

Sei Var F' die Variation von F, also

n
Var F= sup » [F(t;) — F(ti—1)l.
nEN i=1
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Relationen (6.9) sind dquivalent zu Var F' = 1, weil wegen Monotonie

Var F = sup Zn:(F(tl) — F(ti—1)) = sup (F(tn) — F(to))

neN i=1 to<tn
to<-—<tn
=sup F'(t) — inf F(t).
up F(1) — inf F(1)

Nehmen wir das Gegenteil an, also 0 < Var F' = ¢ < 1, und fithren wir
es zu einem Widerspruch. Da ¢, (t) ed p(t) VYVt e R, und p,(t) =
Ee?Xn n € N beschrankt auf R und somit integrierbar auf jedem
Segment [—7; 7| sind, ist auch ¢ integrierbar auf [—7; 7] V7 > 0. Wéhle
ein e < 1—9. Da ¢(0) = limp—00pn(0) = 1, und ¢ stetig in 0 ist,
existiert fiir € > 0 ein 7 > 0 mit der Eigenschaft

1

2T

.
/ cp(t)dt‘ S 1—e/2>54¢/2.

—T

In der Tat folgt die rechte Umgleichung aus ¢ < 1 — § durch
e/2 +¢/2 < 1 — 0. Die linke Umgleichung folgt aus der Tatsache,
dass

2

> ( ’ Regp(t)dt)2

—T

\ (1)t

und aus der Abschitzung Re |p(t)| > 1 —¢/2 fir ¢t € R : |¢| < 7, die
aus |p(t) — 1| < e/2 fur (t) < 7 folgt.
Zeigen wir nun, dass

T

— <
o go(t)dt' <b6+¢/2,

-7

was uns zum gewiinschten Widerspruch fithren wird.

Fiir alle k € N gilt
’ / o (1)t / / ¢t dtdF,, (z)
RJ—7
< ‘ / / e dtdF,, (x) +’ / / e dtdF,, (x)
lz|<a J—T lz|>a J—7

—T
S/ / emdt‘ dF,, (z) + / emdt‘ank(x)
—a —T‘ -7
<[7 |em| dt<or

——
<1

(Satz von Fubini)

lz|=a

2
<27( Fy(a) = Fp,(—a) +a/x|2a dF, ()

<F(a)—F(—a)te/A<ote/d
fiir ausreichend grofle k <1

<27(6+¢€/4) +21e/4 =27(6 + €/2),
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weil

T _ ,—ITX

e’ e

’2sin TX

.
’/ eitxdt’ =
—T

. 4
und fir a > —=.

i x |

Somit haben wir bewiesen, dass fiir K — oo

1
2T

/T cp(x)dt‘ <d+¢/2,

-7

was zum Widerspruch fiithrt. Nach Lemma 6.3.2 enthélt jede Teilfolge
{F,, } von {F},} eine Teilfolge {Fnkj }, die schwach gegen F' konvergiert.

Warum ist die Grenzwertfunktion F' identisch fiir alle Teilfolgen { F;,, }?

Nehmen wir das Gegenteil an, dass EI{Fnkj} C {F,.} C {F.},

{F,,} c{F,}Cc{F.)}:F, — F, E, — F, F=F. Danm
J J j—00 J j—00

nach Satz 6.3.4: 1) konvergieren die charakteristischen Funktionen

P, (t) = fGZtdenk]- (s) jjoo e1(t), @nk]- (t) = feltdenk]- (s) —

j—00
©a(t), Vt € R wobei 1 = 92 = ¢. Da der Zusammenhang ¢y <> F,

g <> F eindeutig ist, so soll F' = F' sein.

Dann bedeutet es die schwache Konvergenz von {F,} zu F.
O

6.4 Konvergenz der Funktionale von Zufallsvaria-
blen

In diesem Abschnitt wird untersucht, ob die oben betrachteten Konvergenz-
arten erhalten bleiben bei Addition, Multiplikation und Anwendung stetiger
Funktionale auf die Folgen von Zufallsvariablen.

Satz 6.4.1 (Addition):
Seien { X, }nen, X, {Yn}tnen, Y Zufallsvariablen definiert auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, F, P).

1. Falls X, ? X und Y, ? Y (fast sicher, in Wahrscheinlichkeit
n o0 n o

oder in L™, r > 1), dann konvergiert auch ihre Summe X,, +Y,, —2
n—oo
X +Y im selben Sinne.

2. Satz von Slutsky:
Die Aussage 1) lasst sich auf die Konvergenz in Verteilung nur be-

schriankt iibertragen: es gilt ndmlich X, + Y}, nﬁo X + ¢, falls X, A x

n—oo

d
und Y,, — ¢ = const.
n—oo
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Beweis 1. (a) Falls X, s, X, Y, REN Y, dann gilt X, (w) =2 X(w),
Yo(w) — Y (w) fiir fast alle w € © und somit

n—+00
Xn(w) + Y, (w) v X(w)+Y(w)
fiir fast alle w € Q. Daraus folgt X,, + Y, n%o X+Y.
(b) Falls X, 2 x, v, & v, dann gilt: Fiir alle Teilfolgen {n;} von
N existiert eine Teilfolge {n;;} C {n;}, sodass

f.s. f.s.
Xp, -5 X, Y, ->Y
J j—oo J j—00

nach dem Satz 6.1.2. Aus dem Punkt 1,a) dieses Beweises folgt

sofort X, + Yy, f—S> X + Y, und somit nach der erneuten
J

7 j—o0

Anwendung des Satzes 6.1.2

X, +Y, 2 XxX4v.
n—oo

(c) Sei X, L, X, Y, Lz, Y, r > 1. Es bedeutet, dass

E|X, - X|" — 0,E|Y, - Y|]" — 0.
n—oo

n—0o0

Aus der Minkowski-Ungleichung (vgl. Satz 4.7.5) folgt

1 1
T T

1
(E[Xy +Y, — (X +Y)[")r < (ElX, — X|")"+(E[Y, —Y[)r — 0,

n—oo
somit gilt Xn + Y, =5 X + V.

2. Falls X, <5 X, Y, -5 ¢, damn gilt Bp(X,) — Bp(X) fir jede
n o

Funktion ¢ € C° (vgl. Bemerkung 6.3.2), Y, iy (vgl. Satz 6.3.2)
und somit
P(|Y, —¢| > ) —2.0 Vo >0.

Zu zeigen ist
Ep(Xy +Yn) — Bp(X +¢) Vpel’.
Da ¢ : R — R beschriankt und gleichméBig stetig ist, gilt

b= sup|p(x)| < oo
z€R

und Ve >0 39 > 0: Vx,y € R mit der Eigenschaft

lz -yl <0 [p(z) —py)| <e.
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Somit gilt

[Eo(Xy +Yy) — Ep(X +¢)| =

— |E ((0(Xn + Yp) — 0( X 4 0)) - (I(|Y — ¢| < 6) + I(|Yn — | > 8)) +
+ o(Xn +¢) — p(X +0))|

< E(|o(Xn 4 Yn) — (X + ¢)| - I{|Yn — ¢| < 8})+

<e <1
+ E(|o(Xp + V) — o(Xn + )| - I{|Vs, — ¢| > 6})+
<2b
+E(p(Xn +¢) —9p(X +0))] <
<e+2b- P(|Y, — | >6) + [Eg(Xy) — Eg(X)], (6.10)

wobei g(-) = (- +¢) € CV.

Da P(|Y, — ¢| > ¢) —2 0 und Eg(X,) =2 Eg(X), konnen die
Summanden 2b- P(|Y,, — ¢| > §) und |Eg(X,,) — Eg(X)| in der Summe
(6.10) fiir ausreichend groe n € N beliebig klein werden. Somit gilt
Ep(Xn +Ya) — Bop(X +0), Vo eCO und X, + Y, —5 X +c
aus dem Satz 6.3.3 und der Bemerkung 6.3.2.

O

Beispiel 6.4.1 Zeigen wir, dass im Allgemeinen aus X, _)i> X, Y, _>i> Y
n o0 n oo

nicht X,, +Y, % X +Y folgen kann.
n—oo
Seien X, n € N unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen,

X, L X ~ Bernoulli(1/2) .

Setzen wir Y, = 1 — X,,. Es gilt ¥, £ ¥ ~Bernoulli(}/2), X, + Y, = 1
Vn € N, somit X, 4, X, Y, 45 ¥ fiir n — co. Andererseits ist Z = X+Y
eine diskret verteilte Zufallsvariable mit der Zahldichte

d
Somit 1 = X,, +Y,, ZL) Z=X+Y.
n o

Satz 6.4.2 (Multiplikation)
Seien { X, }nen, X, {Yn}nen,Y Zufallsvariablen definiert auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, F, P).

1. Falls X,, —» X und Y,, — Y fast sicher oder in Wahrscheinlichkeit,
dann konvergiert auch ihr Produkt X,, Y, — XY im selben Sinne.
n (o]
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2. Falls X, n%o X, Y, —> Y, r > 1, dann gilt

n—o0

X,Y, i—> XY fir X,,, X, Y,,Y € L¥* VYnecN.
n o0

3. Satz von Slutsky:
Falls X, 4, X, Y, 4 e= const, dann gilt X, Y, % Xec.
n (e.0)

Beweis 1. wird analog zum Satz 6.4.1, 1a) —1b) bewiesen.
L27‘ L2r .
2. Falls X,, — X, Y,, — Y, dann gilt

E|X, — X|* — 0und E|Y;, — Y| — 0.

TL—}OO

Nach dem Satz 4.7.5 gilt

(BIXn Yy — XY )7 = (Bl(XaYa — XaY) + (XY = XY)[)7
1 1
< (Bl Xn (Y, —Y)[")7 + (E|Y (X, — X)")7
< (EB|X,7 ‘EY, —Y|")% + E]Y[* E|X, - X|")& — 0,
—_— —_———

n—o0

— E|X|?" — 0 — 0
n—oo n—oo n—oo

wobei die letzte Ungleichung aus der Ungleichung von Cauchy-Schwarz
(vgl. Satz 4.7.2) folgt. Somit haben wir gezeigt, dass

XY, — XY.
a

3. Sei ¢ € CY. Zu zeigen ist

Ep(X,Y,) =2 Ep(Xec),

falls X, —> X und Y, —> c. Da ¢ beschrankt und gleichméfig
stetig ist, gllt b = sup,cp |go( )| <oound Ve > 030 >0: Va,y € R
mit [2— g <6 (@) — oy)] < <.

Sei v > 0 so gewahlt, dass +v Stetigkeitsstellen von Fx sind und
P(]X| > v) < e. Dies ist moglich, da F'x (v) e 0, Fx(-v) — 0,

v—+00
und Fx abzéhlbar viele Sprungstellen hat. Aus X, _>i> X folgt somit,
n oo

dass P(|X,| > v) < 2¢ fiir hinreichend grofe n € N. Ahnlich wie im
Beweis des Satzes 6.4.1, 2) gilt

|Ep(XnYn) — Ep(Xc)| <E(Jo(XnYn) — o(Xn - o)] - I{|Yn — ¢| > ¥/u})
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+E (lo(XnYn) — @(Xy - )| - I{|Yn — ¢ <6/u} - I{|Xy| > v})
+ E(|p(XnYn) — o(Xn - )| - I{|Yn — c| <6/u} - I{|Xy] < v})
+ [Ep(cXy) — Ep(cX))|
<2b- P(|Y, —¢| > ¥/v) +2b- P(|1X,| > v) +¢ + | Eg(X,,) — Eg(X) |,
—————

<€ <2e >e

wobei wegen
Y. i> c = Y, Lo
n—oo n—oo
die Abschéitzung P(|Y; — c| > ¢/v) < e fiir hinreichend grofle n € N

gilt und g(-) = ¢(-¢) € C°. Aus X,, — X folgt, dass auch [Eg(X,) —
Eg(X)| < e fiir groBe n € N. Somit gilt Ve > 0

[Ep(XnY,) —Ep(X -¢)| < (4b+2)-¢
fiir hinreichend grofle n € N und deshalb

XnYnn%OX-c.

O]

Satz 6.4.3 (Stetigkeitssatz)
Seien X,,, n € N, X beliebige Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, F,P) und ¢ : R — R eine stetige Funktion. Falls X, 2 X

fast sicher, in Wahrscheinlichkeit oder in Verteilung, dann konvergiert auch
o(Xn) e d ©(X) im selben Sinne.

Beweis Falls X, % X oder X, _>i> X, dann wird die Giiltigkeit von
n (o] n 0.)

f.s. P ..
o(Xn) njsgo o(X) bzw. o(X,) red ©(X) genauso wie im Satz 6.4.1, 1a) —

1b) bewiesen.

Falls X, n%))O X, dann gilt Eg(X,) — Eg(X) fir beliebige stetige be-
schriankte Funktionen g : R — R. Die Funktion g o ¢ : R — R ist ebenfalls
beschrankt und stetig, somit gilt

Eg((Xn)) — Eg(p(X)) und ¢(X,) % o(X).

n—oo n—o0



Kapitel 7

Grenzwertsatze

I Gesetze der groBen Zahlen l ‘ zentraler Grenzwertsatz l

In diesem Kapitel betrachten wir Aussagen der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung, die Naherungsformeln von grofler anwendungsbezogener Bedeutung
liefern. Dies wird an mehreren Beispielen erldutert.

7.1 Gesetzte der groflen Zahlen

oo

schwaches Gesetz der groBen Zahlen starkes Gesetz der groBen Zahlen
P f.s.
(—) (—)

Ein typisches Gesetz der groflen Zahlen besitzt die Form

1 n
-3 Xi — EXy, (7.1)
n i1 n—,oo

139
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wobei { X, },eny unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit X, 4 Xo,
E|Xo| < oo sind.

Die Konvergenz in (7.1) wird entweder in Wahrscheinlichkeit oder fast sicher
verstanden. Wenn — gemeint ist, spricht man von dem schwachen Gesetz

der grofien Zahlen. Falls ts, gemeint ist, heift die Aussage (7.1) starkes
Gesetz der grofsen Zahlen.

Im Folgenden verwenden wir die Bezeichnungen S,, = > | X;, X, = Sn—“, Vn €
N fiir eine Folge { X}, },en von Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, F, P).

7.1.1 Schwaches Gesetz der grofien Zahlen

Satz 7.1.1 (Markow)
Sei { X, nen eine Folge von Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, F, P) mit EX? < oo Vi. Falls

Var X,, — 0, (7.2)
n—oo

dann gilt
— 1< p
Xn— =Y EX; — 0.
Beweis Da X; € L*(Q, F,P) Vi € N, gilt durch die wiederholte Anwen-
dung der Minkowski-Ungleichung fiir p = 2 (Satz 4.7.5)
— 1< 5
EX, < > WEXZ < o0

=1

und somit X,, € L?(2, F, P). Aus der Ungleichung von Tschebyschew folgt
fiir alle e > 0

- 1 E(X, —EX,)? VarX
P<|Xn—ZEXi >5>§ (o —EX)” _YarXn
Somit gilt
X, -EX, 5 0.
n—oo

O]

Folgerung 7.1.1 Seien die Zufallsvariablen {X,,},en im Satz 7.1.1 unab-
héngig. Dann gilt Folgendes:

1. Die Bedingung Var X, — 0 bekommt die Form
n—oo

1 n
ﬁ;\/ar Xi — 0.
1=
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2. Falls Var X,, < ¢ =const Vn € N, dann gilt die Bedingung (7.2) und
somit die Aussage des Satzes 7.1.1 (Satz von Tschebyschew).

3. Insbesondere ist die Bedingung Var X,, < ¢ = const Vn € N erfiillt,
falls { X, }nen unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit

EXn:u,Vaan:UQ<oo

sind. Dann nimmt das schwache Gesetz der grofien Zahlen die klassi-

sche Form
1 & P
=Y X = p

an.

Die Existenz der zweiten Momente ist fiir das schwache Gesetz der grofien
Zahlen nicht entscheidend. So kann man mit Hilfe der charakteristischen
Funktionen folgenden Satz beweisen:

Satz 7.1.2 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen von Kchintschin)
Sei { X, }nen eine Folge von unabhiingigen Zufallsvariablen, n € N, X,, € L,
mit demselben Erwartungswert EX,, = p < oo. Dann gilt

X, 5
n—oo
Beweis Es gilt
- . E iynt —F iSny =E isni
%, (t) = e =Ee'n ' = Ee""n
n : n t
~~ H k
X} unabh. k=1 k=1 "

= H(ateo())

Satz 5.1.2, 2) fiir n—oco  F=1

- ()

— et =, (t), Vt €R.

n—o0

Somit folgt aus dem Satz 6.3.4 X, nﬁo w, und folglich (vgl. Satz 6.3.2)

O]
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7.1.2 Starkes Gesetz der groflen Zahlen
Satz 7.1.3 Seien {X,,} ey unabhiingige Zufallsvariablen, EX? < coVn € N
und Y 02 % < o0o. Dann gilt X,, — EX,, % 0.

n o

Um diesen Satz beweisen zu kénnen, braucht man folgende Hilfsaussage, die
Ungleichung von Kolmogorow genannt wird.

Lemma 7.1.1 (Ungleichung von Kolmogorow):
Seien {X,, }nen unabhéngige Zufallsvariablen mit

EX,=0und EX? <oco VneN.,

Dann gilt P(maxj<g<y [Sk| > ¢) < %Sﬁ) Ve >0,Vn € N.

Beweis Fiihren wir Ereignisse A = {maxj<j<y |Sk| > €} und
A ={|Sil<e,i=1,....k—=1,|Sk| >¢}, k=1,...,n

ein. Es gilt A = ;_; Ax und somit

B(S2) > B(S2 - 1(A)) = 3" B(S2 - I(AL)
k=1

Betrachten wir

B(S2-1(Ar) = B((Sk+ (Xppr+.. + X)) 1(Ap))
= E(S;-I(Ap) +2E(Sk - (Xpp1 + ...+ Xp)I(Ap)) +
=0

+E ((Xk—H +.o X)) I(Ak)>

>0

> E(Si- I(Ag)),
weil Sk - [(Ag) und Xii1 + ... + X, unabhéngig sind und somit

= B(Sk-1a(4r)- Y EX;=0
i=k+1
wegen EX; =0 Vi. Zusammgefasst ergibt sich

n

BS2) > SOB(SEI(A4) > 23 EI(4y)
k=1 k=1

= &2 En: P(Ay) = €°P <Lnj Ak> =e2P(A),

k=1 k=1
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und

O

Beweis des Satzes 7.1.3
Es reicht aus, wenn der Satz 7.1.3 fiir X; mit EX; = 0 bewiesen wird, sonst
ersetzt man X; durch X; — EX;. Seien also X,,, n € N unabhéngig,

2

* EX
EX, =0, EX] <00, Y —" < oo.

n=1

Zeigen wir, dass X, n%o 0. Laut Satz 6.1.1 geniigt es zu zeigen, dass fiir
A, = {igg‘Xk‘ > 8} gilt P(An> n;)@ 0 Ve>0.
Es gilt offensichtlich

Ay ={sup|Xy| >y | { max [ X >8},
k>m n>logy m+1 i <k<2m

A
weil supys,, | Xx| > & = In > logy m + 1 mit der Eigenschaft

max | Xg| > €.
2n—1<k<2n

Daher gentigt es P (|
weisen. Nach Lemma 7.1.1 gilt

Ap) = 0 zu zeigen, um P(A,) — 0 zu be-

)
n=m n—00

2n71 k 1
P(Ay) = P - ZX@ >2" e
= i=1

=Sy

< P( max [S|> 21 ¢)
da 2nk—1§1 2n— §k<2n
< P Skl > 2t
< (max [Sk| > €)
Var Son _ 2 o?

Lemma 7.1.1 €2 - 2202 unabh. von X; g2.22n-27

wobei EX? = Var X; = 0? < oo Vi € N. Dann gilt

i 11 &, 4, 1 3 & 03
2P S 52 w2 S 520 2w Tl <™
k=1 k=1 j=1 j=1 ki 2k > =1
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nach der Voraussetzung des Satzes. Aus Y po; P(A4x) < oo folgt

P(U Ak> <> P(A;) — 0,
k=m k=m mree
und der Satz 7.1.3 ist bewiesen. O

Bemerkung 7.1.1 Falls { X, },ecn unabhéngige, identisch verteilte Zufalls-
variablen mit EX,, = u, Var X,, = 0% < oo sind, dann gilt

Var X, > 1
R DR

n=1 TL

und somit die Aussage des Satzes 7.1.3:

X, 5 . (7.3)

n—oo

Man stellt jedoch fest, dass die Existenz von Var X, nicht gebraucht wird,
um die Aussage (7.3) zu beweisen.

Satz 7.1.4 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen von Kolmogorow)
Seien { X, } nen unabhiéingige identisch verteilte Zufallsvariablen. Es gilt X, n%)o i

genau dann, wenn 3EX, = u < oco. Fiir den Beweis des Satzes brauchen
wir folgendes

Lemma 7.1.2 Sei X > 0 eine Zufallsvariable. Dann gilt

o0
Z (X >n) <EX<1—|—ZPX>n)

n=1
Beweis Es gilt
00 o k
ZPX>n ZZ (k<X <k+1)=) > Pk<X<k+1)
n=1 1k>n k=1n=1

kP(k§X<k+1):§:E(k'I(X€ [k, k+1)))
k=0

PH18 H

T
I

IN
Mg

E(X-I(X € [k k+1))) =EX

iy
=)
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und weiter

EX < iE((kJrl)-I(Xe [k, k + 1))
k 0

—Zk+1 Pk<X <k+1)

:Zk-P(ng<k+1)+ZP(/~c§X<k:+1)
k=0 k=0

=1

Z (X >n)+

Beweis des Satzes 7.1.4

“e” Falls X, RN p fiir ein g € R, dann
n—o0

X S, -1 S, — —1_
An _On N ) "1:Xn_n X, 1 =500
n n n n—1 ~~ N S——— N—00

Deshalb tritt das Ereignis A,, = {|X»|/n > 1} nur endlich oft auf —
P (limsup,,_,o, An) = 0 und nach dem Lemma 2.2.1 von Borel-Cantelli

o0

oo > §2}3|Xﬂﬂz>'l ZZE: ’X&’>7l

n=1 n=1

wegen der Tatsache, dass X, identisch verteilt sind. Dann gilt nach
Lemma 7.1.2

o0
E[X,| =E[X1| <14 > P(|X1|>n) < oc.

n=1
“=" Sei dEX,, = p < oo. Fithren wir

X X <k
0, | Xk| >k
ein. Es ist klar, dass die Zufallsvariablen {X}} auch unabhéngig sind.
Um zu zeigen, dass
— )Q”_ s
E:LJ ny  fs. 0,

n—o0
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geniigt es zu zeigen, dass

11 EZ z*_>0

n n—00

Das Ereignis A, = {X} # X/} tritt mit Wahrscheinlichkeit 1 nach
dem Lemma von Borel-Cantelli nur endlich oft auf. Um dies zu zeigen,
benutzen wir die Unabhéangigkeit von Ay. Mit

S PAY) =
k=1

P(|Xg| > k) = ZP > k)
k=1 k=1

8M8

IN

Y P(X1|>k) < E[Xi|<oo.
= ~~
Lem. 7.1.2

folgt nach dem Lemma von Borel-Cantelli
o
n=1k>n

also mit Wahrscheinlichkeit 0 treten unendlich viele Ereignisse Ay ein.
Daher folgt

i Xi —np Y X7 - Y EXT

n n
_ (X — XT) . iz1(p — EXY)
n n
YK~ XD S (u EXD)
p:(;nst n n
—0 (n—00) —0 (n—00)

Die erste Summe héngt nicht von n ab. Die Konvergenz der zweiten

Summe folgt sofort aus EX — p. Es ist so, weil
1—00

n—EX; =E(X1-I(|1X1] > i) — 0

wegen E|X1| < oco. DaVe >0 3dng: Vk>ny [EX] —p| <egilt

1 & N 1 .
=Y EXp—pl < =) (BEX; —p) + E [EXE — pl
n n
< M0 pax ]EX;;—,uH- 0€<25,
n k=1..ng

falls n so gewéhlt wird, dass 22 "0 maxg—1...n, [EX; —pul<e.
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Nach dem Satz 7.1.3 geniigt es zu zeigen, dass > o2 % < 00. Es

gilt
Var X; <EX;? <Y KP(k—1<|X1| <k),
k=1
weil | X7 < Z, =331k -I(k—1<|X;| <k) und
EX;? <EZ!=Y kKP(k-1<|X1|<k).
k=1

Daraus folgt

>, Var X* " E2
~ < ZPk-1<|X1| <k
o 0o 1
_ 2
_ZkP(k:—lgyle<k).Zﬁ
k=1 n=k
oo o) 1
2
=Y Pk—1<|X1|<k)+ Y KPk—-1<|Xy|<k)- Y -
k=1 k=1 n>k+1
=1
Es gilt
I S D Dl CL )
2_ - —
n:k+1n n:k+1n(n 1) n=lk+1 n 1 n k
> Var X* s
= <14+ Y kEP(k—-1<|X|<k)

=2+ > (k—1)P(k—1<|X1| <k) <2+ E|X3] < o0,
k=1

weil 3502 (k= 1) - I(k — 1 < | Xaf < k) < |Xyf.

7.1.3 Anwendung der Gesetze der groflen Zahlen

1. Monte—Carlo—Methoden zur numerischen Integration
Sei g : [0,1] — R eine beliebige stetige Funktion. Wie kann man
mit Hilfe der Gesetze der groflen Zahlen

1 1
/[Ol]dg(m)dac:/o /0 g(x1,...,xq)dxy ... drg

numerisch berechnen?

Der Algorithmus ist wie folgt:



KAPITEL 7. GRENZWERTSATZE 148

e Generiere eine Folge von Realisierungen von unabhéngigen iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen

Xi,..., X, mit X; ~ U[0,1]4,i=1,...,n.

e Setze

1 n
x)dr ~ — X; 7.4
o905 3060 (74)
fiir groBe n. Dieser Vorgang ist berechtigt, denn nach dem Satz
7.1.4 gilt

n—oo

1 .
S g% B g = [ gla)do
n n=1 [071]d

und somit gilt (7.4) fiir ausreichend grofie n.

Bemerkung:

Dieselbe Methode kann durch geeignete Transformation vom Integra-
tionsgebiet G C R? und andere Wahl von Zufallsvariablen X; auf die
Berechnung von [ g(x) dx erweitert werden, G' kompakte Teilmenge
von R?. So geniigt es nur X; ~ U(G), i = 1,...,n zu betrachten.

2. Numerische Berechnung der Zahl 7:
Wie kann 7 mit Hilfe eines Rechners beliebig genau berechnet werden?
Dazu wird das starke Gesetz der groflen Zahlen wie folgt verwendet:

e Generiere Realisierungen von unabhéngig und identisch verteil-
ten Zufallvektoren Xi,...,X, € R? mit X; ~ U[-1,1]%,i =

1,....n.
o Es gilt
4 n
T =Y I(1X]<1) (7.5)
s
fiir grofle n.

In der Tat, nach dem Satz 7.1.4 gilt

1< fs |B1(0)] «

—2 X < 1) = BI(IXG <) = P(X| < 1) = = = 05 =

i=1 n—00 H_l? 1]2| 22

Somit ist die Verwendung der Berechnungsformel (7.5) berechtigt fir
grofe n.

T
T
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3. Wahrscheinlichkeitstheoretischer Beweis des Approzimationssatzes von
Weierstrass

Satz von Weierstrass:
Jede auf [0, 1] stetige Funktion g lasst sich gleichméfig durch Polynome

P,, des Grades n approximieren:

Ve>0 dmeN:Vn>m |g(z)— P.(z)|<e Vxel0,1]

Beweis Fiir beliebiges = € [0, 1] betrachten wir eine Folge von un-
abhéngigen identisch verteilten Zufallsvariablen {X,,},en mit X, ~
Bernoulli(x). Es gilt S, = >"i"1 X; ~ Bin(n,z) und somit

n

Eg(X) =By (S2/) = 3 g (4n) (Z) b (1 — )t
k=0

ein Polynom in x des Grades n. Setzen wir P,(z) = Eg(X,) und
zeigen, dass P, =29 gleichméBig in = € [0,1]. Aus dem Satz 7.1.4
folgt

X, 2 EX; =2, z€[0,1].

n—o0

Aus der Konvergenzkette

~ f.s. ~ P ~ d
X, 2z — n—r—X, — =
n—o0 n—oo n—oo
~ w
= X, — r=
n—oo

Ep(Xn) — Eo(z)

fiir jede Funktion ¢ € Cy(R) . Sei ¢(z) = g(z) fur z € [0, 1] (da g stetig
auf [0, 1] ist, ist sie dort gleichméBig stetig). Somit gilt die Konvergenz

Po(z) = Eg(Xyn) — g(z), Ve el0,1].

Wir miissen jetzt zeigen, dass diese Konvergenz gleichméfig in x ist. Da

jede stetige Funktion auf [0, 1] beschréinkt ist, gilt b = max,¢[o 1] |9(z)| < oo.

Wegen der gleichméfigen Stetigkeit von g auf [0, 1] gilt zuséitzlich
Ve > 036 >0: firz,ye R mit |z —y| <4 gilt |g(z) — g(y)] <e.

Dann
|Pa() — g(@)| = [Eg(X,) —Eg(x)| < Elg(X,) - g(a)|
= B|(9(X0) — g()) - I( X0 — 2| < )| +
+B|(9(Xn) = 9()) - 11X — 2| > 9)|
e+2b- P(| X, —z|>0) <e+2be,

IN
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weil aus X, —— = folgt, dass P(|X,, —z| > 9) —2 0 fiir ausreichend
grofe n.

Dass diese Konvergenz gleichméfig in « € [0, 1] ist, zeigt die Tschebyschew—
Ungleichung (vgl. Folgerung 4.7.1):

Var X, 5 -na(l—z)

P(‘Xn—x‘>5) < St S
1
S i ol
gleichméBig in = € [0,1]. Somit haben wir gezeigt, dass P,(x) —
n o0
g(x) gleichméBig in x € [0, 1]. O

7.2 Zentraler Grenzwertsatz

Fiir die Gesetze der groen Zahlen wurde die Normierung L der Summe S, =
Yo Xi gewdhlt, um 57? = EX; zu beweisen. Falls Jedoch eine andere

Normierung gewéhlt erd so smd andere Grenzwertaussagen moglich. Im
Fall der Normierung ﬁ spricht man von zentralen Grenzwertsétzen: unter

gewissen Voraussetzungen gilt also
Sp —nEX
on TR0l dy oy

N(0,1).
v/nVar X n—oo (0,1)

7.2.1 Klassischer zentraler Grenzwertsatz

Satz 7.2.1 Sei {X,,}nen eine Folge von unabhéngigen identisch verteilten
Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) mit EX; = p,
Var X; = 02, wobei 0 < 02 < 0o. Dann gilt

Sp — np 1 T2
Pl——< — P(x) = — d R
(Bt se) o= [ T weer

wobei ®(x) die Verteilungsfunktion einer N (0, 1)-verteilten Zufallsvariablen
ist.

Beweis Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit betrachten wir statt X; die
sta_ndartisierten Zufallsvariablen X; = % , fir die gilt EX; =0, Var X; =
EX? = 1. Es muss also gezeigt werden, dass

S

M=

n n—oo (0’ 1)
i=1

gilt, was (nach dem Satz 6.3.4) dquivalent zu

vteR _t
P Xf(t) oo ey(t) =€z
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ist. Es gilt
. n X’it t n
n x (T — E lzz‘:lﬁ _ _ (v
SDZZ’:I %( ) € vgl. Beweis S. 7.1.2 ((le (ﬁ))
S.5.1.2,2) 12 " 2

= l——+o|— — e 2z VteR,
n=2 2n n n—00

somit ist der Satz bewiesen. O]

Folgerung 7.2.1 Unter den Voraussetzungen des Satzes 7.2.1 gilt zusétzlich

g
P<W<x> n;é@(a:) Ve e R,

_— d(b) — Va,be R, a<b.
< <h) 23 B0 - B) VabeRias

Beweis 1. Fiir jedes h > 0 gilt

O(x —h) :liminfp(sn — " < x—h) < limian(Sn_nM < a:)

n— 00 a\/ﬁ - n—00 U\/ﬁ

. Sp —np ) . (Sn—nu )
<1 P = <)<l pl—F <
<t P (S50 <o) <t (252 < o
=®(z), VzreR.

Die Behauptung folgt fiir h — 0 aus der Stetigkeit von ®(z)Vx € R.

plesSimt =) -r (Gt =) -2 (Srat <o)
— B(b) — B(a)

n—oo
nach dem Satz 7.2.1 und Folgerung 7.2.1, 1) Ya,b € R mit a < b.
O

Beispiel 7.2.1 1. Satz von de Moivre—Laplace

Falls X,, ~ Bernoulli(p), n € N unabhéngig sind und p € (0, 1), dann

gentigt die Folge {X,}neny mit EX,, = p, Var X,, = p(1 — p) den

Voraussetzungen des Satzes 7.2.1. Das Ergebnis

S
_on P 4y y O N(0, 1)

wurde mit einfachen Mitteln als erster zentraler Grenzwertsatz von
Abraham de Moivre (1667-1754) bewiesen und triagt daher seinen Na-
men. Es kann folgendermaflen interpretiert werden:
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Falls die Anzahl n der Experimente grof§ wird, so wird die Binomial-
verteilung von S,, ~ Bin(n,p), das die Anzahl der Erfolge in n Expe-
rimenten darstellt, approximiert durch

P(aSSngb):P< a—np _ Sy —np < b—np )

vnp(l—p) = /np(1—p) = /np(1—p)
z(I)( b—np )_@( a— np )7
np(1 —p) np(l —p)
Va,b € R,a < b, wobei p € (0,1) als die Erfolgswahrscheinlichkeit
in einem Experiment interpretiert wird. So kann z.B. S, als die An-

zahl von Wappen in n Wiirfen einer fairen Miinze (p = 3) betrachtet
werden. Hier gilt also

2b—n 2a —n
< < ~ — .
P(a_Sn_b)ngroﬁtl)< \/ﬁ> <I>< \/71)’ a<b

2. Geburtenstatistik
In seiner Arbeit ,,An argument for divine providence, taken from the
constant regularity observed in the births of both sexes,, (Phil. Trans.
1712 (27), S. 189-190) gibt der Englische Universalgelehrte John Ar-
buthnott folgende Geburtenstatistik in Ordinary an:

Tabelle 7.1: ,,Geburtenzahl von Jungen und Médchen in Lon-
don in den Jahren 1629-1710, gemessen an der Taufenzahl der
Kinder beider Geschlechter®

Jahr Jungen Madchen | Jahr Jungen Médchen
1629 5218 4683 1670 6278 5719
1630 4858 4457 1671 6449 6061
1631 4422 4102 1672 6443 6120
1632 4994 4590 1673 6073 5822
1633 5158 4839 1674 6113 5738
1634 5035 4820 1675 6058 5717
1635 5106 4928 1676 6552 5847
1636 4917 4605 1677 6423 6203
1637 4703 4457 1678 6568 6033
1638 5359 4952 1679 6247 6041
1639 5366 4784 1680 6548 6299
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1640
1641
1642
1643
1644
1645
1646
1647
1648
1649
1650
1651
1652
1653
1654
1655
1656
1657
1658
1659
1660
1661
1662
1663
1664
1665
1666
1667
1668
1669

9518
9470
5460
4793
4107
4047
3768
3796
3363
3079
2890
3231
3220
3196
3441
3655
3668
3396
3157
3209
3724
4748
5216
5411
6041
5114
4678
9616
6073
6506

5332
5200
4910
4617
3997
3919
3395
3536
3181
2746
2722
2840
2908
2959
3179
3349
3382
3289
3013
2781
3247
4107
4803
4881
5681
4858
4319
5322
5560
5829

1681
1682
1683
1684
1685
1686
1687
1688
1689
1690
1691
1692
1693
1694
1695
1696
1697
1698
1699
1700
1701
1702
1703
1704
1705
1706
1707
1708
1709
1710

6822
6909
GYN
7575
7484
7575
7737
7487
7604
7909
7662
7602
7676
6985
7263
7632
8062
8426
7911
7578
8102
8031
7765
6113
8366
7952
8379
8239
7840
7640

6533
6744
7158
7127
7246
7119
7214
7101
7167
7302
7392
7316
7483
6647
6713
7229
7767
7626
7452
7061
7514
7656
7683
9738
7779
7417
7687
7623
7380
7288

153
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Aus diesem Datensatz folgt, dass die mittlere Anzahl der Taufen pro
Jahr n = 11442 ist, und die relative H&aufigkeit der Jungengeburt
p = 0,5163 ist'. John Arbuthnott konnte zeigen, dass B = P (Es
werden mehr Jungen als Méadchen geboren) ~ 1 ist.

Den Ansatz von Nicolai Bernoulli (1713) folgend, wollen wir dies mit
Hilfe des Satzes von de Moivre—Laplace beweisen:

Sei S,, ~ Bin(n,p) die Anzahl der Jungen von n von geborenen Kin-
dern. B=P (S, >n—S5,) =P (S, >n/2) =1—P(S, <n/2)

17 p>1/2,
~ 1—& ”/2_”1’>:1_(I)An . _
n-grof (m (An) | 2 V2 fir p=1/2,

0, p<1/2,
—o00, p>1/2,

wobei A, = Yr1/22p) 0, fir p=1/2,
p(1—p) n—+oo
+oo, p<1/2.
Berechnen wir B fiir n = 11442 und p = p = 0, 5163.

Es gilt A, = —3,48899, ® (A,) = 0,000242521, also
Bx~1-9 (4,) ~12%

3. Berechnen wir die Anzahl der notwendigen Messungen des Monddurch-
messers im Beispiel 4.7.1 mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes:
finde n € N mit

P(’Yn_:u‘ S 071) > 07997

oder dquivalent dazu
P(’Yn—/i‘ > 071) S 07017
wobei X,, = £ 7 | X ist. Es gilt

n 1=

— -
P(an—mgo,l):P(—o,lg"m”go,l)
n

:P<_0’1\/ﬁ < M §071ﬁ>
o o\v/n o

- (0,1m> o (_0,1\/ﬁ> ~on (0,1\/ﬁ> 1.
n grofl g o g

!Zum Vergleich: in der modernen Welt werden im Mittel 106 Jungen pro 100 Médchen
geboren, also ist p = P (Jungengeburt) = 10&4—% ~ 0,51456.

2Siehe mehr zu diesem Beispiel in:
A. Hald, ,A history of probability and statistics and their applications before 1750%, Wiley,

1990, Abschnitt 17.1.
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weil N (0, 1) eine symmetrische Verteilung ist und somit
O(z)=1—-P®(—x)Vz eR

gilt.

Es muss also 29 (%) —1 > 0,99 erfillt sein. Dies ist dquivalent zu

0,1 1,99 0,1
<I>< ’ ‘/ﬁ>> P 0,995 ’O}/ﬁ>q>1(o,995)

o 2
oder

o2 o2 (®71(0,995))*

——— (971(0,995)?) = :

"oz (0,1)2( (0,995)°) 0,01
02(2,58)2
= — 222 2. 1.

0,01 0% 665,6

Fiir 02 = 1 ergibt sich die Antwort

n > 666

4. Summen mit einer zufdlligen Anzahl von Summanden

Die Summen Zﬁiz X;, wobei X1,...,X,,..., N Zufallsvariablen sind,
finden ihre Verwendung bei der Modellierung von vielen Vorgéngen in
der Wirtschaft und Technik, z.B. in der Schadenversicherungsmathe-
matik ({ X, }nen sind die Schiden eines Portfolios, N—zuféllige Anzahl
der Schiden, Sy = YN, X;-Gesamtschaden) oder in der Zuverlis-
sigkeitstheorie ({X,,}nen—Dauer der fehlerfreien Arbeit eines Gerits,
N—Anzahl der Arbeitszyklen bis zu einem bestimmten Ereignis (z.B.
Wartungsarbeiten), Sy = Zf;l X; die Gesamtzeit verstrichen bis zu
diesem Ereignis). Zeigen wir, dass auch fiir diese Summen Sy ein zen-
traler Grenzwertsatz gilt.

Satz 7.2.2 Sei { X, }nen eine Folge von unabhingigen identisch ver-
teilten Zufallsvariablen mit EX,, = u, 0 < Var X,, = 0% < oco. Sei
{ Ny }nen eine Folge von N—wertigen Zufallsvariablen Nj < Ny < N3 <

. mit N, f_% oo. Falls es eine Folge {ay,}nen gibt mit den Eigen-
n—oo

schaften a, > 0Vn € N, a1 < as < a9 < ... und a, j) oo, sodass
n o0

P L . .
% — ¢ > 0, wobei c eine Konstante ist, dann gilt
n n—oo

Sx. — N,
No — Tl 4y y O N(0,1).

O /Nn n—00
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Beweis Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzen wir = 0, 02 =
1 (vgl. den Beweis des Satzes 7.2.1). Auﬁerdem sei ky, = [can] der ganze

Teil von cay,. Aus P folgt dann k" Ly 1 und k” £, 1,n — oo.

Es muss gezeigt Werden, dass 2o Ly N (0, 1)

VNn n—oo
SN _ ’%(Skn +SNn—Skn>
VN, Vkn Vkn
Skn d ~ kfn P
Aus dem Satz 7.2.1 folgt N/ — Y ~ N(0,1). Da VNG o 1,
geniigt es zu zeigen, dass
SN, = Sk, P
A /k;n njo 0

(vgl. den Satz von Slutsky). Fir Ve, 0 > 0 gilt

P (M - 5) = P(ISN, — Skl > eVEn s [N — k| < 0k) +

Vkn
I,
+P(|5Nn — Sk | > e4/ kn, ‘Nn — kn| > 5kn)

<1, +P(‘—1

> )

und Wegen L4 1 somit P ( 1‘ > 5) — 0. Da

{’SNn - Skn’ > ek, |Nn - kn‘ < 6kn} C

C { max |S; — Sk, | >€\/E}U

kn<j<kn-+0kn
U max S:— S > evk
{kn6kn<j<kn | J b "o

es folgt daraus

kn<]<(1+6

I, < P( max ]S — Sk, | >evk >
P ((1 ;ax |Sj — Sk, | > eV kn>

—0)kn<j<kn
< Var (Satopk, = Ska) | Var (Sa-s)k, — Ska)
= +
L.7.1.1 kne? kne?

B (L+0)kp —kn+ 1)+ (kn— (1 —0)kp+ 1)
a kpe?

20k, + 2 2 1

7]{,‘”82 = ((5 + k‘n) < c10



KAPITEL 7. GRENZWERTSATZE 157

fiir hinreichend grofie n, weil § > 0 beliebig ist und k, — oco. Somit

gilt
SN, — S
fiir grofle n, und der Satz ist bewiesen. 0

7.2.2 Grenzwertsatz von Lindeberg

Im klassischen zentralen Grenzwertsatz wurden Folgen von unabhéngigen
und identisch verteilten Zufallsvariablen betrachtet. In diesem Abschnitt
lassen wir die Voraussetzung der identischen Verteiltheit fallen und formu-
lieren einen allgemeineren Grenzwertsatz in der Form von Lindeberg.

Satz 7.2.3 (Lindeberg)
Sei { Xk, 1 <k <n,n €N}, eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) mit den Eigenschaften

n
EX,; =0,0<o0p, =Var X,p <00, Y on =1, ke{l,...,n},neN.
k=1

Falls Ve > 0
Jim 3B (X0 11X > €)) =0, (7.6)
=1
dann gilt

n
d
kz::lxnk 2 Y ~N(0,1).

Bemerkung 7.2.1 1. Der klassische zentrale Grenzwertsatz stellt einen
Spezialfall des Satzes 7.2.3 dar: falls {X,,},en eine Folge von unab-
hingigen identisch verteilten Zufallsvariablen mit EX,, = p, 0 < 02 =
Var X,, < oo Vn € N ist, setzen wir X, = )f}“ﬁ;“, k=1,...,n nc¢
N. Es gilt EX,,, =0, Var X,y = 2, k=1,...,n, YjF;i=1und

Ei: (X2 (1 X > 2))
I CRRIEEVERC)

fE X — )2 I(1X, —
Xpid. vert. 02 (\ 1— )" I(| X1 — p| > ov/n)
z

1 2
= — dF — 0.
O'2 /|$|>J\/ﬁx Z({L‘) n—00 0

Somit sind alle Voraussetzungen des Satzes 7.2.3 erfiillt.



KAPITEL 7. GRENZWERTSATZE 158

2. Die Lindeberg—Bedingung (7.6) nennt man auch gleichmdfige asym-
ptotische Kleinheit von X, aus folgendem Grund:
aus (7.6) folgt

EX?
max P(| X, >¢) < max —&
1<k<n Folg. 4.7.1 1<k<n ¢

1 X2 )
Vom0 £2 (gggg B (X2 I(Xk] <)) + jmax B (X2 (1 Xi] > 5)))

<7+72ZE( 2 I([Xouk| > 8)) = 0

n—oo

wegen (7.6) und weil § > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann.

Fiir den Beweis des Satzes 7.2.3 brauchen wir eine Reihe von Hilfsergebnis-
sen.

Lemma 7.2.1 Fir n € N seien y1,...,y, und 21, ..., 2, komplexe Zahlen
mit |yg|, [2x] < 1,1 <k <n.Dann gilt

n n
HZk:_H?/k POETEET P
k=1 k=1 k=1
Beweis Vollstédndige Induktion bzgl. n: Der Fall n = 1 ist offensichtlich.

Falls die Aussage des Lemmas gilt fiir n, zeigen wir, dass sie auch fiir n + 1
gilt.

n+1 n+1 n+1 n n+1
Hyk—sz < Hyk_yn+lHZk yn—i—lHZlc_sz
k=1 k=1 k=1 k=1
n n
< L2+ [T 2| lynser—20m
- k=1
<[Ti, lzrl<t
n+1
< Z|yk—zk|+|yn+1—zn+1!—Z|yk—zk|
IS. o =

O]

Lemma 7.2.2 Sei X eine Zufallsvariable mit E|X|" < oo fiir ein n € N und
charakteristischer Funktion ¢ x. Dann gilt V¢t € R
=y lpxk 4 po),
= k!

' |tX’n+1 |tX’n
()| <E .2 .
Fn(D)] < (mm{(n—l—l)! n!

wobei
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Beweis Zeigen wir zunichst, dass Vn € N, ¢t € R gilt

it : (i) I O s
e —(l—l—zt—}-...—l— o )‘ < mln{(n+1)!’2n! . (7

Induktion bzgl. n:
fiir n = 0 gilt [e? — 1| < |e®| + 1 = 2, andererseits

t L
/ eds| < / e ds = |t],
0 0 ~~

=1
‘/F f(z)dz

aus der Komplexanalysis. Daher

1] =

denn

< [1r@)I1dz]

e 1| < min {2, 1]} .

Nun gelte (7.7) fir ein n € N. Zeigen wir dessen Giiltigkeit auch fir n + 1.

0 =it _ Pl s - (is)”
t_kz;; k! - /0<6 _kz:% k! )ds

sl
< / min , 2—— b ds
Ind. Annahme J0 (n+1)! n!
t] |g[nt1 1] [ o[n
< min / 5 ds, 2/ ﬁds
o (n+1)! o nl!

|t|n+2 |t|n+1
= min , 2 ,
(n+2)!" “(n+1)!

wobei die vorletzte Ungleichung aus

/min{f,g} dx < min{/fdac, /gdaz} fir f,g >0 (7.8)

folgt (vgl. Abb. 7.1). Somit ist die Giiltigkeit von (7.7) bewiesen. Nun erset-
zen wir ¢ in (7.7) durch ¢X und bilden Erwartungswerte an beiden Seiten.
Dann bekommen wir

n (it)k
xlt) - 3 G

< E itX Xk‘
. k; k!
’tX|n+1 ’tX|n

< Emin , 2 .
(7.7) (n + 1)' n!




KAPITEL 7. GRENZWERTSATZE 160

0

Abbildung 7.1: Tlustration zur Ungleichung (7.8)

Beweis des Satzes 7.2.3 ,

Sei Sp, = Y.p—; XneVn € N. Es geniigt zu zeigen, dass ¢g, (t) — e T
n oo

Vvt € R nach dem Satz 6.3.4, wobei

@s, (t) = Ee™nt = B (ei 2 ke Xnk) H EetXnit — H ex,,.(t) VteR

wegen der Unabhéngigkeit von X,1, k=1,...,n
Aus Lemma 7.2.1 folgt

( I
gDSn = nk 2 n
Zk 1 nk_l
n n Uth2
nk I | — : : SDXnk( ) - e_ 2
Pt 7.2.1 P
n 2 42 n 2 42 2,2
Unkt nkt Unkt
E _ Ink” E 1 _
k=1 SOX”’“ ( 2 ) i k=1 2 ‘

Es muss gezeigt werden, dass beide Summen in der Abschétzung gegen Null

konvergieren fiir n — oo.
2 12 [t Xnk® [t Xk ]?
nk n n
X t) = (1 B ) TR

L.
< Em1n{|t| | X2, !tPXZ} I(1 X k] < &)+ I(1 Xnk] > €))

< Emin{
7.2

< WPE( Xk I Xok] < 2)) + 2B (X2 - 1(1 Xoi] > €))
N——
<eX?2y

<

et BXZ, +E (X2 - I(| Xk > €)) Ve >0.
——

— 2
Ok
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Aus Y7402, =1 und (7.6) folgt

" o2, 12
Z Qpnk ( %

k=1
weil ¢ beliebig klein gewéhlt werden kann. Aus der Ungleichung

n n
et Y on 2 DB (X2 - H{|Xok| > 2})
k=1

——
=1

— 0,

n—oo

e — 1+ x| < 2?

fir |z| < % und der Tatsache, dass t? maxj<j<, 02, < % fur hinreichend

grofe n (vgl. Bemerkung 7.2.1, 2): maxj <<, 02}, — 0) folgt
- - n—oo

" k)t2 G?thQ t4 " 4 t4 n 2
2|1 ST S T S o D O
k=1 k=1 == k=1
=1
t4

2
= — max o7, — 0.
4 1<k<n ™ nooo

Der Satz ist bewiesen. ]

Bemerkung 7.2.2 Statt die Zufallsvariable X,,; in der Formulierung des
Satzes 7.2.3 zu verwenden, konnen auch die Zufallsvariablen {X,,} (wie im
klassischen zentralen Grenzwertsatz) verwendet werden, wie folgende dqui-
valente Formulierung zeigt:

Satz 7.2.4 (Lindeberg)
Sei {X }nen eine Folge von unabhéingigen Zufallsvariablen mit EX,, = iy,
0<o?=Var X,, <ooVn.Sei S, =>",X;, D? . Falls

= ZE( Xy — ) - T(| X5 — o >sDn)) — 0,

n k=1
dann gilt .
On = iz i _Eflm L Y~ N(0,1).
Beweis Setzen wir X, = X’“,ﬁ_n“’“ und wenden wir den Satz 7.2.3 auf diese

Folge von {Xnk}’,gff an, die den Voraussetzungen des Satzes geniigt. O

Folgerung 7.2.2 Sei {X,,},en eine Folge von unabhéngigen Zufallsvaria-
blen mit |X,| < ¢ < coVn € N und D,, — oo. Dann gilt der zentrale

n—oo
Grenzwertsatz in der Form des Satzes 7.2.4.
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Beweis Wir miissen die Giiltigkeit der Lindeberg—Bedingung (7.6) priifen:
aus der Ungleichung von Tschebyschew folgt

‘Xk‘gcleXk‘SC
2

2 Ok
< 4c
- gQD% n—00

fir 1 < k < n und somit

=D?2

n

—
n

" > ok

1 2 2k=1 4c?
52 k§_1jE ((Xk = e)? - 11X = | > eDn)) < 4e 2Di  2DE ke
weil D2 — oo. O
n—o0

Bemerkung 7.2.3 Aus den Sétzen 7.2.3 und 7.2.4 ist ersichtlich, dass die
Lindeberg—Bedingung (7.6) eine hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit
des zentralen Grenzwertsatzes ist. Es gibt aber auch andere hinreichende
Bedingungen, die wir jetzt auflisten:

1. Feller—Bedingung:

max EX2, — 0.
1<k<n n—00

2. Gleichmdflige asymptotische Kleinheit der Summanden:

121}3;{ﬂP(|Xnk| > ¢) —2 0 Ve >0.

3. Ljapunow-Bedingung:
n
246
;E|Xnk| 20
fiir ein 6 > 0.

Zwischen Ihnen gilt folgende Relation:
3) = (7.6) = 1) = 2)

Die Relation (7.6) = 1) = 2) wurde bereits in der Bemerkung 7.2.1
gezeigt. Die Relation 3) = (7.6) zeigen wir im Satz von Ljapunow (vgl. Satz
7.2.6) Im folgenden Satz zeigen wir, dass unter gewissen Voraussetzungen
die Lindeberg—Bedingung auch notwendig fiir die Giiltigkeit des zentralen
Grenzwertsatzes ist:
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Satz 7.2.5 (Lindeberg—Feller):
Sei { X,k }k=1..n,nen eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen mit

EX, =0, VE=1...n Vné€N,
0<aka:Vaank<oo, VE=1...n Vné€eN,

n
k=1

Falls eine der Bedingungen 1) oder 2) gilt, dann ist die Lindeberg-Bedingung
(7.6) hinreichend und notwendig fiir die Giiltigkeit des zentralen Grenzwert-
satzes in der Form

n
3 Xor -5 Y ~ N(0,1).
k=1

Beweis siehe [12] Seiten 334-335. O

Wie folgende Beispiele zeigen, ist die Lindeberg—Bedingung im Allgemeinen
nicht notwendig:

Beispiel 7.2.2 1. Lindeberg—Bedingung nicht notwendig:
Sei { X, }nen eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen mit

X, ~N(0,02), 08 =1,02=2""2n>2.

Fir S, = >, X; gilt dann

ES, =0,
n
Di=Var S, =Y ol =14+14+2+2°4... 42"
=1
1_21171
=1 -2 ) =9nl
somit
_Xk k—n—1 -
Xpp = == ~ N(0,2 )und Y Xpp ~ N(0,1)Vn €N,
D, k=1

d.h. es gilt der zentrale Grenzwertsatz.
Allerdings

2
max EXZ, =
1<k<n "R D2

somit ist die Bedingung von Feller (und folglich die von Lindeberg)
nicht erfillt.
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2. Folge { X, }nen, fur die der zentrale Grenzwertsatz nicht gilt:
Sei {Y), }nen eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen

. 1

Y, = {1, mit Wkt. 5

, VnéeN.
—1, sonst

Definieren wir X,, = ‘Z—}T‘E’Yn, n € N. Die Folge {X, },en besteht aus
unabhéngigen Zufallsvariablen mit

1 1 1
EX,, = fEYn — 0 und Var X, = 4TiVar Y, = 475; .
Somit gilt fir S, => i~ X;, ES, =0,
DQ—VarS—iVarX~—15(1+1+ +1>
" = ’ 16 (16)2 " (16)"

11-16—" 1
T 5—1-— neN.
161161 T

Deshalb D2 = 1. Weiterhin,

3

1 1 1 1-L V15 1

1 1

L. : _
4 1—4

und somit

IN
Do

d
fiir grofie n, was darauf hindeutet, dass 2* nﬁ_@o Y ~ N(0,1), da der
Tréger von N(0,1) unbeschrénkt ist.

Satz 7.2.6 (Bedingung von Ljapunow): Sei { X,k }k=1..n,nen €ine Folge von
unabhéngigen Zufallsvariablen mit

n
EX,,=0,0=0,,=Var X,; <oo Vk=1,...,n, Y opy=1 VneN.
k=1
Falls zusétzlich die Ljapunow—Bedingung 3) (Bemerkung 7.2.3) gilt fiir ein
0 > 0, dann gilt

n
d
> Xk —2 Y ~N(0,1).
k=1

Beweis Zeigen wir, dass aus der Ljapunow—Bedingung die Lindeberg-Bedingung
folgt: Vo > 0, € > 0 gilt

E (X2 I(|Xk| > 2)) = €°E ((i’“f)z T (X:’“’ > 1>>

< 2R <<Xnk)2+6 T ( Xnk
€

3




KAPITEL 7. GRENZWERTSATZE 165

und somit

n
> E (Xﬁk (| Xk | > a)) <Y BIXuP — 0.
k=1 =

Somit ist die Lindeberg—Bedingung erfiillt, und die Behauptung des Satzes
7.2.6 folgt aus dem Satz 7.2.3. O

Beispiel 7.2.3 Sei {X,,}en eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen
mit

X, = {n, mit WKkt. %

—n, sonst.

Es gilt EX,, =0, 02 = Var X,, = n?, fiir § = 1
E| X, = E|X,|? =n’Vn e N,

somit

n " 1 —1\3 1 1\3 1
SEIXPT = Zk3=n4<+<n ) -+...+() )
=1 n n

k=1
1 4
n
~ n4/ 2dr = — .
n—00 0 4

Daraus folgt fiir X, = g—z und § =1

n n 3 nt 4

246 > k=1 B[ Xk T n
DB = SEREE g = const- ¢ 3 0.
k=1 n ( ?3 n2

Somit ist die Bedingung von Ljapunow erfillt und fiir >37_; X, gilt der
zentrale Grenzwertsatz, d.h.

n
X
Vash=t Xk oy N

n% n—oo

7.2.3 Konvergenzgeschwindigkeit im zentralen Grenzwertsatz

In diesem Abschnitt méchten wir die Schnelligkeit der Konvergenz im zentra-
len Grenzwertsatz untersuchen. Damit aber diese Fragestellung tiberhaupt
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sinnvoll erscheint, muss die Konvergenz im zentralen Grenzwertsatz gleich-
méafig sein:

— 0.

su
b n—00

rzeR

k=1

Das ist tatséchlich der Fall, wie aus der Stetigkeit von ®(z) und dem fol-
genden Lemma 7.2.3 hervorgeht.

Lemma 7.2.3 Sei X, n%o X, wobei Fy(z) = P(X, < X) und F(z) =
P(X < z). Falls F(x) stetig ist Vo € R, dann ist die Konvergenz von F,, zu
F gleichmdjsig:
Sup [F(z) = F(x)] — 0.
Das Hauptergebnis des Abschnittes 7.2.3 ist folgende Abschitzung der
Konvergenzgeschwindigkeit im klassischen zentralen Grenzwertsatz.

Satz 7.2.7 (Berry-Esséen)
Sei { X, }nen eine Folge von unabhéngigen identisch verteilten Zufallsvaria-
blen mit EX,, = u, Var X,, = 02 > 0, E| X,,|> < co. Sei

i1 Xi —np

Fy(z) = P ( N

SCC>, reR, neN.

Dann gilt
¢ E|X; —pf?
F, — o <
ilelgl n(@) — @) < =y

— ~0,39894.

. . . 1 1
wobei ¢ eine Konstante ist, —— < ¢ < 0,4785, Nor

Ver —

Beweis des Lemmas 7.2.3
Sei € > 0 beliebig, ein k > 1 (<= 1 < ¢). Wihlen wir
co=—00, ¢j= F! (Z

=1,...,k—1, = 00.
k)v ? ) ) Ck e

—o0 ‘ o0
(&) C1 Ck—1 Ck

Es gilt

o
F(cz-)—F(ci_l):%—Zk = - <e VI<i<k. (7.9)

7 zeigen ist es, dass Ve >0 dng: Vn > ngVa <b

|F,(b) — F(b) — F(a) + F(a)| < const - €.
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Es existiert ein ng :
Vn>ng |Fp(cj) — Fu(e) — F(ej) + F(a)| <e V1<i<j<k, (7.10)

wegen F,(z) —2 F(z) VxeR.

n—oo
Fir alle a < b existieren 4,5 :  a € [¢;,¢i41), b € [¢j,¢j41) . Sel X, eine
Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion F},. Dann gilt:

1. Untere Schranke

(a) Falls ¢ < j, dann

E,(b) — F,(a) = Pla< X, <b) > P(cit1 < Xpn < ¢j)

[a,b]D[eit1,¢4]
(73)) F(cj) — F(ciy1) — ¢ (%) F(b)— F(a) — 3¢
(b) Falls i = j, gilt analog dazu
Fo(b) — Fy(a) >0
und da [a,b] C [¢j, ¢iv1] und F(b) — F(a) < € auch
Fo(b) — Fr(a) > 0> F(b) — F(a) —¢.

2. Obere Schranke

(a) Fallsi>0,j+1 <k, dann
Fo(b) — Fp(a) < P(ci <X, <cjp1) < F(b) — F(a) + 3¢,

wie in 1a).

(b) Fallsi=0, j+ 1<k, dann

F(b) — Fu(a) < P(Xn <cjp1) =1 - P(Xn > ¢jy1)
< 1—Plcjr1 < Xy < cg1)
< 1— Flep-1) +F(cj41) +¢
<e
< F(b)+3€<F(b)—F(a)+\4/€_/,

F(Cj+1) — F(b) +F(b)
—_————

<e

weil F(a)<e
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(c) Fallsi >0, j + 1 =k, analog zu 2a), 2b):

F,(b) — Fy(a) Ple;<Xp)=1—-P(X, <¢)<1-F(¢)+e

F(b) = Fei)) +2¢ < F(b) = F(a) + 3,

|Ci7a|<E

<
<

weil 1 — F(b) < e.
(d) Fallsi=0, j+ 1=k, dann

F,(b) — Fy,(a) < 1< F(b)— F(a) + 2¢.
weil F(a)<e, F(b)>1—¢

Also
Ve >0 dng:Vn>ng |F,(b)— F(b)— F,(a)+ F(a)| < 4e.
O

Fiir den Beweis des Satzes 7.2.8 wird eine Reihe von Hilfssétzen bendtigt:

Lemma 7.2.4 (Fourier-Umkehrformel)

Sei X eine Zufallsvariable mit der charakteristischen Funktion ¢x(t) =
Ee™X. Falls |px| € L'(R), dann besitzt die Verteilung von X eine Dich-
te f(z) = 5= Jg e Ypx(y) dy, die beschréinkt ist:

£@) < 5 [ lex@wldy, wer.

Beweis folgt aus Satz 5.1.3, 2).

Lemma 7.2.5 (Riemann—Lebesgue)
Ist f: R — C eine Funktion mit |f| € L'(R), so gilt

@(A):/Rei’\xf(x)d:r — 0.

A—+oo

(Ohne Beweis, vgl. [16], Satz 1.17.14).

Lemma 7.2.6 Seien F' und G zwei Verteilungsfunktionen, wobei G diffe-
renzierbar auf R ist mit G'(z) < m < oo, z € R. Fiir ein T > 0 sei vp(z)
die Dichte

11— cos(Tx)
UT(CB) = ;Tixz s rzeR
der Verteilung vr.
Es gilt
12m
sup |F(z) — G(z)| < 2 | sup / At — x)vp(z)de| + — |
z€R teR |JR s

wobei A(x) = F(x) — G(x) V.
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Beweis Fiihren wir folgende Bezeichnungen ein:

o = sup|F(z)-G(z)|,

T€R
AT(t) = /RA(t — z)vp(x) de = (A xvp)(t),
¢" = sup|AT()].

Fiir ein beliebiges e >0 Jzg € R: o < |F(x9) — G(xg)| + . Setzen wir
ohne Beschriankung der Allgemeinheit voraus, dass F'(zg) > G(x¢) . Es gilt

A(xg+s)=F(zo+s) — G(xzog+s) > F(zg) — G(zg) —ms>p—c—ms Vs >0,

weil

G(JUQ) — G(l‘o + S)

F(xo+s) > F(zp), s >0,
s

>-—-m-—-40fuirs—0.

Fir h = 5%, t =20+ hund x = h — s (somit 29 + s = ¢t — x) erhilt man

m

A(t—x)zg—a—m<2fn—x> :g—g—s+mx:g—€+mx

=x0+s

fir alle |x| < h, da s = h —x > 0 sein muss. Fiir |x| > h konnen wir einfach
A(t — x) > —p schreiben. Somit gilt

AT ()] > /RA(t—m)vT(a:)d:c

=AT (1)

/x|<h <g —et mx) vr(z) dz — Q/xbh vr(z) da.

Da aus Symmetriegriinden [, zvr(z) de = 0 ist, folgt

A\

AT@)| > (g—5> (/ +/ )vT(a:)dx—
lz|<h  Jlz|>h
=1
- (g—5>/ vr(x) dx—g/ vr(x) dz
|z|>h |z|>h
0 30 0 3 4
> 2. € dr>% —e—So—
2 3 TET G Jy TWdT g memsery,
2=2m,
~~
_ @ 3., 2m o 12m
T oot R T Tt T
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weil
Tz
1 1-— T 2 sin
L[ dmeln, 2 (2>d(Ta:)
|z|>h x T Jrz>h (Tx)?
y=Txz 2/ sin (3/2) iy < 2 2 / 1 Ly
T Jiz|>Th Yy ly|>Th y
4 1 4 1\ |*® 4
T Jy>Th Y T v/l mTh
4
== - vp(x)dr > ———
/|:c|>h rle)de 2 =
Also zusammengefasst gilt |[AT(t)| > £ —e — 122 Somit erhélt man
0 T 12m
f < = .
) _m?X|A ()] + — +e
Da ¢ > 0 beliebig ist, folgt fiir ¢ — 0 die Behauptung. O

Ubungsaufgabe 7.2.1 Beweisen Sie, dass die charakteristische Funktion
der Verteilung mit der Dichte

1 —cos(Tx)
= —— R
vr (@) mTx? ve
folgendermafien aussieht:
1t]
) t|<T
SOT(t) — / ezt;tUT(:L,) dr = { T ’ ’ =
R 0, sonst.

Bezeichnen wir vp(z) = [*_ vr(y) dy als die Verteilungsfunktion mit Dichte

vr.

Lemma 7.2.7 (Ungleichung von Esséen):

Seien F'(x), G(x) zwei Verteilungsfunktionen mit charakteristischen Funktio-
nen f(t), g(t). Falls G(x) eine Ableitung G'(x), x € R mit sup,cp G'(z) <
oo besitzt, dann gilt fir alle 7> 0

- 24
f(t)tg(t)’ dt + —7 Sup |G’ (x)].

z€R

T
sup |F(z) — G(z)| < 2/0

zeR ™

Beweis Wir wollen annehmen, dass die rechte Seite der Ungleichung endlich

ist, also
f(t) —9(t)
t
integrierbar, sonst ist die Ungleichung trivial. Wir werden die Verteilungs-
funktion “glatten”, indem wir y = F % vp und v = G % vy betrachten.
Seien ¢, bzw. ¢, die dazugehorigen charakteristischen Funktionen. Da fiir
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Z ~ u Z L X4+Y gilt, wobei X, Y unabhéngige Zufallsvariablen mit
X ~ F, Y ~ vp, bekommt man somit ¢, = f - o1, ¢, = g- @1, wobei pr
die oben genannte charakteristische Funktion von v ist. Da @7 und somit
©Yu, v auBerhalb von [T, T] verschwinden, sind sie insbesondere integrier-
bar, somit hat man mit Hilfe des Lemmas 7.2.4, dass p und v absolut stetig
sind mit Dichten

T
) = o [ e (@) da,
T
fu(t) = ;r/_Teltwa(x)g(a:)dx.
1 T
— R~ £0) = 5 [ @) - ger@ds. (711

Um die Ungleichung von Esseen zu beweisen, benutzen wir Lemma 7.2.6,
wobei

AT@t) = /]R)A(t—x)v;r(x)dw:

r . z) — gz
=(F*xvp—G=xop)(t) = 217T/—T esz()_mg()goT(x) dx (7.12)
I v

Somit folgt daraus

o = splat) < o [ e DI ) g,
teR 2 J_r —ix
T (@) - (o) 2 (T [ f(x) - gla)
-1 <1

™ x

_ 2 (@) —g@)]
_/0 d

und aus Lemma 7.2.6 die Behauptung des Satzes. Der Integrand auf der
rechten Seite lasst sich nach oben durch

‘f(iﬂ) —g(x)

abschéitzen, wie wir soeben gesehen haben. Diese Schranke ist integrierbar.
Somit kann man die beiden Seiten der Formel (7.12) bzgl. ¢ differenzieren
(nach dem Satz von Lebesgue). Dabei bekommt man genau die Gleichung
(7.11). Daraus folgt, dass

ATy = b [1 et o)

- d
o | — or(z)dx + ¢

dz
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fiir eine Konstante ¢ € C. Da AT (t) = F * vp(t) — G vp(t) 2 1-1=0
—00
und nach Lemma 7.2.5 dasselbe fiir

/T oite f(z) —g(z)

d
7 T Pl

gilt, folgt ¢ = 0, und der Satz ist bewiesen. O

Den Satz von Berry—Esséen formulieren und beweisen wir in einer etwas
allgemeineren Form, woraus Satz 7.2.7 folgen wird.

Satz 7.2.8 (Berry—FEsséen)
Sei { X,,} eine Folge von unabhiingigen Zufallsvariablen mit EX,, = 0, 0 < 02=
Var X,, < co. Dann gilt fiir alle n:

6 n
sup [Fp(z) — ®(z)| < ——— Y E[X;?,
veR (Xiei07)? =1

wobei

Bemerkung 7.2.4
Falls X; unabhingig identisch verteilt sind mit 0 < ¢2 = Var X; < oo,
u = EX;, dann gilt

n n
ZJZ-Q = no?, ZE\E\?’:nE\Yﬂ?’
i=1 i=1

fir Y; = X; — p und

6L EY;P  6-nEVIP  6E|X — puf?

(> 102)% n+/no3 V/no3
1=

7

Somit ist der Satz 7.2.7 fiir ¢ = 6 bewiesen. Diese Uberlegungen koénnen

verfeinert werden. Dann folgt \/% < ¢<0,4785, vgl. [15].

Beweis des Satzes 7.2.8
Nach Lemma 7.2.7 gilt

2 T
= sup|F,(x) — P(z <—/ dx + ,
on xeﬁ‘ n(@) ()‘_TF 0 |z Tm -2

wobei

n
1
D2 =) o7 und ()| = ——=, T
n Mf% und max |&(z)| Wors

> 0.
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Desweiteren gilt

Py x (@) =esr (i) = ﬁg@xi <1;3n> ,

Dn, i=1

weil X; unabhéingig sind und genauso

2 _\n %zt
—z Zi:l %2

o2
1 2

Bezeichnen wir o; = E|X;|3, a = 30, af, Bi = ¢x, ( ) v =e 2D2I )
Sei n beliebig aber fest. Falls ein i existiert, sodass o; = oo, dann ist die
Ungleichung im Satz 7.2.8 tr1v1alerwelse erfillt. Deswegen setzen wir voraus,

dass a; < oVi=1...n. Setze T =

. Somit gilt

) /T\n e n;-;m-rm u
"= 0 z Trv 21

Zeigen wir, dass

[15- 11+

=1 =1

z[3  5lxlt 22
_9T (‘6’ —1—72‘ e s, |z <T (7.13)

gilt. Daraus folgt die Behauptung des Satzes, ndmlich

Ty Bi — ITie il 8 2/00 N
der < ———— - d
71'/0 T x_9-T7T 0 ¢’ 6 +72 v

3
16 1 1/1\"2_/3 5 1 /1\ 2
= S - r “ .2 (2) 12
9.-Tr~~1|6 2(8> (>+72 2(8> \f,l
* =1
3
16 (82 1 32-5 16 [8-2V2 5-16-2
_9-Tw<m’2ﬁ+ 72 >_9-T7r (4-3-2ﬁ+2-4-9>
16 [(2V2r 5-4 32 5.2
_9-T7T< 5 9 )‘27.T7r<”2”+3>

(+ mit Hilfe der Formel [°z*e " dp = IN™"5 0 (51) k€ Zy, A > 0).
Daraus folgt

132(v2 5-2 24 8 (8
n < mas |l o=t + +5v2 +3>
o= Ty (ﬁ w) Trvar ~ Tayan \27" )
N————
_ 27452127
\/ﬂw

8o (8(
9. ng V2

™+ 5v/2 )+27> —%-c,
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wobei ¢ = —J— (3(r + 5v27) + 27) > 8,74.
Jetzt beweisen wir die Abschétzung (7.13). Nach dem Lemma 7.2.2 erhalten

WIr

oz
6- D3

T 0'-21‘2
| = . <|1-=
94 = fox, (Dr)’ —‘ 2-03| "

fiir n = 3, weil EX; = 0. Betrachten wir ausschlielich |z| < T.

Falls 0;T < D,+/2, dann gilt o;|z| < 0;T < D,,v/2 und somit

2,2

oifx

1—-——=2>0 <T.
2D2 — 7 o] <

Unter der Anwendung der Ungleichung 1+ x < e®, z € R folgt daraus

o? o; T 2
i ()
1] =

KIS

weil |z| < T.

Falls ;T > D,+/2, dann gilt

—5pz T 3)9”2
\Bi|§1§e<2" Pn) =6, i=1...n

2
was aus der Ungleichung —;ﬁ + %OBST > 0 folgt. Tatséchlich gilt aufgrund
der Ljapunow—Ungleichung " !

I 02Dp /2 . o; D2 22 4 aiDy,
R T <~ T 3 3 T
O’ZT>Dn\/§ ¥<1
N 2<3-()¢¢T:> 0’1»2 S 3-o;T
O'. —_— p— J—
© = 4D, 2.D2 = 8.D3
2
log 3 o T
= —— —- >0.
2. D2 "8 pE T

Daher gilt in jedem Fall |3;| < oy, || < T'.
Trivialerweise folgt

2
T
1 2 ——iy 3.2 g2
—s %z ( 2.D2 8D3> .
il = e F P < VRO s el < 1 i= 1,

| < 1, so ist die Berry—Esséen—Ungleichung
trivialerweise erfiillt, falls 55 > % gilt. Daher werden wir im Folgenden stets
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a 1 _ 8D3 8
ﬁ<6:jT_9J_§@

gift firallei=1...n

51'---'5i71'5i+1'--"5n

e

<

3

175

-6 = 16 annehmen. In diesem Fall

- L o? _+3aT 9
ex —— - = — |z
= P72 Dz) " 8D3
1 10?2 3a-8
= exp{( 2+2 %+89Dn>x}
T==53"
<, wi(zrmt 5 )ofseT
ex —_ = —_— — a e
ooy TPUT2 T3 3 =
n —4 ~~
Dii<é<1
weil
1L 1111 sl 8L 5 41
2 3 32 6 32 6-32  6-32~ 32~ 32 8’
falls f= < $77' < §. Falls §- > 5%, dann gilt
o2 3a,;T o2 30,3T 2
_ i 1 _ i 374 1 £ 3 O;
G —¢ BITSDT > IS DR {164 ’1>}>0:1
i =€ aiga? € > exp 5 D2 iD, e ,
>0, da %>§T
und somit
. 1 Y07 3y i) o
61-...-5¢_1-5i+1-...-5nSkl:[lék—exp{<—2 DTQL1+8D%)LE}
=1
< {( 1 n 3aT 1 ) 2} < ,%
ex ——t——+ — |z e
PIN\T278D2 " 32 =
Es gilt zusétzlich
z20? 2202
RPN < -1 L i — 1 :
|Bz ’Yz’ >~ /Bz + QD% + Y + QD%
|95’30<i 534‘714 4
< X*0(z
Lemma 7.2.2 3! D% \ZILD;J‘L R ( )
=8-3 =3
_ |z :c4al4
6D3 8- D}
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Daher bekommt man

1 1 4
§a3 Z a;=a3 -a=a3

n

4 Z 4

x o;
Z’ﬁ vl < ’37|3 1 QG 3342?:1024_@’3@ i=1

(2 (] — -

6D3 8D;1L 6D3 8D}

< |z +:c ( ) < ]:1:|3oz+ o«

< 6D} wil 5 <3 6D7 ' 876 D}

D3
o _ @+ z' 81
D3 8Y6) 9T

_ \Jf\?’
N 6

a __ 81
weil ng =97T"
4 1
() o} <o} < a3 - q; nach der Ljapunow—Ungleichung, weil o = 37 ; o;
ist.)

Zusammenfassend erhalten wir

n n n
Hﬂi_H% < Z’ﬁl'---'@'-1'(51'—%)'%“-...-%]
i=1 i=1 =1
n
< D GG Gigr e O B — il
22 n ‘$|3 5 4 22
< e F = -5
768;’ ‘9T<6+72x e ,
weil 8\[ =0,068...<0,0694... = 2, und der Satz ist bewiesen. O

Bemerkung 7.2.5 Die Konstante ¢ im Satz 7.2.7 kann in der Tat nicht
kleiner als \/% ~ 0,4 sein, wie folgendes Beispiel zeigt. Somit ist die untere
Berry—Esséen—Schranke scharf ohne weitere Voraussetzungen an die Zufalls-
variablen X;.

Sei {X,,} eine Folge von unabhéngig identisch verteilten Zufallsvariablen,

wobei
1 mit WKkt.

X,=1
—1, mit Wkt.

N|— D=

Somit gilt fiir gerade n

2P<zn:Xi<O>+P<2n:Xi:O> =1,

i=1 i=1
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weil aus Symmetriegrinden P (3", X; < 0) = P (3 i X; > 0) gilt. Somit
gilt

z 1
|P (ZXi < 0) -3
=1

) CINOIEES
StirlingS(’:Ee Formel (% "V2mn 1

)
nl o~ (2)"Vamn ((21)% m)

n— oo

2/ - V2 - \/ﬁ

Da EX,, =0, Var X,, = 1 = E|X,,|?, somit gilt

sup [Fp(z) — ®(z)] = max{|F,(0) —®(0)],| Fn(0-0) —(0)[}
——— \\,./

zeR
TL
P( 2= i <0)

1

! uy
nSoo \/7 f

SOHlltlStC>\/§ ~0,4.

In den Sdtzen 7.2.7 und 7.2.8 haben wir immer die Existenz des dritten
Momentes von X, vorausgesetzt. Der zentrale Grenzwertsatz in Form von
Lindeberg geht lediglich von der Existenz der zweiten Momente aus. Deshalb
geben wir im néchsten Satz die Konvergenzgeschwindigkeit im zentralen
Grenzwertsatz fiir den Fall, wenn lediglich die Lindeberg—Bedingung erfiillt
ist.

Satz 7.2.9 (Berry):
Sei {X,,}22; eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen mit EX; = p;
und 0 < Var X; = 07 < oo. Sei

:ZU? und L, ( —22 ( I X5 — ,ui]>5~Dn))
=1 n

i=1

fir alle § > 0. Dann existiert eine Konstante D > 0 mit der Eigenschaft: aus
L, (8) < 6 folgt

on = sup |Fy(x) — ®(x)| < D
x€ER
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fur alle § > 0, wobei

?:1 X — E?:l 1
D,

Fn(m):P< §:E>, Vr € R

ist.

Ohne Beweis. Siehe den Beweis in [16], Seite 171.
Bemerkung 7.2.6 Da die Lindeberg—Bedingung (in einer ihrer Formen)

Ln(§) — 0 V5>0

n—o0

ist, kann somit “quasi” behauptet werden, dass

sup |F,(x) — ®(x)| < const - {/ L, ().

zeR

7.3 Gesetz des iterierten Logarithmus

Sei {X,,}5°; eine Folge von unabhéngigen identisch verteilten Zufallsvaria-
blen mit EX,, = 0, Var X,, = 1 (auf allgemeinere Zufallsvariablen ist die
Ubertragung folgender Ergebnisse durch entsprechende Normierung mog-
lich).

Betrachten wir Polygonziige S(w), die dadurch entstehen, dass man Punkte
(n,Sp), n € N miteinander verbindet, wobei S,, = > ; X;, n € N und
So = 0 fast sicher. Aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen gilt:

Somit

1
Ve >0dN : Vn >N ‘Sn <e<= —ne< S, <ne.
n

Dies bedeutet, dass fiir n — oo S(w) fiir alle € > 0 im Bereich
{(z,y) €R?*: —ex <y <ex}

liegt (vgl. Abb. 7.2). Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt sogar

P (a < j% < 6) =2 008) - ¢(a)

woraus folgt, dass die Wahrscheinlichkeit, dass S(w) im Bereich {(z,y) :
ay/r <y < py/z} liegt, ndherungsweise ®(5) — () fiir n — oo ist.
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Sn

0 50 100 150 200 7
an/z, falls a <0
—v/2nlog(logn)
—cx

Abbildung 7.2: Illustration zum Gesetz des iterierten Logarithmus

Wir werden jetzt auf folgende Frage eine Antwort geben kénnen:
Wann existiert eine Funktion y = ¢g(z), sodass S(w) mit Wahrscheinlichkeit
1 zwischen der Grafik von ¢g(z) und —g(z) liegt? Mit anderen Worten:

-

.S.

{lim SUD,, 00 gfg) =1

-

-l

Es stellt sich heraus, dass g(n) = \/2nlog(logn), n > 3 ist.

Satz 7.3.1 (Hartman-Winter)
Sei {X;,}52; eine Folge von unabhéngigen identisch verteilten Zufallsvaria-
blen mit EX,, =0, 0 < Var X,, = 0 < co. Dann gilt fast sicher

Sn

lim inf,, o0 é(}i

g

lim su = 1,
nooe. /2070 log(logn)
lim inf Sn = —1.

n—oo /202nlog(logn)

Dieser Satz wird in Buch [16], Seite 181 bewiesen. Abbildung 7.2 illus-
triert den Sinn des Satzes: mit Wahrscheinlichkeit 1 liegt S(w) fir n — oo
im Bereich zwischen zwei Kurven y = +./20%xlog(logz). Im Satz 7.3.1
kénnen auch unabhéangige aber nicht identisch verteilte Zufallsvariablen be-
trachtet werden, falls vorausgesetzt wird, dass sie beschrankt sind. Das ist
der sogenannte Satz von Kolmogorow, vgl. [16], Seiten 182-183.
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Bemerkung 7.3.1 Es ist klar, dass
Sn P

— 0.
+/2nlog(logn) n—oo
Dies folgt aus der Tschebyschew—Ungleichung:
2
p Sh, o - < Var S, _ oc-n
+1/2nlog(logn) 2nlog(logn)  2n -log(logn)

0.2

= — — 0.
2log(logn) n—oo
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z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 | 0,500000 0,503989  0,507978  0,511967  0,515953  0,519939  0,523922  0,527903  0,531881  0,535856
0,1 | 0,539828  0,543795  0,547758  0,551717  0,555670  0,559618  0,563559  0,567495  0,571424  0,575345
0,2 | 0,579260 0,583166  0,587064  0,590954  0,594835  0,598706  0,602568  0,606420  0,610261  0,614092
0,3 | 0,617911  0,621719  0,625516  0,629300  0,633072  0,636831  0,640576  0,644309  0,648027  0,651732
0,4 | 0,655422  0,659097  0,662757  0,666402  0,670031  0,673645  0,677242  0,680822  0,684386  0,687933
0,5 | 0,691462  0,694974  0,698468  0,701944  0,705402  0,708840  0,712260  0,715661  0,719043  0,722405
0,6 | 0,725747  0,729069  0,732371  0,735653  0,738914  0,742154  0,745373  0,748571  0,751748  0,754903
0,7 | 0,758036  0,761148  0,764238  0,767305  0,770350  0,773373  0,776373  0,779350  0,782305  0,785236
0,8 | 0,788145 0,791030  0,793892  0,796731  0,799546  0,802338  0,805106  0,807850  0,810570  0,813267
0,9 | 0,815940 0,818589  0,821214  0,823814  0,826391  0,828944  0,831472  0,833977  0,836457  0,838913
1,0 | 0,841345 0,843752  0,846136  0,848495  0,850830  0,853141  0,855428  0,857690  0,859929  0,862143
1,1 | 0,864334  0,866500  0,868643  0,870762  0,872857  0,874928  0,876976  0,878999  0,881000  0,882977
1,2 | 0,884930 0,886860  0,888767  0,890651  0,892512  0,894350  0,896165  0,897958  0,899727  0,901475
1,3 | 0,903199  0,904902  0,906582  0,908241  0,909877  0,911492  0,913085  0,914656  0,916207  0,917736
1,4 | 0,919243  0,920730  0,922196  0,923641  0,925066  0,926471  0,927855  0,929219  0,930563  0,931888
1,5 | 0,933193  0,934478  0,935744  0,936992  0,938220  0,939429  0,940620  0,941792  0,942947  0,944083
1,6 | 0,945201  0,946301  0,947384  0,948449  0,949497  0,950529  0,951543  0,952540  0,953521  0,954486
1,7 | 0,955435  0,956367  0,957284  0,958185  0,959071  0,959941  0,960796  0,961636  0,962462  0,963273
1,8 | 0,964070  0,964852  0,965621  0,966375  0,967116  0,967843  0,968557  0,969258  0,969946  0,970621
1,9 | 0,971284  0,971933  0,972571  0,973197  0,973810  0,974412  0,975002  0,975581  0,976148  0,976705
2,0 | 0,977250  0,977784  0,978308  0,978822  0,979325  0,979818  0,980301  0,980774  0,981237  0,981691
2,1 | 0,982136 0,982571  0,982997  0,983414  0,983823  0,984222  0,984614  0,984997  0,985371  0,985738
2,2 | 0,986097  0,986447  0,986791  0,987126  0,987455  0,987776  0,988089  0,988396  0,988696  0,988989
2,3 | 0,989276  0,989556  0,989830  0,990097  0,990358  0,990613  0,990863  0,991106  0,991344  0,991576
2,4 | 0,991802  0,992024  0,992240  0,992451  0,992656  0,992857  0,993053  0,993244  0,993431  0,993613
2,5 | 0,993790  0,993963  0,994132  0,994297  0,994457  0,994614  0,994766  0,994915  0,995060  0,995201
2,6 | 0,995339  0,995473  0,995603  0,995731  0,995855  0,995975  0,996093  0,996207  0,996319  0,996427
2,7 | 0,996533  0,996636  0,996736  0,996833  0,996928  0,997020  0,997110  0,997197  0,997282  0,997365
2,8 | 0,997445  0,997523  0,997599  0,997673  0,997744  0,997814  0,997882  0,997948  0,998012  0,998074
2,9 | 0,998134  0,998193  0,998250  0,998305  0,998359  0,998411  0,998462  0,998511  0,998559  0,998605
3,0 | 0,098650  0,998694  0,998736  0,998777  0,998817  0,998856  0,998893  0,998930  0,998965  0,998999
3,5 | 0,099767  0,999776  0,999784  0,999792  0,999800  0,999807  0,999815  0,999821  0,999828  0,999835
4,0 | 0,999968  0,999970  0,999971  0,999972  0,999973  0,999974  0,999975  0,999976  0,999977  0,999978

Tabelle 7.2: Verteilungsfunktion ®(z) der Standardnormalverteilung
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Borel-Mengen, 12
Bose—-Einstein—Statistik, 23
Buffonsches Nadelproblem, 25

Cantor—Treppe, 58
Carathéodory, Satz von, 13
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klassisches Wahrscheinlichkeitsmaf, 19

Kolmogorow
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Verteilungsfunktion, 60
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rechtsseitige Stetigkeit, 45
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Wahrscheinlichkeitsfunktion, 49, 61
Wahrscheinlichkeitsmaf}, 11, 12
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Wahrscheinlichkeitsraum, 11
Weierstrass, Approximationssatz von,
Warhscheinlichkeitstheoreti-
scher Beweis, 149
Winter
Satz von Hartman—Winter, 179

Zahldichte, 49, 61
zentrales gemischtes Moment, siehe Mo-
mente
zentriertes Moment, siche Momente
Zufallselement, 39
Zufallsmenge, 40
Zufallsvariable, 39
komplexwertige, 108
Momente, 77
Produkt, 75
Quotient, 75
Summe von, 74
Zufallsvektor, 39
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