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1 Konfidenzintervalle

1.1 Einfiihrung

Konfidenz- oder Vertrauensintervalle wurden bereits in Statistik I exemplarisch behan-
delt (vgl. Folgerung 3.3.2 und Bemerkung 3.3.4 des Vorlesungsskriptes Statistik I). In
dieser vertiefenden Vorlesung werden wir eine formale Definition eines Konfidenzinter-
valles angeben um Vertrauensintervalle in groflerer Tiefe studieren zu kénnen. Dabei
werden sowohl Fin- als auch Zweistichprobenprobleme behandelt.

Rufen wir uns die Annahmen eines parametrischen Modells in Erinnerung: es sei ei-
ne Stichprobe (X7i,...,X,) von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen mit
X; ~ Fy gegeben, wobei Fy eine Verteilungsfunktion aus einer parametrischen Fami-
lie von Verteilungen {Fp: 0 € ©}, © C R™ ist, dem m-dimensionalen Parameterraum,
m > 1.

Die Punktschétzer von 6 liefern jeweils einen Wert fiir den Parametervektor. Es wére
allerdings auch vorteilhaft, die Genauigkeit solcher Schatzansétze zu nennen, das heifit,
einen Bereich anzugeben, in dem 6 mit hoher Wahrscheinlichkeit 1 — a liegt. Dabei
heifit a Irrtumswahrscheinlichkeit; iibliche Werte fiir o sind o = 0,01;0,05;0, 1. Die
Wabhrscheinlichkeit 1 — «, dafl 6 im vorgegebenen Konfidenzintervall liegt, heiffit dann
Uberdeckungswahrscheinlichkeit oder Konfidenzniveau und soll dann entsprechend hoch
ausfallen, z.B. 0,99;0, 95;0, 9.

Definition 1.1.1. Es sei 1 — « ein Konfidenzniveau und 6 : R® — R = R U {#+o0},
0 : R™ — R zwei Stichprobenfunktionen mit der Eigenschaft

0(X1,...X,) <O0(X1,...,X,) Y(Xi,...X,) €R™
Falls
LRy (0o, .., X, 0(X1,... X)) 210 V0O
2. jnf Py (ee [Q(Xl,...,xn),é(Xl,...,Xn)D —1-a
3. lim Py (ee [Q(Xl,...,Xn),@(Xl,...,Xn)]) —l-a V0e©

dann heifit I = [0(X1,..., X,),8(X1, ... X,)| ein
1. Konfidenzintervall

2. minimales Konfidenzintervall
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3. asymptotisches Konfidenzintervall

zum Konfidenzniveau 1 — a.. Dabei heifit lp(X1,... X,,) = 0(Xq,... X,,) — 0(X1,... X,,)
die Linge des Konfidenzintervalls. Es ist erwiinscht, moglichst kleine Konfidenzintervalle
(mit minimaler Lange) bei grofiem Konfidenzniveau fiir # zu konstruieren.

Wie bereits bei den Beispielen im Statistik I-Skript ersichtlich ist, folgt die Konstruk-
tion eines Konfidenzintervalls einem bestimmten Muster, das wir jetzt genauer studieren
werden:

1. Finde eine Statistik 7'(X1, ..., Xy, 0), die

e vom Parameter 6 abhéingt und

e cine bekannte (Priif-) Verteilung F' besitzt (moglicherweise asymptotisch fiir

2. Bestimme von der Verteilung F' die Quantile F~!(a;) und F~1(1 —az) fiir Niveaus
aq und 1 — ao, sodall a3 + ag = a.

3. Lose (falls méglich) die Ungleichung F~!(a1) < T(X1,...,Xpn,0) < F7H(1 — ag)
bzgl. 0 auf. Das entsprechende Ergebnis I = [T~} F~(a)), T7H(F1(1 — a2))]
(im Falle einer monoton in @ steigenden Statistik T) ist ein Konfidenzintervall fiir
0 zum Niveau 1 — «, denn es gilt

Py (0 € 1) =Py (T, ' (F~H(an)) <O < TH(F (1 - )
=Py (F~'(a1) < Ty(X1,..., X, 0) < (1= )
= F(F'(1-ag)) — F(F (1))

:1—a2—a1
=1— « fir alle § € ©.

Fir asymptotische Konfidenzintervalle soll {iberall noch lim geschrieben werden:
n—oo

lirgopg(é? € I) = ... =1— «a. Hierbei ist Ta_1 die Inverse von T'(X1,...,X,,0) be-
n—
ziiglich 6. Grafisch kann dies wie folgt veranschaulicht werden:

Definition 1.1.2. 1. Falls a1 = a2 = «/2, dann heiit das Konfidenzintervall I =
[T-YF~1%), T"Y(F~ 11— %))] symmetrisch.

2. Falls oy = 0 (bzw. 0(X1,...,X,) = —o0), dann heifit das Konfidenzintervall
(—oo, 0(Xy,... ,Xn)} einseitig. Das selbe gilt fiir ap = 0 (bzw. 0(X1,...,X,) =
+00) und das Vertrauensintervall [0(X1, ..., X,), +00).

In der Zukunft werden wir oft, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, symmetri-

sche Konfidenzintervalle konstruieren, obwohl man auch ein allgemeineres, nicht-sym-
metrisches Intervall leicht angeben kann.
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Abbildung 1.1: asymptotisches Konfidenzintervall

/\%¥

L ]

FYa) | F'(1-a9)

Bemerkung 1.1.1. Man sieht leicht, dal der Algorithmus zur Konstruktion eines Ver-
trauensbereiches sich sehr dem eines statistischen Tests dhnelt. Im letzten Fall heifit
T(Xy,...,X,) Teststatistik. Im Allgemeinen kann man fiir jedes Konfidenzintervall einen
entsprechenden statistischen Test angeben, aber nicht umgekehrt.

In Kapitel 2 werden wir einige Beispiele dieser Ubertragung ,Konfidenzintervall
Test“sehen.

1.2 Ein-Stichproben-Probleme

In diesem Abschnitt werden wir einige Beispiele von Vertrauensbereichen fiir Parameter
einiger bekannter Verteilungen nach dem oben genannten Schema konstruieren. Dabei
werden wir immer mit einer Stichprobe (X7i,..., X,,) wie in Abschnitt arbeiten.

1.2.1 Normalverteilung

Es seien X1,..., X, unabhingig, identisch verteilt, mit X; ~ N(u, o2).

Konfidenzintervalle fiir den Erwartungswert

e bei bekannter Varianz 0> Wenn wir annehmen, da8 02 bekannt ist, so ermog-
licht uns der Satz 3.3.1, 4. (Vorlesungsskript Statistik I), ein exaktes Konfidenzin-
tervall fiir 4 zum Niveau 1 — « zu berechnen. Denn es gilt X,, ~ N (1,02 /n) und
somit

X, —
T(Xi,. ., Xa, p) = V=" B N@,1)

Es seien z,, und z1_,, Quantile der N(0,1)-Verteilung, oy + s = a und 1 — «
das vorgegebene Konfidenzniveau.
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Dann gilt
l-—a= ]P)(Zocl < T(X17 s )Xnvﬂ) < Zl—az)

X —
=P (Za1 < \/ﬁ n_H < Zlag)

g

(_Zoq :_Zl—al)

= IP’(Xn—

21— 0

<p <X, + Zl_mg) -

vn

Somit ist [Q(Xl, oo X)), 0(X, ... ,Xn)} mit (X1,...,X,) = X, — zl,o@ﬁ und

0(X1,...,Xn) = X + 210y ﬁ ein exaktes Konfidenzintervall fiir y zum Niveau
1—a.

Es hat die Lange [,,( X1, ..., X,) = ﬁ (21—as + 21—y )- Es gilt 1,(X1,..., Xp) — 0,
fiir n — oo was bedeutet, da§ bei wachsendem Informationsumfang (n — oo) die
Prézision der Schéitzung immer besser wird.

Im Symmetriefall (1 = az = «/2) miissen wir schreiben (X1, ..., X,) = X, —

Zlfa/Q%a g(Xl, ey X)) =Xn + Zl,a/gﬁ und ZM<X1, X)) = %2170{/2.
Daraus folgt, dafl man bei vorgegebener Lange € > 0 die Anzahl der Beobachtungen
n bestimmen kann, die dann notwendig sind um die vorgegebene Prézision zu
erreichen:

2 2021 _ 2
—Uzl_m <e<=n> <1“/2) (1.2.1)

vn 5

Fiir a3 = 0 bzw. as = 0 kann man einseitige Intervalle (—oo, X, + Zl—a%} und

[Yn — zl_a%, —i—oo) genauso angeben.

e bei unbekannter Varianz o?: siche Bemerkung 3.3.4, Statistik 1.

Dort wurde das Konfidenzintervall |X,, — M#“/QSH, X, + t”*l%sn} fir

zum Konfidenzniveau 1 — o konstruiert, wobei t,,_1 1_q /2 das (1 — §)-Quantil der
t,—1- Verteilung ist.

Wie man sieht, ist sie Lénge des Konfidenzintervalls zuféllig: ,(X1,...X,) =

%tn,l’l,a/% somit macht es Sinn, mit erwarteter Lange

Jn

2
El,(X1,...X,) = %E Sntn_11-a/2
zu arbeiten, um zum Beispiel. die Frage nach der notwendigen Anzahl n von Be-
obachtungen bei vorgegebener Genauigkeit € > 0 (vergleiche Gleichung (1.2.1])) zu
beantworten.
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Konfidenzintervalle fiir die Varianz o2

e bei bekanntem Erwartungswert pu:

(X; — p)? fiir 02. Aus Satz 3.3.5, 2. des

'MS

Betrachten wir den Schétzer 52 =
K2

1
"i=1

G2
5; ~ x2. Wir setzen T(X1, ..., X,,0%) = i

o

Vorlesungsskriptes Statistik I folgt
und bekommen

2 a2
n nS. nS
Px2, < — <x2,_ =P <ot < =1-oq.
( n,os 0_2 n,l—aq X%J_Qq Xn o

Q2 32
Somit ist [ Sy 5 } ein Konfidenzintervall fiir o2 zum Niveau 1 —a, o = o +
n,l—al n,a
a9 mit der mittleren Linge El > = no? (x21 - 1 > Da die y2-Verteilung
n,o n,l—aq

nicht symmetrisch ist, ist auch das Konfidenzintervall nicht symmetrisch.

e bei unbekanntem Erwartungswert u:

Ahnlich wie oben beschrieben folgt das Konfidenzintervall [ (n=1)5; , ("2_1)5721

Xn 1,1—aq anl,aQ

zum

Niveau 1 — a, ¢ = a1 + g aus Satz 3.3.5, 1. des Vorlesungsskriptes Statistik I,

weil (2= IQ)S" ~ x2_; fiir die Stichprobenvarianz S? = n— Z (X X ) . Die
=1

erwartete Linge ist El,2 = (n — 1)0? <x2 L1 >

n—1,co anl,lfal

1.2.2 Konfidenzintervalle aus stochastischen Ungleichungen

Eine alternative Methode zur Gewinnung von Konfidenzintervallen besteht in der An-
wendung stochastischer Ungleichungen. So kann man zum Beispiel bei einer Stichprobe
(X1,...,X,) von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit E X; = p,
Var X; = 02 € (0,00) die Ungleichung von Tschebyschew benutzen, um ein einfaches,
aber grobes Konfidenzintervall fiir ¢ zu konstruieren:
— Var X, o2
P(Xn—ul>e) s —52= 5=

= fﬁrsz\/%gilt:l—azlf”(]yn—m

o —
=P(-——<-X, <7
< vnoa T e >

_ — o
=PlX,—-—<u<X — .
< " vnao SHSAnd \/na)
Das Konfidenzintervall {Yn — \/%, X, + \/%} fiir p bei bekannter Varianz o? ist ver-
teilungsunabhéangig, da keinerlei Annahmen tiber die Verteilung von X; gemacht wurden.
Prézisere Konfidenzintervalle kénnen bei der Verwendung folgender Ungleichung von
Hoeffding konstruiert werden:

IN
™
~—

Q
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Satz 1.2.1 (Ungleichung von Hoeffding). Es seien Y7,..., Y, unabhéngige Zufallsvaria-
blen mit EY; = 0,a; <Y; <b; fast sicher, ¢ = 1,...,n. Fiur alle ¢ > 0 gilt

n 252
P(YVize]<exp| -5

i=1 > (bi — a;)?
i=1

(ohne Beweis).

Diese Ungleichung ist schéarfer als die Tschebyschew-Ungleichung. Falls man spezi-
elle Annahmen iiber die Verteilung von Y; macht, kann man mit ihrer Hilfe auf gute
Konfidenzintervalle unter Verwendung des Satzes 1.1 kommen.

Nehmen wir z.B. an, dal X1, ..., X,, unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen
sind, X; ~ Bernoulli(p), p € (0,1). Wir wollen ein Konfidenzintervall fiir p bestimmen.

Folgerung 1.2.1. Es seien Xj,..., X, unabhéngige Bernoulli(p)-verteilte Zufallsvaria-
blen. Dann gilt P (|Yn —pl> 5) <22 2> 0.

Beweis. Es gilt
X p:—lg (Xi—p), Y €[-p,1—p]
n . 1 )7 K3 bl bl

das heiflit a; = —p, b;=1—p, bj—a;=1,1=1,...,n, EY; = p — p = 0. Dann gilt:

> 5n>

P, (ilﬁ > 5n> + P, (Zn:(—Yl) > sn)
i=1

=1
(Satz [1.2.1)) 26272 9
< Qe n =2 %"

n

Y Y

=1

]P’p<|Xn—p>€>§IP’p<

wobei man den Satz sowohl fiir die Folge {Y;} als auch {—Y;} anwendet. Damit ist
die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung 1.2.1. Die Form der Ungleichung von Hoeffding &dhnelt sehr der von
Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz, Satz 3.3.10 aus dem Vorlesungsskript Statistik I.

Nun fixieren wir a > 0 und wéhlen ¢, = 1/% log % Durch Anwendung von Folgerung
1.2.1) mit diesem ¢,, erhalten wir P, (\Yn —p| > 5n> < «, somit P, (|Yn —p| < En) >

1—« und darum ist [Yn — 4/ ﬁ log %, X+ 4/ % log %} ein Konfidenzintervall fiir p zum

Niveau 1 — «.
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1.2.3 Asymptotische Konfidenzintervalle

Die Philosophie der Konstruktion von asymptotischen Konfidenzintervallen ist relativ
einfach: Wir erlautern sie am Beispiel eines asymptotisch normalverteilten Schétzers 0
fiir einen Parameter 6.

Sei (X1,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsva-
riablen, X; ~ Fy, 0 € © C R. Sei b,, = é(Xl, ..., X},) ein Schétzer fiir 6, der asymptotisch

A~

normalverteilt ist. Dann gilt fiir erwartungstreue 6,

=0 4y N(,1),

On

wobei &,, ein konsistenter Schitzer der Varianz von 6, ist.

0, — 0
lim Py (za/z < — < Z1a/2>
n—o00 On
= nlLI%O Py (9 € {én — 21—a/20n, 0, + zl_a/Q&nD =1—a.

Somit ist [én — Z1—a/20n; On + 21_q /2&4 ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir 6
zum Niveau 1 — a.
Diese Vorgehensweise werden wir jetzt anhand von zwei Beispielen klar machen:

e Bernoulli-Verteilung:
Seien X; ~ Bernoulli(p)-verteilt, i = 1,...,n. Dann gilt § = p, 0, = ppn = Xn.
E, pn = p, Var p, = P2 Wir withlen 62 = 1 p(1 - p,) = £2(1 — X,) als Plug-
In-Schitzer fiir 2. Dann gilt nach dem zentralen Grenzwertsatz (Satz 7.2.1, WR)

und dem Satz von Slutzky (Satz 6.4.2, 3. WR):

Yn_p

NG L, Y ~ N(0,1),
n—oo

Xn(l_X )

n
das heifit p € [Xn — 21_qa/2\/ M, X, + Z1_a/2\/ X"(lnx")] stellt ein asym-

ptotisches Konfidenzintervall fiir p zum Niveau 1 — o dar. Da aber p € [0, 1] sein
soll, betrachtet man

_ X,(1-X,
p(X1,...,X,) = max {O, Xn—2i_a)2 ()}

und
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Bemerkung 1.2.2. Ein anderes asymptotisches Konfidenzintervall fiir den Para-
meter p der Bernoulli-Verteilung bekommt man, wenn man die Aussage des zen-

. _ anp o J— 1
tralen Grenzwertsatzes nILrgO P, ( Z1_qj2 < \/ﬁm < zl_a/2> 1 — o nimmt

und die quadratische Ungleichung dann beziiglich p auflost.

Ubung 1.2.1. Losen Sie die Ungleichung auf!

Poissonverteilung;:

Es seien X; ~ Poisson(\),7 = 1,...,n, dann gilt § = A, 0, = A\ = X,. Da
E) X; = Var, X; = A, kann man den zentralen Grenzwertsatz (Satz 7.2.1, WR)
anwenden

X,—) 4
4,y ~N(0,1),
T (0,1)

Da X, stark konsistent fiir A ist, gilt nach dem Satz von Slutsky (Satz 6.4.2, 4,
WR)

Vn

X": A d oy N(0,1).

Xn

Vn

Daraus folgt ein asymptotisches Konfidenzintervall

— X, — /X
|:Xn_zl—o¢/2 TR,Xn-l-Zl—a/z 7“

fiir den Parameter A zum Konfidenzniveau 1 — a.

Bemerkung 1.2.3. 1. Ahnlich wie in Bemerkung angegeben, kann man
durch Auflésen der quadratischen Ungleichung in

. Xn—A
nh~>nolo Py <\/ﬁ \/X € [_Zl—a/Qa Zl—a/2]> =l-a

beziiglich A ein alternatives asymptotisches Konfidenzintervall fir A angeben.
Ubung 1.2.2. Bitte fithren Sie diese Berechnungen durch.

2. Da A > 0 ist, kann man die untere Schranke diesbeziiglich korrigieren:

- X
)\(Xl,...,Xn):max{O, Xn_zl—oc/Q 77»}
n
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1.3 Zwei-Stichproben-Probleme

In diesem Abschnitt werden Charakteristiken bzw. Parameter von zwei unterschiedli-
chen Stichproben miteinander verglichen, indem man Konfidenzintervalle fiir einfache
Funktionen dieser Parameter konstruiert.

Betrachten wir zwei Zufallsstichproben Y7 = (Xi1,..., X1,), Yo = (Xo1, ..., Xon,)
von Zufallsvariablen X;i,...X;,,, ¢ = 1,2, die innerhalb der Stichprobe Y; jeweils un-
abhéngig und identisch verteilt sind, X;; 4 X;,7=1,...n;, 1= 1,2 und die Prototyp-
Zufallsvariable X; ~ Fy,, 0; € © C R™. Es wird im Allgemeinen nicht gefordert, dafl Y;
und Y5 unabhéngig sind. Falls sie voneinander abhéngen, spricht man von verbundenen
Stichproben Y1 und Y>. Betrachten wir eine Funktion ¢ : R?™ — R von den Para-
metervektoren #; und #,. In diesem Skript werden dabei meistens die Falle m = 1,2,
9(601,02) = 615 — 625, g(61,02) = %; untersucht, wobei 0; = (6;1,...,60im), i = 1,2.

Unsere Zielstellung wird sein, ein (moglicherweise asymptotisches) Konfidenzintervall
fir g(01,62) mit Hilfe der Stichprobe (Y1, Y2) zu gewinnen.

Dabei wird die selbe Philosophie wie in Abschnitt 1.1 beschrieben verfolgt. Es wird
eine Statistik T'(Y7, Y2, g(01,02)) gesucht, die eine (moglicherweise asymptotische) Priif-
verteilung F' besitzt und von ¢(61, 62) explizit abhéngt.

Durch das Auflésen der Ungleichung Fa_l1 < T(Y1,Y2,9(01,092)) < Fl__la2 bzgl. g(61,02)
bekommt man dann ein (moglicherweise asymptotisches) Konfidenzintervall zum Niveau
l—a, a=a + as.

1.3.1 Normalverteilte Stichproben

Hier wird angenommen, da X; ~ N(u;,02), i = 1,2.

Konfidenzintervall fiir die Differenz y; — 1> bei bekannten Varianzen ¢ und o3 und
unabhingigen Stichproben

Seien Y7 und Y3 voneinander unabhingig und o?, 03 bekannt. Wir betrachten die Para-
meterfunktion g(u1, p2) = p1 — p2. Es seien X, = n% j%l Xij, i = 1,2 die Stichproben-

R 2
mittel der Stichproben Y; und Ys. Es gilt Xy, ~ N (s, %), 1 = 1,2. Nach Satz 3.3.3,
4) aus dem Vorlesungsskript Statistik I sind Ylm und YQM unabhéingig. Dann ist we-
2 2
gen der Faltungsstabilitat der Normalverteilung Xi,, — Xop, ~ N (Ml — o, ;% + 0—2).

n2
Nach dem Normieren erhélt man die Statistik 7'(Y1, Yo, 1 — p2) = % ~ N(0,1).
g,
ni ng

Daraus bekommt man das Konfidenzintervall

2 2 2 2

—_— —_— g (o2 _ —_ g g
1 2 1 2
Xiny, — Xon, — 21—at| =% + 2, X1n, — Xop, + 2104t —+ + -2
2V ny no 2V ny no

flir 1 — pe zum Niveau 1 — a.
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g

2
Konfidenzintervall fiir den Quotienten _; bei unbekannten Erwartungswerten i
2

und ps und unabhangigen Stichproben

RE

Seien Y7 und Y3 voneinander unabhéngig. Sei g(o1,092) = —%. Wir konstruieren die
2

2 U R
Statistik 7'(Y1, Ya, Z—é) folgendermaflen: Seien anz_ = ﬁ '21 (Xij — qu) ,1=1,2 die
]:

ni—l SQ .
Stichprobenvarianzen der Stichproben Y; und Ys. Dann gilt (i D)Sin,

o2
k3

~ XA, i =1,2
nach Satz 3.3.5 aus dem Vorlesungsskript Statistik I.
Da die ani voneinander unabhéngig sind, gilt

(n2— l)Sgn2

2 2 2 2
Ty v, %) = (2=bos Sony 07, A
7 o2 (m-DSt,, S}, of nem e

(n1—1)o2

nach der Definition der F' - Verteilung. Daraus ergibt sich das Konfidenzintervall

2 2
Slnl F S1n1 r
52 na—1,n1—1,a1> 52 nog—1,n1—1,1—as
2n9 2n3
. 0'2 .
fir ~% zum Niveau 1 — «a.
2

Konfidenzintervall fiir die Differenz p; — uo der Erwartungswerte bei verbundenen
Stichproben

Dieses Mal seien Y; und Y3 verbunden, X1 — X5 ~ N(u1 — po, 02) fiir ein unbekanntes
02 >0,n, =ny =n. Da Xij,7 = 1,...,n unabhangig und identisch verteilt sind, gilt
Zj=X1j— Xoj ~ N(u1 — p2,0%), j=1,...,n.

Unser Ziel ist es, ein Konfidenzintervall fiir p; — po zu bekommen. Wenn wir die
Stichprobe (Z1, ..., Z,) betrachten, und Ergebnisse des Abschnittes 1.2.1, 2. anwenden,
so erhalten wir sofort folgendes Konfidenzintervall:

fir g1 — po zum Niveau 1 — §, wobei Zy =

St £ (5-7) =k & (%~ Xy = Koo+ Xon).

1.3.2 Poissonverteilte Stichproben

Wir nehmen jetzt an, dafl die Stichproben Y; und Y, unabhéngig sind, und X; ~
Poisson()\;), ¢ = 1, 2. Konstruieren wir asymptotische Konfidenzintervalle fiir g(A1, A2) =

A A .
A1 — Ay und g(A, A2) = m/\’zﬁr;gh = p)\1-|2->\2’ p= 7% = const, wobei ny,ny — oo.
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Asymptotisches Konfidenzintervall fiir A\ — \o

Um zu einer Statistik 7'(Y7, Y2, A1 — A2) zu kommen, die asymptotisch (fiir ny,nge — 00)
N(0, 1)-verteilt ist, verwenden wir den zentralen Grenzwertsatz von Ljapunow (vergleiche
Satz 7.2.6, WR).

Lemma 1.3.1. Es gilt

Y1'rL1 - 7271,2 - A1 + )\2 d

— Y ~ N(0,1)
\/ & + & nyg—oo
m n2 no—00
Beweis. Fuhren wir die Zufallsvariable
Xip—A
ﬁ, k:1,...,n2,
My Ty
Znk = Xok—ny—A2

k=no+1,...,n1+no

Y
AL A2
"2\/ 7y Ty

ein, wobei n = ny + ns. Es gilt: E Z,;, =0 fir alle k =1,...,n, und

Var X1 . A1 =1
s

= n
2 Y 2 IV 5 101,
0< o2, =VarZ,, = A PAn e
nk " %, k:n1+1,...,n,
e
2\ ny ' ng
somit
n
A
2 1 2 _
Z Onk = (n2n1 + n2n2 Y N 1
k=1 1 2 ni " ong
Auflerdem gilt fiir 6 > 0 und ny,no — oo:
n 246 246
lim ZE(’Z k‘)2+5_ lim E(’Xﬂ _)‘1| ) + E (|X21*)\2|) il=0
n = =
n—o0 £~ mnao | s (A A (2+0)/2 pl+d (M4 X (2+9)/2
- 1 ni no 2 n1 no

Somit ist die Ljapunow-Bedingung erfiillt und nach Satz 7.2.6 (WR) gilt

n
S Zu -5 Y ~N(©O,1).
k=1 n1—00

ng—00

Ylnl *Y2n2 -1 +)\2

ALy A2
ny Ty

n
Es gilt aber auch > Z,, =

n=1

, somit ist das Lemma bewiesen. ]
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Da X, Is, Ai, © = 1,2 nach dem starken Gesetz der groflen Zahlen, gilt mit Hilfe
des Satzes von Slutsky

Xing, — Xopy, — A1+ Ao d
\/ylnl/nl + Yn2/n2 ni,nz—00

Daraus 1483t sich sofort das asymptotische Konfidenzintervall fiir Ay — Ay zum Niveau
1 — « ableiten:

X X X Xon, + g Xin X5
|:X1n1 - X2n2 - Zl—a/Qm’ Xlnl — X2n2 + zl_a/Qm

T(}/h}/é? )\l_)\Q): YNN(Ovl)

. . . .. nala
Asymptotisches Konfidenzintervall fiir T
. . . . nola . Ao Def. . .
Es sei ni/ny = [ = const und g(A1,\2) = TS = B, = D Es wird ein

asymptotisches Konfidenzintervall fiir p gesucht. Wir fithren die Statistik

TV, Ya, p) = Sony — D(S1ny + S2n,)
Y VDL = P)(S1ny + S2ny))

n;
ein, wobei Sj,, = > Xjj, 1= 1,2 und
Jj=1

L S2n2 . n2X2n2 f.s.
p= = — —— % p
Sty + 82, miXin, +n2Xop, mnz—0

ein konsistenter Schétzer fiir p (wegen des starken Gesetzes der grofien Zahlen) ist. Falls

wir zeigen koénnen, dafi T'(Y1, Ya, p) 4, Yy~ N (0,1), so wird daraus folgendes

n1,n2—00
Konfidenzintervall ableitbar: Aus

SQn2
. Stny +S9m0 3/2
lm Pl -2 g0 < ———2—  (Stn, + S20,) " <21 ap|=1-a
- REVERC v
ng—00
folgt, daf

mit
Son S1,, * Son
0(A1,A2) = ﬁ —Zlap |
1nq 2n9 (Sln1 +52n2>
S n S ny S n
O(A1, Ao) = P2 2 a2 _ Plny TP2nm2

(Slnl + ng)g
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ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir p zum Niveau 1 — « ist.
Da 0 < p < 1 sein soll, kénnen die Schranken des Intervalls diesbeziiglich korrigiert
werden:

0" (Y1,Ys) = max{0, 0(Y1,Y2)},
6" (Y1,Ys) = min{1, (Y1, Y2)}.

Nun soll die asymptotische Normalverteiltheit von T'(Y7, Y2, p) gezeigt werden. Sie
folgt aus dem Satz von Slutsky und folgendem Lemma:

Lemma 1.3.2. Es gilt:

Soma — P51 £ S2na) 4,y g )

\/p(l - p)(Slm + SQnQ) e

Beweis. Um die Aussage des Lemmas zu zeigen, verwenden wir einen zentralen Grenz-
wertsatz fiir Summen von Zufallsvariablen in zufélliger Anzahl (vgl. Satz 7.2.2 (WR)).
Fihren wir die Folge N, = Sip, + San, von nichtnegativen Zufallsvariablen ein. Die
Summe ist monoton wachsend. Gleichzeitig setzen wir a,, = n1A; +naAa. Offensichtlich
gilt

& — Slnl SQ’I’LQ
QAny N1 + NoAg N1 + NoAg
_ Y1n1 Y2712
AL+ 671 BAL A
f.s. )\1 )\2
I8 +
nmima—oo \p + 371 BAL 4 Ao

_ BAM A2

= + ~1
BAL+ A2 BA+ A

Auflerdem gilt:

P (Son, = k, Stn, + Son, = m)
P (Sin, + Son, = m)
P (Son, = k, Sin, =m — k)
P (Sin, + S2, , =m)

—ngA2 (>\2n2)k . efnl)\l (nlkl)m_k
k! (m—k)!

—niA1—ngAg (MAI+N2A2)™
m!

. m' ( TZQ)\Q )m ( nl)\l >m—k
- (m — k:)'k" N1IAL + NoAs N1IAL + NoAs

= (Zl)pk(l —p)"F

P (Sny = k| Ny = m) =

(&

e




16 1 Konfidenzintervalle

— m ~ Bi g S2na—mp _ 4

was bedeutet, dafl Sa,, | N, = m ~ Bin(m,p). Dann gilt ) | N, = m =
m

M, wobei S, = Y. Z; eine Summe von unabhéngigen, identisch verteilten Zu-

mp(1—p) i=1
fallsvariablen Z; ~ Bernoulli(p) ist. Nach Satz 7.2.2 (WR) gilt dann

S2n2 — INpp d

S — N,
PNny — WP _d Ly ~ N(0,1).

— Y ~ N(0,1) <=
Nnp(1 - p) Nap(1 —p)



2 Tests statistischer Hypothesen

In der Vorlesung Statistik I haben wir schon Beispiele von statistischen Tests kennenge-
lernt, wie etwa den Kolmogorow-Smirnow-Test (vergleiche Bemerkung 3.3.38, 3), Skript
Statistik I). Jetzt sollen statistische Signifikanztests formal eingefithrt und ihre Eigen-
schaften untersucht werden.

2.1 Allgemeine Philosophie des Testens

Es sei eine Zufallsstichprobe (Xj,...,X,) von unabhéngigen, identisch verteilten Zu-
fallsvariablen X; gegeben, mit Verteilungsfunktion F' € A, wobei A eine Klasse von
Verteilungsfunktionen ist. Es sei (x1,...,z,) eine konkrete Stichprobe, die als Realisie-
rung von (X7, ..., X,,) interpretiert wird. In der Theorie des statistischen Testens werden
Hypothesen iiber die Beschaffenheit der (unbekannten) Verteilungsfunktion F' gestellt
und gepriift. Dabei unterscheidet man

| Statistische Tests |

’ parametrische Tests | ’ nichtparametrische Tests

falls A = {F,0 € O},
wobel © C R™ ist.

Bei parametrischen Tests priift man, ob der Parameter 6 bestimmte Werte annimmt
(zum Beispiel § = 0). Bekannte Beispiele von nichtparametrischen Tests sind Anpas-
sungstests, bei denen man priift, ob die Verteilungsfunktion F' gleich einer vorgegebenen
Funktion Fj ist.

Formalisieren wir zunéchst den Begriff Hypothese. Die Menge A von zuléssigen Vertei-
lungsfunktionen F' wird in zwei disjunkte Teilmengen Ag und A; zerlegt, Ag U A1 = A.
Die Aussage

sonst.

,2Man testet die Haupthypothese Hy : F' € Ag gegen die Alternative Hy : F' € A1,©

bedeutet, dafl man an Hand der konkreten Stichprobe (x1,...,z,) versucht, eine Ent-
scheidung zu féllen, ob die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable X; zu Ag oder zu Ay
gehort. Dies passiert auf Grund einer statistischen Entscheidungsregel

¢ :R" —[0,1],

17
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die eine Statistik mit folgender Interpretation ist:
Der Stichprobenraum R™ wird in drei disjunkte Bereiche Ky, Kp; und K7 unterteilt,
sodal R"™ = Ko U Ky U K4, wobei

Ky =¢'({0}) ={z€R":p(x)=0},
K1 =¢'({1}) ={zeR":p(x)=1},
Kot =¢ 1(0,1) ={z€R":0<p(x) <1}

Dementsprechend wird Hy : F' € Ag
e verworfen, falls p(z) =1, also x € K7,
e nicht verworfen, falls p(z) = 0, also = € Ko;

o falls p(z) € (0,1), also x € Koi, wird ¢(z) als Bernoulli-Wahrscheinlichkeit inter-
pretiert, und es wird eine Zufallsvariable Y ~ Bernoulli(¢(x)) generiert, fir die
gilt:

v — 1 — H; wird verworfen
"] 0 = Hj wird nicht verworfen

Falls Ko # 0, wird eine solche Entscheidungsregel randomisiert genannt. Bei Ko = (),
also R™ = Ky U K spricht man dagegen von nicht-randomisierten Tests. Dabei heifit
Ky bzw. K; Annahmebereich bzw. Ablehnungsbereich (kritischer Bereich) von Hy. Ko
heifit Randomisierungsbereich.

Bemerkung 2.1.1. 1. Man sagt absichtlich ,,Hy wird nicht verworfen, statt ,Hgy
wird akzeptiert”, weil die schlieende Statistik generell keine positiven, sondern nur
negative Entscheidungen treffen kann. Dies ist generell ein philosophisches Problem
der Falsifizierbarkeit von Hypothesen oder wissenschaftlichen Theorien, von denen
aber keiner behaupten kann, daf§ sie der Wahrheit entsprechen (vergleiche die
wissenschaftliche Erkenntnistheorie vom Karl Popper (1902-1994)).

2. Die randomisierten Tests sind hauptséchlich von theoretischem Interesse (verglei-
che Abschnitt 2.3). In der Praxis werden meistens nichtrandomisierte Regeln ver-
wendet, bei denen man aus der Stichprobe (z1,...,x,) allein die Entscheidung
iiber Hy treffen kann. Hier gilt p(z) = Ig,,x = (z1,...,2,) € R™.

In diesem und in folgendem Abschnitt betrachten wir ausschliefflich nichtrandomisierte
Tests, um in Abschnitt 2.3 zu der allgemeinen Situation zuriickzukehren.

Definition 2.1.1. Man sagt, da die nicht-randomisierte Testregel ¢ : R" — {0,1}
einen (nichtrandomisierten) statistischen Test zum Signifikanzniveau « angibt, falls fiir
F € Ag gilt.

Pr (¢(X1,...,Xn) =1) = P(Hy verwerfen | Hy richtig ) < «
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Definition 2.1.2. 1. Wenn man Hy verwirft, obwohl Hy richtig ist, begeht man den
sogenannten Fehler 1. Art. Die Wahrscheinlichkeit
an(F) =Pr(p(x1,...,2n) =1), F €Ay

heifit die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art und soll unter dem Niveau o blei-
ben.

2. Den Fehler 2. Art begeht man, wenn man die falsche Hypothese Hy nicht verwirft.
Dabei ist

ﬂn(F):IPF((p((L'l,...,CCn):0), F€A1
die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 2. Art.

Eine Zusammenfassung aller Moglichkeiten wird in folgender Tabelle festgehalten:

Hy richtig Hj falsch
Hy verwerfen Fehler 1. Art, Wahrschein- | richtige Entscheidung
lichkeit oy, (F) < «
Hy nicht verwer- | richtige Entscheidung Fehler 2. Art mit Wahr-
fen scheinlichkeit 3, (F)

Dabei sollen «a,, und 3, moglichst klein sein, was gegenldufige Tendenzen darstellt,
weil beim Kleinwerden von « die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 2. Art notwendigerweise
wéchst.

Definition 2.1.3. 1. Die Funktion
Gn(F) =Pr (p(X1,...,Xn)=1), FeA

heifit Giitefunktion eines Tests .

2. Die Einschrankung von G, auf A; hei8t Stdrke, Scharfe oder Macht (englisch
power) des Tests .

Es gilt

Gn(F) =an(F) <a, Fel
Gn(F)=1=0,(F), Fe A

Beispiel 2.1.1. Parametrische Tests. Wie sieht ein parametrischer Test aus? Der
Parameterraum O wird als ©g U ©1 dargestellt, wobei ©g N ©1 = . Es gilt Ag = {Fp :
0 €Oy}, Ay ={Fp:0 € ©;}. Pp wird zu Py, a,, G, und (3, werden statt auf A auf ©
definiert.

Welche Hypothesen Hy und H; kommen oft bei parametrischen Tests vor? Zur Ein-
fachheit betrachten wir den Spezialfall © = R.
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1. Hy: 0 =0y vs. Hy : 0 # b
Hy: 0>0pvs. Hi : 0 <6
Hy: 0<6yvs. H :0> 0
Hy: 0 € la,b] vs. Hy : 0 ¢ [a,b]

= W

Im Fall (1) heiit der parametrische Test zweiseitig, in den Fallen (2) und (3) einseitig
(rechts- bzw. linksseitig). In Fall (4) spricht man von der Intervallhypothese H.
Bei einem zweiseitigen bzw. einseitigen Test kann die Giitefunktion wie in Abbildung

(a) bzw. (b) aussehen,

Abbildung 2.1: Giitefunktion

(a) eines zweiseitigen Tests (b) eines einseitigen Tests

Bei einem allgemeinen (nicht notwendigerweise parametrischen) Modell kann man die
ideale Gutefunktion wie in Abbildung [2.2] schematisch darstellen.

Abbildung 2.2: Schematische Darstellung der idealen Giitefunktion

_____ [ ——
| Gn(F)
|

Ao 1 Ay
¢
Hy H;

e Man sieht aus Definition [2.1.2] dem Fehler 1. und 2. Art und der Ablehnungsregel,
dafl die Hypothesen Hy und H; nicht symmetrisch behandelt werden, denn nur die
Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art wird kontrolliert. Dies ist der Grund dafiir,
daf} Statistiker die eigentlich interessierende Hypothese nicht als Hy, sondern als
H, formulieren, damit, wenn man sich fiir H; entscheidet, man mit Sicherheit sagen
kann, dafl die Wahrscheinlichkeit der Fehlentscheidung unter dem Niveau « liegt.
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e Wie wird ein statistischer, nicht randomisierter Test praktisch konstruiert? Die
Konstruktion der Ablehnungsregel ¢ dhnelt sich sehr der von Konfidenzintervallen:

1. Finde eine Teststatistik 7' : R™ — R, die unter Hj eine (moglicherweise
asymptotisch fiir n — 0o0) bestimmte Priifverteilung hat.

2. Definiere By = [ta,,t1—as), WObei to, und t1_,, Quantile der Priifverteilung
von T sind, a1 + a2 = « € [0, 1].

3. Falls T'(X1,...,X,) € R\ By = By, setze o(X1,...,X,) = 1. Hy wird ver-
worfen. Ansonsten setze ¢(X1,...,X,) =0.

e Falls die Verteilung von T nur asymptotisch bestimmt werden kann, so heifit ¢
asymptotischer Test.

e Sehr oft aber ist auch die asymptotische Verteilung von T nicht bekannt. Dann
verwendet man sogenannte Monte-Carlo Tests, in denen dann Quantile t, ndhe-
rungsweise aus sehr vielen Monte-Carlo-Simulationen von T (unter Hy) bestimmt
werden: Falls ¢/, i = 1,...,m die Werte von T in m unabhéingigen Simulationsvor-
géngen sind, das heifit ¢ = T'(z},...,2%), x; sind unabhéngige Realisierungen von

X; ~ F € Ay, dann bildet man ihre Ordnungsstatistiken ¢, ..., ¢t(™) und setzt
to = tllem) o € [0,1], wobei t° = —oo.

Bemerkung 2.1.2. Man sieht deutlich, dafl aus einem beliebigen Konfidenzintervall
Iy = [If(Xl,...,Xn),IQH(Xl,...,Xn)} zum Niveau 1 — « fiir einen Parameter § € R
ein Test flir # konstruierbar ist. Die Hypothese Hy : 6 = 6y vs. Hy : 6 # 6y wird mit
folgender Entscheidungsregel getestet:

o(X1,...,X,) =1, falls 6 € [IfO(Xl, LX), I(X, ,Xn)] .

Das Signifikanzniveau des Tests ist a.

Beispiel 2.1.2. Normalverteilung, Test des Erwartungswertes bei bekannter Varianz. Es
seien X1,..., X, ~ N(u,o?) mit bekannter Varianz o%. Ein Konfidenzintervall fiir 4 ist

— 21— L 21— 0
1-a/2 X, + 1—a/2

I = [IM(Xq,.... X)), IN(Xq1,..., X)) = | X, — , Xn
[1( 1 ) )7 2( 1 ’ )} \/ﬁ \/ﬁ

(vergleiche Abschnitt [1.2.1} 1.)). Hy wird verworfen, falls |puo — X,| > Zl_“% In der
Testsprache bedeutet daf,

o1, ... xn) =1((21,...2,) € K1),

wobei

21—
K = {(wl,...,:rn) € R" : |uo — Tn| > 1\/%/2}
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der Ablehnungsbereich ist. Fir die Teststatistik 7'(X1, ..., X,) gilt:

X _
T(X1,..., X)) = =2 HO0 /i ~ N(0,1) | unter Ho,
o
() =
Berechnen wir nun die Giitefunktion (vergleiche Abbildung [2.3).

B = Zl-a/2\ B . Rl1—a/2
Gonls) =By (It — X > N )=1-F, (‘Xnuo‘ﬁf )

Abbildung 2.3: Giitefunktion fiir den zweiseitigen Test des Erwartungswertes einer Nor-
malverteilung bei bekannter Varianz

[e— _1_ __________________
Gn(p)
a ______
|
0 Ho K

Die ,,Ja-Nein “- Entscheidung des Testens wird oft als zu grob empfunden. Deswegen
versucht man, ein feineres Maf3 der Vertréglichkeit der Daten mit den Hypothesen Hj
und H; zu bestimmen. Dies ist der sogenannte p-Wert, der von den meisten Statistik-
Softwarepaketen angegeben wird.

Definition 2.1.4. Es sei (x1,...,x,) die konkrete Stichprobe von Daten, die als Rea-
lisierung von (X1,..., X)) interpretiert wird und 7'(Xy,...,X,) die Teststatistik, mit
deren Hilfe die Entscheidungsregel ¢ konstruiert wurde. Der p-Wert des statistischen
Tests ¢ ist das kleinste Signifikanzniveau, zu dem der Wert ¢ = T'(z1,...,x,) zur Ver-
werfung der Hypothese Hy fiihrt.

Im Beispiel eines einseitigen Tests mit dem Ablehnungsbereich By = (¢, 00) sagt man
grob, daf}

p=,P(T(Xy,...,Xn) >t]| Hy) “,
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wobei die Anfithrungszeichen bedeuten, daf} dies keine klassische, sondern eine bedingte
Wahrscheinlichkeit ist, die spéter prazise angegeben wird.

Bei der Verwendung des p-Wertes verdndert sich die Ablehnungsregel: die Hypothese
Hy wird zum Signifikanzniveau « abgelehnt, falls & > p. Frither hat man die Signifikanz
der Testentscheidung (Ablehnung von Hj) an Hand folgender Tabelle festgesetzt:

p-Wert Interpretation
p < 0,001 sehr stark signifikant
0,001 <p <0,01 stark signifikant
0,01 <p<0,05 schwach signifikant
0,05 <p nicht signifikant

Da aber heute der p-Wert an sich verwendet werden kann, kann der Anwender der
Tests bei vorgegebenem p-Wert selbst entscheiden, zu welchem Niveau er seine Tests
durchfiihren will.

Bemerkung 2.1.3. 1. Das Signifikanzniveau darf nicht in Abhéngigkeit von p fest-
gelegt werden. Dies wiirde die allgemeine Testphilosophie zerstoren!

2. Der p-Wert ist keine Wahrscheinlichkeit, sondern eine Zufallsvariable, denn er
héngt von (X1,...,X,) ab. Der Ausdruck p = P(T(Xy,...,X,) >t | Hp), der in
Definition [2.1.4] fiir den p-Wert eines einseitigen Tests mit Teststatistik 7" gegeben
wurde, soll demnach als Uberschreitungswahrscheinlichkeit interpretiert werden,
dafl bei Wiederholung des Zufallsexperiments unter Hy der Wert ¢t = T'(x1, ..., x,)
oder extremere Werte in Richtung der Hypothese betrachtet werden:

p=P(T(X1,..., X)) >T(z1,...,2,) | Ho),

wobei (X7,...,X]) 4 (X1,...,X,). Falls wir von einer konkreten Realisierung
(1, ...,@y) zur Zufallsstichprobe (X7, ..., X,,) tibergehen, erhalten wir

p=pXi,...,X,) =P(T(X1,..., X)) >T(Xy,...,X,) | Ho)

3. Fiir andere Hypothesen Hy wird der p-Wert auch eine andere Form haben. Zum
Beispiel fiir

a) einen symmetrischen zweiseitigen Test ist
By = {_tl—a/Qa tl—a/Z}
der Akzeptanzbereich fiir Hy.
=p=P(T(X1,....,Xpn)| >t | Hy), t=T(X1,...Xpn)
b) einen linksseitigen Test mit By = [t4, 00] gilt

p=P(T(X1,...,Xn) < t), t =T(X1,...,Xp)
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c) Das Verhalten des p-Wertes kann folgendermaflen untersucht werden:

Lemma 2.1.1. Falls die Verteilungsfunktion F' von X; stetig monoton stei-
gend ist (die Verteilung von T ist absolut stetig mit zum Beispiel steigender
Dichte), dann ist p ~ U|0, 1].

Bewets. Wir zeigen es am speziellen Beispiel des rechtsseitigen Tests.

P(p<a|Ho)=P(Fr(T(Xy,...,Xy)) < a| Hy)
=P (Fr(T(X1,...,Xy)) 21—« Hy)
=PU>1-a)=1-(1-a)=a, «ac]l01],
da Fp(T(Xy,...,Xn)) LU~ U[0,1] und Fr absolut stetig ist. O

Ubung 2.1.1. Zeigen Sie, da8B fiir eine beliebige Zufallsvariable X mit absolut
stetiger Verteilung, und streng monoton steigender Verteilungsfunktion Fx
gilt:

Fx(X)~U|0,1]

Abbildung 2.4: Verteilung von p fiir diskrete T

1

Falls die Verteilung von T diskret ist, mit dem Wertebereich {t1,...,%,},
t; < tj fir ¢« < j, so ist auch die Verteilung von p diskret, somit gilt nicht
p ~ UJ0,1]. In diesem Fall ist Fp(x) eine Treppenfunktion, die die Gerade

k

y = u in den Punkten v = Y P(T(X1,...,Xn) = t), k = 1...n berithrt
i=1

(vgl. Abbildung [2.4)).

Definition 2.1.5. 1. Falls die Macht G,,(-) eines Tests ¢ zum Niveau « die Unglei-

chung

Gu(F)>a, Fel

erfillt, dann heifit der Test unverfilscht.
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2. Es seien ¢ und ¢* zwei Tests zum Niveau o mit Giitefunktionen Gy, (-) und G} (+).
Man sagt, dafi der Test ¢ besser als ¢* ist, falls er eine groflere Macht besitzt:

Gu(F) > G(F) YF e A

3. Der Test ¢ heifit konsistent, falls G,,(F) — 1 fiir alle F' € Ay.

Bemerkung 2.1.4. 1. Die einseitigen Tests haben oft eine groflere Macht als ihre
zweiseitigen Version.

Beispiel 2.1.3. Betrachten wir zum Beispiel den Gau3-Test des Erwartungswertes
der Normalverteilung bei bekannter Varianz. Beim zweiseitigen Test

Ho:p=po vs. Hy:p# po.

erhalten wir die Gutefunktion

Gn(p) =@ <_Z1—a/2 + \/ﬁu _U/m) + @ (_Zl—a/Q - \/ﬁ'u ;M) .

Beim einseitigen Test ¢* der Hypothesen
Hy:p < povs. Hf : p> po

ist seine Giitefunktion gleich
Gl =@ (—s1a+ Vi)

Beide Tests sind offensichtlich konsistent, denn G,,(x) — 1, G} (n) — 1. Dabei
n—oo n—oo
ist ¢* besser als . Beide Tests sind unverfilscht (vergleiche Abbildung [2.5)).

Abbildung 2.5: Giitefunktionen eines ein- bzw. zweiseitigen Tests der Erwartungswertes
einer Normalverteilung

2. Beim Testen einer Intervallhypothese Hy : 0 € [a,b] vs. Hy : 0 ¢ [a,b] zum Niveau
o kann man wie folgt vorgehen: Teste
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a) Hf : 0 > avs. Hy : 0 < a zum Niveau a/2.
b) HY: 60 <bvs. Hy:60>bzum Niveau a/2.

Hp wird nicht abgelehnt, falls H$ und H§ nicht abgelehnt werden. Die Wahrschein-
lichkeit des Fehlers 1. Art ist hier «. Die Macht dieses Tests ist im Allgemeinen
schlecht.

Bemerkung 2.1.5. Je mehr Parameter fiir der Aufbau der Teststatistik T ge-
schatzt werden miissen, desto kleiner wird in der Regel die Macht.

2.2 Nichtrandomisierte Tests

2.2.1 Parametrische Signifikanztests

In diesem Abschnitt geben wir Beispiele einiger Tests, die meistens aus den entsprechen-
den Konfidenzintervallen fiir die Parameter von Verteilungen entstehen. Deshalb werden
wir sie nur kurz behandeln.

1. Tests fiir die Parameter der Normalverteilung N (u, 0?)

a) Test von p bei unbekannter Varianz

e Hypothesen: Hg : p = po vs. Hy : o # po-
o Teststatistik:

T(X1,...,Xn) = %“0 ~tn1 | Ho

e Entscheidungsregel:
QO(Xl, e ,Xn) =1, falls |T(X1, e ,Xn)| > tn—l,l—a/?-

b) Test von o2 bei bekanntem

e Hypothesen: Hy : 02 = 03 vs. Hy : 02 # 03.
o Teststatistik:

mit S2 = 1 > (X — w)?.

=1
e Entscheidungsregel:

o(X1,...,X,) =1, falls T(X1,...,X,) ¢ [ng,a/%xi,l—aﬂ .
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o Gitefunktion:

2 2 ~ 2 2
Xn,a/QUO < nS2 Xn,1—a/290
o2 09 o2

2 0(2) 2 0(2)
== (X | T 0a | Xaarg,

c) Test von o2 bei unbekanntem u
e Hypothesen: Hy : 02 = 03 vs. Hy : 02 # 03.
o Teststatistik:
n—1)S2
T(Xi,...,X,) = % ~X2_y | Ho,
a0
n N2
wobei S,% = ﬁ > (Xl- — Xn) .
i=1
e Entscheidungsregel:

P(X1, o, Xp) = 1, falls T(X,. ., X0) & (X2 /20 X2 11-aya] -

Ubung 2.2.1. (i) Finden Sie G,,(-) fiir die einseitige Version der obigen
Tests.

(ii) Zeigen Sie, daf diese einseitigen Tests unverfilscht sind, die zweisei-
tigen aber nicht.

2. Asymptotische Tests

Bei asymptotischen Tests ist die Verteilung der Teststatistik nur ndherungsweise
(fiir grofie n) bekannt. Ebenso asymptotisch wird das Konfidenzniveau « erreicht.
Thre Konstruktion basiert meistens auf Verwendung der Grenzwertsétze.

Die allgemeine Vorgehensweise wird im sogenannten Wald-Test (genannt nach dem
Statistiker Abraham Wald (1902-1980)) fixiert:

e Sei (Xi,...,X,) eine Zufallsstichprobe, X; seien unabhéngig und identisch
verteilt fiir i = 1,...,n, mit X; ~ Fp, 0 € © CR.

e Wir testen Hy : 6 = 0y vs. Hy : 0 # 0y. Es sei 0, = é(Xl,...,Xn) ein
erwartungstreuer, asymptotisch normalverteilter Schatzer fiir 6.

0, —0
B L,y N(0,1) | H,

On, n—00

wobei 62 ein konsistenter Schétzer fiir die Varianz von 0, sei.
Die Teststatistik ist

0n(X1,...,X0) — 0o

A

On

T(X1,...,X,) =
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e Die Entscheidungsregel lautet: Hy wird abgelehnt, wenn |T'(Xy,...,Xy)| >
Z1—a/2, WObel 21_q /0 = ®~1(1 — a/2). Diese Entscheidungsregel soll nur bei
grofflen n verwendet werden. Die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art ist
asymptotisch gleich o, denn P(|T'(Xy, ..., Xp)| > z1_a/2 | Ho) T« wegen
der asymptotischen Normalverteilung von T.

Die Giitefunktion des Tests ist asymptotisch gleich

by — 0 0o — 0
0~ >+<I>( Ay + )
On On

Spezialfille des Wald-Tests sind asymptotische Tests der Erwartungswerte bei
einer Poisson- oder Bernoulliverteilten Stichprobe.

nh_{I;OGn(e) =1-0 (Zl /2 +

Beispiel 2.2.1. a) Bernoulliverteilung
Es seien X; ~ Bernoulli(p), p € [0, 1] unabhéngige, identisch verteilte Zufalls-
variablen.
e Hypothesen: Hy : p = pg vs. Hy : p # po.
o Teststatistik:

~Xam o flls X, £ 0,1,
T(X1,...,X,) = { \/Xn(l— alls X, 7

sonst.

Unter Hy gilt: T(X1,...,Xn) -5 Y ~ N(0,1).

n—oo
b) Poissonverteilung
Es seien X; ~ Poission(\), A > 0 unabhéngige, identisch verteilte Zufallsva-
riablen.
e Hypothesen: Hy: A= Ao vs. H1 : A # X\g
o Teststatistik:

Xodo  fa)ls X, > 0
T(Xl,...,Xn):{\/ﬁ\/Xn’ e aAn =

0, sonst.
Unter Hy gilt: T(X1,...,Xp) 4y~ N(0,1)
n—oo

3. Zwei-Stichproben-Probleme

Gegeben seien zwei Zufallsstichproben Y7 = (X11,..., X1n,), Y2 = (Y21, ..., Yop,),
n = max{ni,na}. X;; seien unabhéngig fiir j = 1,...,n;, X5 ~ Fp,, 1 = 1,2.

a) Test der Gleichheit zweier Erwartungswerte bei normalverteilten
Stichproben

e bei bekannten Varianzen
Es seien X;; ~ N(pi,0?),i =1,2,5 = 1,...,n. Dabei seien o%,03 be-
kannt, X;; seien unabhéngig voneinander fiir alle 7, j.
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Die Hypothesen sind Hg : p1 = po vs. Hy @ p1 # ps. Wir betrachten die

Testgrofe:
Xin, — X,
T(Y1,Ys) = 1”12 22”2
2id

Unter Hy gilt: T'(Y1,Ys) ~ N(0,1). Als Entscheidungsregel gilt: Hy wird
abgelehnt, falls [T'(Y1, Y2)| > 21_q /2

e bei unbekannten (jedoch gleichen) Varianzen
Es seien X;; ~ N(Mi,alz), i=1,2,j=1,...,n. Dabei seien 0%, 03 unbe-
kannt, 0? = 03 und Xi; seien unabhingig voneinander fiir alle 4, j.
Die Hypothesen sind: Hy : 1 = ps vs. Hy @ 1 # po. Wir betrachten die

Teststatistik
Xin, — X
T(Y1,Ys2) = lné 2na \/ e ;
ning ni + no
wobei
1 a2l _ 2 M _ 2
2 _ . I .
Shang = ny +ng — 2 (]Z::I (X” Xh”) +]z:4; (XQ] X2”2> ) )

Man kann zeigen, dal unter Hy gilt: T'(Y1, Y2) ~ t5, —n,—2. Die Entschei-
dungsregel lautet: Ho ablehnen, falls [T'(Y1,Y2)| > t5, 1ny—21-a/2-

b) Test der Gleichheit von Erwartungswerten bei verbundenen Stich-
proben

Es seien Y1 = (Xlla"'aXl’n) und Y2 = (XQl,...,XQn), ny =ng =n,
Zj=X1j— Xoj ~ N(u1 — p2,0%),j=1,...,n

unabhangig und identisch verteilt mit u; = EX;;, ¢« = 1,2. Die Hypothe-
sen sind: Hy : 1 = pg vs. Hy @ 11 # pio bei unbekannter Varianz o2. Als
Teststatistik verwenden wir

wobel

n

2= 123 (2-7)"

J=1

Unter Hy gilt dann: T'(Z1, ..., Z,) ~ t,—1. Die Entscheidungsregel lautet: Hy
wird abgelehnt, falls |T'(21, ..., 2n)| > th_11-a/2-
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c) Test der Gleichheit von Varianzen bei unabhingigen Gauf3schen
Stichproben
Es seien V7 = (Xi1,...,X1p,) und Yy = (Xo1,..., X9,,) unabhéngig und
identisch verteilt mit X;; ~ N (,ui,o*?), wobei p; und 012 beide unbekannt
sind. Die Hypothesen sind: Hy : 07 = 035 vs. Hy : 07 # 03. Als Teststatistik
verwenden wir

S3
n
T(Y1,Y2) = ) 2,
Inq
wobei
1 & — \2 .
SiZni = - 1; (Xij —Xini) Li=1,2.

Unter Hy gilt: T'(Y1,Y2) ~ Fy,—1n,-1. Die Entscheidungsregel lautet: Hy wird
abgelehnt, falls T'(Y7,Y2) ¢ [an—l,nl—l,a/% Foy1ni-11-a/2]-
d) Asymptotische Zwei-Stichproben-Tests

(i) bei Bernoulli-verteilten Stichproben
Es gilt X;; ~ Bernoulli(p;), j = 1,...,n;, i = 1,2. Die Hypothesen sind
Hy : py = po vs. Hy : p1 # po. Als Teststatistik verwenden wir

Xln1 - X2n2
\/Xlnl (1*Y1n1) + Y2n2 (1*y2n2)

ni na

T(Y1,Ys) =

Unter Hy gilt: T(Y7,Y>) 4 v~ N(0,1). Die Entscheidungsregel

n1,n2—00
lautet: Hy wird verworfen, falls [T'(Y1,Y2)| > 21_4/2- Dies ist ein Test
zum asymptotischen Signifikanzniveau .
(ii) bei Poisson-verteilten Stichproben
Es seien X;; unabhéngig, X;; ~ Poisson()\;), i = 1,2. Die Hypothesen
sind: Hy : Ay = Ao vs. Hy : A1 # Ag. Als Teststatistik verwenden wir:

X1n1 - XQ?’LQ
Ylnl Y27'L2
Vo T

Die Entscheidungsregel lautet: Hy ablehnen, falls |T'(Y1,Y2)| > z1_q/2-
Dies ist ein Test zum asymptotischen Niveau .

TN, Y;) =

Bemerkung 2.2.1. Asymptotische Tests diirfen nur fiir grofile Stichprobenum-
fénge verwendet werden. Bei ihrer Verwendung fiir kleine Stichproben kann das
asymptotische Signifikanzniveau nicht garantiert werden.
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2.3 Randomisierte Tests

In diesem Abschnitt werden wir klassische Ergebnisse von Neyman-Pearson iiber die
besten Tests prasentieren. Dabei werden randomisierte Tests eine wichtige Rolle spielen.

2.3.1 Grundlagen

Gegeben sei eine Zufallsstichprobe (X1, ..., X,,) von unabhéngigen und identisch verteil-
ten Zufallsvariablen X; mit konkreter Auspriagung (x1,...,x,). Sei unser Stichproben-
raum (B, B) entweder (R", Bgr) oder (Ngj, Byz ), je nachdem, ob die Stichprobenvariablen
X;,i=1,...,n absolut stetig oder diskret verteilt sind.

Hier wird zur Einfachheit im Falle einer diskret verteilten Zufallsvariable X; ihr dis-
kreter Wertebereich mit Ny = NU {0} gleichgesetzt. Der Stichprobenraum sei mit einem
Maf p versehen, wobei

_J Lebesgue-Maf} auf R", falls B = R",
N ZéhlmaB auf Nf, falls B = Ng.

Dementsprechend gilt

_ ) Jgng(z)dz, falls B=R",
/Bg(x)u(da:) = { S gla), falls B = Nj.

Es sei zusétzlich X; ~ Fp, 6 € © C R™, i = 1,...,n (parametrisches Modell). Fiir
O =0yUB1, ©gNO; = formulieren wir die Hypothesen Hy : § € ©q vs. Hy : 6 € Oy,
die mit Hilfe eines randomisierten Tests

1, x € K,
p(r)=1 7€(0,1), =€ Kn x=(T1,...,%n),
0, x € Ky

getestet werden.
Im Falle x € Kp; wird mit Hilfe einer Zufallsvariable Y ~ Bernoulli(¢(x)) entschieden,
ob Hy verworfen wird (Y = 1) oder nicht (Y = 0).

Definition 2.3.1. Die Giitefunktion eines randomisierten Tests ¢ sei

Gn(g) = Gn(go,(g) =[Ey QO(X1, . ,Xn), 0 € 0.

1. Der Test ¢ hat das Signifikanzniveau o € [0, 1], falls G,(p,0) < o, VO € Oy ist.
Die Zahl

sup G (i, 0)
[ASISH

wird Umfang des Tests ¢ genannt. Offensichtlich ist der Umfang eines Niveau-a-
Tests kleiner gleich .
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2. Sei ¥(«a) die Menge aller Tests zum Niveau «. Der Test @1 € V(a) ist (gleichmdfig)
besser als Test o € (), falls Gp(¢1,0) > Gn(p2,0), 0 € ©1, also falls ¢ eine
grofliere Macht besitzt.

3. Ein Test ¢* € U(a) ist (gleichmdfig) bester Test in W(a), falls
Gn(¢*,0) > Gn(p,0), fur alle Tests ¢ € (), 6 € O;.

Bemerkung 2.3.1. 1. Definition 1) ist eine offensichtliche Verallgemeinerung
der Definition der Giitefunktion eines nicht-randomisierten Tests . Namlich,
fir p(z) =I(z € K;) gilt:

Gu(p,0) =Egp(X1,..., Xn)
=Py ((Xl, .. ,Xn) S Kl)
= Py (Hy ablehnen), 6 € ©.

2. Ein bester Test ¢* in ¥(«) existiert nicht immer, sondern nur unter gewissen
Voraussetzungen an Py, ©g, ©1 und ¥(«).
2.3.2 Neyman-Pearson-Tests bei einfachen Hypothesen

In diesem Abschnitt betrachten wir einfache Hypothesen
Ho 0= 90 VS. H1 1 0= 01 (2.3.1)

wobei 0y, 0, € ©, 6, 75 0o.

Dementsprechend sind ©¢ = {6y}, ©1 = {0 }. Wir setzen voraus, da8 Fy, eine Dichte
gi(z) beziiglich p besitzt, i = 0, 1. Fiihren wir einige abkiirzende Bezeichnungen Py = Py,
]P)l = Pgl, ]Eo = Ego, El = Egl ein. Sei fl(x) = anl gi(:vj), Tr = (l‘l, cee ,:Cn), 1= 0, 1 die
Dichte der Stichprobe unter Hy bzw. Hi.

Definition 2.3.2. Ein Neyman-Pearson-Test (NP-Test) der einfachen Hypothesen in
(2.3.1)) ist gegeben durch die Regel

1, falls fi(z) > K fo(x),

o(r) =pg(z) =< ~, falls fi(x) = Kfo(z), (2.3.2)
0, falls fi(z) < K fo(z)

fir Konstanten K > 0 und v € [0, 1].

Bemerkung 2.3.2. 1. Manchmal werden K = K(z) und 7y = 7(z) als Funktionen
von z und nicht als Konstanten betrachtet.

2. Der Ablehnungsbereich des Neyman-Pearson-Tests ¢ ist

Ky ={x € B: fi(z) > Kfo(z)}.
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3. Der Umfang des Neyman-Pearson-Tests ¢y ist

Eg (pK(Xl,.. . ;Xn) =Py (fl(Xla- .. ,Xn) > KfO(Xl,Xn))+
+’)/]P>0 (fl(XlaaXn)) :Kfo(Xl,...,Xn)

4. Die Definition kann man dquivalent folgendermaflen geben: Wir definieren
eine Teststatistik

Ty = | R ©€Bifola) >0,
o0, x€B: fy(x)=0.

Dann wird der neue Test

1, falls T(z) > K,
Oor(x) =< 7, fallsT(z) =K,
0, fallsT(z) < K

eingefithrt, der fiir Py- und P;- fast alle x € B dquivalent zu ¢y, ist. In der Tat gilt
vr(x) = pr(z)Ver € B\ C, wobei C = {z € B : fo(x) = fi(x) = 0} das Py- bzw.
P;-Mafl Null besitzt.

In der neuen Formulierung ist der Umfang von ¢ bzw. @i gleich
Eo ¢ =Po(T(X1,..., Xn) > K) +7-Po (T(X1,..., Xn) = K).

Satz 2.3.1. Optimalitétssatz

Es sei pi ein Neyman-Pearson-Test fiir ein K > 0 und v € [0,1]. Dann ist ¢x der
beste Test zum Niveau a = Eg ¢ seines Umfangs.

Beweis. Sei p € ¥(a), also Eg (p(X1,...,Xn)) < a. Um zu zeigen, dafl i besser als ¢
ist, geniigt es bei einfachen Hypothesen Hy und H; zu zeigen, dafl E; px(X1,...,X,)
> E; p(X1,...,X,). Wir fithren dazu die folgenden Mengen ein:

pt={zr e B:yr(r)>p(r)}
p~ ={r € B:pr(zr) <o)}
p~ ={z € B:pr(z)=p(x)}

Es gilt offensichtlich z € u* = px(z) > 0= fi(z) > K fo(z),

zep = ¢er(x) <l= filz) < Kfolx).
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Als Folgerung erhalten wir

B (o (X, Xa) = 9(X0, o X)) = [ (0r(@) = 9l@)) fa(a)i(a)

:K[EQQOK(Xl,...,Xn) —EogD(Xl,...,Xn)]
> K(a—a)=0,

weil beide Tests das Niveau a haben. Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung 2.3.3. 1. Da im Beweis v nicht vorkommt, wird derselbe Beweis im
Falle von ~y(x) # const gelten.

2. Aus dem Beweis folgt die Gultigkeit der Ungleichung

|, (er@) = ¢(@) (f1(@) = K fo(a)) ulda) = 0

im Falle des konstanten K, bzw.

By (pr (X150, Xn) — (X0, X)) 2 /B (ox(x) — @(x)) K(z)fo(r)u(dz)
im allgemeinen Fall.

Satz 2.3.2. (Fundamentallemma von Neyman-Pearson)

1. Zu einem beliebigen « € (0, 1) gibt es einen Neyman-Pearson-Test ¢ mit Umfang
«, der dann nach Satz der beste Niveau-a-Test ist.

2. Ist ¢ ebenfalls bester Test zum Niveau «, so gilt p(z) = ¢ (z) fir u-fast alle
x€ KoUK) ={x € B: fi(x) # K fo(z)} und px aus Teil 1).

Beweis. 1. Fir pg(z) gilt

1, fallsze Ky ={z: fi(z) > K- fo(x)},
er(z) =< v, fallsz e Koy ={z: fi(z) = K - fo(z)},
0, fallsze Ko={z: fi(z) < K- fo(z)}.

Der Umfang von @ ist

Py (T(Xl, R ,Xn) > K) + P (T(Xl,. . .,Xn) = K) = q, (233)
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wobei

f1(x1,...,2n)
T(xly Ce ,-CUTL) == { fo(wlf"'vxn)7 faHS fo(m) > 07

00, sonst.

Nun suchen wir ein K > 0 und ein v € [0, 1], sodafl Gleichung stimmt. Es
sei Fo(z) = P(T(X1,...,X,) < ), z € R die Verteilungsfunktion von 7. Da T > 0
ist, gilt Fo(x) = 0, falls 2 < 0. AuBerdem ist P(T(X7,...,X,) < oo) = 1, das heifit
F~'(a) € [0,00), Yo € (0,1). Die Gleichung kann dann folgendermafien

umgeschrieben werden:
1= Fo(K) +7 (Fo(K) = Fo(K-)) = a (2.3.4)
wobei Fyp(K—) = x_l)l}rp_() Fo(z).

Sei K = Fy '(1 — «), dann gilt:
a) Falls K ein Stetigkeitspunkt von Fy ist, ist Gleichung (2.3.4) erfiillt fiir alle
v € [0, 1], zum Beispiel v = 0.
b) Falls K kein Stetigkeitspunkt von Fp ist, dann ist Fy(K) — Fo(K—) > 0,
woraus folgt

_ Oé—l—f—Fo(K)
7T R(K) — Ry(K-)

= es gibt einen Neyman-Pearson-Test zum Niveau a.

2. Wir definieren M7 = {z € B : ¢(z) # px(z)}. Es muss gezeigt werden, daf
[ ((Ko UK1)N M¢> = 0.
Dazu betrachten wir

Eip(X1,...,Xpn) —E1or(X1,...,Xn) =0 (¢ und ¢k sind beste Tests)
Eop(X1,...,Xn) —Eopr(X1,...,Xn) <0 (¢ und ¢x sind a-Tests

mit Umfang von ¢x = «)

= [ (¢ =0x): (7~ K - fo) uld) = 0.
In Bemerkung [2.3.3] wurde bewiesen, daf
| (= enfi — Ko)du <0

= [ (o= o)~ K fo)du =0 = [ (o= 0x)(f1 = K fo)d
B

M#* N (Ko U Kj)
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Es gilt u(M7 N (Ko U K1)) = 0, falls der Integrand (px — ¢)(f1 — K fo) > 0 auf
M# ist. Wir zeigen, daB

(px — @) (f1 — K fo) > 0 fiir z € M7 (2.3.5)
ist. Es gilt
fi—=Kfo>0=9x—¢>0,
fi—=Kfo<0= 9 —¢ <0,
weil

fi(z) > K fo(z) = ¢r(x) =1
und mit ¢(z) < 1= o () — o(x) > 0 auf M7,
filz) < K fo(z) = pr(x) =0
und mit o(z) > 0 = @k (x) — ¢(x) < 0 auf M7,
Daraus folgt die Giiltigkeit der Ungleichung (2.3.5)) und somit
1 ((Ko UK N M?f) = 0.
O

Bemerkung 2.3.4. Falls ¢ und pg beste a-Tests sind, dann sind sie Py- bzw. P;- fast
sicher gleich.

Beispiel 2.3.1 (Neyman-Pearson-Test fiir den Parameter der Poissonverteilung). Es sei
(X1,...,X,) eine Zufallsstichprobe mit X; ~ Poisson(\), A > 0, wobei X; unabhéngig
und identisch verteilt sind fir ¢ = 1,...,n. Wir testen die Hypothesen Hy : A = Ag vs.
Hy : A= )\i. Dabei ist

T

DY )
gi(x) = e_/\lx—", x€Ng,i=0,1,

n i
xX,; =17
)‘1

- N — -)‘i] -n
f1<m):f2(x1,,mn)= ng(m'J): He Al;:e A1 .
P i=1 i

fiir ¢ = 0, 1. Die Neyman-Pearson-Teststatistik ist

Jo()

@) _ —n(Ai—Xo) . (A ey T
T(-le...,xn):{ € L ( 1/’\0) i=t™, falls @q,..., 2, € N,
00, sonst.

Die Neyman-Pearson-Entscheidungsregel lautet

—_

,  falls T(zq,...,2y) > K
or(T1,...ozn) =1 v, falls T(z1,...,2,) = K,
0, fallsT(x1,...,2,) < K
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Wir wihlen K > 0, v € [0, 1], soda ¢ den Umfang « hat. Dazu 1ésen wir
o = PO(T(XD s 7Xn) > K) +7P0(T(X17 : aXn) = K)
beziiglich v und K auf.

Po(T(X1,...,Xn) > K) =Po(logT(X1,...,X,) > log K)

n )\ n
j=1

Jj=1

wobei A := {logK R )\O)J )

log i—é
falls zum Beispiel Ay > Ag. Im Falle A\; < A\¢ dndert sich das > auf < in der Wahrschein-

lichkeit.
Wegen der Faltungsstabilitat der Poissonverteilung ist unter Hy

n
Z X; ~ Poisson(n)\g),
j=1
also wéhlen wir K als minimale, nichtnegative Zahl, fiir die gilt: Pgy (Z?:l X; > A) < a,
und setzen
Ca—Po(37o X > A)
Po(Xjo1 X =4) 7

wobei

=
R

e

\%

BN

) =1- i e_Aoni()\O.n)j

7=0 gt

_ 6—)\071 ()‘On)A
N Al

&
PR
i

2

I

S

Somit haben wir die Parameter K und - gefunden und damit einen Neyman-Pearson-
Test g konstruiert.

2.3.3 Einseitige Neyman-Pearson-Tests

Bisher betrachteten wir Neyman-Pearson-Tests fiir einfache Hypothesen der Form H; :
0 =0;,i=0,1. In diesem Abschnitt wollen wir einseitige Neyman-Pearson-Tests einfiih-
ren, fiir Hypothesen der Form Hy : 6 < 6y vs. Hy : 0 > 6.

Zunéchst konstruieren wir einen Test fiir diese Hypothesen: Sei (Xi,...,X,) eine
Zufallsstichprobe, X; seien unabhéngig und identisch verteilt mit

XZ‘NFQEA:{F929€@},
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wobei © C R offen ist und A eindeutig parametrisiert, das heifit
9759’:>F97EF9/.

Ferner besitze Fy eine Dichte gy beziiglich des Lebesgue-Mafles (bzw. ZahlmafBes) auf R
(bzw. Np). Dann ist

folx) = [ 9o(zi), == (21,...,2n)
j=1

eine Dichte von (X7, ..., X)) beziiglich u auf B.

Definition 2.3.3. Eine Verteilung auf B mit Dichte fy gehort zur Klasse von Vertei-
lungen mit monotonen Dichtekoeffizienten in T, falls es fiir alle § < 6’ eine Funktion
h:R x ©? — R U oo, die monoton wachsend in ¢t € R ist und eine Statistik 7: B — R
gibt, mit der Eigenschaft

for (%)

fg(.f) = h(T(ZL‘), 0, 9/)’

wobei
h(T(z),0,0') = 0o fiir alle z € B: fy(z) =0, fo(x) > 0.
Der Fall fo(z) = fo(x) = 0 tritt mit Pp- bzw. P;-Wahrscheinlichkeit 0 auf.
Definition 2.3.4. Es sei Qg eine Verteilung auf (B, B) mit der Dichte fp bzgl. p. Qg

gehort zur einparametrischen Ezxponentialklasse (§ € © C R offen), falls die Dichte
folgende Form hat:

fo(x) =exp{c(0) - T(x)+a(0)}-U(x), == (x1,...,2,) € B,
wobei ¢(f) eine monoton steigende Funktion ist, und Varg T'(Xy,...,X,) >0, V0 € ©.

Lemma 2.3.1. Verteilungen aus der einparametrischen Exponentialfamilie besitzen
einen monotonen Dichtekoeffizienten.

Beweis. Es sei (Qy aus der einparametrischen Exponentialfamilie mit der Dichte
fo(x) =exp{c(d) - T(x)+ a(d)} - l(x).
Fiir 6 < ¢ ist dann

for(z)
fo()

monoton beziiglich T, weil ¢(6") — ¢(f) > 0 wegen der Monotonie von ¢(6). Also besitzt
fo einen monotonen Dichtekoeffizienten. O

= exp {(c(¢) — c(9)) - T'(x) + a(6') — a(0)}
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Beispiel 2.3.2. 1. Normalverteilte Stichprobenvariablen

Es seien X; ~ N(u,02), 4= 1,...,n, unabhiingige, identisch verteile Zufallsvaria-
blen, mit unbekanntem Parameter ;1 und bekannter Varianz o. Die Dichte des
Zufallsvektors X = (X1,...,X,)" ist gleich

n
oy
ful@) = [Tou(es) = [T —==e >0
i=1 i=1 /2703
1 1 & )
= expl —— » (x; —
(2mad)n/2 p{ 203 ;( i h) }
= expq —— T =20 ) X+ n)}
(2mod)n/2 { 202 (i:l ! ; !
n
2
n 2 Z i
:eXP(%'le_#Z>' 2ynj2 XP ~S
o5 = 208/ (2mod)™/ 20¢
N~ ——

Also gehért N (p, 08) zur einparametrischen Exponentialklasse mit c(p) = £ und
0
n
T(a:) = Z:l Zj.
1=

2. Binomialverteilte Stichprobenvariablen

Es seien X; ~ Bin(k,p) unabhéngig und identisch verteilt, ¢ = 1,...,n. Der Pa-
rameter p sei unbekannt. Die Zihldichte des Zufallsvektors X = (X1,...,X,)"

ist

fp(x) :]P)p (XZ =Zi1 = 17"'7”)
Cl AN . Yo (1opk ()
:H( A)pxl(l—p)k i = pi=1 (p)nH< )
i=1 \% Sa o i=1 \Ti
(1 —p)=
n n k;
:exp{<;$l> 10g<1p>—|-nk-log(1—p)}-i:1_[1(xl),
a(p) —_———
T(x) <(p) I(z)

also gehort Bin(n, p) zur einparametrischen Exponentialklasse mit
p
c(p) =log | ——
(p) g(l_p)

und
n

T(z)= Z x;.

=1
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Lemma 2.3.2. Falls px der Neyman-Pearson-Test der Hypothesen Hy : 6 = 6y vs.
H, : 0 = 0, ist, dann gilt:

n({z € B: fi(z) # Kfo(z)}) > 0.

KoUK,

Beweis. Wegen 0y # 61 und der eindeutigen Parametrisierung gilt fy # f1 auf einer
Menge mit u-Mafi > 0.
Nun sei pu(KoU K7) = 0. Daraus folgt, da3 f1(z) = K - fo(z) p-fast sicher. Das heifit

1= [ fi@de=K- [ fo(w)da.

woraus folgt, dal K =1 und fi(x) = fo(z) p-fast sicher, was aber ein Widerspruch zur
eindeutigen Parametrisierung ist. O

Im Folgenden sei (X7, ..., X)) eine Stichprobe von unabhéngigen, identisch verteilten
Zufallsvariablen mit X; ~ Dichte g9, 2 =1,...,n und

n

(X1,...,Xpn) ~ Dichte fy(z) = Hgg(xi)
i=1

aus der Klasse der Verteilungen mit monotonen Dichtekoeffizienten und einer Statistik
T(X1,...,X5).

Wir betrachten die Hypothesen Hy : 0 < 0 vs. Hy : 8 > 6y und den Neyman-Pearson-
Test:

1, fallsT(z) > K*,
or+(x) =< ~* falls T(x) = K*, (2.3.6)
0, falls T(x) < K*
fir K* € R und v* € [0, 1]. Die Giitefunktion von @g« bei 6 ist
Gn(0y) =Egpr+ =Po (T(X1,..., X)) > K*) +~" - Py (T(X1,...,X,) = K7)

Satz 2.3.3. 1. Falls a = Eg g+ > 0, dann ist der soeben definierte Neyman-Pear-
son-Test ein bester Test der einseitigen Hypothesen Hy vs. H; zum Niveau .

2. Zu jedem Konfidenzniveau o € (0,1) gibt es ein K* € R und v* € [0, 1], soda8
@K+ ein bester Test zum Umfang « ist.

3. Die Giitefunktion G,,(6) von @g+«(6) ist monoton wachsend in 6. Falls 0 < G, (0) <
1, dann ist sie sogar streng monoton wachsend.

Beweis. 1. Wahle 0; > 6y und betrachte die einfachen Hypothesen Hj : 6 = 6y und
H { 10 = 91. Sei

L, fi(z) > Kfo(z),
or(x) =4 7 filz) =K fo(x),
0, fi(z) < K fo(z)
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der Neyman-Pearson-Test fiir H), H] mit K > 0. Da fp den monotonen Dichteko-
effizienten mit Statistik 1" besitzt,

fi()
fo(x)

= h(T(IL’), 00, 91),
gilt

{:c @)/ folx) ig } _ {T(x) g g } mit K = h(K*, 0, 01).

wg ist ein bester Neyman-Pearson-Test zum Niveau o = Egpr = Eg og+. Aus
a > 0 folgt K < oo, denn aus K = oo wiirde folgen

AL X))
fo(X1,..., Xy) _OO)
= PO (fl(le"' 7Xn) > vaO(le' . aXn) = O)

= /B 1(fi(x) > 0, fo(x) = 0) - fo(x)p(dz) = 0.

0<a=Eopi <Py (T(X,..., Xn) 2 K) < Bo (

Fiir den Test pi+ aus (2.3.6]) gilt dann

1, falls fi(x)/fo(z) > K,
" (x) = 7" (x), falls fi(z)/fo(z) = K,
0, falls fi(x)/fo(z) < K,

wobei v*(x) € {v*,0,1}. Man kann zeigen, dafl ¢* = @g~. Daraus folgt, dafl ¢ g~
ein bester Neyman-Pearson-Test ist, fir H, vs. H; (vergleiche Bemerkung [2.3.2
1.) und Bemerkung fiir beliebige 6; > 6y. Daraus folgt, daf§ ¢+ ein bester
Neyman-Pearson-Test fiir Hjj : 0 = 0y vs. HY : 6 > 0 ist.

Die selbe Behauptung erhalten wir aus dem Teil 3. des Satzes fiir Hy : 8 < 6 vs.
Hy : 0 > 6y, weil dann G, (0) < G, (0y) = « fir alle 6 < 6.

2. Siehe Beweis zu Satz L.).

3. Wir miissen zeigen, da3 G,,(#) monoton ist. Dazu wéhlen wir §; < 62 und zeigen,
dal a1 = Gp(01) < Gp(#2). Wir betrachten die neuen, einfachen Hypothesen
H : 0 =0, vs. H/ : 6 = 03. Der Test ¢+ kann genauso wie in 1. als Neyman-
Pearson-Test p* dargestellt werden (fiir die Hypothesen H{] und HY'), der ein bester
Test zum Niveau « ist. Betrachten wir einen weiteren konstanten Test p(z) = ;.
Dann ist a; = Eg, ¢ < Eg, o+ = G, (02). Daraus folgt, dali G,,(61) < G,(02).

Nun zeigen wir, da8 fir G,,(0) € (0,1) gilt: G,,(01) < Gy, (62). Wir nehmen an, daf
a1 = Gp(01) = Gp(f2) und 6; < 0 fiur a € (0,1). Es folgt, daBl p(z) = a; auch
ein bester Test fir Hj und H{ ist. Aus Sat42.3.2 2.) folgt

p({z € B:p(x) # ¢+ (x)}) = 0 auf Ko U K1 = {fi(x) # K fo(z)},
N2

=
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was ein Widerspruch zur Bauart des Tests @+ ist, der auf Ky U K; nicht gleich
ay € (0,1) sein kann.
O

Bemerkung 2.3.5. 1. Der Satz ist genauso auf Neyman-Pearson-Tests der ein-
seitigen Hypothesen

Hy:0>0pvs. Hi : 0 <0
anwendbar, mit dem entsprechenden Unterschied

60— —0
Tw— -T
Somit existiert der beste a-Test auch in diesem Fall.

2. Man kann zeigen, daf} die Giitefunktion G,,(¢x+,0) des besten Neyman-Pearson-
Tests auf Oy = (—o0, 0y) folgende Minimalitétseigenschaft besitzt:

Beispiel 2.3.3. Wir betrachten eine normalverteilte Stichprobe (Xi,...,X,) von un-
abhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen X;, wobei X; ~ N(u,08) und of
sei bekannt. Es werden die Hypothesen

Ho:p<povs. Hy:p> po,

getestet. Aus Beispiel [2.1.2] kennen wir die Testgrofie

X, —
T(Xla s 7Xn) = \/EM7
00
wobei unter Hy gilt: T'(X7,...,X,) ~ N(0,1). Hy wird verworfen, falls
T(X1,...,X,) > 21-a, wobeiae€ (0,1).

Wir zeigen jetzt, dafl dieser Test der beste Neyman-Pearson-Test zum Niveau « ist. Aus
Beispiel ist bekannt, daf die Dichte f,, von (X1, ..., X,,) aus der einparametrischen
Exponentialklasse ist, mit

T(X1,.... Xn) =) X,

=1
Dann gehort f, von (z1,. .., xy) zur einparametrischen Exponentialklasse auch beziiglich
der Statistik
X, -

T(X1,...,Xn) =/n
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Es gilt namlich

n 2

_ o Ry
fulz) = exp( o2 ;xz 207 ) I(x)
~~ S——
éw)  p o alw
_ py/n s
_exp< f - +2 %> I(x).

\,,_/ —_— -
c(p) T a(pw)

Die Statistik 7" kann also in der Konstruktion des Neyman-Pearson-Tests (Gleichung
(2.3.6)) verwendet werden:

—_

. falls T(x) > z1—q,
or+(x) =< 0, falls T(z)= z1_q,
0, fallsT(z) < z1-qo

(mit K* = z1_, und v* = 0). Nach Satz ist dieser Test der beste Neyman-Pearson-
Test zum Niveau « fiir unsere Hypothesen:

Gn(@K*aMO) = ]P)O (T<X17 . 7XTL) > 21—04) +0- ]P)U (T(Xh oo 7XTL) < Zl—a)
=1-®(z14)=1-(1—a)=qa.

2.3.4 Unverfdlschte zweiseitige Tests

Es sei (X1,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen und identisch verteilten Zufalls-
variablen mit der Dichte

n
=[] 9o(i)-
i=1
Es wird ein zweiseitiger Test der Hypothesen
H0:9:90VS. H129759()

betrachtet. Fiir alle o € [0, 1] kann es jedoch keinen besten Test ¢ zum Niveau « fiir Hy
vs. H1 geben. Denn, nehmen wir an, ¢ wére der beste Test zum Niveau « fiir Hy vs. Hj.
Dann wire ¢ der beste Test fiir die Hypothesen

1. Hy:0 =10y vs. H : 0> 69
H{ :0=20yvs. H :0 < 6.
Dann ist nach Satz die Giitefunktion
1. Gp(p,0) < aauf 6 < 6y, bzw.
2. Gn(p,0) > a auf 6 < 6y,
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was ein Widerspruch ist!
Darum werden wir die Klasse aller moglichen Tests auf unverfilschte Tests (Definition
2.1.5)) eingrenzen. Der Test ¢ ist unverfialscht genau dann, wenn

Gn(p,0) < afiir § € ©
Gn(p,0) > « fiir 0 € ©;

Beispiel 2.3.4. 1. ¢(x) = « ist unverfélscht.

2. Der zweiseitige GauB-Test ist unverfilscht, vergleiche Beispiel Gnlp,p) >«
fir alle p € R.

Im Folgenden seien X; unabhéngig und identisch verteilt. Die Dichte fy des Zufalls-
vektors (X1,...,X,) gehore zur einparametrischen Exponentialklasse:

fo(x) = exp{c(0) - T(x) + a(0)} - l(x),

wobei ¢(f) und a(0) stetig differenzierbar auf © sein sollen, mit ¢/(€) > 0 und der Varianz
Varg T'(X1,...,X,) >0 fir alle § € ©.

Ubungsaufgabe 2.3.1. Zeigen Sie, dafl folgende Relation gilt:
d(0) = (OEyT(Xy,...,X,),
falls a(#) differenzierbar fiir alle § € O ist.
Lemma 2.3.3. Es sei ¢ ein unverfalschter Test zum Niveau « fiir
Hy:0 =200 vs. Hi : 0 # 0.
Dann gilt:
1. a=Egp(Xi,...,Xn) = Gu(p, )
2. Eo [T(X1,...,X0)e(X1,.... Xp)]=a - EgT(Xy,...,X,)

Beweis. 1. Die Giitefunktion von ¢ ist

Galp0) = [ pl@)fo@uldr)

Da fp aus der einparametrischen Exponentialklasse ist, ist G, (¢, 0) differenzierbar
(unter dem Integral) beziiglich §. Wegen der Unverfalschtheit von ¢ gilt

G?’L(Soa 00) S a, Gn(‘P; 0) Z «, 0 7& 00

und daraus folgt G, (p,0p) = o und 6y ist ein Minimumpunkt von G,,. Somit ist
1) bewiesen.
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2. Da 6y der Minimumpunkt von G, ist, gilt

0=Ghlent0) = [ (@) OT(@) +a(80) fo(a)(da)
= C,(Qo) <Ko [(p(Xl, .. Xn)T(Xl, . ,Xn)] + a’(&) : Gn((p, 00)
= C,(Qo) <Ko [(p(Xl, R ,Xn)T(Xl, ce ,Xn)] + aa’(@o)

Ubung [2.3.1))
(CbungB3D 19y (B (- T) — g T)

Daraus folgt Eq (¢1") = alEg T und damit ist der Satz bewiesen.
O

Wir definieren jetzt die modifizierten Neyman-Pearson-Tests fiir einfache Hypothesen
H029:90VS.H119:91, 917590.
Fir \, K € R, 7v: B — [0, 1] definieren wir

1, falls fi(x) > (K + \T'(x)) fo(z),
orA(z) =4 (), falls fi(z)= (K + XT'(z)fo(x)), (2.3.7)
0, falls fi(z) < (K + AT'(2))fo(z),

wobei T'(x) aus der einparametrischen Exponentialklasse ist.

Es sei ¥(a) die Klasse aller Tests, die Aussagen 1) und 2) des Lemmas erfiillen.
Aus Lemma [2.3.3] folgt dann, daf8 die Menge der unverfélschten Tests zum Niveau « eine
Teilmenge von W(c) ist.

Satz 2.3.4. Der modifizierte Neyman-Pearson-Test ¢ » ist der beste a-Test in TU(a)
fiur Hypothesen Hy vs. H{ zum Niveau o = Eg ¢ », falls px » € ().

Beweis. Es ist zu zeigen, dal Eq ¢ )\ > E; ¢ fiir alle ¢ € U (a), bzw. By (prA—@) > 0.
Es gilt
E: (oo —9) = [ (pral@) = (@) fi(@)n(do)

(e ' N /B(SOK,)\(fﬂ) — () (K + AT(z)) fo(z) p(dz)

- K<E0 PEA _@,‘@) * )‘(EO (b T) = Eo (o- T))
o = oEo T =aEoT

=0,
weil ¢, o\ € V(). O

Wir definieren folgende Entscheidungsregel, die spater zum Testen der zweiseitigen
Hypothesen

H0:9:90VS.H1:97§90
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verwendet wird:

1, falls T'(z) ¢ (c1,c2),
) i, falls T(z) =¢,
pe(w) = Yo, falls T(x) = e, (2.38)
0, falls T(z) € (c1, c2),

fir ¢; < cg € R, 41,72 € [0,1] und die Statistik T'(z), x = (x1,...,z,) € B, die in der
Dichte aus der einparametrischen Exponentialfamilie vorkommt. Zeigen wir, dafl . sich
als modifizierter Neyman-Pearson-Test schreiben lasst.

Lemma 2.3.4. Es sei (Xi,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen, identisch ver-
teilten Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte fy(x),z € B, die zur einparametrischen
Exponentialfamilie gehort. Sei T'(z) die dazugehorige Statistik, die im Exponenten der
Dichte fy vorkommt. Fiir beliebige reelle Zahlen ¢; < ¢, 71,72 € [0, 1] und Parameter-
werte g,01 € © : Oy # 61 148t sich der Test ¢. aus (2.3.8) als modifizierter Neyman-
Pearson-Test ¢k » aus mit gegebenen K, A € R, v(z) € [0, 1] schreiben.

Beweis. Fur die Dichte
Jo(z) = exp{c(0)T'(z) + a(0)} - U(z)

wird (wie immer) vorausgesetzt, daf I[(z) > 0, ¢(x) > 0 und o/(z) existiert fir 6 € ©.
Falls wir die Bezeichnung

verwenden, dann gilt

fi()
fo()

und somit
{reB: filzr)> (K+ () fole)} ={xr € B:exp(cT'(z)+a) > K+ \'(x)}.

Finden wir solche K und A aus R, fiir die die Gerade K + At, t € R die konvexe Kurve
exp{ct + a} genau an den Stellen ¢; und c2 schneidet (falls ¢; # c2) bzw. an der Stelle
t = ¢; beriihrt (falls ¢; = ¢2). Dies ist immer moglich, siehe Abbildung Ferner setzen
wir y(z) = ; fiir {x € B: T(z) = ¢;}. Insgesamt gilt dann

{z:exp(cT(x)+a)> K+ \T(x)} ={x:T(x) ¢ [c1,c2]}
und
{z:exp(cT(x)+a) < K+ XT(z)} ={x:T(z) € (c1,¢2)}-

Damit ist das Lemma bewiesen. O
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Abbildung 2.1:

y = ect+a

y=K+ Xt
|
|
|
|
|
|
|
|
—— [
| 1
C1 C2

Bemerkung 2.3.6. 1. Die Umkehrung des Lemmas stimmt nicht, denn bei vorge-

gebenen Kurven y = K + At und y = exp{ct + a} muss es die Schnittpunkte ¢;
und c2 nicht unbedingt geben. So kann die Gerade vollstindig unter der Kurve
y = exp{ct + a} liegen.

2. Der Test ¢, macht von den Werten 0y und 6; nicht explizit Gebrauch. Dies unter-
scheidet ihn vom Test ¢ y, fiir den die Dichten fo und f; gebraucht werden.

Jetzt sind wir bereit, den Hauptsatz tiber zweiseitige Tests zum Priifen der Hypothesen
H019:00VS. H1:97£90
zu formulieren und zu beweisen.

Satz 2.3.5 (Hauptsatz tiber zweiseitige Tests). Unter den Voraussetzungen des Lemmas

sei @, ein Test aus (2.3.8), fiir den ¢, € ¥(a) gilt, Gy (e, fo) = . Dann ist ¢, bester
unverfilschter Test zum Niveau « (und dadurch bester Test in W(«)) der Hypothesen

H0:9:(90VS.H1:97£90

Beweis. Wéhlen wir ein beliebiges 61 € ©, 6; # 6. Nach Lemma [2.3.4] ist ¢, ein mo-
difizierter Neyman-Pearson-Test g ) fiir eine spezielle Wahl von K und A € R. pg »
ist aber nach Satz bester Test in \i/(oz) fir Hy : @ = 6g vs. Hy : 0 # 60y. Da ¢
nicht von #; abhiingt, ist es bester Test in W(a) fiir H| : 6 # . Da aber unverfilschte
Niveau-a-Tests in W(a) liegen, miissen wir nur zeigen, daf8 o, unverfilscht ist. Da ¢,

der beste Test ist, ist er nicht schlechter als der konstante unverfilschte Test ¢ = «, das
heifit

Gn(@c: 9) > Gn(‘Pu 0) = q, 0 7é 00-
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Somit ist auch ¢, unverfilscht. Der Beweis ist beendet. O

Bemerkung 2.3.7. Wir haben gezeigt, dafl ¢, der beste Test seines Umfangs ist. Es
wére jedoch noch zu zeigen, da8 fiir beliebiges a € (0, 1) Konstanten ¢y, ¢2, 71, 2 gefun-
den werden, fiir die Eg ., = « gilt. Da der Beweis schwierig ist, wird er hier ausgelassen.
Im folgenden Beispiel jedoch wird es klar, wie die Parameter c1, co, 1,72 zu wéhlen sind.

Beispiel 2.3.5 (Zweiseitiger Gaufl-Test). Im Beispiel haben wir folgenden Test
des Erwartungswertes einer normalverteilten Stichprobe (X1, ..., X,,) mit unabhingigen
und identisch verteilten X; und X; ~ N (i, 02) bei bekannten Varianzen o2 betrachtet.
Getestet werden die Hypothesen

Ho:p=povs. Hy:p# po.

Der Test ¢(x) lautet

o(z) =1 (:c eR": |T(z)| > zl_a/g) ,

wobei

T(r) = 210,

a0

Zeigen wir, daB ¢ der beste Test zum Niveau a in ¥(a) (und somit bester unverfilschter
Test) ist. Nach Satz miissen wir lediglich priifen, dafl ¢ als ¢, mit dargestellt
werden kann, weil die n-dimensionale Normalverteilung mit Dichte f,, (siche Beispiel
2.3.3]) zu der einparametrischen Exponentialfamilie mit Statistik

T(z) = oot

a0

gehort. Setzen wir ¢1 = 21_q/2, C2 = —21_q/2, 71 = 72 = 0. Damit ist

B )1, falls |T(x)| > Z1—a/2
p(2) = pe(2) = { 0, falls |T(x)] < 21_q/2

und die Behauptung ist bewiesen, weil aus der in Beispiel 2.1.2] ermittelten Giitefunktion
Gn(p,0) von @ ersichtlich ist, dafl ¢ ein unverfilschter Test zum Niveau « ist (und somit

p € U(a)).

Bemerkung 2.3.8. Bisher haben wir immer vorausgesetzt, dafl nur ein Parameter der
Verteilung der Stichprobe (X7i,...,X,) unbekannt ist, um die Theorie des Abschnittes
2.3 iiber die besten (Neyman-Pearson-) Tests im Fall der einparametrischen Exponen-
tialfamilie aufstellen zu kénnen. Um jedoch den Fall weiterer unbekannten Parameter
betrachten zu konnen (wie im Beispiel der zweiseitigen Tests des Erwartungswertes der
normalverteilten Stichprobe bei unbekannter Varianz (der sog. t-Test, vergleiche Ab-
schnitt 2.2.1, 1 (a))), bedarf es einer tiefergehenderen Theorie, die aus Zeitgriinden in
dieser Vorlesung nicht behandelt wird. Der interessierte Leser findet das Material dann
im Buch [12].
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2.4 Anpassungstests

Sei eine Stichprobe von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen (X7, ..., X},)
gegeben mit X; ~ F (Verteilungsfunktion) fiir ¢ = 1,...,n. Bei den Anpassungstests
wird die Hypothese

HoZF:F()VS‘HltF#FO

iiberpriift, wobei Fjy eine vorgegebene Verteilungsfunktion ist.

FEinen Test aus dieser Klasse haben wir bereits in der Vorlesung Statistik I kennenge-
lernt: den Kolmogorow-Smirnov-Test (vergleiche Bemerkung 3.3.8. 3), Vorlesungsskript
Statistik I).

Jetzt werden weitere nichtparametrische Anpassungstests eingefiihrt. Der erste ist der
XQ—Anpassungstest von K. Pearson.

2.4.1 \?-Anpassungstest
Der Test von Kolmogorov-Smirnov basierte auf dem Abstand

Dy, =sup | F,(z) — Fy(a) |
x€ER

zwischen der empirischen Verteilungsfunktion der Stichprobe (X7, ..., X,) und der Ver-
teilungsfunktion Fp. In der Praxis jedoch erscheint dieser Test zu feinfiihlig, denn er ist
zu sensibel gegeniiber Unregelmafigkeiten in den Stichproben und verwirft Hy zu oft.
Einen Ausweg aus dieser Situation stellt die Vergroberung der Haupthypothese Hy dar,
auf welcher der folgende y2-Anpassungstest beruht.

Man zerlegt den Wertebereich der Stichprobenvariablen X; in r Klassen (a;, b;], i =
1,...,n mit der Eigenschaft

—co<a<bi=ay<by=...=a, <b. <.
Anstelle von X;,¢ = 1,...,n betrachten wir die sogenannten Klassenstirken Zj, j =
1,...,r, wobei
Zj:#{i:aj<Xi§bj,1§i§n}.
Lemma 2.4.1. Der Zufallsvektor Z = (Z1,...,2,)" ist multinomialverteilt mit Para-
metervektor
p= (pb ce aprfl)—r € [07 ]-]T_lv
wobei

r—1
pj:P(CLj<X1§bj):F(bj)—F(aj), j=1....,r—1, przl—zpj.
j=1

Schreibweise:

Z ~ M’I‘—l(n7p)



50 2 Tests statistischer Hypothesen

Beweis. Es ist zu zeigen, daf fiir alle Zahlen ki, ...k, € Ng mit k1 + ... + k. = n gilt:

n!

k r
[N .

P(Zi:k‘i,izl,...,T):

Da X; unabhéngig und identisch verteilt sind, gilt
n
P(Xj € (aij,bij}, j= 1,...,n) = HIP’(aZ-j <X; < bij) :plfl -pl;’,’”,
j=1

falls die Folge von Intervallen (a;;,b;,]j=1,..n das Intervall (a;,b;] k; Mal enthélt, i =
1,...,r. Die Formel (2.4.1) ergibt sich aus dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit als
Summe tber die Permutationen von Folgen (aij, bij] j=1,....,n dieser Art. O

Im Sinne des Lemmas [2.4.1] werden neue Hypothesen iiber die Beschaffenheit von F
gepriift.
Ho :p=po vs. Hi : p# po,
wobei p = (p1,... ,pr_l)T der Parametervektor der Multinomialverteilung von Z ist,

r—1
und po = (po1,---,por—1)" € (0,1)""! mit 3 po; < 1. In diesem Fall ist
i=1

AQZ{FGAZF(bj)—F(CL]’):poj, jzl,...,r—l},

Ay = A\ Ay, wobei A die Menge aller Verteilungsfunktionen ist. Um Hy vs. Hj zu testen,
fithren wir die Pearson-Teststatistik

o) - -

j=1 nPoj

ein, wobei = (x1,...,,) eine konkrete Stichprobe der Daten ist und z;, j = 1,...,r
ihre Klassenstéarken sind.
Unter Hy gilt

EZj:npoj, jzl,...,T,

somit soll Hy abgelehnt werden, falls 7,,(X) ungewohnlich grofle Werte annimmt.
Im niichsten Satz zeigen wir, daB8 T'(X1,...,X,) asymptotisch (fir n — oo) x2_;-
verteilt ist, was zu folgendem Anpassungstest (x?-Anpassungstest) fiihrt:

Hy wird verworfen, falls T,,(x1,...,z,) > X72"—1,1—o¢'
Dieser Test ist nach seinem Entdecker Karl Pearson (1857-1936) benannt worden.

Satz 2.4.1. Unter Hy gilt

lim P, (Tn(Xl, e Xp) > X%,M,a) =a,a€(0,1),

n—oo

das heiit, der x?-Pearson-Test ist ein asymptotischer Test zum Niveau .
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Beweis. Fiithren wir die Bezeichnung Z,,; = Z;(X1,..., X)) der Klassenstarken ein, die
aus der Stichprobe (X7,..., X,,) entstehen. Nach Lemma ist

Zn = (Zn1y..yZny) ~ M,_1(n,po) unter Hy.

Insbesondere soll E Z,,; = npg; und

npo; (1 —poj), @ =7J,
Cov(Zni, Znj) :{ —n]]?(EiPOJ'a ’ i 7]

fir alle 4,7 = 1,...,r gelten. Da

n
an:ZH(aj<Xj§bj)a jzl,...,’l“,

=1

ist Z, = (Zp1,...,Zny—1) eine Summe von n unabhéngigen und identisch verteilten
Zufallsvektoren Y; € R"~! mit Koordinaten Yij =Il(a; < X3 <bj),5=1,...,r =1
Daher gilt nach dem multivariaten Grenzwertsatz (der in Lemma bewiesen wird),
daf3

n

> Y, —nEY;

Zn—EZ =
1 __ “n n _ =1 d N

mit N (0, K) eine (r — 1)-dimensionale multivariate Normalverteilung (vergleiche Vorle-
sungsskript WR, Beispiel 3.4.1. 3.) mit Erwartungswertvektor Null und Kovarianzmatrix
K = (O‘,?j), wobei

2} —Dpoipoj, i J,
pOz( po;)a =]

fiir i,j = 1,...,7 — 1 ist. Diese Matrix K ist invertierbar mit K ! = A = (a;;),

1 . .
o Ea 27&]7
ig =y Ly 1
Poi por’ J-

Auflerdem ist K (als Kovarianzmatrix) symmetrisch und positiv definit. Aus der li-
nearen Algebra ist bekannt, daB es eine invertierbare (r — 1) x (r — 1)-Matrix AY/? gibt,
mit der Eigenschaft A = AY2(AY2)T. Daraus folgt,

K=A1= ((Al/Z)T)fl . (Al/Q)fl.
Wenn wir (AY2)T auf Z! anwenden, so bekommen wir

(A1/2)T . Z?’l $ (Al/Q)T . Y,

n—oo
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wobei
(AT Y ~ N (0, (AYA)T - K - AY?) = N (0, Z,1)

nach der Eigenschaft der multivariaten Normalverteilung, die im Kapitel 3, Satz [3.1.3]
behandelt wird. Des Weiteren wurde hier der Stetigkeitssatz aus der Wahrscheinlich-
keitsrechnung benutzt, dafl

Yo =5 ¥V = 0(Ya) =5 oY)

fiir beliebige Zufallsvektoren {Y,,}, Y € R™ und stetige Abbildungen ¢ : R — R. Diesen
Satz haben wir in WR fiir Zufallsvariablen bewiesen (Satz 6.4.3, Vorlesungsskript WR).
Die erneute Anwendung des Stetigkeitssatzes ergibt

2
ATz " L P =R~ X

Zeigen wir, daf

2
Tu(X1,..., Xn) = [(AY%)T 2,

Es gilt:
2
ATz = (AT Z) (A Zy) = ZiT - A2 (AT 7, = 7] Az,
A
r—1 r—1lr—1
S (Gom) + S (T ) (52 m)
=n) —|— —poj| + — —poi ) | — —Poj
jz:lpoj n ! POT;; n ’ !
2
_ v (Zuj =) | m f(zm_po)
=1 npoj Por \;53 \ 1 !
S Znjonpy,)® (Zm» )2
= . — — Por
jzl np()j pOT n
-
Z, npo;
:Z( 7 pOJ) —Tn(X17 7Xn)7
i=1 nPoj
weil
r—1
Zan—n Znrs
j=1
r—1
> poj =1—por
j=1
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Lemma 2.4.2 (Multivariater zentraler Grenzwertsatz). Sei {Y}, }nen eine Folge von un-
abhéngigen und identisch verteilten Zufallsvektoren, mit EY; = p und Kovarianzmatrix
K. Dann gilt

n

Eriom
Beweis. Sei Y; = (Yj1,...,Yjm)". Nach dem Stetigkeitssatz fiir charakteristische Funk-
tionen ist die Konvergenz ([2.4.2)) dquivalent zu

©on(t) d p(t) teR™, (2.4.3)
wobei
Y, + Y, —nu;
itSy, 15 n M
on(t) = Ee' Eexp{ E tj it \/ﬁ] j}

die charakteristische Funktion vom Zufallsvektor

> Yi—np
=1
Sn_iﬁ

und

go(t) — e—tTKt/2

die charakteristische Funktion der N (0, K)-Verteilung ist. Die Funktion ¢, (¢) kann in
der Form

on(t) = E exp zzlzl— ;o t=(t1,...,tm)" €R™

umgeschrieben werden, wobei fiir die Zufallsvariable
m
Li =) t;(Yij — ny)
j=1

gilt:

VarL; = E th i — 1) Y )t | =t Kt, i€N.
k,j=1
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Fallst" Kt = 0, dann gilt L; = 0 fast sicher, fiir alle i € N. Hieraus folgt ¢, (t) = ¢(t) = 1,
also gilt die Konvergenz [2.4.2]

Falls jedoch ¢" Kt > 0, dann kann ¢, (¢) als charakteristische Funktion der Zufallsva-
riablen

Xn:Li/\/ﬁ
=1

an Stelle 1, und ¢(t) als charakteristische Funktion der eindimensionalen Normalvertei-
lung N (0,¢" Kt) an Stelle 1 interpretiert werden. Aus dem zentralen Grenzwertsatz fiir
eindimensionale Zufallsvariablen (vergleiche Satz 7.2.1, Vorlesungsskript WR) gilt

n
Lz‘ d T
; \/ﬁnjo»oLwN(O,t Kt)
und somit
ent) = s nyym)(D) =g wr(l) = @)
Somit ist die Konvergenz ([2.4.2) bewiesen. O

Bemerkung 2.4.1. 1. Die im letzten Beweis verwendete Methode der Reduktion
einer mehrdimensionalen Konvergenz auf den eindimensionalen Fall mit Hilfe von
Linearkombinationen von Zufallsvariablen trigt den Namen von Cramér- Wold.

2. Der x2-Pearson-Test ist asymptotisch, also fiir groBe Stichprobenumfinge, anzu-
wenden. Aber welches n ist grofl genug? Als , Faustregel“gilt: npg; soll groler gleich
a sein, a € (2,00). Fiir eine grofere Klassenanzahl » > 10 kann sogar a = 1 ver-
wendet werden. Wir zeigen jetzt, da8 der y2-Anpassungstest konsistent ist.

Lemma 2.4.3. Der y2-Pearson-Test ist konsistent, das heifit
p e 0,11 p A po gilt: lim Py (Tu(X1,. . X0) > XF11q) = 1

Beweis. Unter H; gilt

> I(aj < X; < by)
i=1 fs

=pj

nach dem starken Gesetz der grolen Zahlen. Wir wéhlen j so, da8 p; # po;. Es gilt

7 . \2 7. 2
Tn(Xh,_an)Z(mWZn<m_p0j) IS
npoj n n— 00

Somit ist auch
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2.4.2 \?-Anpassungstest von Pearson-Fisher

Es sei (Xi,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen und identisch verteilten Zufalls-
variablen X;, i = 1,...,n. Wir wollen testen, ob die Verteilungsfunktion F' von X; zu
einer parametrischen Familie

Ao={Fy:0€c 0}
gehort. Seien die Zahlen a;,b;, i = 1,...,r vorgegeben mit der Eigenschaft
—o<a<b=a<b=...Za <b. <
und

ij#{Xi,’izl,...,nZCLj<Xi§bj}, 7=1...,7
Z=(Z,....2,)".

Nach Lemma gilt: Z ~ M,_1(n,p), p = (po,...,pr—1)" € [0,1]""L. Unter der
Hypothese Hy : F' € Ag gilt: p = p(6), 0§ € © C R™. Wir vergrobern die Hypothese H
und wollen folgende neue Hypothese testen:

Ho:pe{p0):0€0©} vs. H :p ¢ {p(0):0<c0O}.

Um dieses Hypothesenpaar zu testen, wird der y?-Pearson-Fisher-Test wie folgt aufge-
baut:

1. Ein (schwach konsistenter) Maximum-Likelihood-Schétzer 6,, = 6(X1, ..., X,,) fiir

6 wird gefunden: 6, L 9. Dabei muB {én}neN asymptotisch normalverteilt sein.
n—oo

2. Es wird der Plug-In-Schiitzer p(6,) fiir p(0) gebildet.

3. Die Testgrofle

A\ 2
~ T an —“Pj(9) P
Tn(Xl,...,Xn):Z ( np(é) ) njgosp’vngmfl
J

Jj=1
unter Hy und gewissen Voraussetzungen.

4. Hy wird verworfen, falls Tn(Xl, e X)) > X%,m,m,a. Dies ist ein asymptotischer
Test zum Niveau a.

Bemerkung 2.4.2. 1. Bei einem y?-Pearson-Fisher-Test wird vorausgesetzt, daf die
Funktion p(f) explizit bekannt ist, # jedoch unbekannt. Das bedeutet, daf fur jede
Klasse von Verteilungen Ag die Funktion p(-) berechnet werden soll.
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Warum kann 7, n die Hypothese Hy von H; unterscheiden? Nach dem Gesetz der
groflen Zahlen gilt

1 1 X P
—Znj = P (On) = —Znj = p;(0) = (;(0n) —p;(0)) —= 0,
—_—
—0 E)O
falls ,, schwach konsistent ist und p;(-) eine stetige Funktion fir alle j =1,...,r

ist.
Das heifit, unter Hy soll 7, n(X1,...,X,) relativ kleine Werte annehmen. Eine si-

gnifikante Abweichung von diesem Verhalten soll zur Ablehnung von Hy fiihren,
vergleiche Punkt 4.

Fiir die Verteilung Fy von X; gelten folgende Regularititsvoraussetzungen (vergleiche
Satz 3.4.2, Vorlesungsskript Statistik I).

1.
2.
3.

Die Verteilungsfunktion Fy ist entweder diskret oder absolut stetig fiir alle 6 € ©.
Die Parametrisierung ist eindeutig, das heift: 8 # 0, < Fy # Fy,.
Der Tréager der Likelihood-Funktion

L(z,0) = Pyp(X1 =), im Falle von diskreten Fp,
Y= fo(z), im absolut stetigen Fall.

SuppL(z,0) = {z € R: L(x,0) > 0} héngt nicht von 6 ab.

L(z,0) sei 3 Mal stetig differenzierbar, und es gelte fir k = 1...3 und iy,...,i; €
{1...m}, daB

OFL(x,0 Pl
(%) / 00; (..-a)eik = 6 oh, () /L(mve)dﬂf =0.

71 " -

Fiir alle 6y € © gibt es eine Konstante cg, und eine messbare Funktion gy, :
SuppL — R, sodafl

d3log L(x, 0)

< _
8911807,28923 = 960 (517), ’9 00’ < Co,

und

E@O geO(X1) < OQ.

Wir definieren die Informationsmatricz von Fisher durch

B 0log L(X1,0) 0log L(X1,0)
1(0) = (E [ 70, 50, . (2.4.4)
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Satz 2.4.2 (asymptotische Normalverteiltheit von konsistenten ML-Schéitzern én, mul-
tivariater Fall m > 1). Es seien X3i,..., X, unabhéngig und identisch verteilt mit
Likelihood-Funktion L, die den Regularitdtsbedingungen 1-5 geniigt. Sei I(6) positiv
definit fir alle # € © C R™. Sei 6,, = 0(X1, ..., X,) eine Folge von schwach konsistenten
Maximum-Likelihood-Schétzern fiir 6. Dann gilt:
Vil — 0) < N(0,171(0)).
Ohne Beweis; siche den Beweis des Satzes 3.4.2, Vorlesungsskript Statistik I.

Fiir unsere vergroberte Hypothese Hy : p € {p(0),0 € O} stellen wir folgende, stiick-
weise konstante, Likelihood-Funktion auf:

L(x,0) = p;(0), falls z € (a;, b;].
Dann ist die Likelihood-Funktion der Stichprobe (z1,...,z,) gleich

L(xi,...,2,,0) = H pj(g)Zj(:m,...,xn)

= log L(x1,...,2n,0) ZZ Ty,...,xy) - logp;(0).

0,, = 9(361, ..., xp) = argmaxlog L(z1,...,x,,0)
6co

: 9p;(0) :
> Zi(w1,. . ) = =1,...,m.
= - J(xlv y L ) 892 p](g) 07 ? ) , M

Aus Y7 p;i(0) =1 folgt

T Op;(0) B " Zj(x1,...,xn) —np;(0) Op;(0) B .
2 90; :Z,: p;(0) oo, T
j=1 J

co,m.

Lemma 2.4.4. Im obigen Fall gilt 1(§) = C'T()-C(6), wobei C(8) eine (r x m)-Matrix
mit Elementen

dp;i(0) 1 .
ciqi(0) = . ist.
=50, e
Beweis.
Olog L(X1,0) Olog L(X1,0)| ", dlogpr(0) Ologpk(6)
EO[ 00; 09, _kz::l 00; o9, PO
_Zapk:(@) 1 ope(0) 1
= 00; pi(0) 00, pi(0)
= (cT®)-c)
ij’
denn log L(X7,0) Zlogpj € (aj,b5]) .
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Deshalb gilt die Folgerung aus Satz [2.4.2}

Folgerung 2.4.1. Sei 6,, = é(Xl, ..., X,) ein Maximum-Likelihood-Schétzer von 6 im
vergroberten Modell, der schwach konsistent ist und den obigen Regularitatsbedingungen
geniigt. Sei die Informationsmatrix von Fisher 1(9) = CT () -C(#) fiir alle § € © positiv
definit. Dann ist 0 asymptotisch normalverteilt:

N (én - 9) n%;o Y ~N (0, 1—1(9))

Satz 2.4.3. Es sei 6,, ein Maximum-Likelihood-Schétzer im vergroberten Modell fiir 6,
fur den alle Voraussetzungen der Folgerung 2.4.T] erfiillt sind. Die Teststatistik

. " (Z:A( X1, X)) — npi(0,))2
Tn(X17-~-7Xn) :Z( .7( 1, ’ A) np]( ))
j=1 np;(0n)

ist unter Hy asymptotisch x2 = -verteilt:

lim ]P)g <Tn(X1, e ,Xn) > X%—m—l,l—a) = .

n—oo

ohne Beweis (siehe [13]).

Aus diesem Satz folgt, daB der x2-Pearson-Fisher-Test ein asymptotischer Test zum
Niveau « ist.

Beispiel 2.4.1. 1. x%-Pearson-Fisher-Test der Normalverteilung

Sei (X1,...,X,) eine Zufallsstichprobe. Es soll gepriift werden, ob X; ~ N(u, 0?).
Es gilt

0=(u0°)cO=RxR,.

Sei (aj, bj]j=1,..r eine beliebige Aufteilung von R in r disjunkte Intervalle. Sei

die Dichte der N (u,o?)-Verteilung.

bj
p;(8) =Py (a; < X1 < b)) :/ fol@)dz, j=1,....r
a;
mit den Klassenstarken

Zj = #{l X, € (aj,bj]}.
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Wir suchen den Maximum-Likelihood-Schéitzer im vergroberten Modell:

Ip;(0) b 9 1 /bi T —
= —fo(z)dx = .
a/.L a; a/.L fG( ) Vv 27'(—0'2 a;j 0—2

Op;(0 b 9
aja(z) :/a_ @f@(ﬁ)dﬂf

. 67%(%)2dl’

1 b; 1 1 _1(z—p)? 1 _1(z-u\2 T — pu)?
:m/ajl_z'ww“(”)+ 62(a>.<<w>

bj bj
— _}% /a fo(z)dz + L /a (@ — p)? fo(x)dx

20 2(02?)?
Die notwendigen Bedingungen des Maximums sind:

bj
. fxfg(x)d:c .,
szijbj —u> . Z;=0,
j=1

=1 ffg(l’)dl‘ ——
b
L df(a: — )% fo(x)dx .
?ZZ]»] 3 —szzo.
= [ 2

Daraus folgen die Maximum-Likelihood-Schiitzer /i und &2 fiir p und o2:

by
, [z fo(x)dx
L1 aj
=Yzt
n ‘= bj
= fo(z)dx

aj

J

o Ja

~2 aj

g = ﬁzlzj J b
]:

J

[ fo(x)dz

aj

Wir konstruieren eine Niherung zu 2 und 62 fiir r — co. Falls 7 — oo (und somit
auch n — 00), dann ist b; — a; klein und nach der einfachen Quadraturregel gilt:

b
[ otz = 0~ a5) o),

J bj
/G_ fo(w)dz = (bj — a;) fo(y)),
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wobei Y1 = b17 Yr = br—l = Qr,
yj = (bj+1+b)/2, j=2,...,r—1

Daraus folgen fiir die Maximum-Likelihood-Schétzer /i und &2:

o1
= yi—Zj=j
n -
Jj=1
1 « 9
~2 ~ ~2
~ - (yj — )" Zj =057,
n =
J=1

r

2 (mm)
. np;(0)

2. x2-Pearson-Fisher-Test der Poissonverteilung

Es sei (X1,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen und identisch verteilen Zu-
fallsvariablen. Wir wollen testen, ob X; ~ Poisson(A), A > 0. Es gilt § = X und
© = (0,4+00). Die Vergréberung von O hat die Form

—o=a1< b =as< by =az3<...<b_1=a, <b.=-40c0.
~— —~—

~——
=0 =1 =r—2
Dann ist
. N
piA)=P\(Xi=j—-1)=e (G —1) j=1,...,r—1,
MO pr
' 1=r—1 i!’
dp;(N) N . TS U N1
=e : +(—1)~ e t=e ;
EERY —_ 1) 1
dA (G —D! (-1) G- (5 -1)

de;iA) — Y <z ; 1 1) '

P>r

Die Maximum-Likelihood-Gleichung lautet

r—1 . pY
j—1 i>r
O:E Z-~<—1>+ZT
j=1 ’ A pr(A)
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Falls r — o0, so findet sich r(n) fir jedes n, fir das Z, = 0. Deshalb gilt fir
r>r(n):

—1 n
(j—1)Z; =Y Zj=0,
1 j=1

N—_——

=N

<

Jj=

woraus der Maximum-Likelihood-Schéatzer

r—1 1 n .
> (-1)Zz; = EZx, =X,
j=1 J=1

folgt. Der x2-Pearson-Fisher-Test lautet: Hy wird verworfen, falls

r (Zj - npx(yn))2

Tn = Z — D) > X72"—2,1—o¢'
= (X))
2.4.3 Anpassungstest von Shapiro
Es sei (X1,...,X,) eine Stichprobe von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvaria-

blen, X; ~ F. Getestet werden soll die Hypothese
Hy:F € {N(u,0?): p€R, 6> >0} vs. H : F ¢ {N(u,0%),u € R, 0% > 0}.

Die in den Abschnitten - vorgestellten y2-Tests sind asymptotisch; deshalb
koénnen sie fiir relativ kleine Stichprobenumfinge nicht verwendet werden.

Der folgende Test wird diese Liicke fiillen und eine Testentscheidung iiber Hy selbst
bei kleinen Stichproben ermoglichen.

Man bildet Ordnungsstatistiken X(qy,..., X(,), X1) < X < ..., < X(;,) und ver-
gleicht ihre Korreliertheit mit den Mittelwerten der entsprechenden Ordnungsstatistiken
der N(0,1)-Verteilung. Sei (Y1, ...,Y},) eine Stichprobe von unabhéngigen und identisch
verteilten Zufallsvariablen, Y1 ~ N(0,1). Es sei a; = EY(;), i = 1,...,n. Falls der empi-
rische Korrelationskoeffizient p,x zwischen (a1, ...,a,) und (X, ..., X(,)) bei 1 liegt,
dann ist die Stichprobe normalverteilt. Formalisieren wir diese Heuristik:

Es sei b; der Erwartungswert der i-ten Ordnungsstatistik in einer Stichprobe von
N (u, 0?)-verteilten, unabhiéngigen Zufallsvariablen Z;: b; = EZy,i=1,...,n. Es gilt:
b =u+oa;, i =1,...,n. Betrachten wir den Korrelationskoeffizienten

3 (b= B) (X - Xa)
= . (2.4.5)

Pbx = ~ > n —
\/.:1 (b — ) > (X0 —Xn)

K3 K3
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Da p invariant beziiglich Lineartransformationen ist und

n n n
> ai=) EY;=E <ZY) =0, gilt:
=1 =1 =1

=0
—~
d < S X~ XY
(Statistik I) z; @i (X(Z) Xn) i=1 v " =1 '
Pvx = PaX = - - 2 = ~ - 2
=1 i=1 =1 i=1
n
> ai Xy
_ i=1
n n — \2
JE £ (o x)
i=1 i=1
Die Testgrofle lautet:
n
> aiX ()
T, = —=1 — (Shapiro-Francia-Test)
> a2y (Xi—Xo)
i=1 = i=1

Die Werte a; sind bekannt und kénnen den Tabellen bzw. der Statistik-Software ent-

nommen werden. Es gilt: |T,,| < 1.
Hy wird abgelehnt, falls 75, < g, Wobei g, o das a-Quantil der Verteilung von T,
ist. Diese Quantile sind aus den Tabellen bekannt, bzw. kénnen durch Monte-Carlo-

Simulationen berechnet werden.

Bemerkung 2.4.3. Einen anderen, weit verbreiteten Test dieser Art bekommt man,
wenn man die Lineartransformation b; = p+oa; durch eine andere Lineartransformation

ersetzt:
T _
(ah,...,a)) =K -(a1,...,an),

r'n

wobei K = (k;;)?_;, die Kovarianzmatrix von (Y(l), e ,Y(n)) ist:
Ky =E (Y - a) (Y - o)

Der so konstruierte Test tragt den Namen Shapiro- Wilk- Test.

2.5 Weitere, nicht parametrische Tests

2.5.1 Binomialtest

Es sei (X1,..., X)) eine Stichprobe von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvaria-
blen, wobei X; ~ Bernoulli(p). Getestet werden soll:

Ho:p=po vs. Hi :p # po
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Die Teststatistik lautet

n
To=3_ X ~ Bin(n, po),
i=1 0

und die Entscheidungsregel ist: Hy wird verworfen, falls

T ¢ [Bin(napO)a/27 Bin(”aPO)lfa/Q]v

wobei Bin(n, p), das a-Quantil der Bin(n, p)-Verteilung ist.

Fiir andere Hy, wie zum Beispiel p < pg (p > po) muss der Ablehnungsbereich ent-
sprechend angepasst werden.

Die Quantile Bin(n, p), erhilt man aus Tabellen oder aus Monte-Carlo-Simulationen.
Falls n grof ist, konnen diese Quantile durch die Normalapproximation berechnet wer-
den:

Nach dem zentralen Grenzwertsatz von DeMoivre Laplace gilt:

T — _

T —npo
< ~ O —— .
npo(1 —po) ~ npo(l —po)/ n—oo (x/npo(l —po)>
Daraus folgt:
__ Bin(n,po)a — npo
o R
npo(1 — po)

= Bin(n, po)a ~ \/npo(1 — po) * 2o + npo
Nach der Poisson-Approximation (fiir n — oo, npg — Ag) gilt:

Bin(n,po)a 2 & Poisson(Ao)a,/2,

Bin(n,po)1—a/2 & Poisson(Ag)1_q/2, Wwobei A\g = npo.

Zielstellung: Wie kann mit Hilfe des oben beschriebenen Binomialtests die Symme-
trieeigenschaft einer Verteilung getestet werden?

Es sei (Y1,...,Y,) eine Stichprobe von unabhéngigen und identisch verteilen Zufalls-
variablen mit Verteilungsfunktion F'. Getestet werden soll:

Hy : F ist symmetrisch vs. H; : F ist nicht symmetrisch.

Eine symmetrische Verteilung besitzt den Median bei Null. Deswegen vergrébern wir die
Hypothese Hy und testen:

H): F7Y0,5) =0 vs. H : F71(0,5) # 0.
Noch allgemeiner: Fiir ein « € [0, 1]:

HY - F7Ya) =74 vs. H : F7Y(a) # Ya.
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H{ vs. H{ wird mit Hilfe des Binomialtests wie folgt getestet: Sei X; = I(Y; < vq).
Unter Hy gilt:

X; ~ Bernoulli(F(v,)) = Bernoulli(«).

Seien a; = —00, by = Yo, a2 = by, b = +00 zwei disjunkte Klassen (ay, ba], (a2, bs] in
der Sprache des x?-Pearson-Tests. Die Testgrofle ist:

To=> Xi=#{Yi: Y <}

i=1

"

Die Hypothese F~1(a) = 7, ist dquivalent zu H}' : p = a. Die Entscheidungsregel
lautet dann: H}" wird verworfen, falls T, ¢ {Bin(n, @)g/2, Bin(n, a)l_ﬂ/gﬂ. Dies ist ein
Test zum Niveau (.

2.5.2 lterationstests auf Zufalligkeit

In manchen Fragestellungen der Biologie untersucht man eine Folge von 0 oder 1 auf ihre
»Zufalligkeit” bzw. Vorhandensein von gréfleren Clustern von 0 oder 1. Diese Hypothesen
kann man mit Hilfe der sogenannten Iterationstests statistisch tiberpriifen.

n
Sei eine Stichprobe X;, i = 1,...,n gegeben, X; € {0,1}, > X; = n; die Anzahl der
i=1
Einsen, n; = n — ny die Anzahl der Nullen, ny,ns vorgegeben. Eine Realisierung von
(X1,...,X,) wire zum Beispiel
z=(0,0,0,1,1,1,0,1,1,0,1,1,1,0,1,1,1,1)

Es soll getestet werden, ob

Hy : jede Folge x ist gleichwahrscheinlich vs.
H; : Es gibt bevorzugte Folgen (Cluserbildung)

stimmt.

Sei
Q= {x: (1,...,2p), x; =0o0der 1, i=1,...,n, in:nl}
i=1
der Stichprobenraum. Dann ist der Raum (2, F,P) mit F = P (),
1
2 G

ein Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum.
Sei T,,(X) = #{Iterationen in X} = #{ Teilfolgen der Nullen oder Einsen } =
#{Wechselstellen von 0 auf 1 oder von 1 auf 0} + 1.

P (z)
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Zum Beispiel ist fir z =(0,1,1,1,0,0,0,1,0,1,1,1,0,0), T,,(z) =7 =6+ 1.

T,,(X) wird folgendermafien als Teststatistik fiir Hy vs. Hy benutzt. Hy wird abgelehnt,
falls T'(z) klein ist, das heifit, falls T;,(x) < Fr,. (). Dies ist ein Test zum Niveau a.. Wie
berechnen wir die Quantile F7, 17

Satz 2.5.1. Unter Hy gelten folgende Aussagen:

1.
L 2(31_1(17%()?—11), falls k = 2i,
e (nli1)'(7?-11();1(;3—11)'(@1'1), falls k = 2i + 1.
2.
ET, =1 2n1n9
n

3.

2nina(2ning — n

Var (1) =m0

Beweis. 1. Wir nehmen an, da§ & = 2i (der ungerade Fall ist analog). Wie kénnen

¢ Klumpen von Einsen gewéhlt werden? Die Anzahl dieser Moglichkeiten = die
Anzahl der Méglichkeiten, wie n1 Teilchen auf ¢ Klassen verteilt werden.

0[00] ... |0] (121)

Dies ist gleich der Anzahl an Méglichkeiten, wie ¢ — 1 Trennwénde auf n; — 1

Positionen verteilt werden kénnen = ("11__11) Das selbe gilt fiir die Nullen.

2. Sei }/J = ]I{Xj,1 75 Xj}j:2

)

S ET(X) =1+ 3 EY; =14 3 P(X;1 # X;).
Jj=2 =2
2(p ) T RTT e
P(Xj1 # X;) = (;)1 _ . 2l DT
_ 2m(n—m)
B (n—1)n
_ 2mng
Cn(n—1)
Daraus folgt
2
ET, =1+ (n—1)— 22 1 4 oM0N2

n(n—1) n
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Ubungsaufgabe 2.5.1. Beweisen Sie Punkt 3.
O

Beispiel 2.5.1 (Test von Wald-Wolfowitz). Seien Y = (Y1,...,Y,), Z = (Z1,...,2Zy)
unabhéngige Stichproben von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen,
Y, ~F, Z; ~ G. Getestet werden soll:

Hy: F=Gvs. H : F#G.

Sei (Y,Z) = (Y1,...,Yn, Z1,...,Z,) und seien X, Stichprobenvariablen von (Y, Z), i =
1,...,n, n =n1 + ne. Wir bilden die Ordnungsstatistiken Xéi), i =1,...,n und setzen

1, falls X/, =Y, fireinj=1,...,n,
X — (4) J
! 0, falls Xéi) =Zjfureinj=1,...,n9.

Unter Hy sind die Stichprobenwerte in (Y, Z) gut gemischt, das heifit jede Kombination
von 0 und 1 in (Xy,...,X,) ist gleichwahrscheinlich. Darum kénnen wir den Iterati-
onstest auf Zufalligkeit anwenden, um Hy vs. Hi zu testen: Hy wird verworfen, falls
To(z) < FYa), 2 = (z1,...,20).
Wie konnen die Quantile von Fr, fiir grofle n berechnet werden? Falls
n

n1 +7’L2 njo>op€ (07 1)7

dann ist 7;, asymptotisch normalverteilt.

Satz 2.5.2. Unter der obigen Voraussetzung gilt:

ET,
lim —" =2p(1—p)
n—oo n,
1
lim —VarT, = 4p*(1 —p)?
n—oo n
T, — 2p(1 — p) n

d 1
4, Y ~ N(0,1), falls — pe(0,1).
(0,1) T, P (0,1)

2¢/np(1 —p) n—eo
So kénnen Quantile von T,, ndherungsweise fiir groe n folgendermafien berechnet wer-
den:

B _ _p(Tn=2np(1 —p) _ x—2np(1 —p)
a="P (T” = FTnl(a)) N ( 2y/np(1 —p) = 2y/np(1 — p) ) a=F;(a)
. (Fﬂl(a) — 2np(1 —p)>
- 2¢/np(1 — p)
o n Fr,' (o) = 2np(1 — p)

2y/np(1 - p)
Damit erhalten wir fiir die Quantile:

Fpl(a) ~ 2np(1 — p) + 2v/np(1 = p) - 24

ni
n1+n2

In der Praxis setzt man p = fiir p ein.



3 Lineare Regression

In Statistik I betrachteten wir die einfache lineare Regression der Form
Yi=0o+ b1z +ei, i=1,...,n.

In Matrix-Form schreiben wir Y = X3 + ¢, wobei Y = (Y,...,Y,,)" der Vektor der
Zielzufallsvariablen ist,

1 T

1 a9

X = ,

1 x,
eine (n x 2)-Matrix, die die Ausgangsvariablen z;,i = 1,...,n enthélt und deshalb
Design-Matriz genannt wird, 3 = (8, $1)' der Parametervektor und € = (e1,...,5,)"
der Vektor der Storgréfien. Bisher waren oft e; ~ N(0, 02) fiir i = 1,...,n und ¢ ~

N(0,7 - 0?) multivariat normalverteilt.
Die multivariate (das bedeutet, nicht einfache) lineare Regression lisst eine beliebige
(n x m)-Design-Matrix

X = (2y5) i=1,..n
Jj=1,....m
und einen m-dimensionalen Parametervektor 8 = (51,...,ﬁm)T zu, fir m > 2. Das
heiflt, es gibt
Y =X0B+e¢, (3.0.1)

wobei € ~ N(0, K) ein multivariat normalverteilter Zufallsvektor der Storgréfien mit
Kovarianzmatrix K ist, die im Allgemeinen nicht unabhingig voneinander sind, das
heifit

K # diag (of,...,aﬁ).

Das Ziel dieses Kapitels ist es, Schétzer und Tests fiir 8 zu entwickeln. Zuvor miissen
jedoch die Eigenschaften der multivariaten Normalverteilung untersucht werden.

67
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3.1 Multivariate Normalverteilung

Im Vorlesungsskript Wahrscheinlichkeitsrechnung wurde die multivariate Normalvertei-
lung in Beispiel 3.4.1 folgendermaflen eingefiihrt:

Definition 3.1.1. Essei X = (X1,...,X,,) " ein n-dimensionaler Zufallsvektor, u € R™,
K eine symmetrische, positiv definite (n x n)-Matrix. X ist multivariat normalverteilt
mit den Parametern g und K (X ~ N(u, K)), falls X absolut stetig verteilt ist mit der
Dichte

Fx(z) = 1 1 1

@2m)n/2 Jdet(K) T {_2

(x—u)TK_l(m—u)},x: (z1,...,2,)" € R™

Wir geben drei weitere Definitionen von N (u, K) an und wollen die Zusammenhénge
zwischen ihnen untersuchen:

Definition 3.1.2. Der Zufallsvektor X = (X1,...,X,)" ist multivariat normalverteilt
(X ~ N(u, K)) mit Parametern ;1 € R™ und K (eine symmetrische, nicht-negativ definite
(n x n)-Matrix), falls die charakteristische Funktion ¢y (t) = Ee'®X) ¢ € R", gegeben
ist durch

1
px(t) =exp {itT,u - 2tTKt} , teR"

Definition 3.1.3. Der Zufallsvektor X = (X1,...,X,)" ist multivariat normalverteilt
(X ~ N(u, K)) mit Parametern ¢ € R™ und einer symmetrischen, nicht negativ definiten
(n x n)-Matrix K, falls

Va € R" : die Zufallsvariable (a, X) =a' X ~ N(a'pu,a' Ka)
eindimensional normalverteilt ist.

Definition 3.1.4. Es sei u € R", K eine nicht-negativ definite, symmetrische (n x n)-
Matrix. Ein Zufallsvektor X = (X1,...,X,)" ist multivariat normalverteilt mit Para-
metern g und K (X ~ N(u, K)), falls

xL,trcy,

wobei C eine (n x m) - Matrix mit rang(C) =m, K = C-CT und Y ~ N(0,Z) € R™ ein
m-dimensionaler Vektor mit unabhéngigen und identisch verteilten Koordinaten Y; ~
N(0,1)ist, 7 =1,...,m.

Bemerkung: Dies ist das Analogon im eindimensionalen Fall: Y ~ N(u,0?) & Y =
w~+oX mit X ~ N(0,1).
Ubungsaufgabe 3.1.1. Priifen Sie, da8 die in Definition angegebene Dichte
1 1

1 — n
P30 = G e O p W K e} e e R

tatsachlich eine Verteilungsdichte darstellt.
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Lemma 3.1.1. Es seien X und Y n-dimensionale Zufallsvektoren mit charakteristischen
Funktionen

@X(t) — Eei(t,X) — ]ECitTX
oy (t) = EitY) — g eit'Y
fiir t € R™. Es gelten folgende Eigenschaften:

1. FEindeutigkeitssatz:

XLy o ox(t)=py(t), teR"
2. Falls X und Y unabhéngig sind, dann gilt:

px+y(t) = ox(t) - oy (t), teR™

ohne Beweis: vergleiche den Beweis des Satzes 5.1.1 (5), Folgerung 5.1.1, Vorlesungsskript
WR.

Satz 3.1.1. 1. Die Definitionen - der multivariaten Normalverteilung sind
dquivalent.

2. Die Definitionen [3.1.1] und [3.1.4] sind im Falle n = m dquivalent.

Bemerkung 3.1.1. 1. Falls die Matrix K in Definition den vollen Rang n
besitzt, so besitzt sie die Dichte aus Definition [3.1.1] Sie wird in dem Fall reguldr
genannt.

2. Falls Rang(K) = m < n, dann ist die Verteilung N (u, K) laut Definition auf

dem m-dimensionalen linearen Unterraum
{yeR":y=p+Czx,z € R}

konzentriert. N(u, K) ist in diesem Fall offensichtlich nicht absolutstetig verteilt
und wird daher singuldr genannt.

Beweis. Wir beweisen: Definition B.1.3 < B.1.2 & B. 14

1. a) Wir zeigen: Die Definitionen [3.1.2] und [3.1.3| sind &quivalent. Dazu ist zu
zeigen: Fiir die Zufallsvariable X mit der charakteristischen Funktion

1
ox(t) = exp{it" p — itTKt} eVaeR":a' X ~N(a'pu,a Ka).
Es gilt:
’ PN (o 1
o x (1) = E it X1 TN exp{it pu — §tTKt} =px(t) VteR.

(Dies nennt man das Verfahren von Cramér-Wold, vergleiche den multivaria-
ten zentralen Grenzwertsatz).
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b) Wir zeigen: Die Definitionen [3.1.3| und |3.1.4] sind &quivalent. Dazu ist zu
zeigen: X = p+ C-Y (mit g, C, und Y wie in Definition [3.1.4) < px(t) =
exp{it"pu — 3t Kt}, wobei K = C'-C'. Es gilt:

y
~ =

— R itntCY) _ g it ptitTOY _ it .Eei(CTt,Y)
1 1
" exp <—2y—r . y> = exp {itTu — itTC . C’Tt}

1
= exp {it—rﬂ — 2tTKt} , t € R™

Yurcy(t)
YANOT) T

2. Zu zeigen ist: Aus X ~ N(u, K) im Sinne von Definition Y ~ N(p, K) im
Sinne der Definition Rang(K) = n folgt, dall ox = py.

Aus der Definition (die aquivalent zu Definition ist) folgt, dafl

1
px(t) =exp {itTu — 2tTKt} , teR”

ity _ ity 1 L =TT
ort) =B = [ s e { = Ty TR Ty Ja

1
' /]R” (27)"/2y/det K

Wir diagonalisieren K : 3 orthogonale (nxn)-Matrix V : VI = V- lund VI KV =

diag(A1, ..., Ay), wobei A; > 0,4 =1,...,n. Mit der neuen Substitution: z = Vz,
t = Vs erhalten wir:

_ 'itT,u

1
- exp {itT:c — QxTle} dx

ez’tT,u,

2m)/2V/det K
it
e 1
_ _= dzy .. .dzy,
A / /eXp{” ‘ 2ZA } o
itT zs,zl i 7
= tuH/ o m)dzfet“ H‘PNOA si) = t“He :

=1

1
ey (t) = exp {isTVTVz — QZTVTK_lv,z} dz

1
= exp {it—ru - §5Tdiag()\1, e ,)\n)s} = exp {z’t—r,u - 2(V—l—t)—l—VTKVVTt}

1 1
= exp { "w— ftT VVT KVV—r } = exp {itT,u — 2tTKt} ,teR™
I

3.1.1 Eigenschaften der multivariaten Normalverteilung
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Satz 3.1.2. Es sei X = (Xy,...,X,) ~ N(u, K), p € R", K symmetrisch und nicht-
negativ definit. Dann gelten folgende Eigenschaften:

1. pist der Erwartungswertvektor von X:
EX=pu ,dasheift: EX; =pu;,i=1,...,n.
K ist die Kovarianzmatriz von X:

K = (/i')ij, mit kij = COV(Xi,Xj).

2. Jeder Teilvektor X' = (X;,,...,X;)" (1 < i1 < ... < i < n) von X ist
ebenso multivariat normalverteilt, X’ ~ N(u/, K'), wobei ' = (i, pi,)
K = ( ;l) = (Cov(Xi;, X;,), 4,1 = 1,...,k. Insbesondere sind X; ~ N (s, ki;),
wobei k‘“ = VarXi, 1= 1, Y N

3. Zwei Teilvektoren von X sind unabhéngig, genau dann, wenn entsprechende Ele-
mente k;; von K, die ihre Kreuzkovarianzen darstellen, Null sind, das heifit: X' =
(X1,..., X)) ", X" = (Xp41,...,X,) unabhingig (wobei die Reihenfolge nur we-
gen der Einfachheit so gewéhlt wurde, aber unerheblich ist) < k;; =0 fur 1 <i <
k,j>koderi>k, 1<j<k.

K| 0
K’ und K" sind Kovarianzmatrizen von X' bzw. X".

4. Faltungsstabilitdt: Falls X und Y unabhéngige, n-dimensionale Zufallsvektoren mit
X ~ N(p1, K1) und Y ~ N(ug, K») sind, dann ist

X+YNN(H1+M2,K1+K2).

Ubungsaufgabe 3.1.2. Beweisen Sie Satz

Satz 3.1.3 (Lineare Transformation von N(u, K)). Sei X ~ N(u,K)) ein n-dimensi-
onaler Zufallsvektor, A eine (m x n)-Matrix mit Rang(4) = m < n, b € R". Dann ist
der Zufallsvektor Y = AX + b multivariat normalverteilt:

Y ~ N(Ap+b,AKAT).

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzen wir p = 0 und b = 0, weil
Oy _a(t) = e 0. oy (), fiir a = Ap + b. Es ist zu zeigen:

Y =AX, X ~N(0,K)=Y ~ N(0,AKA")
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Es ist

=8

~ =~

A o~
oy (t) = pax(t) = Eeit AX = EeXA D)

f. [B-1. 1 1
(De exp {—QSTKS} = exp {—2tTAKATt} ,teR"”

=Y ~N (O,AKAT) .

3.1.2 Lineare und quadratische Formen von normalverteilten
Zufallsvariablen

Definition 3.1.5. Seien X = (X1,...,X,) " und Y = (¥1,...,Y,)" Zufallsvektoren auf
(Q, F, P), A cine (n x n)-Matrix aus R, die symmetrisch ist.

1. Z = AX heif3t lineare Form von X mit Matrix A.
2. Z =Y TAX heiBt bilineare Form von X und Y mit Matrix A.

n n
Z=73 > aijX;Y;

i=1j=1
3. Die Zufallsvariable Z = X T AX (die eine bilineare Form aus 2. mit ¥ = X ist)

heilt quadratische Form von X mit Matrix A.

Satz 3.1.4. Sei Z = Y " AX eine bilineare Form von Zufallsvektoren X, Y € R” bzgl. der
symmetrischen Matrix A. Falls y, = EX, uy = EY und Kxy = (Cov(X;, Yj))ijzl o
die Kreuzkovarianzmatrix von X und Y ist, dann gilt:

EZ = pyApx + Spur(AKxy).
Beweis.

E Z = ESpur(Z) = ESpur(Y " AX) (wegen Spur(AB) = Spur(BA))
=ESpur(AXY ") = Spur(AE (XY ")) (wobei XY " = (X;Y})ij=1...n)
= Spur (AIE ((X —px) - (Y = puy) T+ pxY T+ Xpy — ux@))
= Spur (A(Kxy + pixpy + pxpy — pxpy) ) = Spur (AKxy + Apxpy)
= Spur(AKxy) + Spur (A,uX . MT/>

= Spur (,u;A,uX> + Spur (AK xy) = py- Apx + Spur (AKxy) .
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Folgerung 3.1.1. Fir quadratische Formen gilt
E(XTAX) = uk Apx + Spur(A - K),
wobei pxy = E X und K die Kovarianzmatrix von X ist.

Satz 3.1.5 (Kovarianz quadratischer Formen). Es sei X ~ N(u, K) ein n-dimensionaler
Zufallsvektor und A, B € R™ zwei symmetrische (n x n)-Matrizen. Dann gilt Folgendes:

Cov (XTAX, X" BX) = 44" ABp+ 2 - Spur(AK BK).
Lemma 3.1.2 (gemischte Momente). Es sei Y = (Y1,...,Y,)" ~ N(0, K) ein Zufalls-
vektor. Dann gilt Folgendes:
E (YiY;Y;) =0,
E (Y;Y;YiY)) = kij - kg + ka - kj + kjie -k, 1< 04,5,k 1 < n,
wobei K = (kij)i j=1,..n die Kovarianzmatrix von Y ist.
Ubungsaufgabe 3.1.3. Beweisen Sie dieses Lemma.
Beweis von Satz[3.1.3.

Cov(X"AX,X"BX)=E (X'AX-X'BX) -E (X'AX)-E (X' BX)
=Y =Y =Y =Y
(FOl erun ' /_/H ,—/H /_/H ,—/H
sersBLD) (X =p+m)"AX = p+p) - (X = p+p) " BX = pi+))
- (,uTA,u + Spur(AK)) (,uTBu + Spur(BK))
—E [(YTAY +2uT AY + /JAM) (YTBY +2u" BY + YTBM)]
— " Ap-p" B — p" Ap - Spur(BK) — i By - Spur(AK)
— Spur(AK) - Spur(BK)
=E (YTAY Y BY) +2E (YTAY -4 BY) +E (YT AY) - 4 By
+2E (uTAY -YTBY) +4E (uTAY - T BY ) + 2 (uTAY) u" By
0
+ ,uTA,u -E (YTBY) + 2,uTA,u . IE,uTBY ,uTA,u . ,uTB;L — uTAu . ,uTBu
=0
— " Ap - Spur(BK) — pu" B - Spur(AK) — Spur(AK) - Spur(BK)
=0 (Lemma [3.1.2)
—
=E (YTAY -YTBY) + 24" BE (Y - YTAY ) +41" Bu - Spur(AK)
=0 =K
—_—— —_——
+2u" AR (Y- YT BY) +4p" AE (YY) Bu+ p" Ap - Spur(BK)
— u' Ap - Spur(BK) — pu" B - Spur(AK) — Spur(AK)Spur(BK)
=E (YTAY-Y'BY) + 4" AK By — Spur(AK) - Spur(BK).
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Wegen

E(YTAY -YTBY) =E [ 3 ayVi¥;- 3 buViVi| = > aibuE (VY,;Yi¥)
ij=1 k=1 i,j,kl=1
Lemma 312 "
(Lemma > aijbu (kij - kit + ki - ko + Kji - kar)
i,5.k =1

= Z aijkij - Z bri - ki + 2 Z aij - kji - by - kg
ij=1 k=1 ij k=1
=2 Spur (AKBK) + Spur (AK) - Spur (BK)
folgt:
Cov (XTAX, XTBX)
= 2. Spur (AKBK) + Spur (AK) - Spur (BK) + 4" AK By
— Spur (AK) - Spur (BK) = 4 AKBy + 2 - Spur(AK BK).

Folgerung 3.1.2.
Var (XTAX) = 4p" AK A+ 2 - Spur ((AK)?)
Satz 3.1.6. Es sein X ~ N(u, K) und A, B € R zwei symmetrische Matrizen. Dann
gilt:
Cov(BX,X"AX)=2BKAu
Beweis.

Cov(BX, XTAX) (FOIgeHgg 3.1.1)

E [(BX - Bu)(XTAX — " Ap — Spur(AK))]
-E [B(X — 1) ((X — W) TAX — )+ 20 AX — 2T Ap — spur(AK))} :
denn
(X —p)TAX —p) = XTAX —pTAX — X TAp+ ' Ap
und mit der Substitution Z = X — p (und damit E Z = 0)
Cov(BX,X"AX) =E [(BZ(Z"AZ +2u" AZ — Spur(AK)))]
=BE Z=0
—
=E(BZ-Z"AZ)+2E(BZ - " AZ) — Spur(AK) - E(BZ)
—=2E(BZ -Z"Ap)+E(BZZ"AZ)=2BE(ZZ") Au
—————

CovX=K

+B-E(ZZ"AZ) =2BK Ay,
=0

wegen Z ~ N(0, K) und Lemma und dem Beweis von Satz O
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Definition 3.1.6. Es seien X; ~ N(p;, 1), @« = 1,...,n unabhéngig. Dann besitzt die
Zufallsvariable

V=X{+.. . +X2

die sogenannte nicht-zentrale X%, - Verteilung mit n Freiheitsgraden und dem Nichizen-
tralitdtsparameter

n
p=_u
i=1

(in Statistik I betrachteten wir den Spezialfall der zentralen x?2-Verteilung mit p = 0).

In Bemerkung 5.2.1, Vorlesungsskript WR, haben wir momenterzeugende Funktionen
von Zufallsvariablen eingefithrt. Jetzt benétigen wir fiir den Beweis des Satzes [3.1.7]
folgenden Eindeutigkeitssatz:

Lemma 3.1.3 (Findeutigkeitssatz fiir momenterzeugende Funktionen). Es seien X; und
X5 zwei absolutstetige Zufallsvariablen mit momenterzeugenden Funktionen

My, (t) =EeXi, i=1,2,

die auf einem Intervall (a,b) definiert sind. Falls f; und fy die Dichten der Verteilung
von X7 und Xs sind, dann gilt

fi(z) = fa(z) fiir fast alle v € R & Mx, (t) = Mx,(t), Vt € (a,b).
Ohne Beweis.

Satz 3.1.7. Die Dichte einer X%’“—Verteilten Zufallsvariable X (mit n € N und p > 0) ist
gegeben durch die Mischung der Dichten von X% 9~ Verteilungen mit Mischungsvariable
J ~ Poisson(pu/2):

S _ J —x/2 n-;2j71
Z € “/2 (/1/2) : < .’E n J 9 x Z 07
fx(@) =< = I p(nt2iypm e (3.1.1)
0, x < 0.
Beweis. 1. Wir berechnen zuerst My (t), X ~ X%,u:
n
Mx(t) =E (X)) =E exp {tZXE}
i=1
i (i —pq) 1
— H — / I dzx; (t < =, X; ~ N(u;, 1))
2m 2
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Es gilt:

2
ta? — w = 5(215:6? — 22 4 2xi; — p?)

L o 13 I 2
= = (22(1 - 2t) — 2wipus I o }
2 (‘rz( )= 2wt o T oo T

noo\? 1
((xi-\/l—%— *1—275) +u?<1—1_2t>>
(wi(l—20) —pi)® 5 2t
1—92t TR Ty

i — (i (1—2t) — i)
‘ V1—2t

1
2
1
2

Wir substituieren

und erhalten

Mx(t) = (1—2t)" Hexp{ <1j2t>} \/%/ _Tdyl

=1

n t o, 1 ut
1—2t)"2 - — = — t< =,
( ) 2 {1_% ;Mz} (1—2t)"/2 eXp{1_2t}, <2

2. Es sei Y eine Zufallsvariable mit der Dichte (3.1.1]). Wir berechnen My (t):

] z n+2j
ieg /e“t-eQxQI
5 oy
3=0 0 F(%) ) nE]
=M 2 (t):m (Statistik I, Satz 3.2.1)
ok 00 ,
3 3 i1
( )2 j1< 2(1 — 2t ) 4!
1 1 (1—(1-—2t
(1-2t)2 2 2(1-2t)) (1-2t)2 2. (1—2t)
_n ut
=(1-2t —
( )2 eXp{l_zt}

Nach Lemma gilt dann, fx(z) = fy(x) fir fast alle z € R.
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Bemerkung 3.1.2. 1. Die Definition kann in folgender Form umgeschrieben
werden:

Falls X ~ N(i,Z), i = (p1,...,pn) , dann gilt [X]*? = XTX ~ X2 i, wobei
=il

2. Die obige Eigenschaft kann auf X ~ N(f, K), mit einer symmetrischen, positiv
definiten (n x n)-Matrix K verallgemeinert werden:

XTK™'X ~ X2, wobei fi=ji K[,
denn weil K positiv definit ist, gibt es ein K %, sodaB K = K3K3 . Dann gilt
1 1 S | 1T I N R e
Y=K:X~NK 2p,7Z), weil K 2KK 2 =K 2-K2-K2 -K 2 =17
und daher

n T
y Ty Puktt 2 mit fi = (K*%ﬁ) K= K3 K 3i=ji K\

nvﬂ’
Satz 3.1.8. Es sei X ~ N(u, K), wobei K eine symmetrische, positiv definite (n x n)-
Matrix ist, und sei A eine weitere symmetrische (n x n)-Matrix mit der Eigenschaft
AK = (AK)? (Idempotenz) und Rang(A) = r < n. Dann gilt:
T 2 .
X AX ~ X5, Wobel i =p Ap.
Beweis. Wir zeigen, dal A nicht negativ definit ist.

AK = (AK)? = AK - AK | K}
— A=AKA= Vz eR": 2" Ax = 2" AK Ax

= (Az) " K(Az) > 0 wegen der positiven Definitheit von K.
~~ ~~
=y =y
= A ist nicht negativ definit.
—> 3H : eine (n x n)-Matrix mit Rang(H) =7: A= HH'
Somit gilt
X"AX=X"H-H'X=H"X)T H'X=Y"Yy
——
=Y
Es gilt: Y ~ N(H "1, 7), denn nach Satz ist Y ~ N(H "y, H" K H) und Rang(H) =
r. Das heifit, H H ist eine invertierbare (n x n)-Matrix, und
H'KH=(H"H)™WH"H-H'KH-(H"H)(H"H)™!
—AKA=A
=H"H'H". A -HH'H)!
=~
=HHT

=7
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Dann ist

XTAX =|Y P~ x2mit = (H'p)> =p"H-H p=p" Ap.
O

Satz 3.1.9 (Unabhéngigkeit). Es sei X ~ N(p,K) und K eine symmetrische, nicht-
negativ definite (n x n)-Matrix.

1.

Es seien A, B (r1 x n) bzw. (ry X n)-Matrizen, r1,r2 < n mit AKBT = 0. Dann
sind die Vektoren AX und BX unabhéngig.

Sei ferner C' eine symmetrische, nicht-negativ definite (n x n)-Matrix mit der Ei-
genschaft AKC = 0. Dann sind AX und X ' CX unabhingig.

Beweis. 1. Nach Satz 3) gilt: AX und BX sind unabhéngig <= ¢(ax,px)(t) =

oax(t) -opx(t), t = (t1,t2) T € R"1H72 ¢, € R™ ty € R™. Es ist zu zeigen:

Pax.px)(t) = Eelit! A+t B)-X L g it] AX g ity BX

Es gilt

. . T
Poax.sx)(t) = £ oi(tT A+t B)x (PefBLI) (1T AT B)-p—3-(t] A+t] B)-K-(t] A+t] B) ,
und mit

-
(HHA+t;B) K- (t{ A+1;B)
T T T T
= (HA) K (] A) +(HA) K(13B)+(3B) K (t{A) +(t3B)K (13 B)
T T T T T T T T
=0 =(AKBT)T=0
ist
oax.Bx)(t) = ot T A=t AKATty ity B—5t] BKB t
= pax(t1) - pBx(t2), t1 €R™, ty €R™
C' ist symmetrisch, nicht-negativ definit = Es gibt eine (n x r)-Matrix H mit
Rang(H) =7 <nund C = HH', = H' H hat Rang 7 und ist somit invertierbar.
Dann gilt:
X'"C=X"HH'X=(H"X)" -H'X = |H"X2.

Falls AX und H "X unabhingig sind, dann sind auch AX und X 'CX = |H " X |?
unabhéngig, nach dem Transformationssatz fiir Zufallsvektoren. Nach 1) sind AX
und H "X unabhingig, falls AK(H")" = AKH = 0. Da nach Voraussetzung

AKC=AKH -H' =0=— AKH-H"H =0,
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da aber 3(H " H)™!, folgt, daB

0=AKH-H'H-(H'H)™' = AKH — AKH =0
— AX und H'X sind unabhingig
— AX und X' CX sind unabhéngig.

]
3.2 Multivariate lineare Regressionsmodelle mit vollem Rang
Die multivariate lineare Regression hat die Form
Y =X0G+e¢,
wobei Y = (V1,...,Y,)" der Zufallsvektor der Zielvariablen ist,
X = (2y5) i=1,..n
7j=1,....m
ist eine deterministische Design-Matriz mit vollem Rang, Rang(X) = r = m < n,
B = (Br,...,0m)" ist der Parametervektor und € = (e1,...,e,)" ist der Zufallsvektor

der Storgrifen, mit Ee; = 0, Vare; = 02 > 0. Das Ziel dieses Abschnittes wird sein, 3
und o2 geeignet zu schétzen.

3.2.1 Methode der kleinsten Quadrate

Sei X = (X1,...,X,,), wobei die deterministischen Vektoren X; = (z1;, 2;, ..., xnj)T,
7 =1,...,m einen m-dimensionalen linearen Unterraum Lx =< X3, ..., X,, > aufspan-
nen. Sei
e(B) = g\Y - XBI" = 52 (Yi — 2161 — ... — ZimfBm)
i=1

die mittlere quadratische Abweichung zwischen Y und X(.
Der MKQ-Schdatzer $ fur (8 ist definiert durch

3 = argmin(e(f)) (3.2.1)
Warum existiert eine Losung § € R™ des quadratischen Optimierungsproblems ((3.2.1])7
Geometrisch kann X als die orthogonale Projektion des Datenvektors Y auf den linea-
ren Unterraum Ly interpretiert werden. Formal zeigen wir die Existenz der Losung mit
folgendem Satz.

Satz 3.2.1. Unter den obigen Voraussetzungen existiert der eindeutig bestimmte MKQ-
Schétzer (, der die Losung der sogenannten Normalengleichung ist:

X'Xp=Xx"y. (3.2.2)
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Abbildung 3.1: Projektion auf den linearen Unterraum L x

Daher gilt:
3= (XTX>71 Xy

Beweis. Die notwendige Bedingung fiir die Existenz des Minimums ist €/(3) = 0, das
heifit

o (0e(B)  de(B)\
‘0= (%5 ) =0

Es gilt:
¢'(8) = % (x"xB-XTY)

— ﬂA ist eine Losung der Normalengleichung X "X 3 = X TY. Wir zeigen die hinrei-
chende Bedingung des Minimums:

&'(8) = (‘92@“)) _2xTx
ij=1,...,m

X T X ist symmetrisch und positiv definit, weil X einen vollen Rang hat:

Vy#0,yeR™: 3 XTXy=(Xy) Xy=|Xy*>0
— X "X ist invertierbar.
und aus y # 0 = Xy # 0, folgt, dafl €”’(3) > 0 wegen der positiven Definitheit. Das
R R -1
heifit, § ist der Minimumpunkt von e(3). Den Schétzer § = <X X ) XTY bekommt

-1
man, indem man die Normalengleichung X ' X8 = X 'Y von links mit (X X ) mul-
tipliziert. ]
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Beispiel 3.2.1. 1. Einfache lineare Regression

1 il
1 x9 T
X = : : m:2,ﬁ:(ﬁ17ﬁ2) ,Y:X,B+E

1 x,

B = (Bl; Bg) ergibt den MKQ-Schétzer aus der Statistik I.
s 8%y s o = s
/BQZTa ﬁlZYn_Xn/B27
Sxx

wobei

o 1 - 1

Xn=-> Xi, Yu=-3Y

n - n -
i=1 1=1
n
2 s 3
SXY_ n_1;<Xz Xn) (Y; Yn)
Sty = 3 (- X,)
XX n—1 2 i n
Ubungsaufgabe 3.2.1. Beweisen Sie dies!
2. Multiple lineare Regression

Y = X3 + € mit Designmatrix

I z1n -+ zim

X=|: o | fiws= (001, 0m) -
1 zp1 o Tam

Der MKQ-Schitzer 3 = (XTX)"'XTY ist offensichtlich ein linearer Schitzer beziig-
lich Y.

Wir werden jetzt zeigen, dafl B der beste lineare, erwartungstreue Schatzer von (3 (im
Englischen BLUE = best linear unbiased estimator ) in der Klasse

E:{B:AY+b: EB:,@}
aller linearen erwartungstreuen Schétzer ist.

Satz 3.2.2 (Giiteeigenschaften des MKQ-Schitzers ﬁ) Es sei Y = X3+ ¢ ein multiva-
riates lineares Regressionsmodell mit vollem Rang m und Storgrofien e = (eq, ... ,e:n)—r
die folgende Voraussetzungen erfiillen:

9

Ee=0, Cov(e,ej) = 026ij, i,j=1,...,n fiir ein 0 € (0,00).

Dann gilt Folgendes:
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. -1 R
1. Der MKQ-Schétzer g = (XTX) XTY ist erwartungstreu: E 3 = 3.
R -1
2. Cov(B) = 0* (XTX)
3. B besitzt die minimale Varianz:

VBeL: VarBj zVarBj, j=1,....,m.
Beweis. 1. Es gilt:

EA=E

(XTX)_1 XT(XB+ 5)}

= (XTX)_1 XTX B+ (XTX)_IXT -Ee
=B VBER™ B

2. Fir alle 3= AY +b € L gilt:

B=EB=AEY +b=AXB3+b V3ecR™.
= b=0, AX=1T.
= =AY = A(XB+e) = AXB + Ae

= B+ Ae.
Fuar
3= (XTX) X'y
[ —
—A
gilt:

CovB = (B (5= 5) (5 -4))). 1.
=E (As . (As)T) =E (AseTAT) = AE (55T> CAT

= A-0’TAT = 0*AAT = o? (XTX ) X7 ((XTX)1 XT)T
— o2 (XTX)A XTx (XTX)*1 — o2 (XTX)A .
3. Sei B e L, 3=+ Ae. Zu zeigen ist, daB

(Cov(ﬁ))ii = 02(AAT); > (COV(B)) =(XTX)GY, i=1,...,m.

i
0
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Sei D=A— (XTX)"'XT, dann folgt: A= D+ (X" X)71XT,

AAT = (D +(xTx)" XT) (DT X (XTX>1T>
—DDT + (XTX)A , weil
DX (XTX)_l = (4x - (XTX>_1 XTX) (XTX)_l =0

A
~~
=7

(XTX)_l X'D= (XTX)_1 xT EAT ~X (XTX)_1T>

= (xTx) ((Ax)T-x"x(x"x) ) =0

=T 7

— (AAT>ii — (DDT)”Ar (XTX); > (XTX):
>0
= Var@ <Varf;, i=1,...,m.

O]

Satz 3.2.3. Es sei ﬁn der MKQ-Schétzer im oben eingefithrten multivariaten linearen
Regressionsmodell. Sei {ay},cy eine Zahlenfolge mit a, # 0, n € N, a,, — oo (n — 00).
Es wird vorausgesetzt, dafl eine invertierbare (m x m)-Matrix @) existiert mit

Q= nh_)ngo an (XJX,I) .
Dann ist Bn schwach konsistent:
B L
n—oo

Beweis.

Bn Lﬂﬁp(‘ﬁn—ﬁ’>€)nj0>00 Ve > 0.

n—oo



84 3 Lineare Regression

]P(m >52>

() o

P (| > ) =2 (A

Cs

2
{ﬁin_ﬂi2>€}>
1 m

1

? (| -nl>75)
=% v
< Z Var ﬁm — — 0, (aus der Ungleichung von Tschebyschew)
falls Varﬁm _ 0, i=1,...,m.

Var ﬁAm ist ein Diagonaleintrag von der Matrix

Covp, CEZD (XTX)_I.

Wenn wir zeigen, dafl Covﬁn — 0, ist der Satz bewiesen.
n—oo
Es existiert
-1
Q'= lim — (XTX )

n—oo q,,

und damit gilt:

n—oo n—oo n—oo

=0-Ql-s%=0.

lim Cov, = o? lim (XnTXn)—l — 2 im a”'ai (XTXH)—l

3.2.2 Schatzer der Varianz o2
Wir fithren den Schiitzer 62 fiir die Varianz 0% der StorgroBen e; folgendermaBen ein:
1 A2
6? = —— |y - Xﬁ‘ . (3.2.3)
n—m

Dies ist eine verallgemeinerte Version des Varianzschitzers aus der einfachen linearen
Regression, die wir bereits in Statistik I kennenlernten. Dabei ist Y = Y — X3 der
Vektor der Residuen.

Satz 3.2.4 (Erwartungstreue). Der Varianzschétzer
1 A2
62 = ‘Y - Xﬁ‘
n—m
ist erwartungstreu. Das heif3t,

E62 = o2
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Beweis.
52— 1 (Y - XB)T (Y - XB)

n—m

= (v - X(XTX)—l)(Ty)T (Y X (XTX)_l XTY)

= (DY)' DY
wobei D =7 — X(XTX)7'X T eine (n x n)-Matrix ist. Dann ist

1 1 1
62=——Y'D'DY = Y'D*Y = ——Y DY, falls
n—m n—m n—m
DT = D und D? = D (das heifit, da8 D symmetrisch und idempotent ist). Tatsichlich
gilt:

DT =T— (XT)T (XTX)TAXT —T_-X (XTX)A xT =D,

D* = (T -x(X"x)"'x7) (I X (XTX)_1 XT>
—T-92X (XTX)*1 XT+Xx (XTX) xTx (XTX)*1 xT

:I—X<XTX)_1XT - D.

L]

Weiterhin gilt:
1
62 = - Spur (YTDY — - Spur (DYYT)
n—m n—m
1 2
—Eé6% = - Spur (DE (YYT)) -7 . Spur (D),
n—m n—m
denn
Spur (D 'E (YYT)) - spur(D(Xﬂ)(X@)T + DXBEe +D Ec(XP)T + D Eee! )
=0 =0 =Cove =02-T
und

~1
DX = (I - X (X7X) XT> X
~1
=X -X(X'X) XTX=X-X=0
Es bleibt zu zeigen, dafi Spur(D) =n — m:
-1 -1
Spur(D) = Spur (I— X (XTX) XT) = Spur(Z) — Spur (X (XTX) XT)

=n— Spur(XTX- (XTX)il) =n-—m.

eine (m x m)-Matrix
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3.2.3 Maximum-Likelihood-Schitzer fiir 3 und o2

Um Maximum-Likelihood-Schitzer fiir 3 und o2, bzw. Verteilungseigenschaften der
MKQ-Schétzer von B und 42 herleiten zu kénnen, muf die Verteilung von ¢ bzw. Y
préazisiert werden. Wir werden ab sofort normalverteilte Storgrofien betrachten, die un-
abhéngig und identisch verteilt sind:

c ~N(0,0—2I) . 02>0.
Daraus folgt:
Y ~N (Xﬁ, 021) .
N R -1
Wie sieht die Verteilung der MKQ-Schiitzer 3 und 62 aus? Da 3 = (X TX ) Xy

A -1
linear von Y abhiingt, erwartungstreu ist und die Covf3 = 62 (X TX ) besitzt, gilt:
N -1
B~N (5,02 (XTX) )

Berechnen wir nun Maximum-Likelihood-Schitzer fir 3 und ¢2, und zwar § und &2.
Dann zeigen wir, dafl sie im Wesentlichen mit den MKQ-Schétzern iibereinstimmen.

8=

5% =

)

_mA
0'2.

IS

m

Betrachten wir zunachst die Likelihood-Funktion von Y:

Ly, 5,0%) = fr(y) = (;m)n-exp{—;,z v-X8) (v~ X5)]

und die Log-Likelihood-Funktion

n n 1
logL(y, 3, 02) = —§1Og (2m) ) log (0'2) ) ly — Xﬁ\Q-

=g

Die Maximum-Likelihood-Schétzer sind dann
BER™, ¢2>0
sofern sie existieren.

Satz 3.2.5 (Maximum-Likelihood-Schatzung von 6 und 52). Es existieren eindeutig be-
stimmte Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 3 und o2, die folgendermafen aussehen:

B=0= (XTX)AXTY
52 — ”_maf?:ljy—xfff.
n n
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Beweis. Wir fixieren 62 > 0 und suchen

(3 = argmax logL(Y, 8, 02) = argmin |V — Xﬁ|2 ,
BeR™ BeR™

- N —1
woraus folgt, daBl 5 mit dem bekannten MKQ-Schétzer § = (X X ) XTY identisch

ist, der nicht von o2 abhéingt. Berechnen wir jetzt

52 = argmax logL (Y, B, 02) = argmax g(aQ).
02>0 02>0

Es gilt

9(e) oo 0(0) e

02—+00 02—0

weil |Y — X3|* # 0, dadurch, daB Y ~ N (XB,0%7) € {Xy : y € R™} mit Wahrschein-
lichkeit Null. Da
w1

e 2N Y

Y- X 1 <12
#:o, ist&QZf‘Y—XB‘
2(02) n

ein Maximumpunkt von g(c?), das heiit, 52 ist ein Maximum-Likelihood-Schitzer fiir
2
o°. O

Satz 3.2.6. Unter den obigen Voraussetzungen gilt:

1. E¢? = %02, das heift, 52 ist nicht erwartungstreu; allerdings ist er asymptotisch
unverzerrt.

2 2

2 n—m
~ Xn—m) o2 g

n ~ 2
2. 50 ~ X —m-

Beweis. 1. Trivial (vergleiche den Beweis von Satz|3.2.4)

2. Wir zeigen den Satz nur fiir 62.

n—m ., 1 12
o= |v - X5
1+ .
= EY \ZLY (nach dem Beweis von Satz [3.2.4])
—D2
1 1 -
= E(DY)TDY = 5 (D(XB+¢e) -D(XP+e)

= %(DE)TDE = <2T> D (j) )

wobel
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Nach Satz [3.1.8) gilt
-
e ¢
—D—~x;,
o o

n—m

wobei r = Rang(D), weil DZ = D idempotent ist. Falls 7 = n—m, dann ist "
X2_,. Zeigen wir, daB Rang(D) = r = n—m. Aus der linearen Algebra ist bekannt,
daB Rang(X) = n—dim(Kern(X)). Wir zeigen, da Kern(D) = {Xz : z € R"} und
damit dim(Kern(D)) = m, weil Rang(X) = m. Es ist {Xz : z € R"} C Kern(D),
da

~

DX =T -XX"X)'XxXHx=X-(X"X)"'xTx =0
und Kern(D) C {Xz : x € R}, weil

VyeKern(D): Dy=0+<= (ZT-X(X'X)'XT)y=0
= y=X - (X"X)'X"Y =Xzre{Xz:zeR"}.
N———
x

O]

Satz 3.2.7. Sei Y = X[ + ¢ ein multivariates lineares Regressionsmodell mit ¥ =
(Y1,...,Y,) T, Designmatrix X mit Rang(X) =m, 8 = (B1,...,0m) ", € ~ N(0,0°T).
Dann sind die Schétzer 3 = (XTX)"'X 'Y fiir 8 baw. 62 = Ly — XJ)? fir o2
unabhéngig voneinander.

Beweis. Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des Lemmas iiber die Unabhingig-
keit der Schiitzer X, und S2 der einfachen linearen Regression aus Statistik I. In diesem
Beweis verwenden wir den Satz fiir dessen Anwendung wir {3 als lineare und 62
als quadratische Form von e darstellen. Es ist in den Beweisen der Satze [3.2.2] und [3:2:6]
gezeigt worden, dafl
=0+ (X"X)1X e,
| —
=A

1
6% = e"De, wobei D=7 — (X"X)" X",

n—m

Zuséatzlich gilt AD = 0, weil nach dem Beweis des Satzes

(AD)'=D"AT =D . Xx(X"X)™"H)T =0.
=0
Da e ~ N(0,0%Z), folgt daraus
Ac’ID = 0.

Deshalb sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt, und 3 und 62 sind unabhingig.
O
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3.2.4 Tests fiir Regressionsparameter

In diesem Abschnitt wird zunéchst die Hypothese

Hy: =0 vs. Hi: 3% o

fiir ein Gy € R™ getestet. Dafiir definieren wir die Testgrofe

(B - ﬁo)TXTX (B - ﬁo)
= maé? '

Man kann zeigen (vergleiche Satz [3.2.8)), dafl unter Hy gilt:

T ~ Fm,n—m-

Daraus folgt, dal Hy abgelehnt werden soll, falls T' > Fy, . 1—a, Wobei Fiy, _p 1—q das

(1—)-Quantil der F,, j,_,-Verteilung darstellt. Dies ist ein Test zum Niveau a € (0, 1).
Spezialfall: Der Fall By = 0 beschreibt einen Test auf Zusammenhang ; das heifit, man

testet, ob die Parameter 31, ..., B, fir die Beschreibung der Daten Y relevant sind.

Bemerkung 3.2.1. 1. Wie kann man verstehen, dafl die Testgrofle T" tatséchlich Hy
von H; unterscheiden soll? Fiihren wir die Bezeichnung

Y=Y-X3
—~—
=Y
ein; dabei gilt:
. 1 12
02 = ’Y‘
n—m

und Y ist der Vektor der Residuen.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit setzen wir Gy = 0. Falls Hg nicht gelten
soll, dann ist G # 0, und somit

XBI* = (Xp) ' XB=pTXTXp>0,
weil X den vollen Rang hat. Daraus folgt, dal Hy abgelehnt werden soll, falls
12 A2 AT oT oA
’Y‘ - ‘Xﬁ‘ —3TXTX5>0.

In der TestgroBe |X 3]2 sind allerdings die Schwankungen der Schétzung von (3
nicht beriicksichtigt. Deswegen teilt man | X 3|? durch %

2

=~

S
ro XX
m-o

A 127
m
g
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Der Satz von Pythagoras liefert

wobei unter Hy

E‘Y/Ql =E|Y?| —E]Y—f/\z =no? —E|Y|? gilt, und somit
E‘Y/’Q (Ho) nUQ—ED}‘Q _n—m ( no? 1)
e(m[if) NP (RN

weil E|Y|? = E (YTY) =o0?-n, wegenY ~ N(0,0°7).

= Die Testgrofle T ist sensibel gegeniiber Abweichungen von Hy.

2. Die Grofle
o =y

wird Reststreuung genannt. Mit deren Hilfe kann der Begriff des Bestimmtheits-
mafes R? aus der Statistik I wie folgt verallgemeinert werden:

f/ 2
‘Y—Yn-e
. n
wobei e = (1,...,1)T, Y, =1 YV,
=1
Satz 3.2.8. Unter Hy : 0 = [y gilt
~ T T N
(B-mh) XTX (B~ )
= ~ mn—m-

mé?2

Beweis. Es gilt
R -1
B~ N <50, o? (X7 X) )

— B= o~ N(0,0*(xX X))
T or

Falls A = XUT—ZX, dann ist AK = 7 idempotent. Dann gilt nach Satz
A T ~ H,
(B-80) A(B-50) ® 2

(Zur Information: Unter H; wire (3 — (o) T A(3 — Bo) nicht-zentral y2-verteilt).
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Es gilt zusétzlich:

n—mAQ 2
o2 0~ Xn—m-

Aus Satz folgt die Unabhangigkeit von (3 - ﬁo)TA(B — o) und

n—m62‘
(BB XTX)G  f)m
—T= (n—m)62/(n—m) Finn—m

nach der Definition der F-Verteilung.

Jetzt wird die Relevanz der einzelnen Parameter §; getestet:

Hy : B; = Poj vs. Hy : B # Boj-
Satz 3.2.9. Unter Hy : 3; = fo; gilt:

T, = M ~ tp_m, Wobei
oV xll

(XTX) B - (xij>i,j:1,...,m ’

Beweis. Aus 3 i N(Bo,c2(XTX)~1) folgt B; i N(Boj, 02x37) und somit B; — Boj ~

N(0,02%297). Dann ist % ~ N(0,1). Zusétzlich gilt: ("_07";)02 29 X2_n, und nach Satz
[3:2.7 sind beide Groflen unabhéngig. Daraus folgt:

/éj—ﬁp_j

T' — oV xll
! (n—m)s62
(n—m)o?

~tp—m-

O]

Somit wird Hy : 3; = Bjo abgelehnt, falls [T| > t,,_,, 1_4/2- Dies ist ein Test von Hy
vs. Hi zum Niveau a.

Sei nun

Hy : Bj, = Bojys---» B, = Boj, vs. Hy: i€ {1,...,1} : Bj; # Boj

die zu testende Hypothese.

Ubungsaufgabe 3.2.2. Zeigen Sie, daf unter Hy folgende Verteilungsaussage gilt:

o (B = B) KB — )

(m—Tr 05z~ Fmeteinom
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wobei

B/ = (ij s ?le)7
B = (Bojis - - - Boji):
pI L. il
K' =
xj;jl . xj'ljl

Konstruieren Sie den dazugehorigen F-Test!

Test auf Linearkombination von Parametern

Sei nun
Hy:HB=cvs. H : H3 # c,
wobei H eine (r x m)-Matrix und ¢ € R" sind.

Satz 3.2.10. Unter Hy gilt

A AT Ty \—1T\=1/17A _
p o B HOT N =)
ro

Deshalb wird Hy : Hf3 = c abgelehnt, falls T > F.,,_ 1—a-
Ubungsaufgabe 3.2.3. Beweisen Sie Satz[3.2.10

3.2.5 Konfidenzbereiche

1. Konfidenzintervall fiir (3;
Im Satz [3.2.9) haben wir gezeigt, dafl
Bi = B i
a_ ] m n—m:»
wobei (X TX) = (2% )i,j=1,...m. Daraus kann mit den iiblichen Uberlegungen fol-
gendes Konfidenzintervall fiir 5; zum Niveau 1 — « abgeleitet werden:

P (/[3] — tn—m,l—a/2 oV < Bj < Bj + tn—m,l—a/Q : 6-\/@) =1-a

2. Simultaner Konfidenzbereich fiir 3 = (By,...,Bm) "

Falls A; wie unten definiert ist, dann erhélt man mit Hilfe folgender Bonferroni-
Ungleichung
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daf3

P(/BJ - tn—m,l—oz/(Qm) oVl < ﬂj < B+ tn—m,l—a/(2m) oV, j=1,.. 'am)

(Bonferroni

) & a
> P(A)—(m—1)=m-(1— =) —m+1.
=" L)~ -y =me (1= T -t
Daraus folgt, daf3
{6 - (ﬁlv <. 7ﬁm)T : 6]' € [@] - tnfm,lfoz/(2m) OV l‘jjv 3 + tnfm,lfa/(Qm) oA xjj}}

ein simultaner Konfidenzbereich fiir § zum Niveau 1 — « ist.
3. Konfidenzellipsoid fiir (.

In Satz haben wir bewiesen, dafl
B=8T(XTX)(B-0)

T —
mao2

~ Fm,n—m-
Daraus folgt, dafl
P(T < Fpp-mi-a)=1—a und

A anT(vT 3 —
(B-0) (2(32 )8~ 6) §Fm,nm,1a}

Ez{BeRm:

ein Konfidenzellipsoid zum Niveau 1 — « ist.

Abbildung 3.2: Konfidenzellipsoid

Da ein Ellipsoid in das minimale Parallelepipet P eingebettet werden kann, sodafl
die Seitenldngen von P gleich 2x der Halbachsenldngen von £ sind, ergibt sich
folgender simultaner Konfidenzbereich fiir (:

P = {5 = (517 cee aﬁm)—r : Bj - 6\/mxijm,n—m,1—a < 5]' < Bj + 6’\/m$ijm,n—m,1—a}

firj=1,...,m.
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4. Konfidenzintervall fir den erwarteten Zielwert xo101 + - .. + TomOm-

Sei Yy = 20181 + ... + TomBm + €0 eine neue Zielvariable mit Eeg = 0. Dann ist
n
EYy = zoifi-
i=1

Wir konstruieren ein Konfidenzintervall fiir [E Yy. Dazu verwenden wir die Beweis-
idee des Satzes kombiniert mit Satz [3.2.10{ mit H = (zo1,...,Zom) = 2,
r = 1. Dann ist

Darum ist

m
{5 =(Br,-- s Bm) " D w0illi — 6\/ad (XTX) " 20 tym1-a)o
ot
m m ' R
<Y @il < woilfli + 60/ (XTX) g - tnm,la/2}
i=1

i=1
.. m

ein Konfidenzintervall fiir ) zg;3; zum Niveau 1 — «.
i=1

5. Prognoseintervall fiir die Zielvariable Yy.

m
Fiir Yy = 3 203 + €0 mit eg ~ N(0,02), ¢ unabhiingig von 1, ..., &,, gilt:
i=1

g B — Yo ~ N(0,0%(1 + zg (X X))

Ta
— Y
= 00— Yo ~ N(0,1)
U\/1+x(—)r(XTX)*1xo
T A
— Y
— zg B 0 ~ by

6\/1+ g (XTX) g
Also ist

(:Ugﬁ—i-c, xJB—c)

mit ¢ = 6\/1 +zg (XTX)"1 2 thm,1—a/2

ein Prognoseintervall fiir die Zielvariable Yy zum Niveau 1 — «.
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m
6. Konfidenzband fiir die Regressionsebene y = (51 + > x;3; im multiplen Regressi-
i=2

onsmodell.

Es sei Y = X3 + ¢, wobei

1 z2 - 10
1 xo0 -+ oy )

X = ) . . ) und € ~ N(0, 0° - 7).
1 zp2 -+ ZTym

Wir wollen ein zufilliges Konfidenzband B(z) fiir y angeben. Es gilt

P (y =01+ Zﬂixi € B(:c)) =1l—-a Vxe ]RT’l, wobei
i=2

Rt ={(,2, .. 2m) €R™}.

Satz 3.2.11. Es gilt:

=y
N m 2
(ﬂﬁTﬁ - (51 + Zﬁzﬂ?z) )
P =2 <m-Fopn-mi-al=1-a.
(:pé?&?ix_l 62:L'T<XTX)_1;(; =m m,n—m,1 a) (0%

ohne Beweis.

3.3 Multivariate lineare Regression mit Rang(X) < m

EsseiY = XfB+¢, Y € R, wobei X eine (n x m)-Matrix mit Rang(X) = r < m ist,
B = (ﬂl""?ﬁm)—rv ecR" Ee=0, ]E(Eié?j) = 61']'0-23 Vi,j=1,...,n, o? > 0.

N

Der MKQ-Schétzer 3 ist nach wie vor eine Losung der Normalengleichung
(XTX) 3=XTY.
X T X ist aber nicht mehr invertierbar, weil
Rang(X ' X) < min {Rang(X), Rang(XT)} =r<m.

Um B aus der Normalengleichung zu gewinnen, sollen beide Seiten der Gleichung mit
der sogenannten verallgemeinerten Inversen von X ' X multipliziert werden.
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3.3.1 Verallgemeinerte Inverse

Definition 3.3.1. Sei A eine (n x m)-Matrix. Eine (m x n)-Matrix A~ heifit verallge-
meinerte Inverse von A, falls

AATA=A gilt.
Die Matrix A~ ist nicht eindeutig bestimmt, was die folgenden Hilfssétze zeigen.

Lemma 3.3.1. Sei A eine (n x m)-Matrix, m < n mit Rang(A) = r < m. Es existieren
invertierbare Matrizen P (n x n) und @ (m x m), sodafl
PAQ = diag(1,...,1,0,...,0) (3.3.1)
———
r Mal

Folgerung 3.3.1. Fiir eine beliebige (n x m)-Matrix A mit n > m, r = Rang(A) < m
gilt

_ I, A
A" =Q ( i >P, (3.3.2)

r Mal
——
wobei P und () Matrizen aus der Darstellung (3.3.1)) sind, Z, = diag(1,...,1), und Ay,
As, As beliebige ((m —r) x 1), (r x (n —r)) bzw. ((m —r) x (n — r))-Matrizen sind.
Insbesondere kann

AIZO)
A2:O7
Az = diag(1,...,1,0,...,0),
———
s—r Mal
se{r,...,m}

gewahlt werden, das heiit, Rang(A~) =s € {r,...,m} fir

_ Z, 0
oo %)
Beweis. Zeigen wir, dafl fir A~ wie in (3.3.2) gegeben, AA~A = A gilt. Aus Lemma
folgt, daf

A= P . diag(1,...,1,0,...,0)- Q' und somit
— A — p—1 Ir 0 -1 . Ir A2 -1 Ir 0 -1
AdTA=P ( 0 0)9 @ A; As bE 0 0)¢

2 (Z, 0 I, A o 0\ 1 o T 0,
(SO (T )T 0)e
A.
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Lemma 3.3.2. Sei A eine beliebige (n x m)-Matrix mit Rang(A) =r <m, m <n.

.
1. Falls (ATA)~ eine verallgemeinerte Inverse von AT A ist, dann ist ((ATA)_)

ebenfalls eine verallgemeinerte Inverse von A" A.
2. Es gilt die Darstellung
(ATAYATA)"AT = AT bzw.
A(ATA) (AT A) = A.
Beweis. 1. AT A ist symmetrisch, also

(ATA(ATA)_ATA>T = (ATA)T = ATA

—ATA((ATA)-) AT A

.
Also ist ((ATA)_) eine verallgemeinerte Inverse von AT A.

2. Essei B=(ATA)(ATA)"AT — AT. Wir zeigen, dal B = 0, indem wir zeigen, daf
BBT =0.

BBT = ((ATA)(ATA)"AT — A7) <A ((AT4)7) ATa- A>

.
= ATA(ATA)"ATA((ATA)7) ATA-ATA(ATA)"ATA
=ATA
.
—ATA((ATA)7) ATA4ATA=ATA-24TA+ATA=0.

=ATA
Die Aussage A(ATA)"ATA = A erhilt man, indem man die Matrizen an beiden

Seiten der Gleichung AT A(ATA)"AT = AT transponiert.
O

3.3.2 MKQ-Schatzer fiir

Satz 3.3.1. Es sei X eine (n x m)-Designmatrix mit Rang(X) = » < m in der linearen
Regression Y = X3 + €. Die allgemeine Losung der Normalengleichung

(XTX) 3=XTy
sieht folgendermaflen aus:

B = (XTX)_ X'y + <Im - (XTX>_ XTX> z, zER™, (3.3.3)
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Beweis. 1. Zeigen wir, da8 § wie in (3.3.3) angegeben, eine Losung der Normalen-
gleichung darstellt.

XTXp=(X"X)(X"X) X"y + (XTX - XTX(XTX)XTX)Z
=XT( Lemma[3:37] 2.)) =XTX
=X'Y

2. Zeigen wir, daf eine beliebige Losung (3 der Normalengleichung die Form ([3.3.3))
besitzt. Sei § die Losung (3.3.3). Wir bilden die Differenz der Gleichungen

(X'xX)p =X"Yy
- X'X)3 =X"Y
XTX)F -4 =0

g=@-p)+5
=0 =B+ (X X)X Y 4 (L - (XTX)7XTX) 2
= (XTX)XTY 4+ (T = (XTX)"XTX) 24+ (F =) - (X X)X X(8' - 9)

=0

=(XTX) XY + (Zn - (XTX)"XTX) (248 -8)

= ' besitzt die Darstellung (3.3.3)).
O

Bemerkung 3.3.1. Der Satz liefert die Menge aller Extremalpunkte der MKQ-
Minimierungsaufgabe

e(8) = % ¥ = X5 — mpn.

Deshalb soll die Menge aller MKQ-Schéatzer von g in (3.3.3) zusétzliche Anforderungen
erfiillen.

Satz 3.3.2. 1. Alle MKQ-Schétzer von 3 haben die Form
3= (XTX)* XTY, wobei
(X T X)~ eine beliebige verallgemeinerte Inverse von X ' X ist.

2. (3 ist nicht erwartungstreu, denn

EjB = (XTX)* XTX8.
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3. Es gilt:
CovA=0o?(XTX) (X7X)( (XTX)‘)T.
>e(B) VB eR™.
nee(B) =Y - Xp>=(Y - XB+X(B-8) (Y -XB+X(B-5))
= (Y ~XB) (Y~ XB)+ (X(F- ) (X(F- )
+2(8-8)"XT(Y - XB)
_ _ — _ 2
=n-e(B)+2-(B-8) (XY - (XTXB)) + |X(B - B)

=0
>n-e(f)+0=n-e(3), denn

Beweis. 1. Zeigen wir, daf} e(f3)

XY -X"Xp=X"Yy - X" XX"X)X'y=X"Y-XTy =0
=X T (Lemma [33.2)

2. Es gilt:

EF=E (X'X)"X'Y)=(x"x) X'EY
= (X"X)"X"XpB, weil aus
Y=XG+¢e, Ee=0 die Relation EY = X3 folgt.

Warum ist 8 nicht erwartungstreu? Also warum ist (X ' X)"XT X3 # 3, 3 € R™?
Da Rang(X) = r < m, ist Rang(X ' X) < m und damit Rang((X X)X TX) <
m. Darum existiert ein 3 # 0, fiir das gilt:

(XTX)* XTXB=04+#8,

also ist 3 nicht erwartungstreu. Es gilt sogar, daf} alle Losungen von (3.3.3) keine
erwartungstreuen Schétzer sind. Wenn wir den Erwartungswert an (3.3.3)) anwen-
den, so erhielten wir im Falle der Erwartungstreue:

VBER™: B=(X"X) XX+ (Tn— (XTX)(XTX))2, z€R™
= (Zn - (XTX)"(XTX)) (=) =0 ¥z,B€R"
= (X'X)(X"X)(f-2)=08—-2 Vz,fecR™

Da diese Gleichung nicht fiir alle § € R™ gelten kann (siehe oben), fithrt die
Annahme der Erwartungstreue zum Widerspruch.
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3. Es gilt:

Cov (B, 5;) = COV<( (XTx)"xT Y) ((XTX)_XTY>j)
=A=(ak)

n n
= Cov (Z a; Y, Z%ﬂﬁ)
k=1 =1

= En: k0] Cov(Yk, Y}) =0’ z": Ak Al = (UZAAT>.
k=1

k=1 J

=020y

_ <a2(XTX)—XTX ((XTX)_)T>

ij=1,...m

3.3.3 Erwartungstreu schatzbare Funktionen

Definition 3.3.2. Eine Linearkombination a' 3 von fBi,..., Bm, a € R™ heifit (erwar-
tungstreu) schatzbar , falls

JeeR": E (CTY) —a'p,
das heifit, falls es einen linearen, erwartungstreuen Schétzer ¢'Y fiir a3 gibt.

Satz 3.3.3. Die Funktion a' 3, a € R™ ist genau dann erwartungstreu schiitzbar, wenn
eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

1. 3ceR”: ol =c¢'X.

2. a erfillt die Gleichung
o (XTX) XTx =a. (3.3.4)
Beweis. 1. ,— “: Falls a' 3 schitzbar, dann existiert ein d € R” mit E(d'Y) =

a'B VB eR™. Also
A" B=d'EY =d" X8 = (aT - dTX) 3=0, VBecR™
—q' =d'X,

setze ¢ = d, damit ist die erste Richtung bewiesen.

= “E('Y)=c'EY =c" X3 =a'p, alsoist a' # erwartungstreu schitzbar.
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2. ,= “: Falls a' 3 erwartungstreu schitzbar ist, dann gilt:
dT(XTX)XTx Pk LT X (xTx)-xTx = x Tt T,

=X (Lemma|3.3.2)

Also ist (3.3.4)) erfiillt.
pe= “ Falls o (XTX)"XTX =a', dann gilt mit ¢ = (¢ (XTX)"X )T nach
Punkt 1, daB a' 3 schitzbar ist.

O

Bemerkung 3.3.2. Im Falle der Regression mit Rang(X) = m ist die Gleichung (3.3.4)
immer erfiillt, denn (X " X)~ = (X " X)~! und damit ist a3 schitzbar fiir alle a € R™.

Satz 3.3.4 (Beispiele schitzbarer Funktionen). Falls Rang(X) = r < m, dann sind
folgende Linearkombinationen von [ schétzbar:

m
1. Die Koordinaten ) z;;8;, ¢ = 1,...,n des Erwartungswertvektors EY = Xj.
j=1

2. Beliebige Linearkombinationen schétzbarer Funktionen.

Beweis. 1. Fihre die Bezeichnung Z; = (z1,...,%im), i = 1,...,n ein. Dann ist

m
S wys, =38 Vi=1,....n
j=1

Xﬁ = (j17j27"')jn)T/87

Z;0 ist schétzbar, falls Z; die Gleichung (3.3.4) erfillt, die fiir alle i = 1,...,n
folgendermafien in Matrixform dargestellt werden kann:

X (XTX)* XTX =X,

was nach Lemma [3.3.2] Giiltigkeit besitzt.

2. Fir alle ay,...,a; € R™ seien a, 18,.. 6 schatzbare Funktionen. Fiir alle A =
(AL,...,Ap) " € R¥ zeigen wir, daf E Aj - aTﬁ = A Ap schétzbar ist, wobei A =
(a1,...,a;)". Zu zeigen bleibt: b = ()\TA erfiillt (3.3.4)), also

ATA (XTX)7 XTx =\TA.

Diese Gleichung stimmt, weil a; (X" X)"X "X =a,,i=1,...,k. Nach Satz
2.) ist AT A schitzbar.
O

Satz 3.3.5 (Gaup-Markov). Es sei a' 3 eine schiitzbare Funktion, ¢ € R™ im linearen
Regressionsmodell Y = X 3 + ¢ mit Rang(X) < m.
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1. Der beste lineare erwartungstreue Schétzer (engl. BLUE - best linear unbiased
estimator) von a' (3 ist durch a '3 gegeben, wobei

3= (XTX>7 xXTy
ein MKQ-Schétzer fiir 3 ist.
2. Var(a'B) = 02" (X"X)"a

Beweis. Die Linearitit von ' 3 =a' (X T X)"X"Y als Funktion von Y ist klar. Zeigen
wir die Erwartungstreue:

E('B)=a"Ef=a"(X"X)"X"Xp
="' X(XTX)"X"X3= gl)gﬁ =a'B VBeR™.

=X (Lemma [3.3.2) =a’

Berechnen wir Var (a ' 3) (also beweisen wir Punkt 2), und zeigen, da8 sie minimal ist.
Var (aTﬁ) = Var (Z azﬂi> = Z a;a; - Cov (ﬁi,ﬂj)
i=1

ij=1

=a'Cov(B)a (SetzBID 752 ((XTX)*XTX(XTX)*)T a

T T

=0’ o (XTX)7) XX ((XTX)7) a
—_— —_——
=(XTX)~ (XTX)~-
bemma B33 1) 52, T(xT X)X T X(XTX)"a
PR g T X (XXX (XXX e
=X
=2 X(XTX) " XTec=0%"(X"X)a.
S—— N——

:aT =a

Jetzt zeigen wir, daB fiir einen beliebigen linearen, erwartungstreuen Schitzer b'Y von
a'B gilt: Var (b"Y) > Var (a'B). Weil b'Y erwartungstreu ist, gilt: E(b'Y) = a'p.
Nach Satz gilt: a” = b" X. Betrachten wir die Varianz von
0 < Var (bTY — aTB> = Var (bTY> — 2Cov (bTY, aTB> + Var (aTB)
=Var(b'Y) —20%" (X" X)"a+ 0% " (X" X)"a=Var(b'Y) — Var (aTﬁ)
mit
Cov (b7, a"B) = Cov (b'Y, 0" (XTX)"XTY) = 0% (X"X)~ X b

=%’ (XTX) a.

Damit ist Var (bTY) > Var (aTB) und a'f ist ein bester, linearer, erwartungstreuer
Schétzer fir a' S. O
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Bemerkung 3.3.3. 1. Falls Rang(X) = m, dann ist aTﬁ’ der beste lineare, erwar-
tungstreue Schétzer fiir a' 3, a € R™.

2. Wie im folgenden Satz gezeigt wird, hingt der Schitzer a'f =o' (XTX)" XY
nicht von der Wahl der verallgemeinerten Inversen ab.
Satz 3.3.6. Der beste lineare, erwartungstreue Schétzer a3 fiir a' 3 ist eindeutig be-
stimmt.
Beweis.

Satz[3.3.3] 1.)

o' f=a"(XTX)"XTY dX(XTX) XY

Wir zeigen, daB8 X (X T X)~ X T nicht von der Wahl von (X " X)~ abhiingt. Zeigen wir, daf
fiir beliebige verallgemeinerte Inverse A; und As von (X' X) gilt: XA X" = XA, X T,

Nach Lemma [3.3.2] 2.) gilt:
XAXTX =X =XAX"X.
Multiplizieren wir alle Teile der Gleichung mit A; X T von rechts:
XA X' XAXT=XAXT=XAXTXAXT
T T

Alsoist XA XT = XA, X T, O

3.3.4 Normalverteilte StorgroBen

Sei Y = X3¢ ein lineares Regressionsmodell mit Rang(X) = r < mund ¢ ~ N (0, 7).
Genauso wie in Abschnitt kénnen Maximum-Likelihood-Schétzer 5 und &2 fiir 3
und o2 hergeleitet werden. Und genauso wie im Satz kann gezeigt werden, daf

B=F=X"X)"X"Y und
—12
2=l ‘Y - Xﬂ] .
n

Jetzt werden die Verteilungseigenschaften von 3 und 62 untersucht. Wir beginnen mit
der Erwartungstreue von 2. Wir zeigen, dafl 52 nicht erwartungstreu ist, dafiir ist aber
der korrigierte Schétzer

—2 1 2

g° = Y — X3|° =

n—r n—r

no_
02

erwartungstreu.
Satz 3.3.7. Der Schiitzer 7 ist erwartungstreu fiir o2.

Der Beweis des Satzes [3.3.7] folgt dem Beweis des Satzes 3.2.4] in dem der Schétzer
B=(XTX)"'XTY und 6% = —L_|Y — X$3|? im Fall Rang(X) = m betrachtet worden.

Somit ist die Aussage des Satzes [3.2.4] ein Spezialfall des Satzes [3.3.7] Fiihren wir die
Matrix D=7 — X(XTX)" X" ein.
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Lemma 3.3.3. Fiir D gelten folgende Eigenschaften:

1.
2.
3.
4.

DT = D (Symmetrie),
D? = D (Idempotenz),
DX =0,

Spur(D) =n —r.

Beweis. 1. Es gilt:

DT = (- X(XTX)—XT)T —T-X ((XTX)_)T xT
=7-X(X'"X)"X" =D,

-
weil ((XTX )_) auch eine verallgemeinerte Inverse von X ' X ist (vergleiche Lem-
ma B33 1.)).

Es gilt:
2

D= (T-X(X"X)"X") =7 -2X(X X)X+ X(X"X)" XX (xTX)"x"

=X (Lemma [3.32] 2.))

=7-X(X'X)"X" =D.

DX=X- X(X"X)"X'Xx =X-X=0.

=X (Lemma|3.3.2] 2.))

Es gilt:
Spur(D) = Spur(l) — Spur (X (X "X)~X ") = n — Spur (X(X ' X)"X").

Verwenden wir die Eigenschaft der symmetrischen idempotenten Matrizen A aus
der linearen Algebra, da8 Spur(A) = Rang(A). Da X(X'TX)~X " symmetrisch
und idempotent ist, geniigt es zu zeigen, da Rang(X(X'X)~XT) = r. Nach
Lemma 2.) gilt:

Rang(X) = r = Rang(X (X' X)~ X ' X)
< min {Rang(X (X "X)~XT), Rang(X)
———

=r

< Rang (X(XTX)*XT) < Rang(X) =r
— Rang (X(X"X)"X") =r
— Spur (X(XTX)"xT) =r.
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Beweis des Satzes[3.3.7 Mit Hilfe des Lemmas [3.3.3] bekommt man

5= 1 ‘Y—Xﬁ‘z _ ! )Y—X(XTX)*XTY]2 - pyp
n—r n—r n—r
_ L‘ DXﬂJrDs‘Q - Y pp=t Tppe= T De.
n—r :/0-’ n—r — :Efz—”D n—r
Deshalb gilt:
Eg? = — TIE (e’-:TDE) = i 7nIESpur (ETDE) = i TSpur(DlE (E\E;))

02T, da e ~ N(0,0°7)
2

=7 . Spur(D) = o nach Lemma [3.3.3] 4.), weil Ece ' = 0?7
n—r

wegen € ~ N(0,0%7).

Satz 3.3.8. Es gelten folgende Verteilungseigenschaften:
— T
1. B~ N ((XTX)—XTXﬁ, e2(XTX)"(XTX) (XTX)") >

o (=1 o

57— ™~ Xn—r
3. B und @ sind unabhingig.
Beweis. 1. Es gilt:
B=X"X) XY =(X"X)"X"(XB+e)=(X"X) " XX+ (X"X) X"e

=W =A

und mit der Definition von N (-, -) bekommt man
B=N(n,0?447) = N (X" X)"X"XB, X (X X)X X((X X)7)T)
mit AAT = (XTX)"XTX(X"X)")"

2. Es gilt 32 = —_¢ " De aus dem Beweis des Satzes Deshalb

n—r)o’ € T €\ (Satz[3.1.8)
e (5) o(G) TR

o? o e

g

~N(0,T)

3. Betrachten wir Ae und ' De. Es geniigt zu zeigen, da8 sie unabhéngig sind, um
die Unabhingigkeit von 8 und @2 zu beweisen, weil § = u + Ae, 7% = ﬁsTDs.

Es gilt: A- 027 - D = 0. Nach Satz sind dann Ae und " De unabhéngig.
]
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3.3.5 Hypothesentests

Betrachten wir die Hypothesen Hy : H3 = d vs. Hy : Hf # d, wobei H eine (s x m)-
Matrix (s < m) mit Rang(H) = s ist, und d € R®.

Im Satz(3.2.10| haben wir im Fall Rang(X) = r = m folgende Testgrofie dafiir betrach-
tet:

(HS —d)"(H(XTX) ' HT)" (HS ~ d) (1)

T =
562

Fs,nfm-

Im allgemeinen Fall betrachten wir

(HB—d)" (H(XTX)"HT)"'(Hp — d)

T= z .

3.3.5
SO ( )
Wir wollen zeigen, dal T (Ho) F . Dann wird Hy verworfen, falls T > F . 1—q.
Dies ist ein Test zum Niveau a € (0,1).

Definition 3.3.3. Die Hypothese Hy : HG = d heifit testbar, falls alle Koordinaten des
Vektors H (3 schatzbare Funktionen sind.

Satz gibt Bedingungen an H an, unter denen H : HSG = d testbar ist.
Lemma 3.3.4. Die Hypothese Hy : Hf3 = d ist testbar genau dann, wenn

1. 3(s x n)-Matrix C : H = CX, oder

2. HX'X)"XTX = H.

Beweis. Wir zeigen, dafl die Testgrofle T in (3.3.5)) wohldefiniert ist, das heift, die (sx s)-
Matrix H(X " X)"HT positiv definit und damit invertierbar ist. Aus Folgerung [3.3.1

haben wir X ' X = P~! IOT 8 P! fiir eine (m x m)-Matrix P, die invertierbar und
symmetrisch ist. Deshalb gilt
7 0
T T = . T f— .
(X'X)"=P <O Im—r>P PP,

das heifit, daB es eine eindeutige verallgemeinerte Inverse von X ' X mit dieser Darstel-
lung gibt. Daraus folgt, daf die (s x s)-Matrix HPPH'" = (PH")"-PH positiv definit
ist, weil Rang(PH ") = s. Sei nun (X' X)~ eine beliebige verallgemeinerte Inverse von
X TX. Dann ist mit Lemma

HX'X)"H' =CX(X'X)X'C¢T =CcXPPX'C" = HPPH',

denn X(XTX)~XT ist invariant beziiglich der Wahl von (X'X)~, laut Beweis des
Satzes [3.3.6] Also ist H (X X )7 HT positiv definit fiir eine beliebige verallgemeinerte

Inverse (X X )7 und die Testgréfle T somit wohldefiniert. O
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Satz 3.3.9. Falls Hy : HB = d testbar ist, dann gilt T’ (Ir{?) Fsnr.

Beweis. Ahnlich, wie in Satz |3.2.10| gilt

HF—d=HX'"X) X" (XB+e)—d=HX'X)"X'Xf-d+HX'X)"X"

=u =B

Zeigen wir, dafl u (Ho) 0.

p emmaB3D o T XTX B d=CXB—d=HB—d .

=X (Lemma(3.3.2] 2.))

_ -1, _
Nach Satz [3.3.8 sind (H3 — d)" (H(XTX)*HT) (Hﬂ - d) und s - 72 unabhingig,
(n—r)5?
(n—r)7”

g

~ X2_,. Also bleibt nur noch zu zeigen, daf

(15 - d)T (H(XTX)—HT)_1 (BB -a) ™ 2
=T BT =Be

Es gilt
—1
e BT (H(X"X)"HT)  Be

=’ X ((XTX)*)T H' (H(XTX)"H") T HXTx)XT

A

Man kann leicht zeigen, dal A symmetrisch, idempotent und Rang(A) = s ist. Zeigen
wir zum Beispiel die Idempotenz:

A2 =X ((XTX)_>T i (H(XTX)_HT)_l HXTX)" XTXx ((XTX)_)T HT.
H (Lemma[3:34] 2.))

(HXTX)"HT) "HXTX)XT

=X (XTX)" ) i (H(XTX)_HT)_l HXTX) X" = A,

-
weil ((X X )_) auch eine verallgemeinerte Inverse von X ' X ist (nach Lemma [3.3.2)).
Somit hiingt auch H(X " X)"H" = CX (X "X)~ X "CT nicht von der Wahl von (X " X)~
ab, vgl. den Beweis des Satzes Nach Satz ist " Ae ~ x2, wegen e ~ N(0,0%7)
und somit T' £ Fspr. O
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3.3.6 Konfidenzbereiche

Ahnlich wie in Abschnitt [3.2.5 werden wir Konfidenzbereiche fiir unterschiedliche Funk-
tionen vom Parametervektor § angeben. Aus dem Satz [3.3.9] ergibt sich unmittelbar
folgender Konfidenzbereich zum Niveau 1 — « € (0,1):

Folgerung 3.3.1. Sei Y = X[+ ¢ ein multivariates Regressionsmodell mit Rang(X) =
r < m, H eine (s x m)-Matrix mit Rang(H) = s, s € {1,...,m} und Hy : HG = d
testbar Vd € R®. Dann ist

(HB - d)T (H(XTX)—HT) - (HB - d)

deR*: 5

— SFs,nfr,lfa
S0

ein Konfidenzbereich fiur H3 zum Niveau 1 — a.

Folgerung 3.3.2. Sei h' 3 eine schitzbare lineare Funktion von 3, h € R™. Dann ist

(hTﬁ —ln—1,1-a/2 T/ KT(XTX)~h, h' B+ ln—1,1-a/2 " 0/ hT<XTX)_h>

ein Konfidenzintervall fiir A6 zum Niveau 1 — .

Beweis. Setzen wir s = 1 und H = h'. Aus Satz folgt

(hTB - d)T (hT(XTX)*h)_l (hTB - d) (hTB - d)T (hTB - d)

o 2 (RT(XTX)"h)

(hTB - d)2
TEMT(XTX)h) Finr

unter der Voraussetzung h' 3 = d, weil h'" X T X h eindimensional (eine Zahl) ist. Deshalb
gilt

T — R'B—h'3 ~t
o\/hT(XTX)"h
und somit
P (_tn—r,l—a/Q <VT < tn—r,l—a/?) =1l-a.
Daraus folgt das obige Konfidenzintervall. O

Man kann sogar eine stiarkere Version von beweisen, die fiir alle A aus einem
linearen Unterraum gilt:
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Satz 3.3.10 (Konfidenzband von Scheffé). Sei H = (hi1,...,hs)', hi,...,ha € R™,
1 <s<mund Hy: HB = d testbar Vd € R*. Sei Rang(M) = s und £ =< hq,...,hs >
der lineare Unterraum, der von den Vektoren hi, ..., hs aufgespannt wird. Dann gilt:

—\2
Ps [ max (hTﬁ_hTﬁ)

< S$Fypria|=1-
hel | 2hT (X TX) R [ = TTennie “

Somit ist

BB = [sFsmin- o/ RT(XTX) b, BB+ \/5Fsnr 1 -m/hT(XTX)h]

ein (gleichmiBiges bzgl. h € £) Konfidenzintervall fiir h' 3.

Beweis. Aus dem Satz folgt Vo € (0,1):

IP( (HB - Hﬁ)T (H(XTX)‘HT>_1 (HB - Hﬁ) <s- 62F37n,r,1,a) —1-a.

T1

Falls wir zeigen konnen, dafl

(o (- 3)
N= B\ T XX H )z [ (3.3.6)

dann ist der Satz bewiesen, denn

i, (o7 (15 —10))°
l-a=P(Ti < 7°F, Fs’”_,‘“‘a> =Pl ExTx) B (S
t

_ 2
H'2)"3—(H 2)'3
(( ) ( ) ) <t und weil H' 'z =h e L

=P
sekorr0 | (H'2) (X X)~(H z) (=

— 2
T\ R AT(XTX) A (=07 Tenonde

Also, zeigen wir die Giiltigkeit von (3.3.6)). Es geniigt zu zeigen, da8 T die obere Schranke
von
_ 2
(«7(HB - Hp))
2T (HXTX)"H")x
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darstellt, die auch angenommen wird. Da H(XTX)"H'" positiv definit ist und in-

vertierbar, existiert eine invertierbare (s x s)-Matrix B mit der Eigenschaft BB'T =
H(X"X)"H'. Dann gilt

_ 2 _ 2
(z" B - 1p)) = (& B -BH(HB- HP))
(BTa)T
<|BTz|*> - |B"YHpB — HB)|*> (wegen der Ungleichung von Cauchy-Schwarz)
_ T _
=2' BBz (HF~ HB) - (B™) B\ (HF - HP)
—_—
— (BT)lefl — (BBT)71

=2 H(X"X)"H 2 (Hf - H,@)T (H(XTX)*HT)A (HB — Hp).
Somit gilt

(a7 (15— 1))’
T (HXTX)"H")z

< (HB - Hﬂ)T (JLI(XTX)*HT)_1 (HB - Hﬂ) ~T).

-1 _
Man kann leicht priifen, daB diese Schranke fiir 2 = (H(XTX)—HT) (Hﬂ - Hﬁ)

angenommen wird. O

3.3.7 Einfiihrung in die Varianzanalyse

In diesem Abschnitt geben wir ein Beispiel fiir die Verwendung linearer Modelle mit
Design-Matrix, die keinen vollen Rang besitzt. Dabei handelt es sich um die Aussage der
Variabilitit der Erwartungswerte in der Stichprobe Y = (Y1,...,Y,)T, die auf englisch
analysis of variance, kurz ANOVA, heifit. Spéter werden wir auch denselben Begriff
Varianzanalyse dafir verwenden.

Betrachten wir zunéchst die einfaktorielle Varianzanalyse, bei der man davon aus-
geht, daB die Stichprobe (Y1,...,Y,) in k homogene Teilklassen (Yi;, j = 1,...,n;),
1 =1,...,k zerlegbar ist, mit den Eigenschaften:

LEYy)=p=p+a;, j=1,...,n i=1,...k.
k k

2.m;>1, i=1,...0k, > ni=n, > mnja; =0.
i=1 i=1

Dabei ist p ein Faktor, der allen Klassen gemeinsam ist, und «; verkorpert die klas-

senspezifischen Differenzen zwischen den Erwartungswerten pi,...,pur. Die Nummer
i = 1,...,k der Klassen wird als Stufe eines FEinflussfaktors (zum Beispiel die Dosis
eines Medikaments in einer klinischen Studie) und «;, i = 1,...,k als Effekt der i-

k
ten Stufe gedeutet. Die Nebenbedingung > n;a; = 0 bewirkt, dafl die Umrechnung
i=1
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k n;
(B, .y pg) < (W, 1, ..., ) eindeutig wird und daf p = % > > EYj;. Es wird vor-
i=1j=1
ausgesetzt, dafl ; mit unkorrelierten MeBfehlern €;; gemessen werden kann, das heif3t

Yij:,ui—i—sij:,u—i—ai—i—aij, 1=1,....k, j=1,...,n (337)
Ee;j =0, Vare; = JQ,EZ'J' unkorreliert, 1 = 1,...,k, 7 =1,...,n;. (3.3.8)

Es soll die klassische ANOVA-Hypothese getestet werden, dafl keine Variabilitdt in den
Erwartungswerten p; auffindbar ist:

Ho: p=p2=...= g,
was bedeutet, dafl
Hy: ag=ar=...=q.

Die Problemstellung (3.3.7) kann in der Form der multivariaten linearen Regression
folgendermaflen umgeschrieben werden:

Y =XfB+e¢, wobei Y = (Yi1, ..., Yin, Yor, -+, Yong - Yats oo, Yiny) |

ﬂ:(lu,,Oél,...,Oék)T,

T
5:(5117"'7517“7"'75]617"'75knk) )
11 0 ... ... 0
11 0 ... ... 0

ni
1 1 0 0
1 0 1 0 0
X = n2
1 0 1 0 0
10 ... ... 0 1
: ng
10 ... ... 0 1

Die (n x ((k + 1))-Matrix X hat den Rang k < m = k + 1, somit ist die Theorie von
Abschnitt [3-3] auf diesem Modell komplett anwendbar.

Bei der zweifaktoriellen Varianzanalyse wird die Stichprobe (Y7,...,Y,,) in Abhéngig-
keit von 2 Faktoren in ki - ko homogene Gruppen aufgeteilt:

}/;11'2]'7 .7 = 17 ey Mg
flir 11 = 1,...,]{71, 19 = 1,...,]€2, sodaf
k1 ke

E E nm-2 = nNn.

11=112=1



112 3 Lineare Regression

Hier wird angenommen, dafl
EYiiinj = Mirio = B+ iy + Biy + Virio, t1=1,...,k1,i2=1,..., ko,
somit stellt man folgendes lineares Modell auf:
Yiiinj = Mivio T €ivinj = I+ iy + Biy + Yivio + Eivings
j=1,. o niy, i1 =1,... ki,io=1,... ko.

Ubungsaufgabe 3.3.1. Schreiben Sie die Design-Matrix X fiir diesen Fall explizit auf!
Zeigen Sie, daf} sie wieder keinen vollen Rang besitzt.
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