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Bildklassifikation

# Automatisierte Diagnostik von Krankheiten (Osteoporose)

gl

Gesunder Knochen Erkrankter Knochen

Kalzium—Phase der Knochenstruktur
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Bildklassifikation

#® Kifz-Versicherung (Quelle: Versicherungskammer Bayern)
Signifikante Anderungen von Stornozahlen
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Messstellen: Zentren von Flachige Darstellung von
PLZ-Gebieten in Bayern Stornozahlen des Jahres 1998
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Uberblick

Erkennung von Bildunterschieden: Graustufenbilder

€
#® Morphologische Bildcharakteristiken
#® Berechnung der inneren Volumina

o

Algorithmen
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Graustufenbilder

#® \ergleich der einzelnen Graustufenphasen

Histologischer Schnitt durch Prostatagewebe: Krebsdiagnostik
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Graustufenbilder

® Graustufenbild — Familie von Binarbildern

Die Graustufen werden durch Binarbilder dargestellt, die im
folgenden analysiert werden. Die rote Phase kann durch die
Vereinigung konvexer Mengen approximiert werden.
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Grundlagen der Morphologie

#® Grundbegriffe

IC Klasse der kompakten konvexen Mengen in R¢
R ={U K, K; ek, i=1,...,n, Vn} Konvexring
1=1

S ={K: KNW e R VW eK} erweiterter Konvexring
B, (a) Kugel mit Mittelpunkt in ¢ und Radius r
k; Volumen von By (o) inR7, 7 =0,...,d
KK, = U (Kl -+ ZIZ’) Minkowski—Addition

reKo
Kio Ky, = () (Ky+ x) Minkowski—Subtraktion

reEKo
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Grundlagen der Morphologie

# Bildoperationen

B{ﬂ}
= R
lﬂ"..-‘._l-. .

Q s
4 [’ﬁh" &1_# b gl K+B(o)

Dilatation: Parallelmenge K & B,.(0) von K

# Dilatation: K — K @ (—B)
® Erosion: K — K 6 (—B)
® Schwellenwertbildung: f(z) — 1(xz: f(x) > a),x € W

Evgueni Spodarev, Wien, 7.04.2006 — p.9



-]
Innere Volumina

Steiner—Formel in R*
Far K e Cundr >0

A(K & B,.(0)) = A(K) + rS(K) + mr?x(K) ,

wobel

® A(K) die Flache,

# S(K) die Randlange und

® Y(K) =1 die Euler-Zahl (,Porositat")

von K sind.
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Innere Volumina

Steiner—Formel in R

# Es existieren Funktionale V;, W, : K — [0,00), j =0,...,d,
(Minkowski—Funktionale, Quermafintegrale bzw. innere
Volumina), so dass far alle » > 0 und K € K qilt

d
Vi(K & B (0 Z rd kg V(K Zr]

7=0

. Wj(K):%Vd_j(K), K ek

® Vj, ..., V,;sind additiv, stetig, bewegungsinvariant, monoton
bzgl. der Inklusion und lokal beschrankt
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Innere Volumina

In R3: Flr alle K € K, 0K € C? gilt

#® V;3(K) = |K| das Volumen

® 2V5(K) = S(K) die Oberflache

o 7Vi(K)=(1/2) [ (1/R1 + 1/Ry)do das Integral der mittleren
Krimmung vonaé{K oder 2w xmittlere Breite von K

® AnVo(K)=4m = [ (1/R:-1/Ry)do das Integral der

OK
GaulB3schen Krummung von 0K (47 x Euler—Zahl),

wobei R; und R, die Hauptkrummungsradien von 0K sind.
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Innere Volumina

Theorem 1 (Hadwiger (1957)) Jedes additive, stetige und
bewegungs-

invariante Funktional F' : K — R besitzt eine eindeutig bestimmte
Darstellung in der Form

d
F = Z CL]“/}'
j=0

fur gewisse reelle Konstanten ay, . . ., aq.

Die inneren Volumina V4, ..., V; bilden somit eine Basis!
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Innere Volumina

Additive Fortsetzung auf den Konvexring R

dyo® @o

FUr jedes j =0, ..., d existiert genau eine additive Fortsetzung von
Vi: K —0,00) auf R, die durch die Siebformel gegeben ist:

n

‘/}(Klu. : .UKn) B Z(—l)i_l Z V}'(Kjlﬂ' ' 'ijz’)7 Ky,.... K, €K

1=1 11<...<J;
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Innere Volumina

Geometrische Deutung: Flir K ¢ R, K # () ist
Va(K) = |K| das Volumen
2Vy_1(K) = S(K) die Oberflache
Vo(K) = x(K) die Euler—Zahl
In R?: x(K) = #{Klumpen} — #{Lécher}

Tn
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Innere Volumina

Steiner—Formel auf R (Schneider (1980))

#® Das Funktional p, : R — R sei gegeben durch

SH

—1
pr(K) =Y 1%k, ;Vi(K), KeR

J

I
o

® Falls K € K, dann gilt p,(K) = V4((K @ B,(0)) \ K)

#» Geometrische Interpretation von p,.(K) fur beliebiges K € R?
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Innere Volumina

® Index—Funktion J
Fur alle ¢,z € R?

» Sei J(@,Q,Qf) = 0.
® FirK eR, K #10, sei

1 — lim lim Vy (K N Bjy_g—(x) N Bs(q)), q€ K,
J(K,Q,QL’) — 0—+0e—+40 ( |z—q] )
% q ¢ K.
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Innere Volumina

® FUrr > 0und beliebige K € R gilt dann

pr(K) = /IT(K, r)dz, I.(K,x) = Z](Kﬂ B.(x),q, ).
97T

pr(K) = gewichtetes Volumen von (K & B,(0)) \ K mit Mehrfachheiten
]
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Berechnung der inneren Volumina

# Ansatze zur Berechnung einzelner V;(K)
® Serra (1982)
#® Nagel, Ohser et al. (1996, 2000, 2002, 2003)
#® Robins (2002)
# Rataj et al. (2002, 2004, 2005)
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Berechnung der inneren Volumina

# Simultane Berechnung samtlicher V,(K), ..., V4(K)

® Seien F;: R —Rflari=0,...,d additive, stetige und
bewegungsinvariante Funktionale. Nach dem Satz von

d
Hadwiger gilt dann F;(K) = ) a;;V;(K) VK € R
=0

® Falls ' = (Fy(K),..., Fy(K))' leicht berechenbar und
A = (a;;)}._, invertierbar ist,
® dannkannV = (V4(K),...,V4(K))' als Losung des
Gleichungssystems F' = AV berechnet werden:
V=A'F
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Berechnung der inneren Volumina

# Bestimmung der Koeffizientenmatrix A = (a;;)
Seien K, ..., K, einfache konvexe Korper (z.B., eine Kugel,
ein Segment, ein Wirfel, usw.) mit bekannten F;(K,), V;(K,),
i,3,m=0,...,dund det (V;(K,)) # 0. Dann kann (a;;) als
L6osung des Gleichungssystems

(F(Ko)\ (VoK) ... Vi) [ aio)
Fi(K)) Vo(K1) ... Vak) | | a

\F(Ka) ) \Vo(Ka) ... Va(Ka)) \ai)

bestimmt werden.
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Berechnung der inneren Volumina

r Beispiel' Steiner—Formel auf R
Fi(K)=py,(K), 73 >0, #r;furi=0,...,d—1
)

® Fy(K) = Vy(K)
o V=>V(K),.. . VyoK))"und A=A, . ,, wobei
/ rdkq 13 kg1 ... r2ky  rokr O \
rikq rf_lkd_l R rki O
Arg.rgy =
rd_ kg rgjkd_l oo 15 ke rg1ky O
\ 0 0 0 0 0 1
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Berechnung der inneren Volumina

® InR?

® FUrrg,r >0, rg # r qilt
~1
s 2rg Pro (K)
( Try 21 ) (prl(K ))
B . 2ry  —2rg Pro (K)
et g ) \pn (50

® V4(K)= A(K) muB3 extra berechnet werden

[\

R

RIS

==

N~ —
|
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Berechnung der inneren Volumina

#® Beispiel: Kinematische Hauptformel auf R

d
[ Vo(KNB.(x))de = r*"Tks ;Vi(K), KeTR

K& By (o) 7=0
® F(K)= [ WWKnNB,(x))dx,r;>0,r;#r;for
K®By, (o)
1 =20,...,d
/ rdkg 18 kg1 ... iRy Tokp 1 \
d d—1 2
r{kq 17 Kd—1 ... Tike Tk 1
‘. A — A?“() ..Td —
2 1
rdKg rd Yoas1 ... roke  Taki
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Berechnung der inneren Volumina

o InR?
Fur unterschiedliche ry, r1, 75 > 0 qilt

(VO(K)\ /7”“0 210 1\
VILK) | = i 2r; Fi(K)

\‘/Q(K)) \m“% 279 1) \FQ(K))
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Wahl der Radien r,

#® GroBer Diskretisierungsfehler fur kleine r; (und umgekehrt)
® FUr grofBere Werte r; immer noch akzeptable Laufzeiten

#® Stabilere Ergebnisse fur n Paare von Radien

(T()a Tl)) (T27 T3)7 s ey (T2n—27 T?n—l)
bei anschlieBender Berechnung der Stichprobenmittel fur
Vo(Kg(e)) bzw. Vi(K3(c))

# Rationale Radien r; liefern bessere Ergebnisse,
Z.B., ro = 5000 und Tiy1 = 15 +20.3,2=0,...,2n —1
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Wahl der Radien r,
® Methode der kleinsten Quadrate
Betrachtung von n > 2 Radien rg, ..., r,_; fUhrt zu

Uberbestimmtem System linearer Gleichungen:

[ pro(Ks@) ) (w5 2n ) N
F' = . =Az=1| ... ’
i
\IOT‘n—l (KS(G) )} \7’(’7"%_1 2Tn_1) 1
Dabei liefert die Lésung V* (K 5¢)) = (A’TA’)_lA’TF’ des
Minimierungsproblems | F' — A’ V*(Ky)) | = m%Rn‘ F'— Az
c 2

eine gute Approximierung von (Vo(Kz)), Vi(Kg)) '
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Pixelbasierte Binarbilder

® DieMenge K e R, K Cc W C R?
sei auf quadratischem Gitter L?
mit Gitterweite A gegeben

i ® Berechne (A(K), L(K), x(K)) =
(Va(K), 2Vi(K), Vo (K)).

’
Q‘d} ® A(K) = #(KNL?

"Jjé.f? #® Berechnung von L(K) und x(K)?
Approximiere K durch Polygon—
Binarbild {1k (z),» € L N W} System §(G), das durch eine Fa-
im Beobachtungsfenster W .
milie von Elementar—Polygonen
G erzeugt wird: K — Ky
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Approximation K¢

F(G) Randsegment P
| K
Familie von Polygonen G o |\/
~ \

Randsegment P

Approximation der Menge K
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Algorithmus

» Diskretisierung des Integrals p,(K3)) = Jpa Ir(Kz), @) do

Um (Vo(K56)), Vi(Kz))) berechnen zu konnen, approximiere
das Integral

= [ 51 B o0

R2 qFx

A? > > J(Kge N Bi(2),q,x)

xE(@Kg(G)@BT(o))ﬂI[P qE@Kg(G)\{x}

=AY (> ) ) (KyeNBi(2),q.9)

T€... ¢€0KzyNL2\{z}  q€dKz(q)\(L2U{z})

Q
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Algorithmus

# \ertauschung der Summationsreihenfolge

pr(Kge) =A% Y Si(q)+4A% > M(P), wobei

qE@Kg(G)ﬂLQ PC@Kg(G)

Sr(q) = > J(K3) N Br(2),q,7),

zell?, 0<|z—q|<r

M (P)= >, J(Ege NB(x),7p(x),2) = #D.(F)

€D, (P)
und

D.(P)={x € L?: mp(x) € int(P),0 < |z — 7p(x)| < 1},
Tp(x) ist die orthogonale Projektion von = auf das Segment P
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Berechnung von p, (Kz))

K A
F(G)

boundary segments P

b

Algorithmus

pundary pixel g
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Numerisches Beispiel

2V1(K) Vo(K) | 2Vi(Kz(a)) | W(Kz @)
2970.584053 —5 2970.586176 —5.0
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Zufallige Mengen

Sei

(92, F,P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum
¢ die Familie aller kompakten Mengen in R?

§ die Familie aller abgeschlossenen Mengen in R¢

o(F) dievonden Mengen Fo ={Fe§F: FNC#0}, Cec
erzeugte o-Algebra in §

Eine (F, o(F))—messbare Abbildung = : 2 — § hei3t zufallige
abgeschlossene Menge (ZAM). Ihre Verteilung wird durch das

Kapazitatsfunktional 7=(C') = P(=n C # (), C € ¢ festgelegt.

9
<
9
<
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Zufallige Mengen

Stationaritat und Isotropie
Eine ZAM = heif3t stationar, falls
falls = < g=, Vg € SO(d).

d

[1]

=+, Vo € RY und isotrop,

Theorem 2 (Matheron (1975))

® Eine ZAM = ist stationdr bzw. isotrop <— T=(C + z) = T=(C)
Vz e RYbzw. Tz(gC) = T=(C) Vg € SO(d).

® Eine stationdre ZAM = + () ist f.s. unbeschrénkt.

® Flir eine stationdre konvexe ZAM = gilt = € {0, R¢} f.s.
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Beispiele

® Punktprozesse in R%: ZAM = = {X,, X,, ...}, deren
Realisierungen lokal endliche Punktmuster in R? sind, d.h.,

=: 0 — 9N C 3§, wobel
m:{fz(xl,xg,...):xi#xj, #(me)<OO VBE%},

und B = Familie aller beschrénkten Borel-Mengen des R¢

Stationare Poissonsche Punktprozesse:

® #(=NB)~ Poi(A\|B|) VB e*B

#® FuOralle £ € Nund disjunkte By, ..., B, € B sind die
Zufallsvariablen #(= N By), ..., #(=Z N By) unabhangig.
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Beispiele

Stationare Punktprozesse in R?

Poisson—Prozess Cluster—Prozess Hard—Core—Prozess
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Beispiele

# Keim—Korn—-Modelle: == |J(Z; + X;), wobei
1=1

® {X, X, ...} =Punktprozess (von Keimen) und

® {=,=,,...} = Folge von nichtleeren kompakten ZAM
(zufallige Korner)

Theorem 3
Jede ZAM = kann als Keim-Korn-Modell = = | J (=; + X;)

1=1
dargestellt werden.
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Beispiele

Stationare Keim—Korn—Modelle in R?

a7

- B

Boolesches Modell mit ~ Boolesches Modell mit Cluster—Prozess von
spharischen Kornern polygonalen Kornern Segmenten
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Beispiele

Boolesches Modell
Das Keim—Korn—Modell = = | J (Z; + X;) hei3t Boolesches Modell,

1=1
falls

# der Punktprozess der Keime { X, X5, ...} ein stationarer
Poisson—Prozess in R ist (mit Intensitat \)

# die Kbrner =, =,, ... iid und von { X, X5, ...} unabhangig sind;
d

—
—_,
e

1

—
L]
d

0
® Fl=2gd K| <oo, VKEeK.
Kapazitatsfunktional: Tg(CQ) =1 — e AEI==08C - yO ¢ ¢
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Spezifische innere Volumina

® \Voraussetzungen
® = seistationar, = € S f.s.
o F2NEN0IY « o wobei N(() = 0 und
N(K)=min{m e N: K = 6 , K; e KHfur K e R\ {0}.

EVi (=
# Spezifische innere Volumina: Sei V(=) = lim VJ|(Wm| W)
flr j = 0,...,d, wobei {W,} = Folge von monoton wachsenden

Beobachtungsfenstern W,, = nW mit W € K und |W| > 0.
Insbesondere gilt: 1 ,(=) = Ploc =) = El=nW|/[IV]
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Schitzung von (V((=),... V4(E)'

Zielstellung: Schatze V(Z) = (V((2),...V4(Z))' aus einer
Realisierung von = N W

LOosungsansatz: Fur jedes i = 0, ..., d betrachten wir ein Zufallsfeld
Y; = {Y;(z), x € R?} mit den Eigenschaften:

® Y, seistationar 2. Ordnung, d.h. E'Y;(x) = u;,
Cov(Y;(x),Y;(x + h)) = Covy,(h) V z,h € R%

d
® Esgelte i, = EY;(0) = > a;;V,;(Z), wobei A = (a;;)¢
j=0

i,j=0
Invertierbar seil.
Dann gilt V(=) = A 'y, wobei p = (o, - . ., fta) -
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Schitzung von (V((=),... V4(E)'

[1]

® (Z)= A7 ist erwartungstreu fur V(2), falls

= (o, ... 0" erwartungstreuer Schatzer fir u.
r FUrz':(),...,dseim_fY ), wobei

® Y (x), €U C W aus =nW berechenbar und

® w(-) ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 mit Tragerin U c W
Beispiele:

w(-)=1| - NU|/|U,UCW

w(-) = Zwk5a:k()mit$1,...,xkEU,wl,...,wm>Ound

wy + . + Wy, = 1
Evgueni Spodarev, Wien, 7.04.2006 — p.43



Schitzung von (V((Z), ... Vy(=)'

#® Methode der kleinsten Quadrate
® Betrachte n > d + 1 Felder Y; mit den obigen Eigenschaften
® L O6se” das Uberbestimmte lineare Gleichungssystem
® Die Losung ist der KQ-Schatzer fir (Vo(Z),...V4(2))"
#® Varianzminimierung
Reduktion von Var(ji;) durch geeignete Wahl von w

» Bei diskreter Mittelung w: optimale Gewichte wq, ..., w,,
durch Kriging des Mittelwertes (Wackernagel (1998)) bzw.

® Messstellen x4, ..., x,, € W durch optimale Versuchs-
planung far Zufallsfelder (Nather (1985), Muller (2001))
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Konsistenz

® Sei F4VEOY) < oo und [, |Covy,(h)|dh <00 Vi=0,...,d

Dann ist
® V(= W,)=A'u(W,) mit W, =nW und
.

i) = | [ Y@ wtda)..... [ Yita) wida)

Wn W’)’L

ein L,—konsistenter Schatzer fir V (=), d.h.,

AN

EV(E W, -V(E) =0, n—oo
e
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Asymptotische Normalverteiltheit

Falls = ein stationares Keim—Korn—Modell mit iild Kornern =, ist,
=, 4 =y € IC, die von den Keimen { X, X, ...} unabhangig sind,
dann gilt unter zusatzlichen Bedingungen an die Felder Y, dass

W, (V(E,W,) = V(8)) = N(0,A7'2(A™HT)

fur n — oo, wobei

d
® = (fuu Covyy, () dh)  und

i,7=0
® Covyy, (h)=EY(x)Y;(x + h) — u;p; ist die Kreuzkovarianz-

funktion von Y; und Y;
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Asymptotische Normalverteiltheit

® Vi(r)= fi((E—x)NnK;), wobei f; eine bedingt beschrankte
Bewertungauf R istund K; ¢ K; 7=0,...,d

& E2PNEK) < oo, wobei N(ENK,) = #{i: (M;+X;)NK; # 0}
® w(:)=| -NUu|/|Us|, U, C W,

und entweder
® X ={X, Xy,...} schnell p—mischend

® =, gleichmafig beschrankt;, p=2414,0 >0
oder
® X ={X, Xy, ...} mitendlicher Korrelationsreichweite

9 ’OOUYin (h)| < gij(EOa h) c Ll(Rd) monoton in Eo, P = 2
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Konsistente Schiatzung der Kovarianzmatrix

# Seien U, c W, Mittelungsgebiete mit |U,|*/|W,| — 0 und
mingey, |[W, N (W, — h)|/|W,| — 1furn — oo

#® Dann qilt die L,—Konsistenz E]f]n — Y|* — 0 fir n — oo, wobei
¥ = (Gnij)Li_o Mit

s = T /cm}mj V1WA (W, — h)| dh.

Y@z —h)dz [ Yi(z)da f Y, (2
— WnN(Wy+h) W,
oUnij (1) W, 0 (W, + 1) |Wn|2
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Bildklassifikation

[1]

)"

# Nichtparametrischer Schatzer fiir (V(Z), ..., V4(
® der erwartungstreu und Lo—konsistent bzw.
#® asymptotisch normalverteilt ist

#® Konsistenter Schatzer der asymptotischen Kovarianzmatrix X

4

asymptotischer Signifikanz—Test der spezifischen inneren Volumina

4

Bildklassifikation
-]
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Beispiele fuir die Zufallsfelder Y;

Gewichtetes Volumen von r—Umgebungen
® Seienrg,...,rg—1 >0mitr; #r;, 1 # jund |W e B, (0)] >0

® V(r)=12., (x)= > J(ENB,(z),q,z), i=0,...,d—1
qEO=ENBy, (x)\{x}

#® Randkorrigierte Schatzer (minus sampling): U = W © B,.(0)

hi = Tenol [ Z.(z)dx, i =0,....d—1
WSB:y, (o)

~  _|EnW|

Had = W]
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Beispiele fuir die Zufallsfelder Y;

Gewichtetes Volumen von r—Umgebungen

Zur Erinnerung:

( rdkg T8 kg ... 12ke rokr 0 \
rlky kg ... 12ky Tk O
A= Aro...rd_l —
Tg_lkd Tzll:%kd—l - T?i—lk2 Td—lkl 0
\ 0 0 .0 0 Iy
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Beispiele fuir die Zufallsfelder Y;
Lokale Euler—Zahl

® Seienrg,...,rg—1 >0mitr; #r;, i # jund |W o B, (0)] >0

® Vi(r)=WE=ENB,(x) fuari=0,...,d

#» Minus sampling
= [ VENBu@) wlds) = Y Vo(EN B
W&B,, (o) k=1

# Diskretes Maf3 w, wobei x4, ...,x, € W o B, (o) und
beispielsweise w, = 1/m, k=1,...,m.
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Beispiele fuir die Zufallsfelder Y;

Lokale Euler—Zahl

( rgkd rg_lkd_l r%kg rok; 1 \
A 4 rlkg i kg .. 12k Tk 1
— ro...rg —
\ rgkd T&l_lkd_l . r?ikg rqky 1 )
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Numerisches Beispiel

#® Betrachten 200 Realisierungen eines planaren Booleschen
Modells in W = [0, 999]* mit quadratischen Kérnern
(Seitenlange | ~ U |20, 40|, gedreht um «)

Isotrope Korner: a ~ U|0, /2] Anisotrope Koérner: a = /4

Evgueni Spodarev, Wien, 7.04.2006 — p.55



Numerisches Beispiel

Isotropes Modell

Anisotropes Modell

Va(E) 0.2 0.5 0.8 0.2 0.5 0.8

2V 1(2) 0.022888 | 0.044511 | 0.041475 || 0.022888 | 0.044511 | 0.041475
2V1(E5(0)) 0.023716 | 0.047360 | 0.046472 || 0.022568 | 0.045029 | 0.044114
2V () 0.022690 | 0.044440 | 0.041903 || 0.021603 | 0.042629 | 0.041438

5o (2) V1 (2 %o -0.87 -0.16 1.03 -5.62 -4.23 -0.09

502 Ve (Egiay) o || 43 -6.17 -9.83 -4.27 -5.33 -6.07
Vo(E) x 104 1.386668 | 0.563821 | -3.349056 || 1.498411 | 1.238828 | -1.888622
Vo(Eg(e) x 104 || 1.379504 | 0.432863 | -4.017129 || 1.538032 | 1.418247 | -1.763065
Vo () x 104 1.258333 | -0.286120 | -4.968132 || 1.097168 | -1.165512 | -6.973096

550 (2) Vo2 % -9.25 -150.75 48.34 -26.78 -194.08 269.22

% || -8.78 -166.10 23.67 -28.66 -182.18 295.51

0V0(2), Vo (Z5(c))
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Ausblick

Andere Randkorrekturen fur
Morphologische Analyse von Graustufenbildern
3D—-Algorithmen

© o o o

Ahnlicher Ansatz zur Schatzung der positiven Fortsetzung
(Matheron (1975)) der inneren Volumina auf den Konvexring

°

Andere Beispiele fur Funktionale F;

Evgueni Spodarev, Wien, 7.04.2006 — p.57
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