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Musterlosung zu Aufgabe 4, Blatt 5

Aufgabe 4
Sei F[Ny, C] der Vektorraum aller Abbildungen f : Ny — C und seien a,b € C und
p(z) :=2? —ax — b € C[z]. Sei

U:= {(un)neNo S JT(N(), C) | Vn € Ny : Upyo = @ Upy1 +b- un}
(a) Zeige, dass U ein Untervektorraum von F[Ny, C] ist.
(b) Finde eine Basis von U fir den Fall a = b = 0.

(c) Hat p(z) zwei verschiedene Nullstellen A\, u € C, so bilden die Folgen (A"),en, und
(1" )nen, eine Basis von U.

(d) Hat p(z) die zweifache Nullstelle A € C, gilt also a® + 4b = 0, und ist b # 0, so bilden
die Folgen (A"),en, und (nA"),en, eine Basis von U.

Losung.

a) U ist nicht leer, da 0 € U. Wir priifen, ob U abgeschlossen bzgl. der Addition und der
Multiplikation mit Skalaren ist. Seien also (u)neng, (Un)nen, € U und A € C.

(U1)

nach Vorauss.
= a-Upi1+b-u,+a-vy1+b-v,

= a- (un-i-l + Un+1) + b- (un + Un)

Upt2 + Upy2

(A) 42 = AUy 1o
nach \é)rauss. A (CL Ui + b Un>

= a- (AMps1) +b- Ay,
Damit ist die Abgeschlossenheit gezeigt.
b) Falls a = b = 0, so folgt:
(Un)neny € U € tUpyo =0 Vn € Ny.
Also lésst sich (uy)nen, € U darstellen als

(Un)nen, = (ug,u1,0,0,...)
= uO'(170707'--)+u1'(0,1,0,0,...).

Somit ist (v, vy) mit v; = (1,0,0,...), vo = (0,1,0,0,...) ein Erzeugendensystem von U. Da
(v1,v9) auBerdem linear unabhéngig ist, ist (vy, v,) eine Basis von U.



(c) Esist (A\"),cn, € U, da

)\n+2 e )\nAQ
A Wurzel von x —az—b A" (a N s b)

= a- A"t b\

Ebenso zeigt man, dass (u"),cy € U. Sei (up)nen € U. Dann sind g, u; fest vorgegeben und
der Rest der Folge ist durch u, o = @ - u,.1 + b - u, gegeben. Die Nullstellen von p(z) sind
gegeben durch A\, = 5 + %\/ a? + 4b, wobei wir unter v/a? + 4b eine der beiden komplexen
Losungen z € C der Gleichung 2% = a? + 4b verstehen. Die Voraussetzung \ # p bedeutet
a® + 4b # 0. Wir setzen

a a
Uo Uy — QU() 5 U

u_
aclo g gt S

2 Va2 +4b’ VaZ +4b
Sei (Vn)nen, = a - ()‘n)neNo +0- (Mn)neNo’ 80 I8t (Un)neny = (Un)nen, :
vw=a+pf=u, vi=a-A+5-pu=u

und der Rest folgt per Induktionsschluss: sei n € Ny, es gelte u,, = v, und u,,+1 = v,41, dann
folgt

Un+2 a- A4 gt
= a-(a-)\"+1+b-)\”)+ﬁ~(a-u”“—l—b-u")
Q- Upgr + By

Q- Upy1 + B upy

- Up42-

Induktionsvorauss.

Daher ist ((A")neng, (1" )nen,) €in Erzeugendensystem. Auflerdem ist ((A")neng, (4" )nen,) li-
near unabhéngig: Seien A\j, Ay € C mit Ay - (A")neny, + A2 - (W™ )nen, = 0, so folgt fiir n = 0:
A1+ Ay = 0. Fir n = 1 folgt, dass \; — XAy = 0, insgesamt also \; = Ay = 0. Daher ist
((A™)neng, (W™")nen, ) eine Basis.

(d) Die einzige Nullstelle von p(x) ist nun A = §. Wie in (c) zeigt man, dass

(AN neny s (MA")en, €U

Die Familie (()\”)HGNO,(n/\")nGN()) ist linear unabhéngig, denn seien A, Ay € C mit A; -
(A" nen, + A2 - (RA"),cn, = 0, so folgt fiir n = 0, dass A\; = 0 und fiir n = 1, dass A, = 0.
U1 —Aug

Sei nun (un)nen, € U vorgegeben, dann nehmen wir o = ug, § = “=7"0, so ist (wie in (c)):

Q- ()‘n)nENo + ﬁ(n ) )‘n)neNo = (Un)neNo-



