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Musterlösung zu Aufgabe 4, Blatt 5
Aufgabe 4
Sei F [N0,C] der Vektorraum aller Abbildungen f : N0 → C und seien a, b ∈ C und
p(x) := x2 − ax− b ∈ C[x]. Sei

U := {(un)n∈N0 ∈ F(N0,C) | ∀n ∈ N0 : un+2 = a · un+1 + b · un} .

(a) Zeige, dass U ein Untervektorraum von F [N0,C] ist.

(b) Finde eine Basis von U für den Fall a = b = 0.

(c) Hat p(x) zwei verschiedene Nullstellen λ, µ ∈ C, so bilden die Folgen (λn)n∈N0 und
(µn)n∈N0 eine Basis von U .

(d) Hat p(x) die zweifache Nullstelle λ ∈ C, gilt also a2 + 4b = 0, und ist b 6= 0, so bilden
die Folgen (λn)n∈N0 und (nλn)n∈N0 eine Basis von U .

Lösung.
a) U ist nicht leer, da 0 ∈ U . Wir prüfen, ob U abgeschlossen bzgl. der Addition und der
Multiplikation mit Skalaren ist. Seien also (un)n∈N0 , (vn)n∈N0 ∈ U und λ ∈ C.
(U1)

un+2 + vn+2
nach Vorauss.= a · un+1 + b · un + a · vn+1 + b · vn

= a · (un+1 + vn+1) + b · (un + vn)

(U2)

(λu)n+2 = λun+2
nach Vorauss.= λ (a · un+1 + b · un)

= a · (λun+1) + b · λun

Damit ist die Abgeschlossenheit gezeigt.

b) Falls a = b = 0, so folgt:

(un)n∈N0 ∈ U ⇔ un+2 = 0 ∀n ∈ N0.

Also lässt sich (un)n∈N0 ∈ U darstellen als

(un)n∈N0 = (u0, u1, 0, 0, . . .)
= u0 · (1, 0, 0, . . .) + u1 · (0, 1, 0, 0, . . .).

Somit ist (v1, v2) mit v1 = (1, 0, 0, . . .), v2 = (0, 1, 0, 0, . . .) ein Erzeugendensystem von U . Da
(v1, v2) außerdem linear unabhängig ist, ist (v1, v2) eine Basis von U .



(c) Es ist (λn)n∈N0
∈ U , da

λn+2 = λnλ2

λ Wurzel von x2−ax−b= λn · (a · λ+ b)
= a · λn+1 + b · λn.

Ebenso zeigt man, dass (µn)n∈N ∈ U . Sei (un)n∈N ∈ U . Dann sind u0, u1 fest vorgegeben und
der Rest der Folge ist durch un+2 = a · un+1 + b · un gegeben. Die Nullstellen von p(x) sind
gegeben durch λ, µ = a
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Lösungen z ∈ C der Gleichung z2 = a2 + 4b verstehen. Die Voraussetzung λ 6= µ bedeutet
a2 + 4b 6= 0. Wir setzen
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Sei (vn)n∈N0 := α · (λn)n∈N0
+ β · (µn)n∈N0

, so ist (vn)n∈N0 = (un)n∈N0 :

v0 = α + β = u0, v1 = α · λ+ β · µ = u1

und der Rest folgt per Induktionsschluss: sei n ∈ N0, es gelte un = vn und un+1 = vn+1, dann
folgt

vn+2 = α · λn+2 + β · µn+2

= α ·
(
a · λn+1 + b · λn

)
+ β ·

(
a · µn+1 + b · µn

)
= α · vn+1 + β · vn

Induktionsvorauss.= α · un+1 + β · un
= un+2.

Daher ist ((λn)n∈N0 , (µn)n∈N0) ein Erzeugendensystem. Außerdem ist ((λn)n∈N0 , (µn)n∈N0) li-
near unabhängig: Seien λ1, λ2 ∈ C mit λ1 · (λn)n∈N0 + λ2 · (µn)n∈N0 = 0, so folgt für n = 0:
λ1 + λ2 = 0. Für n = 1 folgt, dass λ1 − λ2 = 0, insgesamt also λ1 = λ2 = 0. Daher ist
((λn)n∈N0 , (µn)n∈N0) eine Basis.

(d) Die einzige Nullstelle von p(x) ist nun λ = a
2 . Wie in (c) zeigt man, dass

(λn)n∈N0
, (nλn)n∈N0

∈ U.

Die Familie
(
(λn)n∈N0

, (nλn)n∈N0

)
ist linear unabhängig, denn seien λ1, λ2 ∈ C mit λ1 ·

(λn)n∈N0
+ λ2 · (nλn)n∈N0

= 0, so folgt für n = 0, dass λ1 = 0 und für n = 1, dass λ2 = 0.
Sei nun (un)n∈N0 ∈ U vorgegeben, dann nehmen wir α = u0, β = u1−λu0

λ
, so ist (wie in (c)):

α · (λn)n∈N0 + β(n · λn)n∈N0 = (un)n∈N0 .


