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Prisentation der Losungen: Di. 01.02.2011
Aufgabe 1 Sei {N B, BeB (]Rd)} ein Gaufl-Poisson-Prozess. Zeige mit Korollar
3.3, dass das erzeugende Funktional gegeben ist durch

6t =exw (%0 [ (0=n s s [ f@f@rnrsan 1)) vren
Dabei sei A\g > 0 die Intensitdt des Primérprozesses {Sy,} (welches ein homogener
Poisson-Prozess ist), p = P(S(l) € ]Rd) und Pg : B(]Rd) — [0,1] mit Ps(B) =
p~ P (S @) ¢ B) die bedingte Verteilung der Abweichung des zweiten Sekundarpunk-

tes vom auslosenden Primarpunkt (unter der Bedingung, dass es einen solchen zweiten
Sekundérpunkt gibt).

Vorinformationen zu Aufgabe 2

e Sei N die Familie aller lokal endlichen Zahlmate ¢ : B(IRY) — {0,1,...} U {oc}

Sei N(© = {p=3"6,, € N: p(R?) < 00,s; # s; fiir i # j}.

Weiterhin sei A die iibliche o-Algebra auf N.

Sei @ : N — [0, 1] die Verteilung eines Poisson-Prozesses mit dem diffusen und
endlichen Intensitétsmaf u : B(RY) — [0, 00) .

Auferdem sei f : N — [0, 00) eine Funktion, die den folgenden beiden Bedingungen
geniigt.

(a) Fiir beliebige ¢ = 3, 65, und ¢’ = 3=, 65 aus N, so dass ¢ > ¢/, gelte
fley>0 = f(¢)>0. (1)

(b) Durch f : N — [0,00) sei eine Wahrscheinlichkeitsdichte beziiglich der Ver-
teilung @ des Poissonschen Referenz—Punktrozesses gegeben, d.h., es gelte

/N () Qdg) =1. ()

e Dann kann man sich leicht {iberlegen, dass die Mengenfunktion P : N' — [0, 1]
mit

P(A) = /A [(0)Qg) VAEN (3)



ein Wahrscheinlichkeitsmafiiber (N, ') ist und somit die Verteilung eines Punkt-
prozesses ist.

e Ein Punktprozess, dessen Verteilung P die in (3) gegebene Form hat, wobei f :
N — [0, 00) den Bedingungen (1) und (2) geniigt, wird Gibbs—Prozess genannt.

Beachte.

e Die Dichte f : N — [0,00) von Gibbs—Prozessen besitzt eine probabilistische
Deutung.

— Diejenigen Realisierungen ¢ € N fiir die f(¢) > 1 gilt, sind unter P
,wahrscheinlicher” als unter der Referenz—Verteilung Q).

— Und umgekehrt: Realisierungen ¢ € N fiir die f (p) < 1 gilt, treten unter
P seltener als unter () auf.

Definition Strauss—Prozess.

e Seien a > 0, b € [0,00] und R > 0 beliebige Zahlen.

e Ein Gibbs—Prozess heift Strauss—Prozessin W, wenn die in (3) betrachtete Dichte
die folgende Form hat:

f(@) = ca®Mexp(~btr(p)) VyeB. (4)

— Dabel bezeichnet

tr(e) =D Tww (sn sm)Lo,r) (|50 — Sm)

n,m

die Anzahl aller Punktepaare (sp, s;,) von ¢ =) s, in W, deren Abstand
kleiner als R ist,

— und c ist eine Normierungskonstante, so dass (2) gilt, d.h.,
-1
c= </ a?MW) exp(—btr(p)) Q(dgo)) .
B

e Die drei Parameter a > 0, b € [0,00] und R > 0 des Strauss—Prozesses werden
Aktivitit, Wechselwirkungsparameter bzw. Wechselwirkungsradius genannt.

e Der Wechselwirkungsparameter b € [0, co] beschreibt die Stérke der gegenseitigen
LH2Abstolung” zwischen den Punkten.

— Wenn b = oo, dann ergibt sich aus (4) insbesondere, dass

[ o, wenn tr(y) > 0,
fe) = { ca®™)  wenn tp(p) =0, (5)

wobei 0co0-0 = 0 gesetzt wurde. In diesem Fall sagt man, dass P die Verteilung
eines Hard—Core—Prozesses mit dem Hard—Core—Radius R ist.



— Wenn b = 0, dann ergibt sich aus (4), dass
fo)=ca®™  VpeB, (6)

und man kann sich leicht {iberlegen, dass dann durch P die Verteilung eines
homogenen Poisson-Prozesses mit der Intensitdt a (eingeschriankt auf W)
gegeben ist.

Aufgabe 2

Sei (N, V, @) der kanonische Wahrscheinlichkeitsraum eines Poisson-Prozesses mit end-
lichem IntensititsmaR p : B(RY) — [0, 00).

(a) Sei f: N — [0,00) eine messbare Funktion. Zeige mit Hilfe von Korollar 2.1, dass

k
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k=1

J=1

wobei f(0) den Funktionswert des Nullmafes bezeichnet.

(b) Zeige, dass der Strauss-Prozess auf dem Beobachtungsfenster W e By(IR%), wohl-
definiert ist, d.h. fiir alle a > 0, b € [0, 00] und R > 0 gilt

/ FMep[-b Y Dww(ey)Lom (e - y)]Qde) < .
N zyo({z})e({y})>0



