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Aufgabe 1

(a) Zeige, dass ein Poisson-Prozess { N} auf R? genau dann stationr ist, wenn sein
Intensitdtsmafs p stationér ist.

(b) Wie verdndert sich die obige Aussage, wenn { Np} ein allgemeines zufélliges Zahl-
maf mit Intensitdtsmaft p ist? Finde, falls eine der Implikationen nicht gilt, ein
Gegenbeispiel.

Aufgabe 2 Ein Punktprozess kann als eine messbare Abbildung N :  — N von
einem abstrakten Wahrscheinlicheitsraum (€2, 7, P) in den Raum N der lokal endlichen
Zahlmafte mit der o-Algebra

N =0{{N eN:N(B)=k},B e By(R%,ke{0,1,2,...}}

aufgefasst werden. Zeige, dass zwei Punktprozesse N und N genau dann die gleiche
Verteilung haben, wenn

(NO(By), ..., NOB)) L (ND(By),..., NO(By))

fiir alle k € {0,1,2,...}, By, ..., By € Bo(RY).
Hinweise. 1. Zeige zunichst, dass A so definiert ist, dass fiir alle B € By(RY) die
Projektionsabbildungen

TR : N — ]N, N— N B

messbar ist.
2. Benutze einen Eindeutigkeitssatz der Mafstheorie wie das folgende Resultat:
Sei G ein N-stabiler Erzeuger einer o-Algebra F auf einem Raum 2, d.h. ¢(G) = F und
aus A, B € G folge AN B € G. Ferner existiere eine Folge Ay, As, ... von Mengen aus G,
so dass ;2| A, = Q. Dann sind zwei Wahrscheinlichkeitsmake P; und Py auf (2, F)
gleich, wenn

Pi(A) = Py(A) fur alle A € G.



Aufgabe 3 Sei {S,} ein homogener Poisson-Prozess im IR mit Intensitit A > 0
und B(o,r) eine Kugel mit Radius 7 > 0 um den Ursprung. Dann ist

Z:= | J (Sn+ Blo,m))
n=1

eine sogenannte zufallig abgeschlossene Menge (ZAM). Die sphérische Kontaktvertei-
lungsfunktion Hg(r) mit » > 0 fiir eine zuféllig abgeschlossene Menge = ist definiert

durch
Hg(r):=P(B(o,r)NZ# 0o ¢ =).

(a) Bestimme Hg(r) in der oben beschriebenen Situation, d. h. fiir = := (J;2; (S, + B(o0,71)).

(b) Seid=2und A:={z€R*:z=r-s, r€[0,1]} mit s € R* und ||s|| = 1. Be-
rechne Hg(r) fiir die zuféllig abgeschlossene Menge Z, wobei = := (7, (S, + A).



