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1 Einleitung

Die Vorlesung gibt eine Einfithrung in einige grundlegende Ansétze der raumlichen Statistik, die auf Modellen der
stochastischen Geometrie beruhen. Dabei werden Eigenschaften dieser Modelle, Algorithmen zu ihrer Simulation
sowie hierauf aufbauende statistische Methoden diskutiert.

Schwerpunkte der Vorlesung sind die folgenden Modelle:

e Poissonsche Punktprozesse

Stationére zuféllige Mengen, insbesondere

Stationdre Punktprozesse und deren Palmsche Verteilung

Zufallige Mosaike
Keim—Korn—Modelle

Typische Realisierungen dieser Modelle sind in den Abbildungen 1 — 3 dargestellt.

o ® ° L] oo o ® 1
. ® ® *° .
« ° *e .
., . . °
° ° ° L4 °
’, -
Y ° .o .\ ’ ®e .: °
o °
. A °
.o .. .. L * o ¢
[ ° o [
N .o :. o
.o s . L. :o . .
. q

Abbildung 2: Poissonsches Geraden—Mosaik

Die Kapitel 1 — 4 des Skriptes betreffen vorwiegend denjenigen Teil der Vorlesung, der zum ersten Mal im Winter-
semester 2006/07 fir Studenten und Doktoranden der Fakultét fiir Mathematik und Wirtschaftswissenschaften
der Universitdt Ulm gehalten wurde.
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Abbildung 3: Boolesches (Keim-Korn—) Modell

Das Hauptanliegen dieser ersten 4 Kapitel ist es, eine Einfiihrung in die Modellierung, Simulation und Statistik
von unregelméfigen Punktmustern zu geben. Dabei werden verschiedene grundlegende Klassen von zuféalligen
Punktprozessen zur Illustration der Ergebnisse diskutiert. Insbesondere wird dies fiir homogene und inhomogene
Poissonsche Punktprozesse getan. Dariiber hinaus werden weitergehende Ergebnisse fiir einige ausgewihlte Bei-
spiele von Cox—Prozessen und von Poissonschen Cluster— bzw. Hardcore—Prozessen vorgestellt. Die Abschnitte 3.5
und 3.6 iiber Gibbssche Punktprozesse sind erst spéater (im Wintersemester 2007/08) hinzugekommen.

Fiir die Vorlesungen zur rdumlichen Statistik, die zum erstem Mal im Sommersemester 2007 gehalten wurden, sind
das Kapitel 5 sowie die bisher vorliegenden Abschnitte 6.1 — 6.4 von Kapitel 6 des Skriptes erarbeitet worden. Sie
betreffen vor allem Fragestellungen zur Modellierung, Simulation und Statistik fiir markierte Punktprozesse bzw.
Keim—Korn-Modelle und zuféllige Mosaike vom Poisson—Typ behandelt. Diese Modellklassen sind fiir praktische
Anwendungen besonders relevant, z.B. bei der statistischen Analyse der geometrischen Struktureigenschaften von
makroskopisch-geographischen Bilddaten bzw. von mikroskopischen Bilddaten in 2D oder 3D.

Verweise auf die Vorlesungsmanuskripte ,,Wahrscheinlichkeitsrechnung” bzw. ,Wahrscheinlichkeitstheorie” werden
wir mit dem Zusatz ,2WR” bzw. WT” vor der Nummer der zitierten Abschnitte, Lemmata, Theoreme, Korollare
bzw. Formeln kennzeichnen.

Gelegentlich werden wir auch auf Abschnitte, Lemmata, Theoreme, Korollare bzw. Formeln aus dem Skript zur
Vorlesung ,Markov Chains and Monte—Carlo Simulation” verweisen, wobei diese Verweise dann mit dem Zusatz
»MC” gekennzeichnet werden.
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2 Poissonsche Zahlmafe

2.1 Definitionen und grundlegende Eigenschaften
2.1.1 Existenz und Eindeutigkeit von zufilligen Zdhlmafien

e Zur Erinnerung: Sei d > 1 eine beliebige natiirliche Zahl. Die o—Algebra B(R?) der Borel-Mengen im
d-dimensionalen euklidischen Raum R? ist die kleinste Familie G von Teilmengen des R?, die

— alle Quader der Form B = (a1,b1] X ... X (ag,bq) fiir beliebige a;,b; € R mit a; < b; firi =1,...,d
enthélt und

— die abgeschlossen ist beziiglich der Bildung des Komplementes sowie der Vereinigung von abzadhlbar
vielen Mengen aus G, d.h., fiir beliebige A, A, Ag,... € G gilt R4\ A € G und Un21 A, €4.

e Das d-dimensionale Lebesgue-MaR v, : B(R?) — [0, 0] wird eindeutig bestimmt durch seine Werte v4(B) =
1%, (b; — a;) fiir alle Borel-Mengen der Form B = (a1, b1] X ... X (aq,bq] € Q¢, wobei Q% die Familie der

i=1
(beschriinkten) halboffenen d-dimensionalen Quader in R? ist, d.h.,
Q'={BCcR*: B=(a1,bi] x...x (ag,ba), ai,b; ER, a; <b;Vi=1,...,d}. (1)
Definition

e Sei N die Familie aller lokal endlichen Z#hlmafe ¢ : B(RY) — {0,1,...} U{oco}, d.h., es gilt ¢(B) <
fiir jedes B € Q% und go(UfLO:l Bn) =>""", ¢(By) fiir paarweise disjunkte By, Ba, ... € B(R?).

e AuRerdem sei AV die kleinste —Algebra von Teilmengen von N, so dass ¢ — (B) fiir jedes beschrankte
B € B(R?) eine (N, B(R))-messbare Abbildung ist.

e FEin zufilliges Zihlmafl N : Q — N ist eine Zufallsvariable iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2, A, P) mit Werten in dem messbaren Raum (N,N), d.h., N ist ein (mengen-indizierter) stocha-
stischer Prozess {Np, B € B(R?)} iiber (Q, A, P), so dass {Np(w), B € B(R?)} fiir jedes w € 2 ein
lokal endliches Zahlmafs aus N ist.

Theorem 2.1  Sei {Np, B € B(R%)} ein zufilliges Zihlmaf. Dann ist die Verteilung von {Ng} ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf iiber (N, N), das eindeutig bestimmt ist durch die Familie der ,endlich—dimensionalen” Wahr-
scheinlichkeiten {Pgp, . B, (k1,...,kn):n>1ki,...,k, >0, By,...,B, € Q7% wobei

Pp,..5.(k1,... . kn) = P(Np, =ki,...,Np, =ky).

Der Beweis von Theorem 2.1 kann mit Hilfe des Satzes iiber monotone Klassen (vgl. Lemma 3.5) gefiihrt werden.
Dabei geniigt es, die Wahrscheinlichkeiten Pg, . g, (k1,...,ky) fiir paarweise disjunkte Quader By,..., B, zu
betrachten. Aufserdem gilt der folgende (Existenz—) Satz von Kolmogorov fiir zufillige ZahlmaRe, wenn die Familie
der Wahrscheinlichkeiten Pg, . g, (k1,..., k) den Symmetrie-, Vertréglichkeits—, Additivitats- bzw. Stetigkeits-
bedingungen (2) — (5) gentigt.

Theorem 2.2

o Sei{Pp, B, (ki,....kn):n>1ki,....k, >0, Bq,...,B, € Q% eine Familie von Wahrscheinlichkeiten,
so dass fiir jedes n > 1

PBl,..A,Bn(kla Ceey k‘n) = PBW(I)v"'vB‘rr(n) (kw(l)a ey kﬂ'(n)) (2)
und -
> Pp...ByBu (k1o ki k) = Pp, g, (k. k) (3)
k=0
fiir jede Permutation m von {1,...,n}, fir jedes n—Tupel kq,...,kn, > 0 von nivhinegativen ganzen Zahlen

und fiir beliebige halboffene d—dimensionale Quader By, ..., By, Byy1 € Q%
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o Auflerdem gelte

Z Pry, By 1By By (R ) = PBl,...,ijl, U Bi(kl’ ki1 k) (4)
kjto.tkn=k, kj,....kn >0 =

iir beliebige j,n > 1 mit j < n, fiir beliebige ki, ..., k;j_1 > 0 und paarweise disjunkte By,...,B, € Q%,
J

und es gelte
lim P[wl—%,ml)x.ux[a:d—%,wd)(O) =1 (5)

n—roo
fiir jedes x = (x1,...,24) € RY.
e Dann gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) und ein zufilliges Zihlmafi {Ng, B € B(R®)} diber

diesem Wahrscheinlichkeitsraum, so dass {Pp, . g, (k1,...,kn): n>1ki,....,k, >0, By,...,B, € Q%}
die endlich—dimensionalen Wahrscheinlichkeiten von {Ng, B € B(RY)} sind.

Der Beweis von Theorem 2.2 beruht ebenfalls auf Standardtechniken der Maftheorie, vgl. z.B. Kallenberg (2001),
S. 115-116.

2.1.2 Poisson—Prozesse als zufillige Ziahlmafie

Wir fithren nun den Begriff des Poissonschen Ziahlmafes im d-dimensionalen euklidischen Raum R? ein.

Definition  Sei By(R?) die Familie aller beschriinkten Borel-Mengen in R? und sei p : B(R?) — [0, 0] ein

beliebiges lokal-endliches Ma®, d.h., u(B) < oo fiir jedes B € By(R?).

e Man sagt, dass {Np, B € B(R)} ein Poissonsches Zihlmaf mit dem IntensititsmafS v ist, wenn
1. Np,,NB,,... unabhiingige Zufallsvariablen sind fiir paarweise disjunkte By, Ba, ... € By(R?) und
2. Np ~ Poi(u(B)) fiir jedes B € By(R?).
e Wenn zusétzlich vorausgesetzt wird, dass das Intensitdtsmafs p proportional zum d-dimensionalen
Lebesgue-Maf vy ist, d.h., fiir eine Konstante A € (0, 00) gilt
u(B) = Avg(B)  VBeBRY, (6)

dann sagt man, dass {Ng} ein homogenes Poissonsches Zdihlmafl mit der Intensitit A\ (bzw. kurz ein
homogener Poisson—Prozess) im RY ist.
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Abbildung 4: Inhomogener Poisson—Prozess
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Beachte

e Aus Theorem 2.1 ergibt sich, dass die Bedingungen 1 und 2 in der Definition des Poisson—Prozesses
durch die folgenden (scheinbar schwicheren) Bedingungen ersetzt werden koénnen:

1*. Die Zufallsvariablen Ng,, Np,, ... sind unabhingig fiir paarweise disjunkte Bj, Ba, ... € Q% und
2*. Np ~ Poi(u(B)) gilt fiir jedes B € Q4.

e Wenn das Intensitdtsmafl p absolutstetig beziiglich des d-dimensionalen Lebesgue-Mafes ist, d.h.,
wenn es eine Borel-messbare Funktion A : R? — [0, 00) gibt, so dass

B) = /B AMz)dz VB eBRY, (1)

dann wird X : R — [0, 00) die Intensititsfunktion des Poisson-Prozesses {Ng} genannt. Die Intensi-
tatsfunktion des Poisson—Prozesses in Abbildung 4 ist gegeben durch

/\(131,1‘2) =0.001 -z, Vz; >0.

Wir diskutieren zuniichst einige elementare Eigenschaften von Poisson-Prozessen im R<.

Theorem 2.3 Sei {Ng, B € B(R?)} ein Poisson-Prozess mit dem Intensititsmaf ju.

e Dann gilt

B n
P(Np, =ki,...,Np, =k,) =1 (kl) Z, exp(— Z“ 8)

fiir beliebige n > 1, ky, ..., k, > 0 und paarweise disjunkte By, ..., B, € By(R%).

o Auflerdem geniigen die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(Ng, = ki,...,Np, = k, | Np = k) fir jedes
B € By(RY) mit 0 < u(B) < oo und fiir paarweise disjunkte By, ..., B, € Bo(R?) mit |J;_, B; = B einer
Multinomialverteilung, d.h., es gilt

B ph (B it (By)

P(Ng, =ki,...,Np, =k, | Np =k) = kil k! 1k (B)

(9)
fiir beliebige k, ky,.... kn >0 mitk=Fk + ...+ k.

Der Beweis von Theorem 2.3 ergibt sich unmittelbar aus den Bedingungen 1 und 2 in der Definition des Poisson—
Prozesses.

Mit Hilfe der Theoreme 2.1 und 2.3 lasst sich eine einfache Methode zur Konstruktion von Poisson—Prozessen mit
endlichem Intensitatsmafs herleiten.

Korollar 2.1  Sei pu : B(R?) — [0,00) ein beliebiges Mafi mit 0 < u(R?) < oo, und N : Q@ — [0,00) bzuw.

S1,Sa,...:Q = R? seien unabhingige Zufallsvariablen mit
N ~Poi(u(RY), S~ U yisq (10)
p(RY)
Dann ist das zuféllige Zihlmaf {Ng, B € B(R?)} mit
Np=#{i: 1<i<N,S;€ B} VBeBRY (11)

ein Poisson—Prozess mit dem Intensitdtsmaf p.
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Beweis

Beachte

Mit der Schreibweise
p(B) = VB € B(R?) (12)

ergibt sich aus (10) und (11), dass

k!
P(Np, =ki,...,Np, =k, | N =k) = ™ p*(Bo) p*1(By) ... p™ (B,)

kolky!.

fiir jedes n > 1, fiir beliebige, paarweise disjunkte By, ..., B, € B(RY) und fiir ko, k1,...,k, > 0 mit
k:k0+k1++kn, WObelBO :Rd\Uzn:lBl

Hieraus folgt, dass

P(Np, = ki,...,Np, =ky) = f: P(N = k) P(Np, = ki,...,Np, =ky | N =k)
k=ki+...+kn
oo e
B k:zﬁ;m = ;/!Lk(Rd) (k — —...ﬁ!kn)!kll...kn! Pt (Bo) p™ (By) - (By)
s —u(Bo) , k—ki—...—kn — (RN By)
} k:lﬁ;_,_kn : l(kill; ...kn()l!%) ekll:...k:! W (By) - it (By)
= m P (By) ...k (By) = ﬁ e_”w;m

i=1

Vergleicht man dieses Ergebnis mit der Formel (8) in Theorem 2.3, dann erkennt man, dass das in
(11) gegebene zufillige Zahlmak die gleichen endlich-dimensionalen Verteilungen hat wie ein Poisson—
Prozess mit dem Intensitdtsmafs p.

Hieraus und aus Theorem 2.1 ergibt sich sich nun die Behauptung. O

Wenn das Intensitdtsmaf g in Korollar 2.1 die Form p(B) = Avg(B N C) hat fiir ein A < oo und
eine beschriinkte Borel-Menge C' € By(R?) mit 0 < v4(C) < oo, dann sind die in (10) betrachteten
(unabhéngigen) Zufallsvektoren Sy, Ss,. .. gleichverteilt in C.

Wenn zusétzlich angenommen wird, dass die Menge C' ein d-dimensionaler Quader der Form
C = (ahbl] X ... X (ad,bd] (13)

ist, dann hat der Zufallsvektor S; = (S;1,...,Siq) fir jedes i« = 1,...,n unabhingige Komponenten
Sila ey Sid7 wobei Sij ~ U(aj7 bj) fir jedes j = ].7 e ,d.

Die Aussage von Korollar 2.1 wird deshalb manchmal die bedingte Gleichverteilungseigenschaft von
homogenen Poisson—Prozessen in beschrinkten Borel-Mengen genannt.

Das folgende Resultat {iber die Summation von unabhéngigen Poisson—Prozessen ist ein Analogon der Faltungs-

stabilitdt von Poisson—Verteilungen.
Theorem 2.4 Sei {N](Bl)}, {N](;)}, ... eine Folge unabhdingiger Poisson—Prozesse in R? mit den Intensititsmafen
W1, 2, - .., so dass das Maff p = Y2, i lokal endlich ist. Dann ist das zufillige Zihlmafi {Ng} mit Np =

pya N](;) ein Poisson—Prozess mit dem Intensitdtsmafs p.
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Beweis

e Wir zeigen zunéchst, dass
Np ~ Poi(u(B)) VB e By(R?). (14)

— Weil {N](;)}, {Ng)}, ... unabhéngige Zahlmafe sind, sind die Zufallsvariablen N](;), N](;), ... un-
abhéngig, wobei N,(;) ~ Poi(u;(B)) fiir jedes i > 1 und fiir jedes B € By(R?).
— Aus der Faltungsstabilitdt von Poisson—Verteilungen ergibt sich somit, dass fiir jedes n > 1 und

fiir jedes B € By(RY)
SONg ~Poi(y_ ui(B)).
i=1 i=1

— Hieraus und aus der Monotonie von Wahrscheinlicheitsmafsen ergibt sich, dass fiir beliebige & > 0
und B € By (RY)

P(Ng <k) = P3Ny <k)= lim P(3 Ny <k)
i=1 i=1

k P2 j k j
t 3 exp(= 2 1i(B)) (i, mi(B))’ <~ exp(—u(B)) (u(B))’
n—ro0 £~ g! = 4! '
j= j=
— Damit ist (14) bewiesen.
e Um den Beweis zu beenden, ist noch zu zeigen, dass die Zufallsvariablen Np,, Np,,..., Np, fir jedes
n > 2 und paarweise disjunkte By, ..., B, € Byo(R%) unabhingig sind.
— Weil die Zufallsvariablen {Ngj, i=1,...,m,j = 1,...,n} fir beliebige m,n > 1 unabhéngig
sind, ergibt sich aus dem Satz iiber die Unabhéngigkeit zusammengesetzter Abbildungen (vgl.
Theorem WR-3.18), dass auch die Zufallsvariablen {> ;" Ng?, j=1,...,n} unabhéngig sind.

J
— Wegen der Monotonie von Wahrscheinlicheitsmafen kann man nun leicht zeigen, dass die Zufalls-

variablen -
{Ng,,j=1,...,n} = {szgj,j: 1,...,n}
i=1

ebenfalls unabhingig sind. |

Wir zeigen nun noch, dass die Einschréinkung von Poisson-Prozessen auf Borelsche Teilmengen des R? erneut zu
Poisson—Prozessen fiihrt.

Theorem 2.5 Sei {Ng, B € B(RY)} ein Poisson—Prozess mit dem Intensititsmafs ju, und sei By € B(R?) eine
beliebige Borel-Menge. Dann ist das zufillige Zihlmafs {Ng, B € B(R%)} mit Ng = Npnp, ein Poisson—Prozess
mit dem Intensititsmap [i, wobei ji(B) = u(B N By) fiir jedes B € B(RY).

Beweis
e Weil {Np} ein Poisson—Prozess mit dem Intensitatsmaf u ist, gilt
Np = Npnp, ~ Poi(u(BN By)) = Poi(fi(B)) VB € By(RY).

e Weil fiir beliebige paarweise disjunkte B, ..., B, € By(R%) auch die Mengen By N By, ..., B, N By
paarweise disjunkt sind, sind die Zufallsvariablen Ng, = Np,np,,.-.; N, = Np,np, unabhingig. O
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2.1.3 Messbare Indizierung der Atome

In diesem Abschnitt betrachten wir den Begriff der messbaren Indizierung der (zufélligen) Atome von Poisson—
Prozessen, der einen konstruktiven Zugang zu Poisson-Prozessen im R? und somit die mathematische Grundlage
von Simulationsalgorithmen bildet, vgl. auch die Abschnitte 2.1.4 und 2.1.5.

Beachte Man sagt, dass die Folge {S;} von Zufallsvektoren Sy, S, ... : Q — R% U {oco} mit

~ S;, falls N >4,
Si = (15)
00, sounst

eine messbare Indizierung der (zufilligen) Atome des in (11) gegebenen zufilligen ZahlmaRkes {Np} ist.

Von nun an werden wir stets voraussetzen, dass das Intensititsma® p : B(R?) — [0, oc] diffus ist, d.h., es gelte

pw{z}) =0 Vo eRY. (16)

Der folgende Hilfssatz wird manchmal Disjunktheitstheorem genannt. Wir nutzen dieses Ergebnis, um zu zeigen,
dass man auch fiir Poissonsche Zahlmafse mit einem beliebigen (diffusen und lokal endlichen) Intensitétsmafs eine
messbare Indizierung der Atome konstruieren kann.

Lemma 2.1

o Seien {N](;), B € B(RY)} und {Ng), B € B(RY)} zwei unabhingige Poisson—Prozesse mit den Intensitits-
mapen py bzw. pg, so dass 0 < g (R?), pua(RY) < oo.

o Auflerdem seien {gfl)} und {52(2)} unabhdngige messbare Indizierungen der Atome von {Ng)} bzw. {N](;)},
die gemaf (15) gegeben sind.

e Dann gilt fir beliebige 1,7 > 1

P({SV # 8P u(s) =8 = o)) = 1. (17)

Beweis

e Es geniigt zu zeigen, dass fiir beliebige 4,7 > 1 mit ¢ # j
sy _ s (2
P({5;Y = 571 {5} # 00}) =0.

e Mit der Schreibweise p*)(B) = 1z (B)/uk(R?) fiir k = 1,2 und B € B(R?) ergibt sich aus der Unab-
héngigkeit der Zufallsvektoren Si(l) und S ](2), dass

PSY = 8P} n (S # oo}) = P({SIY = P} n{N@ > j})
= P(N® > jP(sY = 5% = P(N® > j) / P(SM =8P | 8 = 5) P(S € ds)
Rd

= P(N®>j) [ P8 =s)p@(ds) = P(N® > j) / pM({s}) p® (ds) =0,
Rd Rd

wobei in der letzten Gleichheit die Tatsache genutzt wurde, dass das Intensitdtsmaft p; diffus ist und
dass somit p(*) ({s}) = 0 fiir jedes s € RY. O
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Beachte Aus Lemma 2.1 ergibt sich insbesondere, dass durch {S;} mit

s falls N1} > i,

S _ (2) v @) < (1)

S; = Si—N{é}Z) , falls Ngg + Ngd > > NgJ/, (18)
o0 sonst

eine messbare Indizierung der Atome des zufilligen Mafes {Np} mit Ng = N j(Bl) + N g ) gegeben ist.

Wir {ibertragen nun den in (18) gegebenen Ansatz auf den Fall von beliebigen (endlichen bzw. abzihlbar unend-
lichen) Summen unabhéngiger Poisson—Prozesse.

Theorem 2.6 Sei p : B(RY) — [0,00] ein beliebiges diffuses und lokal endliches Maf. Dann gibt es eine Folge
S1,89,...: Q2 = RY¥U{oc} von Zufallsvektoren, so dass das zufillige Zihlmaf8 {Ng, B € B(R?)} mit

Np=#{i: S; e B} VBeBR? (19)

ein Poisson—Prozess mit dem Intensititsmaf p ist.

Beweis

e Man kann sich leicht {iberlegen, dass sich u als (abzéhlbar unendliche) Summe von endlichen Mafien
p1,s fi2, - - 2 B(RY) — [0, 00) darstellen lisst, so dass

n(B)=3 ni(B) VBeBRY). (20)
j=1

e Dabei kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass p;(R?) > 0 fiir jedes j > 1.
e GemiR Korollar 2.1 gibt es dann fiir jedes j > 1 unabhéngige Zufallsvariablen N, S%j ), Séj )7 ... mit

NG ~ Poi(y;(RY),  S9 ~ () Vi>1,

— so dass durch den Ansatz

NP =#{i: 1<i<NV.s¥ eB} VBeBR)

ein Poisson—Prozess {N g ).Be B(R%)} mit dem IntensititsmaR u; gegeben ist.
— Dabei kénnen die Folgen {N®), sV gV 1 (N® 6 gl 1 so gewiihlt werden, dass
sie ihrerseits unabhéngig sind.
— Damit sind auch die Poisson—Prozesse {N g)}, {N 1(92)}, ... unabhéngig.
e Aus Theorem 2.4 ergibt sich nun, dass das zufillige Zdhlmak {Np} mit Ng = > = N g) ein Poisson—
Prozess mit dem Intensitdtsmafs p ist.

e Dariiber hinaus ergibt sich aus Lemma 2.1, dass durch die Folge {S;} von Zufallsvektoren mit

s falls N > ;.
S s falls N + N® > > NO,
Si=19q :
SO o oy, fAls NO 4 NO > > NO 4 NG fiir ein j > 2,
0 sonst

eine messbare Indizierung der Atome von {Ng} gegeben ist, so dass (19) gilt. g
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2.1.4 Simulationsalgorithmus; Akzeptanz— und Verwerfungsmethode

Sei {Np, B € B(R%)} ein Poisson—Prozess mit dem (diffusen und lokal endlichen) Intensitéitsmaf u, und seien
Bi,...,B, € Q% paarweise disjunkte Quader mit der in (1) gegebenen Form, so dass u(B;) > 0 fiir jedes
1=1,...,n.

Um den Poisson—Prozess {Ng} in der beschrinkten Borel-Menge C = U?zl B; zu simulieren, geniigt es zu
beachten,

e dass das zufillige ZahlmaR {Kf B} mit Ng = Npno gemaf Theorem 2.5 ein Poisson—Prozess mit dem
endlichen Zahlmaf i ist wobei i(B) = p(BNC),

e und dass man deshalb geméaf Theorem 2.3 bzw. Korollar 2.1 wie folgt vorgehen kann:

Schritt 0 Generiere eine Realisierung von N¢ ~ Poi(u(C)).

Schritt 1 Falls No = k, dann generiere eine Realisierung des multinomial verteilten Zufallsvektors
(Nla ) Nn) ~ Mult(k7p17 s 7pn) )

wobel p; = u(B;)/p(C) fir jedes i =1,...,n.

Schritt 2 Falls (Ny,...,N,) = (k1,...,kn), dann generiere

k1 unabhéngige Zufallsvektoren S%l), cey S,(ci) ~ (- N By)/u(By),

ky, unabhéngige Zufallsvektoren SYL), cey S,(;z) ~ (- N Bp)/u(Bn),

wobei die Zufallsvektoren (S{",...,S{V), ..., (8{",...,5{")) ebenfalls unabhiingig sind.

Beachte
e Secien (sgl), e s,(fll)), e (sg")7 ... ,s,(;i)) Realisierungen von (Sil), . S,S)), . (S’YL)7 o S,(C"))
e Dann ist die (nichtgeordnete) Menge {sgl), cee s,(ﬂll), ceey sgn), ceey s,i:)} von Punkten im R? eine Reali-

sierung der Atome des Poisson-Prozesses {Np} in der Menge C = |J;-_, B;.

Wenn die Anzahl n der Quader By,..., B, € Q% grof ist, aus denen die Menge C' = |J_; B; besteht, dann kann
die praktische Umsetzung der Simulationsschritte 1 und 2 mit einem groflen Rechenaufwand verbunden sein.

e In diesem Fall kann es effizienter sein, den Poisson—Prozess {Np} mit der folgenden Akzeptanz— und Ver-
werfungsmethode in C' zu simulieren.

e Diese Methode hat dariiber hinaus den Vorteil, dass das Gebiet C C R?, in dem Poisson—Prozess {Np}
simuliert wird, eine beliebige beschrankte Borel-Menge sein kann.

— Sei also p : B(RY) — [0,00] eine beliebiges (diffuses und lokal endliches) Maf, sei C' € By(R?) eine
beliebige beschrinkte Borel-Menge mit 0 < p(C') < oo, und sei

5 = (ahbl] X ... X (ad,bd}

ein (beschriinkter) d-dimensionaler Quader mit C' C C.
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— Um den Poisson—Prozess {Np} in der Menge C' zu simulieren, kann man nun geméf Theorem 2.5 wie
folgt vorgehen:

Schritt 0 Generiere eine Realisierung von Ng ~ Poi(u(C)).

Schritt 1 Falls Ng = k, dann generiere so lange Realisierungen sy, s2, .. . der unabhéngigen Zufallsvektoren
S1,82,... ~u(-NC)/u(C), bis k der Pseudozufallszahlen s, ..., s, in der Menge C liegen, wobei

= mi 1S A <i<jy>ky.
n 1;1121111{#{2 s;i€C,1<i<j}>k}

Schritt 2 Dann ist die (nichtgeordnete) Menge {s; : s; € C,1 < i < n} von Punkten im R? eine
Realisierung der Atome des Poisson—Prozesses {Np} in der Menge C.

2.1.5 Transformationssitze

In diesem Abschnitt betrachten wir zwei verschiedene Arten von Transformationen von Poisson—Prozessen im R<.

Fiir beliebige d,d’ > 1 seien die Borel Mengen E € B(R%) und E’ € B(R?) gegeben.

e Aullerdem sei T : E — E’ eine Borel-messbare Abbildung, d.h., es gelte
T Y(B)={xcE: T(x)ecB}cB(E) VB €B(FE),

e wobei die Urbilder von beschrankten Borel-Mengen beschriankt seien, d.h., es gelte

T YB)eBy(E) VB €By(E).

Beachte Sei {Np, B € B(FE)} ein beliebiges Zahlmaf in F mit dem Intensitatsmf pu : B(E) — [0, 00]. Man
kann sich leicht {iberlegen, dass dann durch den Ansatz

N/B' = NT—I(B/) VB e B(E/) (21)
ein zufélliges Zahlmak {Ny,, B’ € B(E')} in E’ gegeben ist, wobei das Intensitdtsmal p' : B(E') — [0, 0]
von {Np, } gegeben ist durch

W (B =ENp B ENp 5y =u(T(B)) VB e€BE). (22)

Theorem 2.7 Sei {Np, B € B(E)} ein Poisson—Prozess in E mit dem (diffusen und lokal endlichem) Intensi-
tatsmaf p.

e Dann ist das in (21) gegebene zufillige Zihlmafl {Ng,, B € B(E')} ein Poisson—Prozess in E', dessen
Intensititsmaf p' durch (22) gegeben ist.

o Wenn {S;} eine messbare Indizierung der Atome von {Np} ist und wenn die Abbildung T : E — FE’
eineindeutig ist, dann ist durch
i =T'(Si) (23)
eine messbare Indizierung {S.} der Atome von {Ng,} gegeben, wobei die Abbildung T' : EU{oco} — E'U{co}
gegeben ist durch

T(x) = T(z), fallsxeE,
o0, falls x = oco.
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Beweis

e Offenbar gilt Nj;, = Np-1 () ~ Poi(u(T~(B’)).

e Wenn Bj,...,B], € By(E’) paarweise disjunkte Borel-Mengen sind, dann sind auch die Urbilder
T-Y(B}),...,T71(B)) paarweise disjunkt und die Zufallsvariablen

N]/3£ = NT_l(B{) g ’N/B;, = NT—I(B:L)

sind somit unabhéngig.

e AuBerdem ist die Abbildung S} = T'(S;) : © — E’'U{co} fiir jedes ¢ > 1 messbar, weil die Abbildungen
Si 10— EU{oco} und TV : EU {0} — E’ U {oco} messbar sind, und es gilt fiir jedes B’ € B(E’)

Np = Np-ipy =#{i: S; e T'(B')} = #{i: T'(S;) € B'}.

o Also ist {T'(S;)} eine messbare Indizierung der Atome von {Np, }. O

Beispiele Sei {Np, B € B(E)} ein homogener Poisson-Prozess in F = (0, 00) mit der Intensitat A = 1.

1. Sei B/ = E = (0,00) und T(z) = 2%
e Dann ist {N}, } ein Poisson—Prozess in (0, 00).

e Das Intensititsmal p’ von { Nj;, } ist absolutstetig beziiglich dem (1-dimensionalen) Lebesgue—Maf
v1(- N (0,00)), wobei die Dichte gegeben ist durch

a1

2. Sei E' = E x E und die Abbildung T : E — E x E sei gegeben durch T(z) = (z,2?).
e Dann ist die Folge {S;} der Sprungzeitpunkte des (Poissonschen) Zahlprozesses {N;, ¢ > 0} mit
Ni = Ng,5) eine messbare Indizierung der Atome von {Np}.
o Aufierdem ist {S/} = {(S:,S?)} eine messbare Indizierung der Atome eines Poisson-Prozesses
{Np} in (0,00)%,
o dessen IntensititsmaR y/ auf dem Funktionsgraphen {(x,z?) : z > 0} konzentriert ist.

e Beachte: Das heift insbesondere, dass die Atome von {Np, } mit Wahrscheinlichkeit 1 in einer
1-dimensionalen Teilmenge von (0, 00)? liegen; vgl. Abbildung 5.

Wir betrachten nun noch eine andere Art der Transformation von Poisson—Prozessen im R?, mit deren Hilfe man
Poisson—Prozesse {N},} in héherdimensionalen Riumen E’ C R? mit d’ > d konstruieren kann, so dass der
Triger des Intensitdtsmafes 1/ von { N, } eine d'—dimensionale Menge ist.

Theorem 2.8
e Sei {Np, B € B(E)} ein Poisson—Prozess in E € B(RY) mit dem Intensititsmap p, so dass u(E) > 0, und

sei {S;} eine messbare Indizierung der Atome von {Np}.

o Auflerdem seim > 1 eine beliebige natiirliche Zahl und Uy,Us, ... : Q — R™ sei eine Folge von unabhdngigen
und identisch verteilten Zufallsvektroren mit der Verteilung Py, die von {S;} unabhingig sind.

e Dann ist durch
Npyo=#{i: (S;,U;) € Bx C} VB e B(E), C € B(R™) (24)

ein Poisson—Prozess {Np,} in E' = E x R™ mit dem Intensitdtsmafl p' = p x Py gegeben.
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Abbildung 5: Poisson-Prozess auf der Parabel T(z) = (z,22)

Beweis

e Wir betrachten zunéchst den Fall, dass p ein endliches Maf ist.

— Dann koénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass die messbare Indizierung {S;} der Atome von {Np}
durch (10) und (15) gegeben ist.

— Dann sind die Zufallsvektoren S1,.5%, ... mit S} = (S;, U;) unabhéngig, und es gilt

/ :U()
5~ ()

— Aus Korollar 2.1 ergibt sich nun, dass durch den Ansatz

XPU VZ21

Np =#{i: 1<i<N,S/ € B’} VB € B(E xR™)
ein Poisson-Prozess N, in E/ = E x R™ mit dem Intensitétsmal p’ gegeben ist, wobei
1(B)
n(E)
— Damit ist die Behauptung unter der zusétzlichen Annahme bewiesen, dass p endlich ist.

e Wenn p ein beliebiges (diffuses und lokal endliches) Maf ist,

— dann kénnen wir p/ = p x Py als (abzdhlbar unendliche) Summe von endlichen Mafen pf, ph, . ..
darstellen

1w (B x C) = p(E)( x Py(C)) = u(B) x Py(C) VB eB(E), CcBR™).

— und anschlieffend so wie im Beweis von Theorem 2.6 vorgehen. ]

Beachte

e Ahnlich wie bei zusammengesetzten Poisson-Prozessen in [0, 00), die in Abschnitt WT-2.2.2 eingefiihrt
worden sind, kénnen die in Theorem 2.8 betrachteten Zufallsvariablen U; als ,Marken” der Atome .S;
aufgefasst werden.

e Dabei sagt man, dass die Folge {(S;,U;)} der markierten Atome eine messbare Indizierung eines un-
abhdingig markierten Poisson—Prozesses ist.
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2.2 Homogene Poisson—Prozesse
2.2.1 Radiale Simulation

Mit Hilfe der Theoreme 2.7 und 2.8 konstruieren wir einen Algorithmus zur radialen Simulation von homogenen
Poisson-Prozessen im R2.

e Sei Th,Ta,... : © — [0,00) eine Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen mit
T; ~ Exp(1) fiir jedes i > 1.

e Fiir jedes A > 0 ergibt sich dann aus Theorem 2.7, dass durch

} vV B € B([0,00))

ein Poisson—Prozess {Np, B € B([0,00))} in [0, 00) gegeben ist, dessen Intensitdtsmaf u absolutstetig ist
mit der Dichte
dp

=2 >0.
12 (x) =27z Voe>0

e Dabel ist durch

eine messbare Indizierung {S;} der Atome von {Np} gegeben.

o Auferdem sei Uy, Us,...: Q — [0,27) eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
mit U; ~ U([0,27)), die unabhéngig von {7;} ist.

e Dann ergibt sich aus Theorem 2.8, dass {(S;,U;)} eine messbare Indizierung der Atome eines Poisson—
Prozesses in [0,00) x [0, 27) ist, dessen Intensitédtsmaf durch p x U(0, 27) gegeben ist.

e Die erneute Anwendung von Theorem 2.7 auf die Abbildung T : [0, 00) x [0,27) — R? mit
T(s,u) = (scosu, ssinu) Vs>0,ue€[0,2m) (25)

ergibt schlieflich, dass {T(S;, U;)} eine messbare Indizierung der Atome eines homogenen Poisson—Prozessen
im R? mit der Intensitit X ist.

Um einen homogenen Poisson—Prozess mit der Intensitit A im Kreis B(o,r) = {z € R? : |z| < r} mit Radius
r > 0 zu simulieren, kann man also wie folgt vorgehen:

Schritt 0 Generiere die Pseudozufallszahlen ¢y, %, ..., ¢,y gemdf der Verteilung Exp(1), wobei

n(r) = max{i :

Schritt 1 Generiere die Pseudozufallszahlen uy,ua, ..., Uy gemik der Verteilung U(0, 27).

Schritt 2 Berechne die Vektoren (s1,u1), ..., (Sn(r), Un(r)), wobei

k=1
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Abbildung 6: Radiale Simulation von homogenen Poisson—Prozessen

Schritt 3 Transformiere die Vektoren (s1,u1),. .., (Sp(r), Un(r)) mit Hilfe der in (25) gegebenen Abbildung
T : [0,00) x [0,27) — R2.

Schritt 4 Generiere so die Realisierung T(s1,u1), ..., T(sy(r), Un(ry) eines (2-dimensionalen) homogenen
Poisson—Prozesses im Kreis B(o,r) = {z € R? : |z| < r}; vgl. Abbildung 6.

2.2.2 Schitzung der Intensitit; Signifikanztests

Sei {Np, B € B(R%)} ein homogener Poisson-Prozess mit der Intensitiit A € (0,00). Aus der Definitionsgleichung

(6) von A ergibt sich dann unmittelbar, dass
~ Ny
Aw = ———= 26
) (26)
fiir jedes W € By(RY) mit 0 < v4(W) < oo ein erwartungstreuer Schiitzer fiir A ist. Auferdem hat der Schiitzer

XW die folgenden Giiteeigenschaften.

Theorem 2.9

o Sei Wi, W, ... eine Folge von Beobachtungsfenstern W,, € By(R%) mit v4(W,,) — oo fiir n — co. Dann ist
der erwartungstreue Schitzer A\w,

1. schwach konsistent, d.h., fir jedes € > 0 gilt

lim P(Aw, — A >¢) =0, (27)
2. asymptotisch normalverteilt, d.h., fir jedes x € R gilt
. Vd(Wn) N
nh_)rr;()P( — (Aw, — ) < x) =®(z), (28)

wobei @ : R — [0,1] die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet.
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o Wenn W, C Wy C ... eine monotone Folge von Beobachtungsfenstern W, € By(RY) mit vq(W,,) — oo fiir
n — oo ist, dann ist der Schdtzer A\w,, stark konsistent, d.h., es gilt

P( lim A, = )\) —1. (29)

n—oo

Beweis

e Die Giiltigkeit von (27) ergibt sich aus der Tschebyschew—Ungleichung (vgl. Theorem WR~4.18), denn
es gilt fiir n — oo

<Var>\wn _ A .

P(|XWn - )‘| > 6) = 22 22 . l/d(W )

e Beim Beweis von (28) kann man die Charakterierung der Verteilungskonvergenz durch charakteristische
Funktionen nutzen (vgl. Theorem WR-5.7). Es geniigt also zu zeigen, dass die charakteristische Funk-
tion von +/|W,|/A (XWH — A) punktweise gegen die charakteristische Funktion der N(0, 1)-Verteilung
strebt.

e Wenn W; C W5 C ... eine monotone Folge von Beobachtungsfenstern W,, € By(R%) mit v4(W,,) — oo
fiir n — oo ist, dann gibt es

— eine Folge von paarweise disjunkten Borel-Mengen Uy, Us, ... € By(R?) mit v4(U,) = 1 fiir n > 1

— und eine monotone Folge k1, ko, . .. natiirlicher Zahlen mit k,, — oo fiir n — oo, so dass
kn kn
Uvicw, und ud(Wn\UUi)gl Vn>1.
i=1 i=1

e Dariiber hinaus gibt es

— eine Folge von paarweise disjunkten Borel-Mengen Vi, Va, ... € Bo(R?) mit v4(V},) = 1 fiir jedes
n>1
— und eine monotone Folge /1, {5, ... natiirlicher Zahlen mit £, — oo fiir n — oo, so dass

[’Vl en
Uviow,  wd  w(Jvi\ma) <1 Vn>1.
i=1 i=1
e Somit gilt
SN, SN
kn i=1 Ui NW en =1 Vi
< n_ < Vn>1. 30
I/d(Wn) kn, - l/d(Wn) - Z/d(Wn) 4y, - ( )

e Aus dem starken Gesetz der grofsen Zahlen fiir Summen unabhéngiger und identisch verteilter Zufalls-
variablen (vgl. Theorem WR~-5.15) ergibt sich nun, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

kn L
> Ny, > Ny,
lim =2 = lim =L =\.
n—oo n n—oo n
o Weil k ¢
lim —— = lim ———— =1,

n—oo Vd(Wn) n—oo Vd(Wn)
ergibt sich hieraus und aus (30), dass mit Wahrscheinlichkeit 1

lim W _ )
n—o0 vg(Wy,) 0
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Beachte

e Aus Theorem 2.9 ergibt sich der folgende asymptotische Signifikanztest zur Verifizierung des Hypothe-
senpaars Hg : A = Mg vs. Hy : A # Ag.
— Mit Hilfe des Satzes von Slutsky (vgl. Theorem WR-5.11) ergibt sich aus (28) und (29), dass die
Testgrofe

w1l ~
r= /W (Aw — o) (31)
Aw

néherungsweise standardnormalverteilt ist, wenn das Beobachtungsfenster W hinreichend grof ist.
— Somit wird Hy abgelehnt, wenn |T'| > 21 _,/2, wobei z, das a—Quantil der Standardnormalvertei-
lung bezeichnet.

e Wenn W nicht groR genug ist, so dass die Verteilung der in (31) betrachteten Testgrofie T’ zu stark von
der Standardnormalverteilung abweicht, dann kann der folgende Monte—Carlo—Test betrachtet werden,
um das Hypothesenpaar Hy : A = Ay vs. Hy : A # A zu verifizieren.

— Fir @ = 0.05 werden 99 Realisierungen eines homogenen Poisson—Prozesses mit der (hypotheti-
schen) Intensitdt Ag in W generiert und die zugehorigen Realisierungen tq,...,tg99 der Testgrofe
|T| berechnet.

Sei to diejenige Realisierung von |T'|, die sich fiir die (eigentlichen) Daten ergibt, und sei pg der
Rang von ty in der (geordneten) Stichprobe tg,t1, ..., tgg.

Wenn pg > 95, dann wird H; abgelehnt.

Fiir & = 0.01 werden 999 Realisierungen ¢1,...,t999 der Testgrofe |T| generiert, wobei dann H
abgelehnt wird, wenn py > 990.

2.3 Poisson—Prozesse mit absolutstetigem Intensitdtsmafs
In diesem Abschnitt setzen wir voraus, dass das Intensitdtsmaf p des Poisson-Prozesses {Np} absolutstetig

beziiglich des d-dimensionalen Lebesgue-Mafes ist, d.h., es gibt eine Borel-messbare Funktion A : R — [0, 00),
so dass

M(B):/B)\(m)dx VB € BRY), (32)

wobei A : R? — [0,00) die Intensititsfunktion von {Ng} genannt wird.

2.3.1 Ortsabhingige Verdiinnung von Poisson—Prozessen; Simulationsalgorithmus

Aus den Transformationsséitzen, die in Abschnitt 2.1.5 hergeleitet worden sind, ergibt sich die folgende Invarianz-
eigenschaft von Poisson—Prozessen beziiglich ortsabhéngiger Verdiinnung, vgl. Abbildung 7.

Theorem 2.10

o Seien A\, Ao : R4 — [0,00) zwei Borel-messbare und lokal-integrierbare Funktionen, so dass
A1(z) > Aao(x) Ve R, (33)

— Sei {S,} eine messbare Indizierung der Atome eines Poisson—Prozesses mit der Intensitdtsfunktion A.

— Aupferdem sei Uy, Us, ... : Q — [0, 1] eine Folge von unabhdngigen und im Intervall [0, 1] gleichverteilten
Zufallsvariablen, die von {S,} unabhdngig ist.
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e Dann ist das zufdllige Zdihlmayf {]\73, B € B(RY)} mit

Ng=#{n: Sp € B, U, < A2(S,)/A1(Sn)} VB e B(RY) (34)

ein Poisson—Prozess mit der Intensitdtsfunktion \o.

Beweis

e Aus Theorem 2.8 ergibt sich, dass {(S,,U,)} eine messbare Indizierung der Atome eines Poisson—
Prozesses in R? x [0, 1] mit der Intensitéitsfunktion A(z,u) = A1(x) - Tjg,1)(u) ist.

e Aus Theorem 2.7 ergibt sich nun, dass {(Sy,U},)} mit

/ U,, fallsU, < A2(Sp)/A1(Sn),
U =

n

2, falls U, > Xa(Sn)/Mi(Sy)

eine messbare Indizierung der Atome eines Poisson—Prozesses in R? x ([0, 1] U {2}) ist, dessen Intensi-
tatsmak p' gegeben ist durch

M/(B X [0, 1]) = / /[ | ]I[O,AQ(I)/M(QC)](U) du )\1(1') dz VB e B(Rd) .
BJ[0,1

e Hieraus folgt, dass

p(Bx.) = [ 42

= X X d .
By Al(a:)da:—/B)\g( )d VB € B(RY)

e Damit ist gezeigt, dass {Jv g} ein Poisson—Prozess mit der Intensitatsfunktion Mg ist. ]

Abbildung 7: Ortsabhéingige Verdiinnung der Punkte; p(x) =1 bzw. p(x) = 0.5

Mit Hilfe von Theorem 2.10 lésst sich ein Algorithmus zur Simulation von Poisson—Prozessen angeben, deren

Intensitatsfunktion eine beschrankte Funktion ist. Hierfiir ist das folgende Korollar niitzlich, dass sich unmittelbar
aus Theorem 2.10 ergibt.
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Korollar 2.2

o Sei {S,} eine messbare Indizierung der Atome eines homogenen Poisson—Prozesses mit der Intensitdt A.

o Sei Up,Us,...: Q — [0,1] eine Folge von unabhdngigen und in [0,1] gleichverteilten Zufallsvariablen, die
von {S,} unabhingig ist, und sei p : R? — [0, 1] eine Borel-messbare Funktion.

e Dann ist das zufillige Zihlmaf {Np, B € B(R%)} mit
Np =#{n: S, € B, Up < p(Sn)} VB € B(RY) (35)
ein Poisson—Prozess, dessen Intensititsfunktion X : R? — [0,00) gegeben ist durch

AMz) = Ap(x) Vo e RY. (36)

Um einen Poisson—Prozess mit einer vorgegebenen beschriankten Intensititsfunktion A : C' — [0,00) in einer
beschrinkten Borel-Menge C' € By(R?) zu simulieren, kann man also wie folgt vorgehen, vgl. auch Abbildung 7:

Schritt 0 Generiere die Realisierungen s, sg,...,s, € C' der Atome eines homogenen Poisson—Prozesses
{S,} in C, dessen Intensitéit A\pax gegeben ist durch

Amax = Sup A(z) < co.
zeC

Schritt 1 Generiere die Realisierungen wuy, ug, ..., ur € [0,1] der unabhéngigen und in [0, 1] gleichverteilten
Zufallsvariablen Uy, Us, ..., Ug.

Schritt 2 Eliminiere diejenigen Punkte s,,, fiir die u, > A($p)/Amax gilt.

Schritt 3 Die verbleibenden Punkte {s;,,...,s; } C {s1,$2,...,5;} bilden dann eine Realisierung eines
Poisson—Prozesses mit der Intensitétsfunktion A : C'— [0,00) in der Menge C.

2.3.2 Nichtparametrische Schitzung der Intensititsfunktion; Randkorrektur

e Sei W € By(R?) eine offene Menge mit 0 < v4(W) < oo, und sei Si,S5... eine messbare Indizierung der
Atome eines Poisson-Prozesses {Ng, B € B(R%)} im Beobachtungsfenster W mit der Intensititsfunktion

A: W = [0,00).
e Ein erster (nicht randkorrigierter) Ansatz zur Schitzung des Intensititswertes A(x) fiir x € W ist gegeben
durch N
g B(z,h)NnW
A = —1 VeeW 37
h(x) /idhd € ) ( )
wobei B(z,h {y € R : |y — 2| < h} die Kugel mit Mittelpunkt € R? und Radius h > 0 ist und

h) =
ka = v4(B(0,1)) das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet.

Beachte

e Der in (37) gegebene Schiitzer Ap,(z) fiir A(z) ist im allgemeinen nicht erwartungstreu.

— Wenn A : W — [0, 00) eine stetige Funktion ist, dann gilt jedoch fiir jedes z € W

Ly - ENp@wow .. Jp@mow AW dy
B (r) =lm — g =l =

A(z), (38)

d.h., Xh (x) ist asymptotisch erwartungstreu.
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— Andererseits gilt aber

~ Var Np(, . Aly) dy
1}3£%Var An(z) = lim BB MW _ lim fB(' P)OW

= A4 w. 39
hl0 KAh2d h10 KkZh2d >0 Te (39)

e Der Radius h > 0 sollte deshalb so gewihlt werden, dass der mittlere quadratische Fehler ep(x) des
Schéitzers Ap(z) moglichst klein ist, wobei

en(z) = E ((n(z) - A(@))*). (40)

e Ein weiteres Problem des in (37) gegebenen Schiitzers A, () besteht darin, dass er Randeffekte aufweist,

— weil im allgemeinen vg(B(x,h) N W) < kgh? fiir Lokationen z € W gilt, die nahe am Rand W
des Beobachungsfensters W liegen,

— und dass dann die Normierung xqh? in (37) zu gro ist.

e Deshalb wird anstelle von A, (z) ein randkorrigierter Schiitzer by (x) fiir A(z) betrachtet, wobei

() = NB(z,nynw

= va(Blw.h) W) VeeW. (41)

Die in (37) bzw. (41) betrachteten Schiitzer Ay (z) und :\\h(a:) konnen als spezielle Kernschatzer fiir A(z) aufgefasst
werden.

Definition Unter einer Kernfunktion k : R? — [0, 00) versteht man eine radial-symmetrische Funktion mit
/ k(x)de =1.
Rd

Beispiele

1. Dichte der multivariaten Standardnormalverteilung (vgl. Abbildung 8)

k(m)z”# exp(—%af%) Vo eRY.

2. Epanechnikov—Kern (vgl. Abbildung 9)
d+2
h(z) ={ 2

0 sonst.

1—z"z), fallsz'z<1,

Beachte

e Die in (37) bzw. (41) betrachteten Schiitzer A, (z) und Ay (z) kdnnen in der Form
Nw
> k((@—5,)/h)
i=1

[kl = w/m)ay
Rd

Nw
S k(e - /1)

() = bzw. An(z) = (42)

[ K
w

geschrieben werden,



2 POISSONSCHE ZAHLMASSE 29
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Abbildung 9: Epanechnikov—Kern; d =1

— wobei die Kernfunktion k : R? — [0, 00) gegeben ist durch
k(z) = /-cgl]IB(o’l)(a:) VzeRe.
— Der Parameter h > 0 in (42) heift Bandbreite des Kernschétzers.

e In den meisten Fillen ist die optimale Wahl der Bandbreite (z.B. im Sinne der Minimierung des
mittleren quadratischen Fehlers, vgl. (40)) wesentlich wichtiger hinsichtlich der Giiteeigenschaften von
Kernschitzern, als die Wahl der einen oder anderen spezifischen Kernfunktion & : R — [0, o0).

e FEin populédres Verfahren zur Bestimmung einer optimalen Bandbreite A > 0 ist die Methode der
Likelihood—Cross—Validation. Dabei wird ein (von der Lage der Punkte Si,...,Sn,, abhingender)
Schitzer h fiir h bestimmt, der Losung des folgenden Maximierungsproblems ist.

— Fiir jedes ¢ = 1,..., Ny wird die Teilstichprobe Si,...,S;—1,Si+1,..., SN, betrachtet und der
Wert :\\g)(Si) von :\\h(x) an der Stelle x = S; auf der Basis dieser Teilstichprobe berechnet.
— Wenn die Loglikelihood—Funktion

L(h) = log(A (1))
=1

mit Wahrscheinlichkeit 1 ein eindeutig bestimmtes Maximum im Intervall (0, co0) hat,

— dann ist der Schiitzer h derjenige Wert h > 0, fiir den die Funktion L(h) dieses Maximum annimmt.
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3 Zufallige Punktprozesse

3.1 Definitionen und grundlegende Eigenschaften

e Sei S1,9:,...0 > RIU {0} eine beliebige Folge von Zufallsvektoren iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P), so dass
#{n:S,eB}<oco VBebByRY. (1)

Dann sagt man, dass {S,} ein zufélliger Punktprozess in R? ist, wobei durch den Ansatz
Np=#{n:S,€B} VBcecBRY (2)

ein (lokal endliches) zufilliges ZahlmaR {Np, B € B(R%)} gegeben ist.

e Wenn zusitzlich zu der lokalen Endlichkeitsbedingung (1) gilt, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

Si # 8 Vi, j > 1mitis#j, (3)

dann wird {S,} ein einfacher zufilliger Punktprozess genannt.

Beachte. Fiir einfache Punktprozesse kann die Folge {S,} als eine messbare Indizierung der Atome von
{Np} aufgefasst werden.

3.1.1 Intensitidtsmafi und Campbellsches Theorem

e Ahnlich wie bei Poisson-Prozessen (vgl. Abschnitt 2.1) kann man auch fiir beliebige Punktprozesse {S,,}
bzw. fiir die zugehérigen Zahlmake {Np} den Begriff des Intensititsmafes pu : B(R?) — [0, 0] einfiihren,
wobei

wB)=ENp VBeBRY. (4)

e Dabei wird stets vorausgesetzt, dass das Intensitdtsmaf p lokal endlich ist.

Das folgende Resultat wird in der Literatur das Campbellsche Theorem genannt. Es ist eine spezielle Version des
Satzes von Fubini iiber die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge.

Theorem 3.1
e Sei{S,} ein Punktprozess mit dem Intensititsmafs pn: B(R?) — [0,00], und sei f : R4U{oo} — [0,00) eine
nichtnegative Borel-messbare Funktion mit f(oo) = 0.

e Dann gqilt

E (2 f(Sn)> = [ f@)ua), )

d.h., Y207 f(Sn) ist ein erwartungstreuer Schitzer des Integrals [, f(x) p(dz).

Beweis

e Die Giiltigkeit von (5) lasst sich mit algebraischer Induktion zeigen.

e Wenn f eine Indikatorfunktion ist, dann ergibt sich (5) unmittelbar aus der Definitionsgleichung (4)
des Intensitdtsmafes p.

e Somit gilt (5) auch fiir Linearkombinationen von Indikatorfunktionen.

e Weil sich jede nichtnegative Borel-messbare Funktion durch eine monoton wachsende Folge solcher
Linearkombinationen von Indikatorfunktionen approximieren lasst, ergibt sich die Behauptung nun
aus dem Satz von B. Levi iiber die monotone Konvergenz. |
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3.1.2 Erzeugendes Funktional

Ein wichtiges analytisches Tool bei der Untersuchung von Punktprozessen ist das erzeugende Funktional, das eine
Verallgemeinerung der erzeugenden Funktion von nichtnegativen ganzzahligen Zufallsvariablen ist.

Definition

e Sei H die Familie aller Borel-messbaren Funktionen f : R? U {00} — [0,1] mit f(z) = 1, wenn =

auferhalb einer beschriinkten (i.a. von f abhingigen) Borel-Menge By € B(R?) liegt.

e Die Abbildung G : H — [0, 1] mit

Beachte

G(f)=E (H f(Sn)> VieH (6)

wird erzeugendes Funktional des Punktprozesses {S;} genannt.

e Das Produkt in (6) hat mit Wahrscheinlichkeit 1 nur endlich viele Faktoren, die von 1 verschieden sind,

denn es gilt

E (fj[ f(Sn)) =E ( 11 f(sn>) :

n:S,€By

Wenn die Funktion f € H in (6) gegeben ist durch
flx)=14(z—1D1p(x), 0<2<1, BeBy(RY), (7)

dann ergibt sich als Spezialfall die erzeugende Funktion G(f) = E 2V der Zufallsvariablen Np.

Auferdem gilt der folgende FEindeutigkeitssatz fir erzeugende Funktionale.

Theorem 3.2  Die Verteilung der Punktprozesses {S,} ist eindeutig durch das erzeugende Funktional G von
{S,} bestimmit.

Beweis

In Verallgemeinerung von (7) betrachten wir die folgende Funktion f € H mit

k
7@ =TI (1 + G = Vi (@),
i=1
wobei k > 1,0< zy,...,2x < 1und By,..., By € By(R?) beliebige (beschriinkte) Borel-Mengen sind.

Dann kann man sich leicht iiberlegen, dass G(f) die erzeugende Funktion

G(f) :E<zjVBl z,ka) (8)

des Zufallsvektors (Np,,...,Np,) ist.

Aus (8) folgt wegen des Eindeutigkeitssatzes fiir erzeugende Funktionen (vgl. Korollar WR-5.5), dass
die Verteilung von (Np,,...,Np,) eindeutig durch das erzeugende Funktional G von {S,,} bestimmt
ist.

Hieraus und aus Theorem 2.1 ergibt sich die Behauptung. |
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Fiir das erzeugende Funktional von Poisson—Prozessen lisst sich die folgende einfache Formel herleiten.

Theorem 3.3  Sei {S,} ein Poisson—Prozess mit dem Intensititsmafl pn. Dann gilt
G(f) = e ( [ @-1) u(dx)> ViEH. )

Beweis

e Die Giiltigkeit von (9) ldsst sich mit algebraischer Induktion zeigen, wobei wir zunéchst zeigen, dass
(9) fiir Linearkombinationen von Indikatorfunktionen gilt.
e Firk>1,0<z,...,2, <1und By,..., By € By(R?) sei

k

fl@)=1->"(1-z)p(x) VaeR?, (10)

i=1

wobei wir ohne Einschrankung der Allgmeinheit annehmen kénnen, dass die beschrénkten Borel-
Mengen B, ..., By € By(RY) paarweise disjunkt sind.

e Dann sind die Zufallsvariablen Np,,..., Np, mit Ng = #{n : S, € B} unabhingig, und es gilt somit
fiir die in (10) gegebene Funktion f € H, dass

0 k k
G<f>=E<H f(Sn)> =E(Hz53i> =]e=" (11)

o Weil die erzeugende Funktion E zfv i der poissonverteilten Zufallsvariablen Np, gegeben ist durch
IEZINB = exp(u(B;)(z — 1)) Vz € (0,1),

ergibt sich aus (10) und (11), dass

k

k
G(f) = [ exp(u(Bo)z — 1) = exp (Z(uwmzi - 1))) = exp ( [ =1 u(dx)> )

i=1

e Damit ist (9) fiir Linearkombinationen von Indikatorfunktionen bewiesen.
e Fiir beliebige f € H ergibt sich (9) nun aus der Tatsache, dass sich jede Funktion f € H durch eine
Folge {f.} von Funktionen der Gestalt (10) approximieren ldsst, so dass

f(z) = lim f,(x) Vo € R?

n— 00

und
fo(z)=1 VeeRI\B,n>1,

wobei B € Q¢ ein beschrinkter Quader ist, der nicht von n abhingt.

e Aus (6) und (12) ergibt sich dann mit Hilfe des Satzes von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz,
dass

n—oo

= exp (/}Rd Jhrrgo(fn(x) —-1) u(dx)) = exp (/Rd (f(z)—1) u(dx)) . 0

G(f) = lim G(fy) = lim exp< /R (fala) = 1) u(dm))
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Aus den Theoremen 2.8 und 3.3 ergibt sich die folgenden Invarianzeigenschaft von Poisson—Prozessen beziiglich
unabhéngiger Verschiebung der Punkte, vgl. Abbildung 10.

Korollar 3.1

o Sei {S,} ein Poisson—Prozess mit dem Intensititsmaf} u, und sei Uy, Us,...: Q — R? sei eine Folge von
unabhdngigen und identisch verteilten Zufallsvektoren mit der Verteilung Py, die von {S,} unabhingig sind.

e Dann ist {S, + U,} ein Poisson—Prozess, dessen Intensititsmaf ' gegeben ist durch

i (B) = . Py(B —z)pu(dz) VB e BRY. (13)

o Wenn {S,} ein homogener Poisson—Prozess mit der Intensitdt X ist, dann ist auch {S,+U,} ein homogener
Poisson—Prozess mit der Intensitdt \.

Beweis

e Aus Theorem 2.8 folgt, dass {(Sy,U,)} ein Poisson—Prozess im R2¢ mit Intensititsma® p x Py ist.
e Fiir f € H und f': R** U {oo} — [0,1] mit

f'(a?,u) Zf(.’L‘—I-u)

ergibt sich somit aus Theorem 3.3, dass

B (ﬁ (50 + Un>>

I
@
e

o)

= exp / (f(u) 1) u'(dx)> ;
Rd
wobei sich die letzte Gleichheit durch algebraische Induktion beziiglich f — 1 ergibt.

e Hieraus folgt (durch die erneute Anwendung von Theorem 3.3), dass das erzeugende Funktional des
Punktprozesses {S, + U,} mit dem erzeugenden Funktional eines Poisson—Prozess iibereinstimmt,
dessen Intensitdtsmafl durch (13) gegeben ist.

e Die erste Teilaussage von Korollar 3.1 ergibt sich nun aus dem Eindeutigkeitssatz fiir erzeugende
Funktionale (vgl. Theorem 3.2).

e Wenn {S,} ein homogener Poisson—Prozess mit der Intensitét A ist, d.h., u(dz) = Adz, dann ergibt

sich aus (13), dass fiir jedes B € B(R%)

w8 = [ PoB-ono) = [ [ Taa) Py (o)
Rd R JRE

/ / Ip(z + y) p(de) Py(dy) = / / Ip(z + y) da Py(dy)

Rd JRd
A / / T5(z) do Py (dy) = Ava(B). 0

Rd JRA
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S+

n+1 n+1

.
n+1

*S

n+1

Abbildung 10: Unabhéngige Verschiebung der Punkte

3.1.3 Laplace—Funktional

Analog zum Begriff des erzeugenden Funktionals fiir Punktprozesse bzw. zufillige Zahlmafse l&sst sich das Laplace—
Funktional fiir beliebige (nicht notwendig ganzzahlige) zufillige Mafe einfiihren.

Definition

e Sei M die Familie aller lokal endlichen Mafe 7 : B(R?) — [0,00], d.h., es gilt n(B) < oo fiir jedes
B € By(R?) und n(UZO:l Bn) = >0 n(B,) fiir paarweise disjunkte By, Bo, ... € B(RY).

o Auferdem sei M die kleinste o—Algebra von Teilmengen von M, so dass 1 — n(B) fiir jedes B € By(R?)
eine (M, B(R))-messbare Abbildung ist.

e Ein zufdlliges Mafs A : Q@ — M ist eine Zufallsvariable iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (£2, .4, P)
mit Werten in dem messbaren Raum (M, M), d.h., A ist ein (mengen—indizierter) stochastischer Prozess
{Ap, B € B(R?)} iiber (2, A, P), so dass {Ap(w), B € B(R)} fiir jedes w €  ein lokal endliches Maf§
aus M ist.

Definition

e Sei {Ap, B € B(R%)} ein beliebiges zufilliges Maf. Auferdem sei H’' die Familie aller beschrinkten
Borel-messbaren Funktionen f : RY — [0, 00) mit f(x) = 0, wenn = auRerhalb einer beschrinkten (i.a.
von f abhiingigen) Borel-Menge B; € B(R?) liegt.

e Die Abbildung L : H' — [0, 1] mit

L(f)=E exp<— / d f(x)Adx> viewn (14)

wird Laplace—Funktional des zufélligen Mafes {Ap} genannt.
Beachte

e Ahnlich wie fiir zufillige Zéhlmake kann auch fiir zufillige Mafe der Begriff der endlich-dimensionalen
Wahrscheinlichkeiten eingefiihrt und eine (den Theoremen 2.1 und 2.2 entsprechende) Existenz— und
Eindeutigkeitsaussage bewiesen werden; vgl. O. Kallenberg (1986), Random Measures, Academic Press,
London, Kapitel 3 und 5.

e Hieraus ergibt sich insbesondere,

— dass zwischen der Verteilung des zufélligen MaRes {Ap} und seinem Laplace-Funktional L ein
eineindeutiger Zusammenhang besteht,
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— denn fiir jedes k-Tupel von paarweise disjunkten Borel-Mengen By,...,Br € Bo(R?) ist die
Laplace—Stieltjes—Transformierte des Zufallsvektors (Ap,,...,Ap,) gegeben durch

k
EeXp(—ZSzAB1>:L<f) vsla-"7sk>07
=1

wobei f(x) = Zle 5,1, () fiir jedes x € R

Fiir Punktprozesse (d.h. fiir zuféllige Z&hlmafe) kann sowohl das erzeugende Funktional als auch das Laplace—
Funktional betrachtet werden. Dabei sind diese beiden Charakteristiken wie folgt miteinander verkniipft.

Theorem 3.4  Sei {S,} ein beliebiger Punktprozess mit dem erzeugenden Funktional G und dem Laplace—
Funktional L. Dann gilt

L(f) = G(exp(~ ) Ve (15)
Beweis

e Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus den Definitionsgleichungen (6) und (14) von G bzw. L.
e Denn fiir jedes f € H' gilt

L(f) = Eexp<— / df(x)Ndx>=Eexp<—Zf(sn>>

- E <Hexp(_ f(Sn))> < G(exp(=f) - O

3.1.4 Stationaritit und Isotropie

Unter der Stationaritéit bzw. Isotropie eines Punktprozesses versteht man die folgende Invarianzeigenschaften sei-
ner endlich—dimensionalen Wahrscheinlichkeiten beziiglich beliebiger Verschiebungen des Nullpunktes bzw. Dre-
hungen um den Nullpunkt.

Definition

e Fiir beliebige B € B(R?) und z € R? bezeichne B+ z = {y + x : y € B} die Verschiebung der
Borel-Menge B um den Vektor x. Ein Punktprozess {S,} in R? bzw. das zugehorige Ziahlmak {Np}
heifst stationdr, wenn

(Ngy,---sNg,) 2 (N, sar--, Np,12) (16)
fiir beliebige n > 1, By,..., B, € B(RY) und = € R?.
e Ein Punktprozess {S,} in R? bzw. das zugehorige ZiahlmaR {Ng} heikt isotrop, wenn
D
(NBla"'7NBn) = (N5(B1)v"'aN5(Bn)) (17)

fiir beliebige n > 1, By,..., B, € B(RY) und fiir jede Drehung ¢ : R? — R¢ um den Nullpunkt.

Beachte

e Man kann zeigen, dass stationdre Punktprozesse mit Wahrscheinlichkeit 1 entweder aus unendlich
vielen Punkten bestehen oder iiberhaupt keinen Punkt besitzen, d.h., es gilt dann

P({NRd = OO} U {N]Rd = O}) =1. (18)
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e Dabei kann die Aussage (18) sogar noch wie folgt verschérft werden, indem wir fiir jeden Vektor
u €S ={z eR?: |z| = 1} der Einheitssphire im R? den Halbraum

Hf ={zeR?: [z,u] > 0}

betrachten, wobei [x,u] = zju1 + ...+ z,u, das Skalarprodukt der Vektoren z = (x1,...,2,) und

u=(uy,...,u,) bezeichnet; |z| = \/[z, z].

Theorem 3.5 Sei {Ng} ein stationdres zufdlliges Zihlmafs. Dann gilt
P({Ny+ =00} U{Npa =0}) =1  VueS"". (19)

Beweis

e Fiir beliebige s,t € R mit s <t und u € St sei Hy, 54 = {x € R : s < [z,u] < t}.

e Dann kann man sich leicht {iberlegen, dass
Hy44n =Hyopn+tu VteR h>0.

e Hieraus und aus der Stationaritéit von {Ng} ergibt sich, dass

P(Nu,,\pn >0)=P(Nu,,, >0) VteR, h>0.
e Somit gilt
P(Nu, .0, >0) = lim P(Ng,, ., >0)
= lim EI(Ng,, ., >0)
< E limsup ]I(NHum,’Hh > 0)
n—oo
< EI(Ngu,..,.., >0 fiir unendlich viele n > 1)
< P(Nyy =),

wobei sich die erste Ungleichung aus dem Lemma von Fatou ergibt.

e Fiir h — oo ergibt sich hieraus, dass
P(N{IERd:tS[:L',u]} > O) < P(NHJ = OO) ,

und somit fir ¢ — —oo, dass

P(N]Rd >0) SP(NH;*' =OO). (20)
e Aus (20) folgt, dass
P(NRd > 0, NH,I < OO) = P({NRd > 0} \ {NHj = OO})
= P(NRd>0)—P(NHI=OO)
< 0.

e Somit gilt P(NRd > 0, NHJ < oo) = 0 bzw. dquivalent hierzu

P({Nga = 0} U{N,+ = o0}) = 1. -

Theorem 3.6 Sei {Np} ein stationdres zufilliges Zihlmaf. Dann gibt es eine Konstante A < oo, so dass

w(B) = \vg(B) VY BeBRY). (21)
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Beweis
e Aus der Stationaritét von {Np} ergibt sich, dass
w(B)=ENp =ENp,, =p(B+z) VBeBRY, zeR?,

d.h., das Intensitdtsmafs p ist translationsinvariant.
o Weil aufserdem vorausgesetzt wird, dass p lokal endlich ist, ergibt sich aus dem Lemma von Haar,

— dass p ein Vielfaches des d—dimensionalen Lebesque-Mafies vy sein muss,
— d.h., es gibt eine Konstante A > 0, so dass
w(B) = vg(B) VY BeBRY).

e Inshesondere gilt also, dass ([0, 1]%) = A und somit dass A < oo. O

Korollar 3.2  Fir jedes stationdre zufillige Zihlmaf$ {Ng} gilt
P(Ng;p>0)=0 VzeR (22)

Beweis Aus Theorem 3.6 folgt, dass u({x}) = 0 fiir jedes x € R?. Hieraus ergibt sich, dass
P(N{I}ZO):l Vl’ERd, 0

Beachte

e Genauso wie bei homogenen Poisson—Prozessen wird die Konstante A in Theorem 3.6 die Intensitdt
des stationdren Punktprozesses {S,,} bzw. des stationéren zufilligen Zahlmafes {Np} genannt.
e Aus (21) ergibt sich, dass
~ Nw

" ) =

fiir jedes W € By(R?) mit 0 < v4(W) < oo ein erwartungstreuer Schiitzer fiir \ ist.

e Wenn Wy, W, ... eine Folge von Beobachtungsfenstern W, € Bo(R?) mit vq(W,,) — oo fiir n — oo ist

und wenn
. Var NWn
lim ————2

n—00 1/3 (Wy)
dann ergibt sich aus der Tschebyschew—Ungleichung (vgl. Theorem WR-4.18), dass der erwartungstreue

=0, (24)

Schétzer XWn schwach konsistent ist.

e Im allgemeinen muss XWn jedoch weder asymptotisch normalverteilt noch stark konsistent sein. Dabei
gibt es sogar Beispiele (vgl. Abschnitt 3.2.2), fiir die

P(hm XWTL;«A)\) ~1.

n— 00

3.2 Cox—Prozesse
3.2.1 Simulationsalgorithmus und grundlegende Eigenschaften

Aufer den in Kapitel 2 betrachteten Poissonschen Zahlmafen gibt es noch weitere Klassen von zufilligen Punkt-
prozessen.

Ein zufilliges Zahlmaf { Np} wird Cox—Prozess genannt, wenn sich seine Verteilung als eine Mischung der Vertei-
lungen von (nicht notwendig homogenen) Poisson—Prozessen darstellen ldsst. Deshalb wird fiir diese Klasse von
Punktprozessen auch der Begriff doppelt—stochastischer Poisson—Prozess verwendet.
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Definition

e Sei {Ap, B € B(R%)} ein beliebiges zufilliges Ma$, das mit Wahrscheinlichkeit 1 lokal-endlich ist.
e Das zufilllige Z&hlmaR {Np, B € B(RY)} wird Coz—Prozess mit dem zufilligen Intensitiitsmaft A ge-

nannt, wenn
P(ﬂ {Np, = ki}) =E (H
i=1 i=1

fiir beliebige n > 1, k1, ..., k, > 0 und fiir paarweise disjunkte B,..., B, € By(R%).

ki
AB
k;!

! exp(—ABi)) (25)

Beachte

e Aus den Theoremen 2.1 und 2.2 ergibt sich, dass die Verteilung des Cox—Prozesses {Ng, B € B(R?%)}
durch die in (25) gegebenen ,endlich-dimensionalen” Wahrscheinlichkeiten wohldefiniert und eindeutig
bestimmt ist.

— Dabei lisst sich das zufillige Zihlmaf {Np, B € B(R?)} mit den in (25) gegebenen Wahrschein-
lichkeiten als ein mengen—indizierter stochastischer Prozess {iber dem folgenden Wahrscheinlich-
keitsraum (2, A, P) definieren mit

Q=NxM, A=N @M

und Np(w) = ¢(B) fiir beliebige w = (p,n) € Q und B € B(R?).
— Das Wahrscheinlichkeitsmaf P : N @ M — [0,1] wird durch die Verteilung Py : M — [0,1] des
zufilligen Intensitdtsmafies {Ap} induziert, wobei

n

k(R
P(ﬂ {Np, = ki}) = /M Hn k(fl) exp(—n(Bi)) Pa(dn) (26)

i=1

fiir beliebige n > 1, ki, ..., k, > 0 und fiir paarweise disjunkte By, ..., B, € Bo(R%).

e Eine zu (25) bzw. (26) dquivalente Schreibweise ist die folgende (kontinuierliche Version) der Formel
der totalen Wahrscheinlichkeit

n

P(() Ve, = k}) = [ P((\Va, =k} [ A =n) P € dn), (27)

i=1 M Yo

wobei

exp(—n(Bi)) -

P(ﬁ {Np, =k} | A= 77) _ :L n’fi(fi)

k

i=1

e Die Verteilung des Cox—Prozesses {Ng, B € B(R?)} lisst sich somit als eine Mischung von Verteilungen
(nicht notwendig homogener) Poisson—Prozesse darstellen.

e Hieraus ergibt sich ein Algorithmus zur Simulation von Cox—Prozessen in einer vorgegebenen Borel—-
Menge C € By(R9):

1. Generiere eine Realisierung n(-NC) des zufiilligen Mafes A in C. (Beispiele, fiir die das auf einfache
Weise moglich ist, werden in Abschnitt 3.2.3 diskutiert.)

2. Generiere eine Realisierung eines (i.a. inhomogenen) Poisson—Prozesses mit dem Intensitatsmaf
n(- N C). (Algorithmen hierfiir wurden in den Abschnitten 2.1.4 bzw. 2.2.1 bzw. 2.3.1 betrachtet.)

Wir leiten nun die folgenden grundlegenden Eigenschaften von Cox—Prozessen her.

Theorem 3.7 Sei {Ng, B € B(RY)} ein Cox—Prozess mit dem zufilligen Intensititsmafi {Ag, B € B(R%)}.
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o Dann besteht ein eineindeutiger Zusammenhang zwischen den Verteilungen von {Np} und {Ap}.

o Auflerdem gilt

G(f)=L(1-f) VIeH, (28)
wobei G das erzeugende Funktional des Coz—Prozesses {Np} und L das Laplace—Funktional von {Ap} ist.
o D.h., es gilt
G(f) =1Eexp<—/d(1—f(w)) Adx> ViEH. (29)
R
Beweis

e Wir zeigen zunéchst die Giiltigkeit von (28).
— Aus (26) ergibt sich mit Hilfe von Theorem 3.3, dass

() @ [ e nraea
© /Mexp (/Rd (f(z)—1) n(dx)) P(A € dp)

= ]Eexp(— /Rd(l—f(x)) Adm)
. )

wobei G, das erzeugende Funktional eines Poisson-Prozesses mit dem Intensitatsmaf 7 ist.

e Der eineindeutige Zusammenhang zwischen den Verteilungen von {Ng} und {Ap} ldsst sich wie folgt
zeigen.

— Das Laplace-Funktional L des zufélligen Makes {Ap} ist eindeutig bestimmt durch seine Werte
L(f) fiir Funktionen f € #' mit 0 < f(z) < 1 fiir jedes x € R,

— und es besteht ein eineindeutiger Zusammenhang zwischen dem Laplace-Funktional L und der
Verteilung von {Ap}, vgl. Abschnitt 3.1.2.

— Auferdem ergibt sich aus (28), dass der Zusammenhang zwischen L und G eineindeutig ist.

— Schlieflich ergibt sich aus Theorem 3.2, dass die Verteilung des Cox—Prozesses {Np} eindeutig
durch sein erzeugendes Funktional G bestimmt wird. O

Theorem 3.8

e Das Intensititsmaf p eines Cox—Prozesses {Np} ist gegeben durch

w(B)=E Ap VB € BRY). (30)

o Der Coz—Prozess {Np} ist genau dann stationdr, wenn sein zufilliges Intensitatsmaf {Ap} stationdr ist,
d.h., wenn

(ABys- s Ag) 2 (ABytas- - Mgy i) (31)
fiir beliebige n > 1, By, ..., B, € Bo(R%) und € R?,

e Die Intensitit \ eines stationdren Cox—Prozesses ist gegeben durch

)\ - EA[071]d . (32)
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Beweis

e Die Giiltigkeit von (30) ergibt sich unmittelbar aus der Mischungsdarstellung (26) von Cox—Prozessen,
denn es gilt

1(B) =ENg =/

[ EWs | A=nP@t e an) = [ o(B)P( e an) =B AB).

M

e Wenn {Ap} stationr ist, dann ergibt sich die Stationaritét von { Ng} unmittelbar aus der Definitions-
gleichung (25) von Cox—Prozessen.

e AuRerdem ist fiir jedes € R? das (um z verschobene) zufillige Maf {Apy., B € B(R?)} das zufillige
Intensitéitsmaf des (entsprechend verschobenen) Cox—Prozesses {Npi,, B € B(R)}.

o Wenn umgekehrt {Np} stationér ist, dann ergibt sich somit die Stationaritdt von {Ap} aus dem
eineindeutigen Zusammenhang zwischen Cox—Prozessen und ihren zufilligen Intensitdtsmafien, der in
Theorem 3.7 gezeigt wurde.

o Die Darstellungsformel (32) fiir die Intensitdt A von stationdren Cox—Prozessen ergibt sich aus (30) fiir
B =10,1]% O

3.2.2 Absolutstetiges zufilliges Intensitdtsmafs; Schitzung der Intensitit
Ein wichtiger Spezialfall eines Cox—Prozesses liegt dann vor,

e wenn die Realisierungen des zufélligen Intensitdtsmafes {Ap} mit Wahrscheinlichkeit 1 absolutstetig be-
ziiglich des d—dimensionalen Lebesgue—Mafses sind, d.h.,

e wenn es ein zufilliges Feld {\,, € R?} gibt, dessen Realisierungen Borel-messbare und lokal-integrierbare
nichtnegative Funktionen sind, so dass mit Wahrscheinlichkeit 1

AB:/)\zdx<oo VB € By(RY). (33)
B

e Das zufillige Feld {\,, » € R?} wird dann das Intensitdtsfeld von {Ng} genannt.

Theorem 3.9  Das in (33) gegebene zufillige Mafl {Ag, B € B(R?)} ist stationdr, wenn das zufillige Feld
{2, © € R} stationdr ist. Wenn zusdtzlich EX, < oo, dann gilt

EAp =vq(B)EXN, <00 VB € By(RY). (34)
Beweis
e Wenn {)\,, = € RY} stationir ist, d.h., wenn
e, 2 € R 2 N,y 2 € RY} VyeR?, (35)
dann ergibt sich aus (33), dass
(ABys-- AB) 2 (ABysys - MB,ty) VyeR?.

e Auferdem ergibt sich aus (33) und (35), dass

EAg (ﬁ)E/

Azdx:/mxdx(?’:"’)/modx:mo/ de =E )\, vg(B). -
B B B B
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Beachte

e Wenn umgekehrt das zufiillige Mah {Ag, B € B(RY)} stationir ist und wenn

A A
D . B(z1,r) . B(xp,T) d
()\ml,...,)\xn)f(ll_r)x%)iﬁdrd ’“"rh—%i/@drd ) Vai,...,, € R, (36)

dann ist das auch das zufillige Feld {)\,, x € R¢} stationiir.

e Aus den Theoremen 3.8 und 3.9 ergibt sich, dass ein Cox—Prozess {Np} stationdr ist, wenn sein
zufélliges Intensitdtsmafs {Ap} durch (33) gegeben ist und wenn das zugrundeliegende zufiillige Feld
{Az} stationir ist.

— Fiir die Intensitét A des stationdren Cox—Prozesses { Np} ergibt sich dann aus (32) und (34), dass
A=E),. (37)

— Wenn das stationiire Intensitiitsfeld {\,} von {Np} in dem Fenster W € By(R%) beobachtbar ist,
dann ergibt sich aus (37), dass durch

~ 1
Aw = ——— Az d it
w ) /W x mit 0 < vg(W) < oo (38)

ein erwartungstreuer Schitzer fiir die Intensitit A von {Np} gegeben ist.

3.2.3 Gemischte Poisson—Prozesse, Neyman—Scott—Prozesse, modulierte Poisson—Prozesse

In diesem Abschnitt fithren wir einige Beispiele von Cox—Prozessen mit absolutstetigem zufélligen Intensitatsmafy
ein.

1. Gemischte Poisson—Prozesse

Eine elementare Klasse von Cox—Prozessen mit absolutstetigen Realisierungen des zufélligen Intensitéts-
mafes {Ap} sind die gemischten Poisson—Prozesse, deren Intensititsfeld {\,} durch A\, = Z gegeben ist,
wobei Z :  — [0, 00) eine beliebige nichtnegative Zufallsvariable mit E Z < oo ist.

e Aus den Theoremen 3.8 bzw. 3.9 ergibt sich, dass jeder gemischte Poisson—Prozess ein stationérer
Punktprozess ist. Seine Intensitét A ist gegeben durch

A=EZ. (39)
— Auferdem gilt in diesem Fall
Var Ng = v4(B)E Z 4+ v3(B) Var Z , (40)
— denn aus der Definitionsgleichung (25) von Cox—Prozessen ergibt sich, dass

VarNg = EN%— (ENp)®
2

= /oo(zyd(B) + (2v4(B))*) P(Z € dz) — (/OOO zvq(B) P(Z € dz))

0
= vy(B)EZ+v3(B)VarZ.

e Wenn Var Z > 0, d.h., die Zufallsvariable Z nimmt nicht nur einen Wert an,

— dann folgt aus (40), dass
. Var an N
7}1_1}1;0m—VarZ>07 (41)
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— wenn Wy, Ws, ... eine Folge von Beobachtungsfenstern W,, € By(R?) ist mit
lim vg(W,) = o0. (42)

n—oo
— Es kann dann also nicht so wie in (24) auf die schwache Konsistenz des Intensitétsschéitzers

~ Nw

geschlossen werden.

e Wenn Var Z > 0, dann kann man sich dariiber hinaus leicht {iberlegen, dass XW im allgemeinen weder
asymptotisch normalverteilt noch konsistent ist.

— Denn aus Theorem 2.9 ergibt sich, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

N
lim -~ Z,
n—oco Vd(Wn)
— wenn W; C Wy C ... eine monotone Folge von Beobachtungsfenstern W,, € By(R?) ist, fiir die
(42) gilt.
— Wenn zusétzlich vorausgesetzt wird, dass Z absolutstetig ist, dann gilt also sogar
Nw
P( i e AA) =1,
2w

2. Neyman—Scott—Prozesse

Wir betrachten nun eine Klasse von Cox—Prozessen, die auch als Poissonsche Cluster—Prozesse aufgefasst
werden konnen; vgl. Abschnitt 3.3.

e Sei {S,,} ein Poisson—Prozess mit der (lokal integrierbaren) Intensititsfunktion {\o(x), z € R?}, und
sei Z = #{n: S, € R} die (zufillige) Anzahl der Atome von {S,} in R%.

e AuRerdem sei {NV ](31)}, {N 1(32) }, ... eine Folge von unabhéngigen, identisch verteilten Poissonschen Zahl-
mafen, die von {S,} unabhingig sind und die integrierbare Intensititsfunktion {\()(z), 2 € R?}
besitzen, d.h., es gelte

/ AV (z) dz < oo (43)
Rd

e In einem allgemeineren Zusammenhang werden wir spéter zeigen (vgl. Theorem 3.14), dass das zufillige
ZishlmaR {Ng, B € B(R%)}, wobei

A
Np=> Ny VB e B(RY), (44)

n=1

mit Wahrscheinlichkeit 1 lokal endlich ist, wenn die folgende Integrierbarkeitsbedingung erfiillt ist:
/ / AV (y — z) dy Ao (z) dz < 0o VB € By(RY). (45)
R JB

Dariiber hinaus kann man zeigen, dass das in (44) eingefiihrte zufillige Z&hlmaft { N} die folgenden Eigen-
schaften hat.

Theorem 3.10
o Wenn (45) gilt, dann ist {Ng} ein Cor—Prozess, dessen Intensititsfeld {\., v € R?} gegeben ist durch

zZ
Ao =Y A(z—35,) Vo eRe. (46)

n=1
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o Wenn zusditzlich vorausgesetzt wird, dass der Poisson—Prozess {Sy} stationdr ist, d.h., wenn es eine
Konstante Ao > 0 gibt, so dass
Mz) = Ao Ve R?,

— dann ist auch der Cor—Prozess {Np} stationdr,
— und die Intensitit A = E Nyg 1ja von {Np} ist gegeben durch

A= )Xo /Rd AV (z) dz . (47)

Abbildung 11: Matérn-Cluster-Prozess; Ao = 0.002, \() = 0.1, R = 10

Beweis
e Der erste Teil der Behauptung ergibt sich aus den allgemeinen Eigenschaften von Poissonschen
Cluster—Prozessen, die wir in Abschnitt 3.3 herleiten werden.

— Insbesondere zeigen wir in Abschnitt 3.3.3, dass das erzeugende Funktional G des in (44)
eingefiihrten Punktprozesses {Np} gegeben ist durch

G(f)EeXP</Rd(1f(1?)) Adm) VfeH, (48)

— wobei {Ap} ein zufilliges Maf ist mit

Z
Ap = /B > A (@ - 8,)da VB € BRY). (49)

n=1
— Mit Hilfe von Theorem 3.7 ergibt sich hieraus, dass { Np} ein Cox—Prozess ist, dessen zufélliges
Intensitétsmaf {Ap} durch (49) gegeben ist.
e Wenn zusitzlich vorausgesetzt wird, dass {S,} ein stationirer Poisson—Prozess mit der Intensitéit
/\0 iSt,
— dann ergibt sich aus (49), dass das zuféllige Maft {Ap} stationér ist.
— Wegen Theorem 3.8 ist somit auch der Cox—Prozess {Np} stationér.
— Aufterdem ergibt sich aus (46), dass

EXo=E Y AD(=5,) o= 3 [ O (—aydz = [ AV (2)da,
n=1 Rd Rd

wobei sich die vorletzte Gleichheit aus dem Campbellschen Theorem (vgl. Theorem 3.1) ergibt.
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— Hieraus und aus (32) bzw. (34) ergibt sich der zweite Teil der Behauptung. O

Beachte

e Der in (44) eingefithrte Cox—Prozess {Ng} wird in der Literatur Neyman—Scott—Prozess genannt.
e Wenn zusétzlich vorausgesetzt wird, dass

2D falls € B(o, R),
A (z) = alls (0,R) (50)
0, falls = ¢ B(o, R)

fiir gewisse Konstanten A(), R > 0, dann sagt man, dass {Np} ein Matérn—Cluster—Prozess ist,
vgl. die Abbildungen 11 und 12.

o) @

SIS
Y

Abbildung 12: Simulation von Matérn—Cluster—Prozessen

3. Modulierte Poisson—Prozesse

Eine weitere Klasse von Cox—Prozessen ergibt sich, wenn das Intensitétsfeld {A;} durch ein so genanntes
Keim-Korn-Modell induziert wird.

Hierfiir sei {S,} eine messbare Indizierung der Atome eines homogenen Poisson—Prozesses mit der
Intensitdt Ay € (0,00), wobei S,, als Keim und die Kugel B(S,,r) mit Mittelpunkt .S,, und Radius
r > 0 als das zugehorige Korn aufgefasst werden.

Sei F die Familie aller abgeschlossenen Teilmengen in R?. Fiir eine Zahl 7 > 0 betrachten wir die
(zuféllige) Menge = : Q — F, die Keim-Korn—Modell genannt wird und die gegeben ist durch

[1]
I
NG

I
-

B(S;,7). (51)

Beachte: Man kann sich leicht {iberlegen, dass die Vereinigung auf der rechten Seite von (51) mit
Wahrscheinlichkeit 1 eine abgeschlossene Menge ist.
Das Intensitiitsfeld {)\,, = € R?} ist dann gegeben durch den Ansatz
A, fallsz ez,
AN={ (52)
Ao, fallsz & =,
wobei A1, A2 € (0,00) beliebige Zahlen mit max{A;, A2} > 0 sind.

Ein Cox—Prozess {Ng}, dessen Intensitatsfeld {\,} durch (52) gegeben ist, wird modulierter Poisson—
Prozess genannt, vgl. Abbildung 13.
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Abbildung 13: Modulierter Poisson—Prozess

— Im Spezialfall, wenn A; = 0 (und somit Ay > 0), spricht man von einem Swiss—Cheese—Modell.

— Wenn umgekehrt Ao = 0 (und A; > 0), dann sagt man, dass der Cox—Prozess {Np} ein Inner—
City—Modell ist.

Theorem 3.11  Sei kg = v4(B(o,1)) das Volumen der d—dimensionalen Einheitskugel. Fir die Intensitdt
A eines modulierten Poisson—Prozesses {Np}, dessen Intensititsfeld {\,} durch (52) gegeben ist, gilt dann

A=)\ (1 — exp(—Agkd rd)) + Ay exp(—Agrg 7). (53)

Beweis
e Weil das in (52) eingefiihrte Intensitatsfeld stationér ist, ergibt sich aus Theorem 3.8, dass der
zugehorige Cox—Prozess {Np} stationdr ist.
e Aus der allgemeinen Darstellungsformel (34), die in Theorem 3.9 fiir das Intensitatsmak von sta-
tiondren Cox—Prozessen hergeleitet wurde, ergibt sich unter Berticksichtigung von (52), dass

A= E)\OZ)qP(OEE)-F/\QP(OgE)
= MPEH{n:[Su| <1} >0)+ A P(#{n:|S|<r}=0)
= )\ (1 — exp(—Aoka rd)) + A2 exp(—Agkq ?”d) . 0

3.2.4 Varianz und asymptotische Normalverteiltheit des Intensititsschitzers

1. Neyman—Scott—Prozesse

e Sei {Np} ein Neyman—Scott—Prozess, der durch (44) gegeben ist und den Integrierbarkeitsbedin-
gungen (43) und (45) geniigt.

e Wenn {5, } ein homogener Poisson—Prozess ist, dann ergibt sich aus Theorem 3.10, dass {Np} ein
stationédrer Cox—Prozess ist und dass

T = W (54)
T (W)

fiir jedes W € By(R?) mit 0 < v4(W) < 0o ein erwartungstreuer Schiitzer fiir die Intensitiit A von
{NB} ist.
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Die folgende Darstellungsformel fiir die Varianz von :\\W ist niitzlich.

Lemma 3.1  Sei {S,} ein homogener Poisson—Prozess mit der Intensitit \o. Dann gilt fir jede
Borel-Menge W € By(R?) mit 0 < vg(W) < oo

~ wn((Ww — —
Vardy = 0 (/ A@des [ f val (V( (2= 20)) 30) (4)AD () iy i
R4 R4 JR4 d

va(W) W)
(55)

Beweis

e Mit der Kurzschreibweise P(d{s,}) = P({S.} € d{s,}) ergibt sich aus der Definitionsglei-
chung (44) von Ny, dass

Ew)® = [B(NEL) Pt
-/ E(i(wsn— [ @ [ A0 )) Pld{s.))

n=1

/((i VarNstT/L)_s,n) + (i /W_S A(l)(x)dx>2> P(d{s,}),

— wobei in der letzten Gleichheit genutzt wurde, dass N&}v) 819 Né‘%)_ sy - - - tnabhéngige Zufalls-

variablen sind mit
N, ~ Poi( / A (z) dz
" W—sn

— und dass somit insbesondere

ENIS;T/L),SH = Var N;S;T/L),sn :/ AW () de .
W—spn

e Hieraus ergibt sich, dass

IE(NW)2 — /( Z/W . Z/W ) ) P(d{sn})
- / Z/W AD (& dx (d{sn}) /Z /W ) A(l)(w)dx)QP(d{sn})
H (), m@a)(f @) ra)

n#m

2
o AO// A(l)(a:)dxdy—i-)\o/ (/ A(l)(x)dx> dy
Rt W —y Re MWy
2
+()\0// A(l)(x)dxdy)
R JW—y

= Xova(W) >\ (2) da

+)\o/ / va(W N ( (xg—xl)))/\(l)(xl))\(l)(xg)dxl dxzo
Rd JRd

2
+ AO/ / A® (x)dzdy) ,
Rd JW —y

wobei sich die vorletzte Gleichheit aus dem Campbellschen Theorem (vgl. Theorem 3.1) ergibt.
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o Weil
/\0/ / AD () dz dy = Ao yd(W)/ A0 (z)de @ E Ny,
RE JW—y Rd

ergibt sich somit, dass

Var Ny = /\oud(W)/ AD () da
d

R

14 — T2 — 1 @) X1 @ To xr1dxg .
o [ W0 = (@ =) AV @O @) dndza.

Auferdem hat der Schétzer XW die folgenden asymptotischen (Giite—) Eigenschaften.

Theorem 3.12

1. Sei Wy, W, ... eine Folge von Beobachtungsfenstern W,, € By(R%) mit v4(W,,) — oo fiir n — oo.
Dann ist der erwartungstreue Schétzer Aw, schwach konsistent, d.h., fir jedes € > 0 gilt

lim P(Aw, — A >¢)=0. (56)
2. Wenn zusdtzlich vorausgesetzt wird, dass

) I/d(Wn Nnw, — ;v))
lim
n—00 va(Wh)

=1 Vo cRY, (57)
dann existiert der Grenzwert 0 = lim,, o, vq(W,,) Var XWW,, wobei
2
o = X (/ A () da + (/ AD (z) d:r) ) , (58)
Rd Rd
und der Schditzer Xwn ist asymptotisch normalverteilt, d.h., fir jedes x € R gilt

lim P

n— oo

( va(Wn)

S (w, =) < x) — ®(x), (59)

wobei ® : R — [0,1] die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet.

Beweis
e Aus Formel (55) in Lemma 3.1 ergibt sich, dass lim, o, Var Ay, = 0, wenn v4(W,,) — oc.
— Hieraus und aus der Tschebyschew—Ungleichung (vgl. Theorem WR-4.18) ergibt sich, dass

~ Var A
lim P(Aw, — A >¢) < lim ~—We — g,
n— oo n—oo £
— Damit ist die Giiltigkeit von (56) bewiesen.
e Offenbar gilt
Wy, N (W, —
W D Wn —2)) _ Vn>1.

Vd(Wn) -

— Mit Hilfe des Satzes von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz ergibt sich deshalb aus
(55) und (57), dass

~ 2
lim vy(W,) Var Ay, = Ao ( A () da + ( A () dx) ) .
R4

n—o00 R4

— Damit ist (58) bewiesen.
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e Um die Verteilungskonvergenz (59) zu beweisen, betrachten wir die entsprechenden charakte-
ristischen Funktionen (dhnlich wie im Beweis von Theorem 2.9) und zeigen, dass
Ny, —EN; 252
lim Eexp(isu) :exp(fs—o) VseR, (60)
n—o0 Vd(Wn) 2

2

wobei die asymptotische Varianz o in (58) gegeben ist.

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass der Erwartungswert

G(f)=E (H f(S;>> :

der in der Definitionsgleichung (6) des erzeugenden Funktionals G eines (beliebigen) Punkt-
prozesses {S/ } betrachtet wurde, auch fiir Funktionen f : R? — C mit

fl@) =1+ (" —1)1p(z) Vo e R? (61)

wohldefiniert ist, wobei s € R und B € By(R?).

e Dabei ist G(f) fiir die in (61) betrachtete Funktion f : R? — C, die charakteristische Funktion
der Zufallsvariablen N = #{n: S, € B}, d.h., es gilt

G(f) =Ee*Ns . (62)

e Auferdem werden wir in Abschnitt 3.3.3 zeigen (vgl. auch (48) und (49)), dass

G(f) =E exp (/ (1- f(2)) Z AU (2 — Sy) dx) .
R k=1
e Hieraus und aus (61) bzw. (62) folgt, dass
E (exp(is\/l/d(Wn) XW”)
= Eexp (eis/ va(Wn) _ 1) 3 A(l)(x — Sk)dx
(e - 3 30— 5y)

n

= E ﬁ exp(/ els/Vra(Wn) _ 1)/\(1)(x —Sk) da:)
k=1

(
— Wn
exp()\o </]Rd exp(/W (6i8/\/m - 1)/\(1)(;1: —9) dx) - 1)dy) ,

wobei sich die letzte Gleichheit aus der Darstellungsformel (9) fiir das erzeugende Funktional
von Poisson—Prozessen ergibt.

e Somit ergibt sich durch Taylor—Reihenentwicklung der (mittleren) Exponentialfunktion des
letzten Ausdruckes, dass

E (exp (ism 3\\Wn>
= exp (AO/ / (eis/\/m ~D)AD(z —y)dzdy
R Jw,

n Ao (/ (eis/\/m —1)AD(z —y) dx)2dy + o(1)> .
2 JraNw,
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e Durch Taylor-Reihenentwicklung der beiden inneren Exponentialfunktionen ergibt sich nun,
dass

(exp( sy va(W, /\Wn)
= exp<1s\/r)\o/ AV (z) dz

2

— % Ao (/Rd )\(1)(%) dx + (/]Rd )\(1)(3@) dx) 2) + 0(1)> :

e Hieraus und aus (47) folgt, dass

2

% )\0(/Rd A (2) da + (/R A(l)(x)dx)2)> .

o Wegen (58) ist dies gleichbedeutend mit (60). O

lim E (exp(is\/yd(Wn) (XWn — )x))) = exp (-

n— oo

2. Modulierte Poisson—Prozesse

e Seinun {Np} ein modulierter Poisson-Prozess, dessen Intensitétsfeld {\,;} durch (52) gegeben ist.

e Dann ist klar, dass
~ Nw
Aw = 63
W= O (63)
fiir jedes W € By(R?) mit 0 < v4(W) < 0o ein erwartungstreuer Schiitzer fiir die Intensitiit A von
{NB} ist.
e Auferdem gilt die folgende Darstellungsformel fiir die Varianz von XW, die sich auf dhnliche Weise
herleiten ldsst, wie die Varianzformel (55) fiir Neyman—Scott—Prozesse in Lemma 3.1.

Lemma 3.2 Sei {Ng} ein modulierter Poisson—Prozess. Dann gilt fiir jede Borel-Menge W € By (R?)
mit 0 < vg(W) < oo

()\1 — /\Q)E Vd(W n E) + )\QVd(W) + ()\1 — )\Q)QVEI l/d(W N E)

Var XW = 64
07) oy
Beweis
o Mit der Kurzschreibweise P(d{) = P(Z = df) ergibt sich hnlich wie im Beweis von Lemma 3.1,
dass
Var Ny = / (Alz/d(W N€) + Aava(W N E) + (Ava(W N E) + Aava(W N gC))2) P(d¢)
F

- (/F()\lud(W M€) + Aava(W N EY)) P(dg))2
- E (Alyd(W AE) + Aova(W N EC)) + Var (Alud(W AE) + Aava(W N Ec))

E ((A1 ) ra(WNE) + )\gyd(W)) + Var (()\1 A wa(WNE) + AM(W))
(A1 = A)Evg(W N E) + Aavg(W) + (A1 — Xo)*Varvg(WNE).
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e Hieraus folgt, dass

~ N
Var\yy = Var W%)
()\1 - )\2)E Vd(W N E) + AQVd(W> + ()\1 — )\2)2Var Vd(W n E)

W) O

Beachte
e Fiir das in (51) eingefiithrte Keim—Korn—Modell Z ergibt sich aus der Stationaritit des zugrunde
liegenden Poisson—Prozesses {5, }, dass

P(o€E) = P(x € E) Vo e R? (65)

und
Evgy(BNE)=Evy((B+z)NE) Vz € RY B e By(RY). (66)

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass der Volumenanteil Evy([0,1] N Z) mit der sogenannten
LEinpunkt—Uberdeckungswahrscheinlichkeit” p, = P(o € Z) von E iibereinstimmt.

e Auferdem sind die folgenden Eigenschaften des Keim—Korn—-Modells = niitzlich.
Lemma 3.3

1. Es gilt
Evg([0,1]4NE) = P(o € E) = 1 — exp(—Aorar?). (67)

2. Fiir jedes W € By(R%) mit 0 < vg(W) < oo ist durch

ein erwartungstreuer Schitzer fir p, = P(o € E) gegeben.
3. Sei Wy, Ws, ... eine Folge von Beobachtungsfenstern W,, € By(RY) mit

Vd(Wn N (Wn - .T))

lim vg(Wy) =co  und  lim A =1 VzeR? (69)
Dann gilt
lim vy(W,,) Varpw, = / (pO@ — pg) dx, (70)
n—oo R4

wobei p, . = P({o,x} C E).

Beweis

e Aus (65) und aus dem Satz von Fubini iiber die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge ergibt
sich, dass

E Vd([07 1}d N E) = E / ]IE(:L‘) dz Satz von Fubini / E ][E(x) da
[0,1]¢ [0,1]¢

- / P(z € E)da (6:5)/ P(o€E)dz = Plo€ =).
0.1¢ 0.1

e Aufserdem ergibt sich so wie im Beweis von Theorem 3.11, dass

Plo€E) = P(#{n:|S,| <7} >0) =1 —exp(—Aokar?).
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e Damit ist (67) bewiesen.
o Aus der Invarianzeigenschaft (66) ergibt sich mit Hilfe des Lemmas von Haar, dass

Evg(W NE) = vg(W)Evy([0,1] N ZE) VW € By(RY)

und somit

—~ E Vd(W N E)
E =
pw va(W)

e Um die Giiltigkeit von (70) zu zeigen, iiberlegen wir uns zunichst, dass fiir jedes W € By(R9)

= (67)
=Euvy([0,1]9NE) = p,.

VW) Varpw = E((raWNE) = vaW)p)?)

(/W(]IE(U) — o) du /W(]IE(U) —po) dv)

= / Z/d(W Nnw — a:)) (pOJ - pg) dz .

e Hieraus und aus (69) ergibt sich mit Hilfe des Satzes von Lebesgue iiber die majorisierte Konver-

genz, dass

lim vq(W,,) Var pw, = / (pox fpg) dx,

n—o00 Rd
weil ( ( ))

Vq Wn N Wn — T 2 d
0, < o]I V R
Vd(Wn) (p s po) =p B(o,r) (1') T e
und weil somit die Funktion 2 +— p,I (o, (2) eine integrierbare Majorante ist.
e Damit ist (70) bewiesen. O

Abbildung 14: Bestimmung der Zweipunkt-Uberdeckungswahrscheinlichkeit Do, fUr |z > 2r

Beachte
e Die ,Zweipunkt—Uberdeckungswahrscheinlichkeit” p, , = P({o,x} € Z) in (70) ist gegeben durch
2po — 1+ (1 — po)? exp(Aova(B(o,r) N B(z,7))) fiir |z] < 2r,

Po,x = (71)
p? fir |x| > 2r,
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denn es gilt (vgl auch die Abbildungen 14 und 15)

Do = P{o,2} CE) = 1-PH{o¢Z}U{z ¢E})
1-PlogZE)—Px €E)+ P({o,z}n e =Z=10)
1-2P(o ¢ E)+ P(#{n: S, € B(o,r)UB(z,r)} =0)

= 1-2P(0¢ )+ (1- exp(-dova(Blo,r) U B(x,1))))

= 1-2P(0 € Z)+ (1 — exp(=Aova(B(o,r) U B(J;,r))))
= 2p, — 1+ (1 —po)?exp(Aova(B(o,r) N B(z,1))),
wobei in der letzten Gleichheit genutzt wurde, dass
P(o & Z) =1—p, = exp(—Aora(B(0,7)))

und
va(B(o,r) U B(x,r)) = 2v4(B(o,7)) — va(B(o,7) N B(z, 7)) .

e Wenn d = 2, dann ergibt sich fiir den Ausdruck vg4(B(o,r) N B(z,r)) in (71), dass

2r2 arccos — i |x| VAr? —|z|?  fir |z] < 2r,

va(B(o,r) N B(x,r)) =

0 fir |z| > 2r.
o Fiir d = 3 gilt
4 3( 3lz| |z[? .
= 1- + —) fiir || < 2r,
va(B(o,r) N B(z,r))=4¢ 3 mr 4r 1673 ir fa <2r
0 fir |z| > 2r.

Abbildung 15: Darstellung der Schnittfliche B(o,r) N B(z, )

Mit Hilfe von Lemma 3.2 und 3.3 lésst sich nun dhnlich wie in Theorem 3.12 zeigen, dass der Intensitéts-
schitzer Ay die folgenden Eigenschaften hat.

Theorem 3.13

1. Sei Wy, Ws, ... eine Folge von Beobachtungsfenstern W,, € Bo(R%) mit vq(W,) — oo fiirn — co. Dann
ist der erwartungstreue Schétzer \w, schwach konsistent, d.h., fir jedes € > 0 gilt

lim P(Aw, —A|>¢)=0. (72)
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2. Wenn zusdtzlich vorausgesetzt wird, dass

. vg(Wy N (W, — 2))
lim
n—oo va(Whr)

=1 Yz e RY, (73)

dann existiert der Grenzwert 02 = lim,, oo v4(Wy,) Var Ay, , wobei

02 = >\1 Po + >\2(1 *po) + ()‘1 - )\2)2 /d (po,z - pg) dz (74)
R

und die Uberdeckungswahrscheinlichkeiten p, = P(o € E) und p, . = P({o,2} € Z) in (67) bzw. (71)
gegeben sind.

3. Auflerdem ist dann der Schditzer Xwn ist asymptotisch normalverteilt, d.h., fir jedes x € R gilt

Vd(Wn)

lim P( k

n—oo

(G, = A) < x) = O(z). (75)

g

Beweis

Weil vy(W,, N E)/vg(W,,) < 1 fiir jedes n > 1, ergibt sich aus Lemma 3.2, dass

lim Varan =0.
n—oo

e Hieraus ergibt sich die Giiltigkeit von (72) mit Hilfe der Tschebyschew—Ungleichung.

Auferdem ergibt sich aus Lemma 3.2, dass

lim vg(W,) Var A,

n—oo

_ lim ()\1 — )\Q)E l/d(Wn N E) + /\QVd(Wn) + ()\1 — )\Q)QVar l/d(Wn N E)
n—00 Vd(Wn)

(/\1 — )\Q)E Vd([o, l]d N E) + /\2 + ()\1 — )\2)2 hm w .

n— 00 vy (Wn)

e Hieraus und aus Lemma 3.3 ergibt sich die Giiltigkeit von (74).

Um (75) zu zeigen, kann man dhnlich wie im Beweis von Theorem 3.12 vorgehen, und zwar ergibt
sich die Giiltigkeit von (75)

— mit Hilfe des Stetigkeitssatzes fiir charakteristische Funktionen reellwertiger Zufallsvariablen
(vgl. Theorem WR-5.7)

— und unter Verwendung der Darstellungsformel (29) des erzeugenden Funktionals von Cox—
Prozessen

— bzw. der Taylor—Reihenentwicklung der Exponentialfunktion. O

3.3 Cluster—Prozesse
In diesem Abschnitt verallgemeinern wir den Modellansatz von ,geclusterten” Punktprozessen, den wir in Ab-

schnitt 3.2.3 zunfchst nur fiir den Spezialfall der Neyman—Scott-Prozesse bzw. der Matérn—Cluster—Prozesse
betrachtet hatten.

3.3.1 Definition und erzeugendes Funktional

e Sei {S,} ein beliebiger Punktprozess mit dem Intensititsmaf {1 (B), B € B(R?)}, das lokal endlich und
diffus sei, und sei Z = #{n: S,, € R} die (zufillige) Anzahl der Atome von {S,} in R%.
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o Auferdem sei {N g) AN g)}, ... eine Folge von unabhéngigen, identisch verteilten Punktprozessen, die von
{S,} unabhingig sind und deren Intensititsma {u")(B), B € B(R?)} endlich ist, d.h., u™(R?) < oo.

Theorem 3.14  Das zufillige Zihlmaf {Ng, B € B(RY)} sei gegeben durch

Z
Np=> Ny VB e B(RY). (76)
n=1
1. Wenn
/ p V(B = 2) O (de) < oo VB € By(RY), (77)
Rd

dann ist {Ng} mit Wahrscheinlichkeit 1 lokal endlich, wobei das Intensititsmafl {u(B), B € B(RY)} wvon
{Ng} gegeben ist durch

u(B) = [ n(B =) o) VB e BRY). (78)

2. Wenn der Punktprozess {Sy,} stationdr ist mit der Intensitit Ao, dann ist auch {Ng} stationdr, und die
Intensitit A = E Ng 1)« von {Np} ist gegeben durch

A= D (RY). (79)

Beweis

e Aus der Definitionsgleichung (76) von {Np} ergibt sich, dass fiir jedes B € B(R?)
A {Sn Z({Sn})
IENB:E<ZN](3")SJ_> :/ < Z N ) (d{sn}) / Z ENY)  P(d{s,}).
j=1

— Mit Hilfe des Campbellschen Theorems (vgl. Theorem 3.1) ergibt sich also, dass
ENg = / ENY 40 (de) = / p M (B = z) u O (da) VB e B(RY).
Rd Rd

— Damit ist (78) bewiesen.
e Aus (77) folgt nun, dass E Np < oo und somit auch P(Np < o) = 1 fiir jedes B € By(R?).
e Sei {5, } stationdr. Dann ergibt sich aus der Definitionsgleichung (76) von {Npg}, dass

Z
(N317""NBn) = (ZN(Z S"“’ZN(Biv)LSi>
] 1=1 ; |
0 (ZNgl (S_T),...,legg_(sj_mﬁ

= (Npy4a:---»Np,+42)

fiir beliebige n > 1, By, ..., B, € B(RY) und # € R?, d.h., {Np} ist stationir.
e Die Formel (79) fiir die Intensitét A von {Ng} ergibt sich unmittelbar aus (78), denn es gilt

A= (0.1 P da [ 0011 = a)dr = 2o u V(RS .
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Beachte

e Wenn die Integrierbarbeitsbedingung (77) erfiillt ist, dann sagt man, dass das in (76) definierte zuféllige
Zahlmak {Np} ein Cluster—Prozess ist.

e Der Punktprozess {S,,} heiflt Primdrprozess; die Punktprozesse { N 1(91)}, {NJ(;)}7 ... werden Sekunddr-
prozesse genannt.

e Wenn {5,,} ein Poisson—Prozess ist, dann sagt man, dass {Ng} ein Poissonscher Cluster—Prozess ist.

Das erzeugende Funktional eines Cluster—Prozesses léasst sich durch die erzeugenden Funktionale der Primér— und
Sekundérprozesse ausdriicken. Dabei setzen wir stets voraus, dass die Integrierbarkeitsbedingung (77) erfiillt ist.

Theorem 3.15  Fir das erzeugende Funktional G : H — [0, 1] des Cluster—Prozesses {Np} gilt

Z
G(f)=E (H G”n%f)) ViEH, (80)

wobei G#1 1 H — [0,1] das erzeugende Funktional des (um den Vektor x € RY verschobenen Sekunddir-) Punkt-
prozesses {N](gllm, B € B(RY)} ist.
Beweis

e Sei {5/} eine messbare Indizierung der Atome von {Np}, und sei Z’' = #{n : S/, € R?} die Gesamt-
anzahl der Punkte des Cluster—Prozesses {Np}.

e Dann ergibt sich aus den Definitionsgleichungen (6) und (76) des erzeugenden Funktionals bzw. des
Cluster—Prozesses {Np}, dass

z' z zW
G(HY%E (H f<5;>> ©g (H I 759 - Sj)> ViEH,
n=1 j=1i=1

wobei {Si(j )i > 1} eine messbare Indizierung der Atome des Sekundarprozesses {Ng)} und ZU) =
#{i: Sim € R} die Gesamtanzahl der Punkte von {Ng)} ist.

e Wegen der Unabhéngigkeit der Punktprozesse {S,,}, {Si(l)}, {Si@)}, ... ergibt sich hieraus, dass
Z({Sn}) VA%

Z({sn}) 2D _ _
G(f) = / E{ J] TI#Y -5 | P@fsa}) = / I E{ ]S -s;) | Pa{sa}).
Jj=1 =1 Jj=1 i=1

e Somit gilt o )
an=[ II e™nras) -k <H wa)) 7
j=1

wobel

Zz(1)
G[z](f)zlE(H f(Sf“—x)) Vo eR?. 0
i=1

Beachte

e Das Produkt in (80) kann aus unendlich vielen Faktoren bestehen; insbesondere dann, wenn der Primér-
prozess {5, } stationdr ist.



3 ZUFALLIGE PUNKTPROZESSE o6

e Das Produkt in (80) ist dennoch stets wohldefiniert, weil die Werte samtlicher Faktoren zwischen 0
und 1 liegen.

Korollar 3.3 Wenn der Primdrprozess {Sy,} ein Poisson—Prozess mit dem Intensititsmafs {u®)(B)} ist, dann
gilt fiir das erzeugende Funktional G : H — [0,1] des Poissonschen Cluster—Prozesses {Ng}, dass

G(f) = exp (/]R (Gm(f) _ 1) u(o)(dx)> VieH. (81)

Beweis

e Aus der Darstellungsformel (80) fiir das erzeugende Funktional des Cluster-Prozesses {Np}, die in
Theorem 3.15 hergeleitet wurde, ergibt sich, dass

G(f) = lim Go(f;) VieH, (82)

r—00

wobei Go : H — [0, 1] das erzeugende Funktional des Poissonschen Primérprozesses {S,} ist und die
Funktion f/ € H gegeben ist durch

P G

1 fir x| > r.

— Denn es gilt fiir jedes f € H

zZ
af) @ E (H G[S"](f)> =E (ﬂ“éo 11 G[S"](f)>

n=1 n: S, EB(o,r)
Z
= lim IE( 11 G[S"](f)> = lim E (H f;(sn)>
e n: Sy, €B(o,r) ree n=1
2 lim Go(f),

— wobei sich die letzte Gleichheit aus der Definitionsgleichung (6) des erzeugenden Funktionals von
Punktprozessen ergibt

— und die Vertauschbarkeit von Erwartungswert und Grenzwertbildung in der dritten Gleicheit mit
dem Satz {iber die monotone Konvergenz begriindet werden kann.

e Mit Hilfe der Darstellungsformel (9) fiir das erzeugende Funktional des Poisson—Prozesses {S,}, die in
Theorem 3.3 hergeleitet wurde, ergibt sich nun aus (82), dass fiir jedes f € H

G(f) = lim Go(f;)

T—>00

@ tim exp (/]Rd (fi(z)—1) u@)(dl‘))

7—00

= Tlir{.lo exp </B(O , (G[x] (f) — 1) w0 (dx))

= exp </Rd (G[x] (f) — 1) 1@ (dx)) . -
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3.3.2 Poissonsche Cluster—Prozesse; Eigenschaften des Intensititsschitzers

Wir diskutieren nun zwei asymptotische Eigenschaften des Intensitétsschitzers Aw = Nw /vq(W) fiir stationére
Poissonsche Cluster—Prozesse und verallgemeinern dabei die Ergebnisse, die in Abschnitt 3.2.4 fiir Neyman—Scott—
Prozesse hergeleitet worden sind.

e Sei {S,,} ein homogener Poisson—Prozess mit der Intensitét Ag. Dann ergibt sich aus Theorem 3.14,

— dass der Poissonsche Cluster—Prozess {Np} stationér ist und

— dass N
Aw = — 83
WS ) (83)
fiir jedes W € By(R?) mit 0 < v4(W) < oo ein erwartungstreuer Schiitzer fiir die Intensitéit A von
{NB} ist.

e Aufserdem gilt die folgende Darstellungsformel fiir die Varianz von XW.

Lemma 3.4 Sei W € By(R?) eine beliebige Borel-Menge mit 0 < vg(W) < co. Wenn

/ E (NS )" dz < oo, (84)
Rd
dann gilt
< Ao (1) 2
Var A\yy = /]E Ny,_,) dx. 85
A7) Jga ™ Owe) (85)
Beweis

e Um die Giiltigkeit von (85) zu zeigen, gehen wir dhnlich wie im Beweis von Lemma 3.1 vor.

e Mit der Kurzschreibweise P(d{s,}) = P({Sn} = d{s,}) ergibt sich aus der Definitionsgleichung (76)
von Ny, dass

E(Nw)? = /E(ZN&J/)S) (dfsn})

00 2
E (Z (M3, —END, + ENéé)Sj)) P(d{s,})

Jj=1

((i\/arzvéé e (ZEN‘({, . )2)P(d{sn}).

=1

I Il
— —

e Hieraus ergibt sich, dass
E(Nw)® = /((ZVarN‘(,[J, . /Z ENéglsj)QP(d{sn})
+ [T (NG, ) (BNG, )Pt

i#]

2 2
@ Ao/ VarN$L$dz+A0/ (ENG.) das+()\o/ ENy.,dz)
R4 R4 Rd

wobei sich die letzte Gleichheit aus dem Campbellschen Theorem (vgl. Theorem 3.1) ergibt.
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e Somit ergibt sich, dass

Var Ny, = /\0/ E(NY ) de. O
Rd

Mit Hilfe von Lemma 3.4 ergeben sich die folgenden asymptotischen Eigenschaften des Schétzers XW.

Theorem 3.16

1. Sei Wy, W, ... eine Folge von Beobachtungsfenstern W,, € Bo(R®) mit vqg(W,,) — oo fiir n — oco. Wenn es
Konstanten ¢ < oo und 6 € (0,1) gibt, so dass

ey [ B arse  vasa, )
Rd
dann ist der erwartungstreue Schétzer /A\Wn schwach konsistent, d.h., fir jedes € > 0 gilt

lim P(Aw, — Al >e)=0. (87)

2. Wenn zusditzlich vorausgesetzt wird, dass der Grenzwert

o Jp E(NG)_)" do

o? = nh—>H;o va(Wy) Var Ay, = nh_)rr;o (Vo) (88)
existiert, wobei 0 < 02 < oo, und wenn die Lindeberg—Bedingung
lim — / E((My)_,)"1 (V) ) ) dw =0 Ve>0 (89)
n—oo vg(W,) Jra W —a (Ey/Vd(Wn),OO) Wn—z
erfillt ist, dann ist der Schdtzer XWTL asymptotisch normalverteilt, d.h.,
W. ~
lim P( Lf) (w, — A) < x) — &(x) VzeR. (90)
n—roo o

Beweis

e Aus (85) und (86) folgt, dass lim, Varan = 0. Die stochastische Konvergenz in (87) ergibt sich
somit auf die gleiche Weise wie im Beweis der Theoreme 3.12 bzw. 3.13.

e Um die Verteilungskonvergenz (90) zu beweisen, benutzen wir eine ,,Abschneidetechnik” und betrachten
zunéchst die Zufallsvariablen

e ) - ) ) (n)
Nw, e = ; Ny g e wobei Ny _s.e = N _s, ]I[o,a\/m) (Nansk) )

e Dabei geniigt es zu zeigen, dass es eine Nullfolge ¢ = e(n) — 0 fiir n — oo gibt, so dass

. . Nw,—ENw, . 52
lim E ex (13 U o ) ex (—) =1 VseR 91
n— 00 p +/Var NW,L,E P 2 ( )

sowie

2
Nw,. —ENw_ — (N —EN,
lim E ( W W, ( Wh,e Wn,s) ) -0

\/ Var NWn

d . Var Ny, «
un im ——
n—oo  Var Ny,

=1. (92

n—oo
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— Denn (91) ist gleichbedeutend mit
NW,“&‘ — ENWnyE D

— N(0,1),
v/ Var Ny, .

— und wegen (92) gilt dann auch
Ny —
w, — ENw, D,
v/ Var Ny,
— Mit Hilfe von (85) und (88) ergibt sich hieraus die Giiltigkeit von (90).
e Die Nullkonvergenz in (92) ergibt sich unmittelbar aus (88) und (89),

— denn es gilt

N(0,1).

n—oo

v/ Var Ny,
_ g 2V) 1 /E((N“) )1 (N _,)) da
n—oo Var Ny, n—oo vg(Wy,) Jra Wi—a (5 Vd(W,L),oo) Wy —z

(88) o .. 1 1) 2 1) (89)
= o7 lim /RdE((NWFm) 1. Vd(Wn)m)(NWFI))dx 20

— Hieraus folgt aufterdem, dass

Var Nw, Var Ny, . — Var Ny
lim —>= — 1= lim oy ~
n—oo  Var Ny, n— o0 Var Ny,

2
i B ( Nw, —ENw, — (Nw, - —ENw, ) )

= 0.

e Um die Giiltigkeit von (91) zu zeigen, kann man wie folgt vorgehen.
— Mit Hilfe von Korollar 3.3 ergibt sich so wie im Beweis von Theorem 3.12 (vgl. (61) und (62)),

dass
_ N( ) N( )
E exp(is Nwe = B N e ) =exp| A / E (exp is — S ®E ] is — P ) dgx
v/ Var Ny, - 0 v/ Var Ny, . v/ Var Ny, .

— Wenn wir dabei die in Lemma 3.4 hergeleitete Varianzformel (85) beriicksichtigen, dann erhalten
wir insgesamt, dass

. NW.,LE_ENW,Lé‘ 32
Eexp(ls : : ) exp(;)

v/ Var Ny, .

_ exp<)\0/ E(exp IEVy)L—wE 1 %_,_ 1 (SN‘E;)—“)?) dx).

v/ Var Ny, . Var Ny, 2 \/Var Ny, «

— Aus der Ungleichung

3
‘exp(ix)—l—ix—i— %‘g% Ve eR,
ergibt sich nun die folgende Abschétzung
\ / E( .SN(lgl—xe 1 IS]V()_QLE 1 ( SN‘E;Z_JEE )2>d
ex _— x
0 P v/ Var Ny, . v/ Var Ny, . v/ Var Ny, .

)‘0|S|3 fRd]E(NIS;,)wa,E)S L < )‘0 S|3 \/Vd f]Rd (N(lnfwa)Qd‘r

- 6(Var Ny, .)3/2 - 6(Var Ny, )3/?

[sPe | _va(Wn)
6 VarNWmE ’




3 ZUFALLIGE PUNKTPROZESSE 60

— Damit ist (91) bewiesen, weil die Nullfolge ¢ = ¢(n) so gewéhlt werden kann, dass der letzte
Ausdruck beliebig klein wird. a

3.3.3 Beispiele: Gaufi—Poisson—Prozesse, Neyman—Scott—Prozesse

In diesem Abschnitt betrachten wir zwei Klassen von Poissonschen Cluster—Prozessen, deren Sekundéirprozesse
{N ](31)}, {N ](32)}7 ... jeweils eine spezielle Struktur besitzen. Der Primérprozess {S,} sei in beiden Féllen ein
homogener Poisson-Prozess mit der Intensitiat Ag.

1. Gauf$—Poisson—Prozesse

e Sei S S . Q = R?U {cc} eine Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zufalls-
vektoren, die den Wert ,,Unendlich” annehmen kénnen und die von dem Poissonschen Primérprozess
{S,,} unabhingig sind. Dabei gelte P(S™) = 0) = 0.

e Die Sekundérprozesse {N 1(91)}, {N }(32)}7 ... selen gegeben durch

N = 5,(B) + 650 (B) Vn>1, B € BRY. (93)
e Der Poissonsche Cluster—Prozess {Ng} mit Ng = > > | N gi) s, wird dann Gauf-Poisson-Prozess
genannt.
5"
.Sn
.Snr1
. g2
’ Sﬂf'l
.Sn+2
Abbildung 16: Gauss-Poisson—Prozess
Beachte

e Aus (93) ergibt sich, dass jeder Primérpunkt S,, auch ein Punkt des Cluster—Prozesses {Np} ist
und dass S,, mit der Wahrscheinlichkeit p = P(S™) € R?) einen weiteren Sekundirpunkt an der
Stelle S,, + S erzeugt, vgl. Abbildung 16.

e Aus Korollar 3.3 folgt, dass das erzeugende Funktional G : H — [0,1] eines Gauk—Poisson—
Prozesses gegeben ist durch

G(f) = exp (/\0 [ (@=pr@ 4 [ f@s+) Psan -1) dx> VieH, (o
wobei Pg : B(RY) — [0,1] mit Ps(B) = p~'P(S™") € B) die bedingte Verteilung der Abweichung

des zweiten Sekundérpunktes vom auslosenden Primérpunkt ist (unter der Bedingung, dass es
einen solchen zweiten Sekunddrpunkt gibt).
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2. Neyman—Scott-Prozesse

e Sei {Sl-("), i,n > 1} eine Doppel-Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvektoren
Si(n) : Q — R?, die von dem Poissonschen Primérprozess {S, } unabhingig ist.

— AuRerdem sei T, 7 ... : Q — {0,1,...} eine Folge von unabhingigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen (mit nichtnegativen ganzzahligen Werten), die von den Folgen {Si(")} und {S,}
unabhéngig ist.

— Fiir die Gesamtanzahlen 7, 7). von Sekundérpunkten je Primérpunkt gelte E T < o.

e Die Sekundérprozesse {N g)}, {Ng)}7 ... selen gegeben durch

7(n)
NG =3 640(B) Vn>1, BeB(RY). (95)
i=1

e Der Poissonsche Cluster—Prozess {Ng} mit Ng = > ° | N ,(3"2 s, wird dann Neyman-Scott-Prozess
genannt, vgl. Abbildung 17.

L] SZ
n)
U 83
S” (W]
n
L]
S
n+1
L ]
s ™.

Abbildung 17: Neyman—Scott—Prozess

Beachte

1) Aus Korollar 3.3 folgt, dass das erzeugende Funktional G : H — [0,1] eines Neyman—Scott—
Prozesses gegeben ist durch

G(f) = e (AO [ (o( [ s pstan) <1) dx> VIEH,  (9)

wobei Pg : R? — [0,1] die Verteilung von Si(") ist und g : [-1,1] — [0, 1] die erzeugende Funktion
der Gesamtanzahl von Sekundérpunkten ist, die von einem Prim&rpunkt generiert werden, d.h.,

(1)

g(z) =Ez" Vze[-1,1].

2) Wenn die Gesamtanzahl von Sekundérpunkten, die von einem Primérpunkt generiert werden,
poissonverteilt ist mit dem Parameter \;, d.h., wenn g(z) = e~ fiir jedes z € [~1,1], dann
ergibt sich aus (96), dass

G(f) :exp<)\0 /Rd(exp()\l(/Rd flz+y) Ps(dy) — 1)) - 1) dx) VfieH. (97)

3) Wenn auferdem vorausgesetzt wird, dass die Verteilung Pg des Vektors zwischen Sekundarpunkt
und zugehorigem Primérpunkt absolutstetig ist, dann l4sst sich (97) wie folgt umformen.
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e Mit Hilfe der Darstellungsformel (9) fiir das erzeugende Funktional des Poisson—Prozesses
{Sn}, die in Theorem 3.3 hergeleitet wurde, ergibt sich aus (97), dass

G(f) = ]E<ﬁexp()\1(/Rdf(5n+y)PS(dy)—1)>>
)

I
=
/N
@
]
o)
>
3
gk
N
T
=
"
+
)
£
o
S
|
-
SN—

I
=
/N
[©]
>
e}
~ ~ ~
>
flrt
[~]e
a \
—
&h
5
3
+
<
N~—
|
—_
SN—
s
—
[N
s
~—— ~—r
~

n=1 R
- E <exp Al;/ﬂ% (f(z) — 1) Ps(dz — S,) )
= E <exp<—/d(l — f(z)) Z)\(l)(gg—S )da:)) ,
n=1

wobei A1) (z) = \; ps(z) und pg : R = [0, 00) die Dichte von Pg ist.

e Der letzte Ausdruck stimmt mit den Formeln (48) und (49) iiberein, d.h., in diesem Fall
kann der Neyman-Scott—Prozess {Np} nicht nur als Poissonscher Cluster—Prozess, sondern
gleichzeitig auch als Cox—Prozess aufgefasst werden.

3.4 Ergodizitat; starke Konsistenz des Intensitédtsschatzers
Fiir stationdre Cox— bzw. Cluster-Prozesse wurden in den Abschnitten 3.2 und 3.3 hinreichende Bedingungen fiir
die schwache Konsistenz des Intensitiatsschitzers Ay, diskutiert.

Wir geben nun einen Ergodensatz fiir allgemeine dynamische Systeme an und zeigen dann, wie dieser Ergodensatz
zum Nachweis der starken Konsistenz von Ay genutzt werden kann.

3.4.1 Dynamische Systeme; individueller Ergodensatz

Zunéchst zeigen wir, dass stationdre Punktprozesse bzw. stationére zufillige Mafe als dynamische Systeme auf-
gefasst werden konnen.

e Zur Erinnerung: Mit N wird die Familie aller lokal endlichen Z#hlmake ¢ : B(RY) — {0,1,...} U {oc}
bezeichnet, d.h., es gilt p(B) < oo fiir jedes B € By(R?) und @(UZOZI Bn> = >, ¢(By) fiir paarweise
disjunkte By, Ba, ... € B(R?).

e Auflerdem betrachten wir

— die o-Algebra N/ C P(N), wobei A/ die kleinste o—Algebra von Teilmengen von N ist, so dass ¢ — ¢(B)
fiir jedes B € By(R%) eine (N, B(R))-messbare Abbildung ist,

— und die Familie {T,, € R?} von (N, N)-messbaren Verschiebungsoperatoren T, : N — N, so dass
(To9)(B) = (B + ) Vo eR?, BeBRY), (98)

d.h., jedem Zéhlmaf ¢ = >~ a,d,, aus N wird das Zéhlmak T, = 3 ands,—, zugeordnet, wobei
sdmtliche Atome von ¢ um den Vektor —z verschoben werden.

— Die ,Gewichte” a,, € R\ {0} der Atome s,, bleiben dabei unveridndert.
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e Man kann sich leicht iiberlegen, dass der Punktprozess {Np} genau dann stationér ist,

— wenn seine Verteilung Py invariant beziiglich {T,} ist, wobei Py(A) = P(N € A) fiir jedes A € N,

— d.h., die in Abschnitt 3.1 betrachtete Definitionsgleichung (16) fiir die Stationaritit von Punktprozessen
gilt genau dann, wenn

Py (A) = Py(T,A) VeeRY, Ae N, (99)
wobei T, A ={T,p: ¢ € A}.
e Die Stationaritit von beliebigen (nicht notwendig ganzzahligen) zufélligen Mafken {Ap} lasst sich auf die
gleiche Weise charakterisieren.
— Hierfiir betrachten wir die Menge M der lokal endlichen Mafe i : B(R?) — [0, o0], d.h., es gilt n(B) < oo
fiir jedes B € By(R?) und n(UZO:l Bn> = > n(By) fiir paarweise disjunkte By, Ba, ... € B(R?).
— Auferdem sei M die kleinste o—Algebra von Teilmengen von M, so dass 1 ~ 1(B) fiir jedes B € By(R?)
eine (M, B(R))-messbare Abbildung ist.
— Genauso wie in (98) definieren wir die Familie {T,, z € R?} von (M, M)-messbaren Verschiebungs-
operatoren T, : M — M, so dass
(T.n)(B) = n(B + z) Vz e RY B e BRY). (100)
e Man kann sich leicht {iberlegen, dass das zufillige Maf {Ap} genau dann stationér ist,

— wenn seine Verteilung P invariant beziiglich {T,} ist, wobei Py(A) = P(A € A) fur jedes A € M,

— d.h., die in Abschnitt 3.2 betrachtete Definitionsgleichung (31) fiir die Stationaritéit von zufélligen
Mafen gilt genau dann, wenn

Pr(A) = PA(T,A) VzeRY Ae M. (101)

wobei T, A = {T,n: n € A} fiir beliebige z € R? und 4 € M.

Beachte

e Wenn die Wahrscheinlichlichkeitsraume (N, N, Py) bzw. (M, M, Py) mit der in (98) bzw. (100) einge-
fiihrten Familie T = {T,, z € R?} von (maRerhaltenden) Verschiebungsoperatoren ergiinzt werden, fiir
die (99) bzw. (101) gilt, dann sagt man, dass (N, N, Py, T) und (M, M, Py, T) dynamische Systeme
sind.

e Die in (98) bzw. (100) eingefiihrten Familien {T,, x € R%} von Verschiebungsoperatoren besitzen die
Eigenschaft einer (algebraischen) Gruppe, denn offenbar gilt

Tyt =T, T,y und T, T_,=1 Va2’ € RY.

e In Abschnitt 4 werden wir den Begriff des dynamischen Systems auch fiir den Fall eines beliebigen,
nicht ndher spezifizierten Wahrscheinlichkeitsraumes (2, A, P) bendtigen.

— Dabei wird als Indexmenge G der Operatoren-Gruppe {T,, € G} nicht nur der (kontinuierliche)
d-dimensionale euklidische Raum R? betrachtet, sondern beispielsweise auch die (diskrete) Menge
Z=A...,-1,0,1,...} der ganzen Zahlen.

— Im letzeren Fall wird anstelle des Lebesgue-Mafes iiber B(RY), das Zahlmaf iiber P(Z) betrachtet.

— Deshalb fithren wir nun den Begriff des dynamischen Systems noch in einem allgemeineren Kontext
ein, der beide Situationen als Spezialfélle erfasst.
Definition

e Sei (2, A, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, und sei G eine beliebige Abelsche lokalkompakte
Hausdorffsche Gruppe, die dem zweiten Abzédhlbarkeitsaxiom gentiigt.
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e Die Verkniipfungsoperation in G bezeichnen wir weiterhin mit ,,+”. Aufierdem sei B(G) die o—Algebra
der Borel-Mengen in G, und sei v : B(G) — [0,00] das (bis auf einen konstanten Faktor eindeutig
bestimmte) Haarsche Majs, so dass

v(B) = v(B +z) VzeG, BeB@G).

e Sei {T;, © € G} eine Familie von eineindeutigen (A, .A)-messbaren Abbildungen T, : @ — Q. Man
sagt, dass {T,} eine Strémung (bzw. ein Flow) in (£, A, P) ist, wenn

P(A) = P(T,A) VeeG, Ac A,
Tyiw =Ty Ty und T, T_, =1 Va,o' € G,
{(z,w): T,we A} e B(G)® A VAe A.

e Wenn T = {T,} eine Stromung in (2, A, P) ist, dann sagt man, dass das Quadrupel (2, A, P, T) ein
dynamisches System ist.

Die Frage nach der starken Konstistenz des Intensitéatsschatzer XW, die wir am Anfang von Abschnitt 3.4 erwahnt
hatten, hingt eng mit den beiden folgenden Fragestellungen zusammen.

Sei (2, A, P,T) ein beliebiges dynamisches System, und sei X : @ — R eine beliebige Zufallsvariable, so dass
E|X| < oco. Auferdem sei Wi, Wa,... € B(G) eine Folge von Borelschen Teilmengen der Index-Menge G mit
0 <v(W,) < oo fiir jedes n > 1.

1) Unter welchen Bedingungen existiert der Grenzwert

) 1
X(w) = lim DA /Wn X(T,w)v(dx) (102)

n—oo U

fiir P—fast jedes w € Q, wobei v : B(G) — [0, oo] das Haarsche Maf ist.
2) Wann gilt fiir die in (102) gegebene Zufallsvariable X : Q — R, dass
X=E(X|I), (103)
wobei E (X | Z) die bedingte Erwartung von X beziiglich der o—Algebra
I={AeA: A=T,AVzxeG}.

aller T—invarianten Mengen aus A ist.

Das folgende Resultat, dass in der Literatur individueller Ergodensatz genannt wird, gibt eine Antwort auf diese
beiden Fragen.

Theorem 3.17  Sei Wy, Wa, ... € B(G) eine Folge von Borelschen Teilmengen der Index—Menge G, so dass

Wy C Whia und 0 <v(W,) <o Vn>1, (104)
) V(Wn N (W, — m))
n11_}120 V) =1 VeeG (105)
und . W)
v n - n
sup —————— < 00, 106
nZIi V(Wn) ( )

wobet W,, — W,, ={z—y: x,y € W, }. Dann ezistiert der Grenzwert in (102) fiir P—fast jedes w € Q, und es gilt
(103).
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Einen Beweis von Theorem 3.17 findet man beispielsweise in dem Buch von A.A. Tempelman (1992), Ergodic
Theorems for Group Actions: Informational and Thermodynamical Aspects, Kluwer, Dordrecht.

Beachte Von besonderer Bedeutung ist der Fall, dass der Grenzwert X (w) in (102) existiert und P-fast sicher
konstant ist. Dann ergibt sich aus (103), dass

X=E(X|I)=EX, (107)

d.h., das ,Raummittel” X stimmt mit dem ,Scharmittel” E X i{iberein.

Definitionen
e Eine Folge Wy, Ws, ... € B(G) von Borelschen Teilmengen der Index—Menge G, die den Bedingungen
(104) — (106) geniigt, wird mittelnde Folge genannt.

e Man sagt, dass das dynamische System (2, 4, P, T) ergodisch ist, wenn fiir jede integrierbare Zufalls-
variable X : 2 — R und fiir jede mittelnde Folge {W,} gilt, dass die in (102) gegebene Zufallsvariable
X : 2 — R mit Wahrscheinlichkeit 1 konstant ist.

e Ein stationdrer Punktprozess {Np} heifit ergodisch, wenn das dynamische System (N, NV, Py, T) ergo-
disch ist.

Aus Theorem 3.17 ergibt sich, dass der Intensitiitsschitzer Ay = Ny /vq(W) die folgende (starke) Konsistenz-
eigenschaft besitzt, wenn der Punktprozess { Np} ergodisch ist. Beispiele ergodischer Punktprozesse werden wir
spater in Abschnitt 3.4.3 diskutieren.

Theorem 3.18 Sei {Np} ein ergodischer Punktprozess mit der Intensitit \. Dann gilt

P( Tim N e =) =1 (108)

Beweis

e Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass der Punktprozess { Ng} tiber dem
ykanonischen” Wahrscheinlichkeitsraum (N, A/, Py) gegeben ist.

e Dann gilt fiir beliebige n > 1 und ¢ € N, dass

Newiel) = ellomnl®)= [ ot

Il
—

Rd

{7n7n]d

/ T 1.0y (y) 0(de) dy
d [_n7n]d

S 5

o([-n,n)*Ny,y+1])dy.

d

e Hieraus ergibt sich, dass
/[ . o([y,y+1]) dy < Ny pa(ep) < /[ . o(ly,y+1]) dy
—n,n—1 —n—1,n

bzw.

/[ ) Typ([0.1)%) dy < Ni-n o) < /[ Jo Ty([0,1]%) dy.
—n,n—1]¢ Cnelm
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e Weil {W,,} und {W.} mit W,, = [-n,n — 1]¢ bzw. W}, = [-n — 1,n]? mittelnde Folgen sind und weil

Vd([—n, n —1]4) Vd([—n —1,n]%)

li =1 =1,
nboo  vg([—mnld)  noee vg([—n,n]d)
ergibt sich nun mit Hilfe von Theorem 3.17, dass der Grenzwert
~ Ni_p ma(9) 1
. . [—n,n]e ¥ . / d
lim Aj_ =1 ———" =1 _ T 0,1]%)d
A Nt = I D ) = R () S U0
mit Wahrscheinlichkeit 1 existiert und konstant ist.
e Somit ergibt sich mit Hilfe von (103) und (107), dass
. N _ d _
Jim Sage = [ o017 Puldg) = A -

Beachte
e Die Aussage von Theorem 3.18 gilt natiirlich nicht nur fiir kubische Beobachtungsfenster der Form
W, = [-n,n]?.

e Wenn {Np} ergodisch ist mit der Intensitat A\, dann l&sst sich auf dhnliche Weise wie im Beweis von
Theorem 3.18 zeigen, dass zum Beispiel auch

P( lim Ap(on) = )\) —1.
n—oo

e Die Giiltigkeit von Theorem 3.18 kann dariiber hinaus fiir Folgen von Beobachtungsfenstern gezeigt
werden, die nicht konvex sind und die oft bei geographischen Daten betrachtet werden.

— Beispielsweise gilt Theorem 3.18 auch dann, wenn {W,,} durch die Dilatation einer polykonvexen
Menge gebildet wird,

— d.h., wenn
j
W, = (UBi)@B(o,n) Vn>1,

i=1

wobei die Mengen By, ..., B; € Bo(R?) konvex sind mit o € intB;, fiir ein i € {1,...,j} und die
Minkowski—-Summe A ® B gegeben ist durch A@ B={x+y: x € A, y € B}.

3.4.2 Ergodizitidtskriterien

In der Literatur werden weitere (dquivalente) Definitionsmoglichkeiten fiir die Ergodizitét von dynamischen Sys-
temen betrachtet. Wir erwdhnen hier zunéchst zwei solcher Ergodizitéatskriterien, ohne sie zu beweisen.

Theorem 3.19 Das dynamische System (Q, A, P, T) ist genau dann ergodisch, wenn
max{P(A), P(A°)} =1 VAeTl (109)

oder wenn jede Darstellung

P=pP + (1-p)P" mit p € [0,1] (110)

des Wahrscheinlichkeitsmafes P als Mischung zweier T—invarianter Wahrscheinlichkeitsmafe P', P diber A tri-
vial ist, d.h., wenn max{p,1 —p} =1 oder P = P".
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Beachte
e Die Bedingung (109) bedeutet, dass die T-invarianten Teilmengen A € 7 eines ergodischen dynami-
schen Systems (2, A, P, T) nur die Wahrscheinlichkeiten 0 oder 1 besitzen kénnen.

e Es ist klar, dass jede Linearkombination (110) von T—invarianten Wahrscheinlichkeitsmafen P’ P”
iiber A erneut ein T-invariantes Wahrscheinlichkeitsmafl ergibt. In diesem Sinne bildet die Familie
aller T—invarianten Wahrscheinlichkeitsmafie iiber A einen Simplex.

e Die Bedingung (110) bedeutet, dass die ergodischen T—invarianten Wahrscheinlichkeitsmafe iiber .4
die Eckpunkte dieses Simplex bilden.

Mit Hilfe von Theorem 3.19 lisst sich auf einfache Weise noch ein drittes Ergodizitétskriterium herleiten.

Theorem 3.20 Das dynamische System (Q, A, P,'T) ist genau dann ergodisch, wenn es eine mittelnde Folge
{W,} gibt, so dass

. 1 / _ / /
Jim s /Wn P(ANT,A) v(dz) = P(A)P(A) VA A €A (111)

Beweis

e Wir nehmen zunéchst an, dass das dynamische System (Q2,.A, P, T) ergodisch ist, und zeigen, dass
(111) fiir jede mittelnde Folge {W,,} gilt.

e Aus der T-Invarianz des Wahrscheinlichkeitsmafes P ergibt sich, dass fiir beliebige A, A’ € A

1
v(Wh)

1
v(Wh)

/ P(ANT A" v(dz) = / P(T_,ANA")v(dz)
W

Wy
! 1
v(W,) /n / T4(Tyw) P(dw) v(dz) = /A/ SOV /n T4(Tow) v(de) P(dw)
und somit
‘y(;/n) /W P(ANT,A") v(dz) — P(A) P(A")

| / (ﬁ /W L4(T,0) v(dr) — P(4)) P(d)
1

< /A s /Wn 14(T,w) v(dz) —P(A)‘P(dw).

e Um die Giiltigkeit von (111) zu beweisen, ist zu zeigen, dass der letzte Ausdruck gegen 0 strebt fiir
n — oo.

— Dies ergibt sich aus dem Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz, denn es gilt

1

‘m/ T (Tow) v(dz) — P(A)| <1,

n

— und mit X (w) = T4(w) ergibt sich aus (102) und (107), dass

1

nl;rréom /Wn I4(T,w)v(dz) =ET4 = P(A).

e Wir nehmen nun umgekehrt an, dass (111) fiir eine mittelnde Folge {W,,} gilt.
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— Fir A= A’ € T gilt dann

P(4) = y(vlvn) /Wn P(A)v(dz) = (Van) /Wn P(ANT,A) v(dz)
1

v

= B /Wn P(ANT,A") v(dz) — P(A) P(A'),

dh., es gilt P(A) = (P(A))” baw. max{P(A), P(A°)} = 1.
— Aus der Bedingung (109) in Theorem 3.19 ergibt sich somit, dass (€2, A, P, T) ergodisch ist. O

Beachte

e Bei Anwendungen von Theorem 3.20 kann es niitzlich sein zu beachten, dass sich die Ergodizitit von
(Q, A, P, T) bereits aus der Giiltigkeit von (111) fiir alle A, A’ € R ergibt, wobei R C A ein Halbring
ist, der die o—Algebra A erzeugt.

e Unter einem Halbring R versteht man dabei ein nichtleeres Mengensystem, das die folgenden Eigen-
schaften besitzt:

— Aus A, A’ € R folgt, dass AN A" € R.

— Fiir beliebige A, A’ € R mit A D A’ gibt es eine endliche Folge von paarweise disjunkten Mengen
Ap,...,A, €R,sodass A\A'=A,U...UA,.

In diesem Zusammenhang bendtigen wir ein grundlegendes Resultat der Mengen—Algebra, das in der Literatur
der Satz iber monotone Klassen (bzw. Monotone Class Theorem) genannt wird.

Lemma 3.5

e Sei R ein Halbring von Teilmengen von Q, der die Ereignis-o—Algebra A erzeugt, d.h., A= o(R).
e Sei G ein weiteres System von Teilmengen von £, so dass

1) RCGCAundQeg,
2) Ui, Bi € G fiir jede endliche Folge By, ...,B, € G,
3) Usey Bi € G fiir jede monotone Folge By, Bs,... € G mit By C By C ...

e Dann gilt G = A.
Mit Hilfe von Lemma 3.5 kénnen wir nun zeigen, wie die Bedingung in Theorem 3.20 abgeschwicht werden kann.

Theorem 3.21  Sei R ein Halbring von Teilmengen von Q mit A = o(R). Dann ist das dynamische System
(Q, A, P, T) ergodisch, wenn es eine mittelnde Folge {W,} gibt, so dass (111) fiir beliebige A, A" € R gilt.

Beweis
e Sei {W,} eine mittelnde Folge, so dass (111) fiir beliebige A, A" € R gilt. Wegen Theorem 3.20 geniigt
es zu zeigen, dass dann (111) auch fiir beliebige A, A" € A gilt.

e Wir zeigen zunéchst, dass (111) fiir beliebige A € G, A’ € R gilt, wobei G ein System von Teilmengen
von () ist, das den Bedingungen von Lemma 3.5 geniigt.
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— Aus der Additivitdt von Wahrscheinlichkeitsmafen ergibt sich, dass (111) fiir beliebige A, A" mit
A= A1 U A2 und Al,AQ, A ER gilt, denn es gllt

. 1 /
. 1 / / /
= Jlim oo /W (P(A1NToA') + P(A2 N T, A) = P((A1 1 A2) N T, A') ) v(da)

= (P(A1) + P(43) — P(4; N A3)) P(A') = P(4) P(A').

— Auf dhnliche Weise ergibt sich, dass (111) fiir Mengen A, A’ gilt, wobei A = A; U...U A, und
A, L ALA ER
— Hieraus ergibt sich fiir beliebige A’, A1, As,... € R, dass

lim sup % /Wn P(g AN TxA’) — P(l@1 Ai) P(A) V(dx)’

n—oo

< liisotip % /Wn ’P(g AN TxA') — P(:LJl A; N TmA’> v(dx)
+limsup ﬁ /Wn ’PCU1 e TxA’> - P(:U1 Ai) PAY| v(dx)
+ lim sup V(;/n) /Wn ’P(ileAZ) P(A’)P(gAi) P(AY| v(da)

< 2P(GA1\LJJA1),

wobei der letzte Ausdruck gegen 0 strebt fiir j — oo, d.h., (111) gilt fiir beliebige Mengen A, A’
mit A=A, UA3U... und A/,A17A2,... €R.
e Weil (111) offenbar auch fiir A, A’ mit A =Q und A’ € R gilt, ergibt sich aus Lemma 3.5, dass (111)
fiir beliebige A, A’ mit A € Aund A’ € R gilt.
e Durch Vertauschung der Rollen von A und A’ ergibt nun auf die gleiche Weise, dass (111) fiir beliebige
A, A" mit A, A’ € A gilt. O

3.4.3 Ergodizitidt von Cox—Prozessen; Beispiele

In diesem Abschnitt diskutieren wir Beispiele von ergodischen Cox—Prozessen, wobei wir zunéichst zeigen, dass
homogene Poisson—Prozesse ergodisch sind. Danach leiten wir allgemeine Bedingungen fiir die Ergodizitat von
Cox—Prozessen her. Schlieflich zeigen wir, dass die in Abschnitt 3.2.3 eingefiihrten modulierten Poisson—Prozesse
ergodisch sind.

e Zur Erinnerung: Man sagt, dass ein stationiirer Punktprozess {Ng, B € B(R%)} ergodisch ist, wenn das
dynamische System (N, N, Py, T) ergodisch ist.

e Analog hierzu sagt man, dass ein stationires zufilliges Mak {Ap, B € B(R?)} ergodisch ist, wenn das
dynamische System (M, M, Py, T) ergodisch ist.

e Ein stationires Intensitiitsfeld {)\,, € R?} heift ergodisch, wenn das dynamische System (DD, D, Py, T)
ergodisch ist.

— Dabei ist D die Familie aller v4—Aquivalenzklassen von Lebesgue-messbaren und lokal integrierbaren
nichtnegativen Funktionen f : R? — [0,00), d.h., zwei solche Funktionen f, f’ : R — [0, 00) werden
als identisch erachtet, wenn f(z) = f'(z) fiir v4—fast jedes z € R gilt.
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— D ist die kleinste o—Algebra von Teilmengen von D, so dass sémtliche Abbildungen f +— 7 von D nach
M mit

n(B) = /Bf(x) dz VB e BRY), (112)

(D, M)—messbar sind.
— Die Verschiebungsoperatoren T = {T,, € R?} gegeben sind durch

(T2 f)(y) = f(xz+y) Vz,y e R feD.

Theorem 3.22 Sei {Np} ein homogener Poisson—Prozess mit der Intensitat A. Dann ist {Np} ergodisch.

Beweis

e Wir betrachten das dynamische System (N, N, Py, T) und zeigen, dass (111) fiir die mittelnde Folge
{W,,} mit W,, = [-n,n]? und fiir beliebige A, A’ € R gilt, wobei das Mengensystem R C A gegeben
ist durch

R:{{@GN: ki < @(By) < li,i=1,...,m}, m>1, B; € Q°, ki,éie{(),l,...}u{oo}}. (113)

Fiir beliebige m,m’ > 1, B;, B, € Q¢ und k;, k!, £;,¢; € {0,1,...} U {oco} sei nun

A={peN: k; <¢oB;)<li,i=1,....m} und A ={peN:k <oB)<l,i=1...,m'}.

Die Radius r > 0 sei so gewéhlt, dass (", B;) U (U:’il Bj) C B(o,r).

Aus der Homogenitét und den Unabhéngigkeitseigenschaften des Poisson—Prozesses {Np} ergibt sich

dann, dass
Py(ANT,A) = Py(A) Py(T,A") = Py(4)Py(4A) Va e [-n,nl?\ Blo,2r). (114)
e Somit gilt
1
li _— Py(ANT, A d
5 T s ™ e
1
= lim / Py(ANTLA) vy(de
n—=oo (2n)4 Ji_p, n1a\ B(o,2r) w ) va(da)
L / Py (A) Py(A) va(dz) = Py(A) Py(A').
n—oo (2n)% )iy, nja\ B(o,2r)

e Weil das in (113) eingefiihrte Mengensystem R ein Halbring ist mit o(R) = A/, ergibt sich nun die
Behauptung mit Hilfe von Theorem 3.21. O

Theorem 3.23  Ein stationdrer Coz—Prozess {Ng} ist genau dann ergodisch, wenn das zugehdrige zufillige
Intensititsmaf8 {Ap} ergodisch ist.

Beweis

e Wir fithren einen indirekten Beweis und nehmen zunéchst an, dass das zufillige Intensitdtsmall {Ag}
von {Np} nicht ergodisch ist.
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— Wegen der Darstellungsformel (110) in Theorem 3.19 hat die Verteilung Py von {Ap} die Form
Py=pPy + (1-p) Py, 0<p<l, (115)

wobei P}, Py zwei T—invariante Wahrscheinlichkeitsmafe {iber M sind mit Py # Py.

— Hieraus ergibt sich mit Hilfe der Darstellungsformel (26) fiir die Verteilung von Cox—Prozessen,
dass auch die Verteilung Py von {Ng} die Form

Py =pPy + (1-p) Py

hat, wobei 0 < p < 1.

Dabei ergibt sich aus Theorem 3.7, dass Py # Py, und aus Theorem 3.8, dass Py, Py zwel
T-invariante Wahrscheinlichkeitsmafe iiber N sind.

— Durch die erneute Anwendung von Theorem 3.19 ergibt sich somit, dass { Ng} nicht ergodisch ist.

e Wir nehmen nun umgekehrt an, dass der Cox—Prozess { Np} nicht ergodisch ist, und zeigen, dass dann
auch das zugehdrige zufillige Intensitdtsmaft {Ap} nicht ergodisch ist.

— Wegen Theorem 3.19 gibt es eine T—invariante Menge A € N mit 0 < Py(A) < 1.

— Hieraus ergibt sich mit Hilfe der Darstellungsformel (26) fiir die Verteilung von Cox—Prozessen,
dass
0<Pr(neM: Py(A|A=n)<c)<1 (116)

fiir einen gewissen Schwellenwert ¢ € (0,1).
— Weil A € NV eine T—invariante Menge ist, gilt

PN<A|A:n):PN(TwA|A:Twn):PN(AlA:Twn) V’I]EM,.Z‘ERd.

— Dies bedeutet, dass die in (116) betrachtete Menge {n € M : Py(A | A = n) < ¢} ebenfalls
T-invariant ist.

— Hieraus und aus (116) ergibt sich durch die erneute Anwendung von Theorem 3.19, dass {Ap}
nicht ergodisch ist. (Il

Korollar 3.4 Sei {\,;} ein stationdres Intensititsfeld, und sei {Ng} der zugehérige stationire Coz—Prozess mit
dem zufilligen Intensitatsmafl {Ap}, wobei

Ap = / A, dz VB € BRY). (117)
B
Wenn das Intensitdtsfeld {\,} ergodisch ist, dann ist auch der Cox—Prozess {Np} ergodisch.

Beweis
e Sei A € M eine T—invariante Menge von absolutstetigen Mafsen aus M, und sei Ap € D das Urbild
von A unter der in (112) betrachteten Abbildung f +— 1 von D nach M.
— Weil T,n € A fiir beliebige n € A, x € R? und weil

Ta)B) =n(B=a)= [ o= [ fy-aay= [ (Cnwa  vBeBRY.

gilt somit auch T_, f € Ap bzw. T, f € Ap fiir beliebige f € Ap und z € R%.
— D.h., das Urbild Ap € D ist ebenfalls eine T—invariante Menge.

e Das Intensitdtsfeld {\;} sei nun ergodisch.
— Dann ergibt sich aus Theorem 3.19, dass max{P,,}(4p), Ppx,}(Af)} = 1.
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— Hieraus folgt, dass max{Py(A), Py(A°)} = 1 fiir jede eine T-invariante Menge A € M von absolut-
stetigen Maflen aus M.

— Durch die erneute Anwendung von Theorem 3.19 ergibt sich nun, dass das zuféllige Intensitéitsmafs
{Ap} ergodisch ist.

e Aus Theorem 3.23 ergibt sich somit, dass auch der zugehorige Cox—Prozess {Np} ergodisch ist. ]

Beachte

1) Mit Hilfe von Korollar 3.4 14sst sich sofort zeigen, dass { Np} ergodisch ist, wenn {Np} ein homogener
Poisson-Prozess mit der Intensitét A ist.

e Denn fiir das Intensitétsfeld {\,} von {Np} gilt dann, dass P(A; = A) = 1 und somit P(A4) =0
fiir alle anderen T—invarianten Mengen A € D.

e Aus Theorem 3.19 ergibt sich nun, dass {\;} ergodisch ist.

o Wegen Korollar 3.4 ist also auch der Poisson-Prozess {Np} ergodisch.

2) Auf dhnliche Weise kann man sich iiberlegen, dass der in Abschnitt 3.2.3 eingefiihrte modulierte
Poisson—Prozess { Ng} ergodisch ist.

e Denn das Intensitétsfeld {A,} von {Np} kann als zufélliges Feld {iber dem kanonischen Wahr-
scheinlichkeitsraum (N, N, P) des zugrundeliegenden homogenen Poisson—Prozesses {S,} aufge-
fasst werden,

— d.h., es gibt eine (N, D)-messbare Abbildung, die jeder Realisierung von {S,,} eine Realisierung
von {\;} zuordnet.

— Dabei besitzen die verschiebungsinvarianten Mengen von Realisierungen des zufélligen Feldes
{\2}, deren Wahrscheinlichkeit nicht 0 ist, die Form {{\;(¢),z € R*} : ¢ € A}, wobei A € N/

eine T-invariante Teilmenge von N ist.
o Weil
P({\(p),z €RY}: p € A) = Py(A) (118)

und weil der Poisson—Prozess {S,,} ergodisch ist, konnen wegen Theorem 3.19 die in (118) betrach-
teten Wahrscheinlichkeiten nur die Werte 0 oder 1 annehmen.

e Wegen Theorem 3.19 bedeutet dies, dass {\,} ergodisch ist.
e Hieraus und aus Korollar 3.4 ergibt sich die Ergodizitéit des modulierten Poisson—Prozesses {Np}.

3.4.4 Ergodische Cluster—Prozesse

Bevor wir einige Beispiele ergodischer Cluster—Prozesse kurz diskutieren, geben wir zunéchst ein allgemeines
Ergodizitéatskriterium fiir stationdre Cluster—Prozesse an.

Theorem 3.24  Ein stationdrer Cluster—Prozess {Ng} ist genau dann ergodisch, wenn der zugrundeliegende
Primdrprozess {S,} ergodisch ist.

Der Beweis von Theorem 3.24 wird weggelassen, denn er verlduft vollig analog zum Beweis von Theorem 3.23.

Beachte

1) Aus den Theoremen 3.22 und 3.24 ergibt sich sofort, dass jeder stationére Poissonsche Cluster—Prozess
ergodisch ist.
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e Hieraus folgt insbesondere, dass die in Abschnitt 3.3.3 betrachteten Gauk—Poisson—Prozesse und
Neyman—Scott—Prozesse ergodisch sind.

e Wegen der am Ende von Abschnitt 3.3.3 gemachten Anmerkungen ist aufserdem klar, dass auch
der Matérn—Cluster—Prozess ergodisch ist, der in Abschnitt 3.2.3 eingefiihrt worden ist.

2) Mit Hilfe von Theorem 3.24 kénnen jedoch auch ergodische Cluster—Prozesse gewonnen werden, deren
Primérprozesse keine Poisson—Prozesse sind.

e Beispielsweise ergibt sich aus Theorem 3.24, dass jeder stationére Cluster—Prozess ergodisch ist,
dessen Primérprozess ein ergodischer Cox—Prozess ist.

e Dies gilt also insbesondere dann, wenn der Primérprozess ein modulierter Poisson—Prozess ist.

3.5 Gibbs—Prozesse

Ausgehend von Poisson—Prozessen ldsst sich noch eine weitere Klasse von Punktprozessen konstruieren, und
zwar mit Hilfe von Radon—Nikodym—Dichten. Dies sind so genannte Gibbssche Punktprozesse bzw. kurz Gibbs—
Prozesse.

Gibbs—Prozesse bilden dabei eine Klasse von Punktprozessen, die im allgemeinen nicht stationér sind und deren
Verteilung absolutstetig beziiglich der Verteilung eines Poissonschen (Referenz—) Punktprozesses ist.

Fiir die mathematische Definition von Gibbs—Prozessen benétigen wir den Begriff des kanonischen Wahrschein-
lichkeitsraumes von zufélligen Punktprozessen, der bereits in den Abschnitten 2.1.1 bzw. 3.4.1 betrachtet worden
ist.
e Zur Erinnerung: Sei N die Familie aller lokal endlichen Zihlmake ¢ : B(R?) — {0,1,...} U {00}, d.h.,
— es gilt ¢(B) < oo fiir jedes beschrinkte B € B(R?)
— und @(Uzil Bn) =Y, ¢(By) fiir paarweise disjunkte By, Bs, ... € B(R?).

o Auferdem sei A die kleinste o—Algebra von Teilmengen von N, so dass ¢ — ¢(B) fiir jedes beschrinkte
B € B(R?) eine (N, B(R))-messbare Abbildung ist.

e Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmak P : N/ — [0,1] ist dann durch (N, A, P) der kanonische Wahrschein-
lichkeitsraum eines Punktprozesses gegeben, d.h., P kann als die Verteilung eines zufélligen Zdhlmafes
N : N — N aufgefasst werden, das durch die Identitit N(¢) = ¢ gegeben ist.

3.5.1 Endliche Gibbs—Prozesse

Bei Anwendungen wird oft vorausgesetzt, dass das Intensitiitsma p : B(R?) — [0,00] des zugrundeliegenden
Poisson—Prozesses endlich ist. Aulerdem setzen wir (so wie bisher) stets voraus, dass p diffus ist.

e Das bedeutet insbesondere, dass die Realisierungen eines solchen Poisson-Prozesses mit Wahrscheinlichkeit 1
nur endlich viele Atome besitzen und dass diese Atome die Wertigkeit 1 besitzen, d.h., fiir die Verteilung P
eines Poisson-Prozesses mit einem solchen IntensitétsmaR u gilt P(N(¢)) = 1, wobei

N(e):{¢226sn eN: (RY) < oo, 5; # 3, fﬁri;«éj}. (119)

e Dann besitzt auch der zugehorige (absolutstetige) Gibbs—Prozess mit Wahrscheinlichkeit 1 nur Realisierun-
gen aus N(©),
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Diese Situation soll nun genauer untersucht werden. Sie ist beispielsweise dann gegeben,

e wenn die Gibbs—Prozesse nur in einem beschriinkten Beobachtungsfenster W € B(R?) mit 0 < v4(W) < oo
betrachtet werden

e und wenn deshalb vorausgesetzt wird, dass der Poissonsche Referenzprozess mit Wahrscheinlichkeit 1 nur

Atome in W besitzt.

In diesem Fall wird oft angenommen, dass das IntensitétsmaR ; : B(R?) — [0, 00) des zugrunde liegenden Poisson—
Prozesses die Einschriankung des Lebesgue—Mafses auf W ist mit

w(B) = vg(BNW) VB e BRY). (120)

Definition

e Sei @ : N — [0,1] die Verteilung eines Poisson—Prozesses mit dem diffusen und endlichen Intensitéts-
maf p : B(R?) — [0, 00).

e Auflerdem sei f : N — [0, 00) eine Funktion, die den folgenden beiden Bedingungen geniigt.
1. Fiir beliebige ¢ = 3=, 8, und ¢’ =3 6y aus N(©), so dass ¢ > ¢/, gelte

fle)>0 = f(¢)>0. (121)

2. Durch f: N — [0,00) sei eine Wahrscheinlichkeitsdichte beziiglich der Verteilung @ des Poisson-
schen Referenz—Punktrozesses gegeben, d.h., es gelte

/N () Q(dg) = 1. (122)

e Dann kann man sich leicht tiberlegen, dass die Mengenfunktion P : N" — [0, 1] mit

P(A) = /A f@)Qp) VAN (123)

ein WahrscheinlichkeitsmaR tiber (N, ) ist und somit die Verteilung eines Punktprozesses ist.

e Ein Punktprozess, dessen Verteilung P die in (123) gegebene Form hat, wobei f : N — [0,00) den
Bedingungen (121) und (122) geniigt, wird Gibbs—Prozess genannt.

Beachte

e Die Dichte f : N — [0,00) von Gibbs—Prozessen besitzt eine probabilistische Deutung.

— Diejenigen Realisierungen ¢ € N(©) | fiir die f (¢) > 1 gilt, sind unter P ,wahrscheinlicher” als unter
der Referenz—Verteilung Q.

— Und umgekehrt: Realisierungen ¢ € N(©) | fiir die f(¢) < 1 gilt, treten unter P seltener als unter
Q@ auf.

e Bei Anwendungen wird die Dichte f : N — [0, 00) oft auf die folgende Weise konstruiert.

— Zunéchst wihlt man eine explizit vorgegebene (integrierbare) Funktion g : N — [0, 00), so dass

0</Ng(<p)Q(dsﬁ) < 0.

— Anschliefend wird g so normiert, dass sich eine Wahrscheinlichkeitsdichte f : N — [0, 00) beziiglich
Q ergibt, wobei

o) =9t/ [a)Q@e)  veen.
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— Allerdings ist es in den meisten Fallen schwierig, die Normierungskonstante [ g(v) Qdy) explizit
zu berechnen.

— Deshalb wird bei der statistischen Bestimmung der Gibbs—Verteilung P anstelle der Likelihood—
Funktion f : N — [0, 00) oft eine Pseudolikelihood—Funktion betrachtet, bei der diese Normierungs-
konstante wegfillt und die als Approximation der Likelihood—Funktion aufgefasst werden kann,
vgl. Abschnitt 3.5.4.

e Dabei setzen wir (der Einfachheit wegen) stets voraus, dass das Intensitdtsmafs p des Poissonschen
Referenz—Prozesses durch (120) gegeben ist.

Beispiele

1. Strauss—Prozess
e Seien a > 0, b € [0,00] und R > 0 beliebige Zahlen.

e Ein Gibbs—Prozess heifst Strauss—Prozess in W, wenn die in (123) betrachtete Dichte die folgende
Form hat:

f(p) = ca?™) exp(—btr(p)) Vo eN. (124)
— Dabei bezeichnet
tr(p) = Z T xw (Sn, sm)]I(O,R)(|5n — S5ml)
die Anzahl aller Punktepaare (s, sy,) von ¢ = > 0, in W, deren Abstand kleiner als R ist,
— und c ist eine Normierungskonstante, so dass (122) gilt, d.h.,

c—= (/N a® ™) exp(—btr(p)) Q(dga))i1 :

e Die drei Parameter a > 0, b € [0,00] und R > 0 des Strauss—Prozesses werden Aktivitit, Wechsel-
wirkungsparameter bzw. Wechselwirkungsradius genannt.

e Der Wechselwirkungsparameter b € [0,00] beschreibt die Stérke der gegenseitigen ,,Abstofsung”
zwischen den Punkten.

— Wenn b = oo, dann ergibt sich aus (124) insbesondere, dass

F(o) = 0, wenn tr(p) > 0, (125)

ca*™)  wenn tr(p) =0,

wobei 0o - 0 = 0 gesetzt wurde. In diesem Fall sagt man, dass P die Verteilung eines Hard-
Core—Prozesses mit dem Hard—Core—Radius R ist.

— Wenn b = 0, dann ergibt sich aus (124), dass
flp)=ca®™)  VpeN, (126)

und man kann sich leicht iiberlegen, dass dann durch P die Verteilung eines homogenen
Poisson—Prozesses mit der Intensitét a (eingeschrinkt auf W) gegeben ist.

2. Strauss-Hard—Core—Prozess
Das in (125) betrachtete Modell eines Gibbsschen Hard—-Core—Prozesses ldsst sich auf die folgende
Weise verallgemeinern.
e Seien a > 0, b € (—o0,00] und R, R’ > 0 mit R < R’ beliebige Zahlen.

e Ein Gibbs-Prozess heifit Strauss—Hard-Core—Prozess in W, wenn die in (123) betrachtete Dichte
die folgende Form hat: Fiir jedes ¢ € N gilt

flp) =

0, wenn ¢ >0,
r(¢) (127)
=0.

ca*W) exp(—btr/(p)), wenn tr(yp)
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e Dabei sind R und R’ der Hard-Core-Radius bzw. der Wechselwirkungsradius. Der Wechselwir-
kungsparameter b € (—o0, oo] beschreibt die Stiarke der gegenseitigen ,, Abstofung” (wenn b > 0)
bzw. ,Anziehung” (wenn b < 0) von Punktepaaren, deren Abstand zwischen R und R’ liegt.

3. Soft—Core—Prozess
Aufierdem kann das in (125) betrachtete Modell eines Gibbsschen Hard-Core-Prozesses auf die folgende
Weise modifiziert werden.
e Seien a >0, b >0 und x € (0, 1) beliebige Zahlen.
e Ein Gibbs—Prozess heifit Soft-Core—Prozess in W, wenn

flo) = catMW) exp(— Z T xw (Sn, Sm) (b)Z/H> VYo eN. (128)

|sn — Sm]
N, S FSm

e Der Wechselwirkungsparameter b € [0, co] in (128) beschreibt erneut die Stérke der gegenseitigen
L»Abstolung” zwischen den Punkten.

— Dabei wiichst die Stérke der Wechselwirkung mit der Gréfse von b.
— Umgekehrt entsprechen grofsere Werte des Exponenten x einer schwicheren Wechselwirkung.

— Fiir kK — 0 konvergiert die Dichte in (128) gegen die Dichte des Hard-Core-Prozesses in (125)
mit dem Hard-Core-Radius R = b.

4. Geyerscher Sdttigungsprozess
In der Literatur wird noch eine weitere Modifikation des in (124) eingefiihrten Strauss—Prozesses be-
trachtet, die wie folgt definiert ist.
e Seien a > 0, b € (—o0, 00] und m, R > 0 beliebige Zahlen.

e Ein Gibbs—Prozess heifst Geyerscher Sattigungsprozess in W, wenn die in (123) betrachtete Dichte
die folgende Form hat:

fl@) = ca®M exp (—b Z Ty (sp,) min{m, tg(sy, go)}) VeoeN, (129)

wobei tg(z, ) = ¢(B(x,R) \ {z}) die Anzahl der Atome s, von ¢ = Y 4§, bezeichnet, deren
Abstand von x grofer als 0, jedoch nicht grofer als R ist.

o Der Wechselwirkungsparameter b € (—o0, 0o] beschreibt die Stirke der gegenseitigen ,, Abstoffung”
(wenn b > 0) bzw. ,Anziehung” (wenn b < 0) zwischen den Punkten, wihrend m > 0 die Bedeutung
eines (Sattigungs—) Schwellenwertes hat.

e Fiir m 1 oo konvergiert die in (129) betrachtete Dichte gegen die Dichte des Strauss—Prozesses,
wenn b > 0. Fiir m | 0 ergibt sich im Limes der Poisson—Fall.

3.5.2 Bedingte Gibbs—Prozesse

Manche Autoren betrachten die bedingte Verteilung von Gibbs—Prozessen unter der Bedingung, dass der Gibbs-
Prozess eine vorgegebene Anzahl n > 1 von Punkten in W hat.
Definition

e Die Verteilung P : V' — [0, 1] sei durch (123) gegeben, und das Intensitéitsma® y : B(R?) — [0, co] des
zugehorigen Poisson—Prozesses habe die in (120) betrachtete Form.
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e Fiir jedes n > 1 mit P(4,) > 0, wobei 4,, = {¢ € N: (W) = n}, sei die (bedingte) Verteilung
P, : N = [0,1] gegeben durch

P(ANA,)

VAEN. (130)

e Dann sagt man, dass P, die Verteilung eines bedingten Gibbs—Prozesses mit der vorgegebenen Anzahl n
von Punkten in W ist.

Theorem 3.25

e Fiir die in (130) eingefithrte Verteilung P, gilt die Darstellungsformel

/ fn T1y,..., T ) (xl,...,xn) VAcN. (131)
o Dabei ist der Integrationsbereich [A] C R™ in (131) gegeben durch

[A] = {(zl,...,xn) cwn zn:(s, eA},

i=1

o und fr, : W™ — [0,00) ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte beziglich des (nd)—dimensionalen Lebesgue—Mafles

in W™ deren Werte nicht von der Anordnung der Punkte x1,...,x, abhdngen und die gegeben ist durch
f (Xis1 9x:)
fn(xla-”vxn): : V(;vl,...7xn)€W", (132)
fN Qn d(ﬂ)

— wobei f : N = [0,00) die in (123) betrachtete (unbedingte) Dichte des Gibbs—Prozesses ist
—und Qp, : N — [0,1] mit Q,(A) = Q(AN A,)/Q(Ay) die bedingte Verteilung des zugrundeliegenden

Poisson—Prozesses unter der Bedingung bezeichnet, dass dieser Poisson—Prozess n Punkte in W hat.
Beweis
e Aus (123) und (130) ergibt sich, dass

PANA)  Jana, F@)QUe) Q7 (A) [4na, f(©) Qo) [, f(¢) Qul(dy)
P(A,) [y f@Qde)  Q7HAW [, f)Qe) [y f(p)Qn(de)

e Hieraus und aus der bedingten Gleichverteilungseigenschaft von Poisson—Prozessen (vgl. Theorem 2.3
und Korollar 2.1) ergibt sich mit Hilfe von (120), das

_ fAf(W)Qn(d‘p) _ f[A]f(27 1 0z, )d(l‘l,...,xn) _
Pl = s~ ) @) Jpy e mldlan a0

P(A) =

Beachte

e Mit der Konvention, dass exp(—oo) = 0, lésst sich die Dichte f,, : W™ — [0,00) in (131) durch eine so
genannte Energiefunktion U : W™ — (—o00,, 00] ausdriicken, so dass

fn(ml,...,xn):cexp(—U(xl,...,xn)) V(x1,...,2n) € W™, (133)

wobei die Normierungskonstante ¢ gegeben ist durch

c= (/ nexp(—U(xh...,xn)) d(x17...7xn))_l.
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e Bei Anwendungen wird oft angenommen, dass die Energiefunktion U : W™ — (—o0,, 00| durch zwei
Funktionen ¢1 : W — (—o00,00] und ¢ : W2 — (—o00, 00| gegeben ist, so dass

n

Ul oowa) = 3 (a1@) + D dalwiwy))  ¥(@n.. o) €W, (134)

i=1 j=it+1

— wobei ¢ : W — (—00, 00| die Intensitatsfunktion des Gibbs—Prozesses in W bestimmt
— und ¢ : W2 — (—00,00] ein so genanntes Paarpotenzial mit ¢o(z,y) = ¢2(y,x) fiir alle z,y € W
ist.
e Fiir die ersten drei Beispiele von Gibbs—Prozessen, die in Abschnitt 3.5.1 betrachtet wurden, besitzt
die Energiefunktion U : W™ — (—o0, , 00| die Form (134).
— Dabei gilt ¢1(z) = —loga fiir jedes © € W, d.h., es gilt

folz1, .. zn) =ca® exp(fz Z ¢2(1:,;,:L’j)) V(z1,...,z,) € WT, (135)

i=1 j=i+1

wobei ¢ € (0,00) eine Normierungskonstante ist und (0.B.d.A.) a = 1 gesetzt werden kann.

— Manchmal wird anstelle der Konstanten a > 0 in (135) eine beliebige (integrierbare) Funktion
a: W — [0,00) betrachtet. Die Formel (135) geht dann iiber in

n

falz1, ..o zp) cexp(Z(loga(m) - Z gf)g(xi,mj))) V(z1,...,2p) € W (136)

=1 J=i+1

— Fir die Beispiele 1 — 3 von Gibbs—Prozessen, die in Abschnitt 3.5.1 betrachtet wurden, hat das
Paarpotenzial ¢o : W? — (—00,00] in (135) bzw. (136) die folgende Gestalt.

Beispiele

1. Strauss—Prozess

e Seien b € [0,00] und R > 0 beliebige Zahlen.

e Fiir den (bedingten) Strauss—Prozesses in W ist das Paarpotenzial ¢y : W2 — (—o0, 0o] gegeben
durch

b, wenn |z —y| <R,
pa(z,y) = (137)
0, wenn |z —y|> R.

e Fiir b = oo ergibt sich aus (135) und (137) mit a = 1, dass

0, wenn min; ; zi—zj| <R
ful sy =4 g€t |7~ il < B, (138)
¢, wenn min, jeq1,. |2 — 2z > R.

.....

— In diesem Fall sagt man, dass P, die Verteilung eines bedingten Hard—Core—Prozesses mit dem
Hard-Core—Radius R ist.

— Dabei ist zu beachten, dass dann die Anzahl n der Punkte bei gegebenem Fenster W nicht
beliebig grof sein kann, weil in diesem Fall P(A,,) = 0 bzw. f,(z) = 0 fiir jedes x € W und
fiir jedes hinreichend grofie n > ng gilt.

e Wenn b = 0, dann ergibt sich aus (135) und (137), dass

1
v (W)

falzy, .. xn) = V(x1,...,2,) € W™, (139)

d.h., die n Punkte sind unabhéngig und gleichverteilt in W (was der bedingten Gleichverteilungs-
eigenschaft von homogenen Poisson—Prozessen entspricht).
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2. Strauss—Hard—Core—Prozess

e Seien b € (—o0,00] und R, R’ > 0 mit R < R’ beliebige Zahlen.
e Das Paarpotenzial ¢o : W? — (—o0, 00| des (bedingten) Strauss—Hard—Core—Prozesses in W ist
gegeben durch

oo, wenn |z —y| <R,
$2(z,y) =4 b, wenn R< |z —y| <R, (140)

0, wenn|z—y|l>R.

3. Soft-Core—Prozess

e Seien b > 0 und x € (0,1) beliebige Zahlen.
e Das Paarpotenzial ¢ : W? — (—o0,00] des (bedingten) Soft-Core—Prozesses in W ist gegeben

durch
b

|z —yl

¢2(:B,y):( )2/“ Va,yeWw. (141)

Beachte

Die Energiefunktion des Geyerschen Séttigungsprozesses lasst sich nicht in der Form (134) darstellen. Hierfiir
sind Potenzialfunktionen hoherer Ordnung erforderlich, vgl. Abschnitt 3.5.3.

e Seien b € (—oo,00] und m, R > 0 beliebige Zahlen.

e Die Energiefunktion U : W" — (—o0,,00] des (bedingten) Geyerschen Sdttigungsprozesses in W ist
gegeben durch

Uzy,...,zn) =b Y min{m,t; g(z1,...,2,)}  V(z1,...,2,) €W", (142)
i=1

wobei t; r(21,...,2,) = #{j : 1 < j < n,0 < |z; — x;] < R} die Anzahl derjenigen Punkte
T1y.veyTim1, Tit1, - - -, Ty bezeichnet, deren Abstand von z; nicht gréfer als R ist.

e Die Dichte f,, : W™ — [0, 00) dieses Prozesses ist somit gegeben durch

fo(z1, .. 20) cexp(b Zmin{m,tiﬁ(azl,...,xn)}> V(x1,...,xn) € W™ (143)

i=1

3.5.3 Potenzialfunktionen héherer Ordnung; bedingte Intensitét

e Das Intensitiitsmaf p : B(R?) — [0, 00) des Poissonschen Referenz—Prozesses sei durch (120) gegeben.

e Mit Hilfe der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit ergibt sich ein Zusammenhang zwischen der (unbe-
dingten) Dichte f : N — [0,00) und den bedingten Dichten f, : R™ — [0,00) von Gibbs-Prozessen in
wW.

— Und zwar gilt fiir beliebige n > 0 und ¢ = "1 | 8., € N9 dass f(p) = P(An) fa(21,...,2,), wobei
A, ={peN: p(W)=n}.

— Die Einschrinkung der Dichte f : N — [0,00) auf die Menge N(©) endlicher ZahlmaRe ldsst sich also
durch die (in Abschnitt 3.5.2 betrachteten) Funktionen ¢; : W — (—o00,00] und ¢o : W2 — (—o0, 09]
ausdriicken, wenn dies fiir die bedingten Dichten f,, : R — [0, c0) gilt.

— Im allgemeinen ldsst sich die Dichte f : N — [0,00) von Gibbs—Prozessen in W durch eine Siebformel
darstellen, die auch Potenzialfunktionen héherer Ordnung enthélt, vgl. Theorem 3.26.
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Theorem 3.26 Sei f: N — [0,00) die Dichte eines Gibbs—Prozesses. Dann gibt es eine Konstante Vo € R und

fiir jedes k > 1 eine Funktion Vi : W* — [—00,00), so dass fiir jedes n > 0 und fiir beliebige
n
p= de e N mit ORI\ W) =0

die folgende Darstellungsformel gilt:
f(¢)=exp<Vo+Z > Vj(xiu""xij)>’
j=1 {:ril,...,zij}C{ml,.u,xn}

wobei in (144) dber alle nichtleeren Teilmengen {x;,, ..., x;,} von {x1,...,x,} summiert wird.

Beweis
e Wir zeigen, dass (144) gilt, wenn die Konstante Vy € R und die Funktionen Vj, : W*
folgt gewéhlt werden.
— Sei Vp = log f(0), wobei @o das Nullmafl mit o(R?) = 0 bezeichnet.

(144)

— [—00,00) wie

— Aus den Bedingungen (121) und (122) an die Dichte von Gibbs—Prozessen ergibt sich dabei, dass

f(¢0) > 0 und somit Vo = log f(pg) € R.
— Die Funktionen Vj, : Wk — [~00, 00) seien fiir jedes k > 1 gegeben durch

k
Viwr, o) = (D)F Vo + > > (1) log f (6., +

J=1 Aziy,emiy Y C{wa,mk}

o 8.),  (145)

— wobei die Summation in (145) iiber alle nichtleeren Teilmengen {z;,...,z;;} von {z1,..., 2%}

erfolgt und Vi (z1,...,xx) = —o0 gesetzt wird, wenn f(égg1 + ...+ (5”) =0.
Fiir n = 0 ist die Giiltigkeit von (144) klar, denn es gilt

f(0) = exp(log f(go)) = exp(Vo).
Auf dhnliche Weise ergibt sich fiir n = 1 und fiir jedes ¢ = §, mit x € W, dass

f(@) = f(0:) = exp(log f(0,)) = exp(log f (o) + log f(8.) — log f(wo)) = exp(Vo + Vi(z)) .

Kurzschreibweise ein.

— Mit |x| bezeichnen wir die Anzahl der Elemente der (endlichen) Menge x = {z1, ...

Um die Giiltigkeit der Siebformel (144) fiir jedes n > 1 zu zeigen, fiihren wir zunéchst die folgende

axk}'

— Aufserdem schreiben wir kurz f(x) fiir f(05, +...+0ds, ) bzw. Vi (x) fir Vi (21, ..., zx); insbesondere

ist dann V() = Vp.
— Mit Zny bezeichnen wir die Summation {iber sdmtliche Teilmengen y von x.

x={z1,...,2,} C W, dass

exp <V0 + Z Z ‘/j(xi17 ce vxij)> = exp (Z V|y(Y)>

7= Az ez JC{@n,n ) yCx

=" exp
ny zcy

= exp Z log f(z Z

= eXp( 1)|y|_|z‘ Ing(Z)>

Durch Einsetzen von (145) in die rechte Seite von (144) ergibt sich dann fiir beliebige n > 1 und

Iy\ |z log f(z ))

(_1)y|—ZI>
zCxX y:zCyCx

= X),
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weil
1, wenn z = X,

Z (_1)\y|—\Z\ _

y:zCyCx 0, wenn z C x und z # x.

Beachte

e Die Funktion Vj : W* — [—00, 00) in (144) bzw. (145) wird Potenzialfunktion k—ter Ordnung genannt.
Dabei kann der Faktor ' in (144) als Normierungskonstante aufgefasst werden.

e Bei den ersten drei Beispielen von Gibbs—Prozessen, die in den Abschnitten 3.5.1 bzw. 3.5.2 betrachtet
wurden, werden zuniichst die Potenzialfunktionen Vj : W* — [—o00, 00) vorgegeben.
— Dabei wird Vj, = 0 fiir jedes k > 3 gesetzt.

— Anschliefend wird die Dichte f : N — [0,00) des jeweils betrachteten Gibbs—Prozesses durch den
Exponential-Ansatz (144) definiert.

— Durch (145) ist dann eine so genannte Mdébiussche Umkehrformel gegeben, mit deren Hilfe die
Potenzialfunktionen Vi durch die Dichte f ausgedriickt werden konnen.

Wir betrachten nun noch eine weitere Charakteristik von Gibbs—Prozessen, und zwar ihre bedingte Intensitét.

Definition

e Sei f: N — [0,00) die Dichte eines Gibbs—Prozesses. Dann heift die Funktion A : W x N(¢) — [0, 00)

" M wenn u € x
Au, x) = fx) ’ (146)

0 sonst

die bedingte Intensitit des Gibbs—Prozesses, wobei wir % = 0 setzen.

e Dabei verwenden wir in (146) die gleiche Kurzschreibweise wie im Beweis von Theorem 3.26 und
schreiben wir f(x) anstelle von f(d;, + ...+ 04, ), wobel x = {x1,..., T, }.

Beachte

e Fiir jedes x = {z1,...,2,} kann die in (146) eingefithrte Grofe A(u,x) als die bedingte Intensitét
dafiir interpretiert werden, dass an der Stelle u ein Punkt zu der (bereits vorhandenden) Konfiguration
x = {x1,...,x,} von Punkten hinzugefiigt wird.

e Die bedingte Intensitit A(u,x) hat den Vorteil, dass der Quotient f(xU {u})/f(x) in der Definitions-
gleichung (146) von A(u,x) keine (unbekannte) Normierungskonstante enthélt.

e Fiir den in (125) bzw. (138) betrachteten Hard-Core-Prozess gilt beispielsweise, dass

A, x) = 1, wenn tp(xU{u}) =0, (147)
0, wenn tg(xU{u}) >0,

wobei tr(x U {u}) die Anzahl aller Punktepaare von x U {u} ist, deren Abstand kleiner als R ist.

Theorem 3.27  Die Dichte f : N — [0,00) von Gibbs—Prozessen ist eindeutig durch die in (146) eingefihrte
bedingte Intensitit X : W x N(€) — [0, 00) bestimmi.
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Beweis

e Aus der Bedingung (121) an die Dichte von Gibbs—Prozessen ergibt sich, dass f(x U {u}) = 0, wenn
f(x) = 0. In diesem Fall gilt also
f(x) =0=Au,x).

e Sei nun x = {z1,...,2,} eine (Punkt—) Menge mit f(x) > 0. Wegen (121) gilt dann auch f(y) > 0
fiir jedes y C x. Hieraus ergibt sich, dass

f{z1}) f({z1,22}) [z, 2n})
flz,...,zp = f(0
o) = IO T30 Tp)) 7 T vaa))
= f(0) X(z1,0) Mza, {z1}) .. Man, {z1,.. ., Tn_1]})- (148)
e Damit ist zunéchst gezeigt, dass sich die Dichte f : N — [0,00) bis auf den konstanten Faktor f(()
durch die bedingte Intensitiit A : W x N(¢) — [0, 00) ausdriicken lisst.
e Andererseits ergibt sich aus der Normierungsbedingung (122), dass
1 Q(An)
f(0) vg(W)

wobei A, = {p € N: p(W) =n} und Q die Verteilung des Poissonschen Referenz—Prozesses bezeich-
net.

e Somit ist gezeigt, dass auch f({)) eindeutig durch die bedingte Intensitit A : W x N — [0, 00)
bestimmt ist. O

= Q(Ap) + Z /Wn AMz1,0) Mz2, {z1}) - Man, {z1, .. s on_a D) AT, .0 T,

3.5.4 Parametrische Familien von Gibbs—Prozessen; Pseudolikelihood—Funktion

e In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass die Dichte f : N — [0,00) des betrachteten Gibbs—Prozesses zu
einer parametrischen Familie {fy, 6 € ©} von Dichten gehort, wobei ©® C R™ fiir ein m > 1. Beispiele
hierflir wurden bereits in den Abschnitten 3.5.1 bzw. 3.5.2 diskutiert.

e Wenn das Punktmuster x = {z1,...,z,} C W beobachtet wird, dann ist durch den Ansatz
a(x) = argmaxyc o L(x; 0) (149)
ein Mazimum-Likelihood-Schitzer fiir 6 gegeben, wobei L : N(©) x © — [0,00) mit L(x;0) = fo(x) die
Likelihood-Funktion ist.
Beispiele

1. Poisson—Prozess

e Wenn der betrachtete Gibbs—Prozess ein homogener Poisson—Prozess in W mit der (unbekannten)
Intensitdt A > 0 ist, dann gilt

) =c(W) A

e wobei sich die Normierungskonstante c¢(\) = e(!=*¢(W) aus (126) ergibt. Denn es gilt
= [ R Qa2 50w L apva) = o) 0D
N k=0 '

e Die Loglikelihood—Funktion log L(x; A) bzw. ihre Ableitung haben somit die Form
log L(x; A) = |x| log A + (1 — A) vg(W)
bzw.

0
£ log L(x; \) = —
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e Der Maximum-Likelihood—Schéatzer :\\(x) fiir A ist also gegeben durch :\\(x) = |x|/vq(W).

2. Hard-Core—Prozess

e Ein weiteres Beispiel einer (ein—) parametrischen Familie von Gibbs-Prozessen, deren Maximum-—
Likelihood—Schétzer des Parameters explizit bestimmt werden kann, ist der Hard—Core—Prozess
mit den Parametern a = 1 und dem (unbekannten) Hard—Core-Radius R > 0.

e Die Dichte fr: N — [0,00) dieser Gibbs—Prozesse ist in (125) gegeben mit

fr(x) =

0, wenn tg(x) > 0,
= O7

¢(R), wenn tg(x)

wobei tr(x) = 3, ; Lo,r)(|zi — z;|) die Anzahl derjenigen Paare z;,z; von Punkten aus x =
{z1,...,2,} bezeichnet, deren Abstand kleiner als R ist.

e Aufierdem kann man sich leicht iiberlegen, dass die Normierungskonstante ¢(R) eine monoton
nichtfallende Funktion beziiglich R > 0 ist.

e Dies bedeutet, dass der Maximum-Likelihood—Schéatzer E(x) fiir R gegeben ist durch

~ min{|x; — x;|:¢# 7}, wenn |x| > 2,
R | mitli i), wemn

diam W, wenn |x| < 2,

wobel diam W den maximalen Abstand zweier Punkte in W bezeichnet.

Beachte

e In den meisten Fillen ist die Normierungskonstante e' in (144) jedoch unbekannt, d.h., es ist unbe-
kannt wie diese Grofe vom Parameter 6 abhéngt.

e Dann ist es schwierig bzw. unmoglich, eine analytische Formel fiir den in (149) eingefiihrten Maximum-—
Likelihood—Schétzer 6 herzuleiten.

e Ein moglicher Ausweg aus diesem Dilemma besteht darin, einen Schéatzer g fiir 6 mittels Monte-Carlo—
Simulation zu bestimmen, vgl. Abschnitt 3.6.

Zunéchst betrachten wir jedoch noch einen anderen Schétzansatz vom Likelihood—Typ fiir den Parameter 6, bei
dem die Dichte fy(x) in (149) durch einen Grenzwert von Produkten bedingter Dichten ersetzt wird.

Eine (teilweise heuristische) Begriindung fiir diesen Ansatz der so genannten bedingten Likelihood—Inferenz kann
dann gegeben werden, wenn es vorwiegend lokale Wechselwirkungen zwischen den Punkten gibt, wéhrend zwischen
Punkte in weiter voneinander entfernten Gebieten keine bzw. nur schwache Wechselwirkungen bestehen.

Hierfiir bendtigen wir die folgenden Begriffe.

Definitionen

1. Nullfolge von gerichteten Zerlegungen

e Sei my,ma, ... eine monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen.

e Eine Familie {{By;, j = 1,...,mg}, k > 1} von beschriinkten Borel-Mengen By; € Bo(R?) heifit
Nullfolge von gerichteten Zerlegungen des Beobachtungsfensters W C R? in paarweise disjunkte
Borel-Mengen, wenn

— fiir jedes k > 1 gelte U;nz’“l By; = W und By; N By = 0 fiir beliebige i,j € {1,...,my} mit
i FJ,
— fiir beliebige k > 1, ¢ € {1,...,my41} es eine Zahl j € {1,...,my} gibt, so dass By11, C By;,

— und limyyeo MaX;je(1, . my} SUPy yeB,, |z —y| =0.
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2. Familien von bedingten Gibbs—Dichten
e Sei B € By(R%) mit B C W eine beliebige (Borelsche) Teilmenge des Beobachtungsfensters W mit
0 < vg(B) < vg(W).
e Fiir jede endliche Menge x = {z1,...,2,} C W sei xp die Teilmenge derjenigen Elemente von x,
die in B liegen. Dabei sei

fo(xp Uxy\p) wenn o (x
fo(xB | xw\B) = J fo(y Uxw\p) Qp(dy) ’ enn fobewz) > 0 (150)

0, wenn fp (xW\B) =0,
wobei Qp die Verteilung eines Poisson—Prozesses ist, dessen Intensitdtsmaft pp durch pp(B') =
vq(B' N B) fiir jedes B’ € B(R?) gegeben ist.
e Fiir jedes B € By(R?) mit B C W und 0 < v4(B) < vg(W) ist dann fy(- | xpnp) die bedingte

Dichte des Gibbs—Prozesses mit der (unbedingten) Dichte fy unter der Bedingung, dass in W \ B
die Punkt-Konfiguration xy g vorliegt.

Beachte

e Die in (150) eingefiihrten bedingten Dichten fy ( | X\ B) hangen nicht von der Normierungskonstante
e'o ab.

e Fiir Gibbs—Prozesse mit schwachen (lokalen) Wechselwirkungen kann die (unbedingte) Dichte fy(x)
durch Produkte der bedingten Dichten fy ( | Xy, B) approximiert werden.

— Sei By, ..., Bm € By(R%) eine Zerlegung von W mit 0 < vgq(B;) < vg(W) fiir jedes j = 1,...,m,
so dass ndherungsweise

fo(x) = fo(xp,) --- fo(xs,,) Vx ={z1,...,2,}. (151)

— Dann ergibt sich aus (150), dass

f@(X) = fg(XB1 |XW\Bl) fe(me XW\Bm) Vx = {:L‘l,...,xn}. (152)

e Mit anderen Worten: Fiir Gibbs—Prozesse mit schwachen Wechselwirkungen zwischen den Punkten
kann dass Produkt der bedingten Dichten fy (XB1 | Xw\Bl), .oy fo (me | Xw\Bm)

— als eine Approximation der (unbedingten) Dichte fp(x) aufgefasst werden,

— wobei diese Approximation den Vorteil besitzt, dass sie nicht von der unbekannten Normierungs-
konstante e"° abhingt.

e Diese beiden Sachverhalte dienen als Motivation dafiir, die in dem folgenden Theorem 3.28 eingefiihrte
Pseudolikelihood—Funktion PL(x; 0) zur Schiatzung des Parameters 6 zu verwenden.

Theorem 3.28

o Sei {fyg, 0 € O} eine parametrische Familie von (unbedingten) Gibbs—Dichten, so dass es fiir jedes § € ©
gewisse Konstanten pg,qg > 0 gibt mit

fo(x) < po q(‘gx‘ fiir Q—fast jedes x = {x1,...,z,}. (153)

o Auferdem sei {{By;, j =1,...,mi},k > 1} eine Nullfolge von gerichteten Zerlegungen des Beobachtungs-
fensters W C R, so dass min{vg(By;): j=1,...,mg} > 0 fiir jedes k > 1 sowie

lim my = oo und lim mpAZ =0, (154)
k—o0 k—o0

wobei A = max{vy(By;): j=1,...,my}.
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o Fir Q-fast jedes x = {x1,...,x,} existiert dann der Grenzwert
PL (X; 9) = e*Vd(W) klglgo fg (XB,V1 | XW\BM) fg (XBkmk, | XW\Bk"mk) , (155)
und es gilt

PL (x;0) = exp(—/ Ao (u, x) du) ﬁ Ao (zi, x \ {zi}), (156)

w i=1

wobei Ag(u,x) = fo(x U{u})/fo(x) die in (146) eingefihrte bedingte Intensitit des Gibbs—Prozesses ist.

Beweis

e Unter der Verteilung @) des Poissonschen Referenzprozesses gilt, dass

my,
Q(x: |kaj|§1,Vj:1,...,mk) > 1—2@(){: |kaj|22>
j=1

o Va(Bry)
= 1- Z Z 7 exp(—z/d(Bkj))
j=1 =2
mp
> 1- vi(By)
=1
> 1-— mig Az .

Wegen (154) gilt somit, dass

lim Q(x: |xB,. | gl,Vj:17,,,,mk) =1.
k— o0 7

Es geniigt deshalb, die Behauptungen (155) und (156) fiir Punktmuster x = {x1,...,z,} zu beweisen,

— so dass (153) gilt und fiir jedes hinreichend grofe k > k¢ und fiir jede Zerlegungskomponente Bj;
hochstens ein Punkt von x in By liegt,

— d.h., wir betrachten nun ein Punktmuster x = {z1,...,z,} mit der Eigenschaft (153) und mit
|XBkj|§17 Vj:1,~~~,mk,k2ko- (157)

e Auflerdem nehmen wir (0.B.d.A.) an, dass f(x) > 0,

— weil sonst beide Seiten von (156) gleich Null sind und somit die Behauptungen (155) und (156)
fir x = {z1,...,2,} mit f(x) =0 offenbar gelten.

— Weil x = {z1,...,2,} nur endlich viele Elemente hat, ergibt sich dabei aus fy(x) > 0 wegen (121),
dass es eine Zahl go(x) > 0 gibt mit

fo(xw\B,,) > go(x) Vi=1,...,mg, k>ko. (158)

Dann ergibt aus (153) mit Hilfe der bedingten Gleichverteilungseigenschaft von Qp, ;, dass

/fa (y Uxpns,,) @B, (dy)

= fo(xw\B,,) exp(—va(Bi;)) +/ fo({u} Uxpn p,,) du exp(—va(By;))

Bkj

> n m—1 (QGVd(Bkj))e
+ ¢ g pomax{qy,qy "} T exp(—yd(Bkj))
=2 ’

fiir eine gewisse Konstante c € [0, 1], denn wegen (157) gilt n — 1 < [xp\ g, | < n.
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e Hieraus und aus (157) — (158) ergibt sich, dass der Quotient in der Definitionsgleichung (150) der
bedingten Dichten fy (XBM | XW\BM) die folgende Form hat, wobei \g(0, Xy p,,) = 1 gesetzt wird:

fo(xB,; | xun\B,,) (150) fo (x5, UXwny,) (146), (157) Ao (< Xw,) Jo (X, )
* VB [ fo(y Uxwng,,) @, (dy) [ fo(y Uxwng,,) @b, (dy)
Ao (XB,,» Xw\ By, ) exp(va(Bi;))
L 17 k) (S, Jo(ful Uxins,,) du+ O(v3(Byy)) )
(158) Ao (XBkj,XW\Bkj) exp (va(B;)) .
1+ ka]‘ )\0 (U’vXW\Bkj) du + g;l(x) O(Vg(Bk]))

e Somit ergibt sich fiir den in (155) betrachteten Grenzwert PL (x; ), dass

(155)  _, .
PL (X; 9) = e a(W) klingo f9 (kal | XW\Bkl) . fg (XBkmk ‘ XW\Bkmk)

my
—  lim Ao (XByy» X0\ By, )

koo 1t [ Mo (wxwgy,) du+ g5 (%) O (v (By;))
‘1:[1 Ao (i, x \ {z:})
my

m T (14 J,, Ao (x5, dut g7 (%) O(v3(Biy)))

li
k—o0 j=1

e Es ist also noch zu zeigen, dass
my
leIEOJI;[l (1 + /Bkj Ao (u,xW\Bkj) du + g, (x) O(z/fl(Bkj))) = exp (/W Ao (u,x) du)

bzw.
my

klgrolonIIOg<1 Jr/Bkj Ag(u,xW\BM)du+ga—1(x)0(u§(Bkj))> = /W Ao(u,x)duw.

e Dies ergibt sich aus den folgenden Uberlegungen:
— Esgilt log(1+z) = x+0(2?) fiir  — 0, und aus (153) ergibt sich, dass \g (u, Xw\Bkj) < const < 0o
fiir jedes u € W und somit

Ao (u, Xy gy, ) du = O(va(By;j)) -
Bk’j

— Hieraus folgt, dass

mp
Jim 3 tos(1-+ [ o) dut o500 O(vi (i)

J

my M
- klggo (gz—:l /Bkj . (u’ XW\BM) e Z O(Vg (Bk]))>

=1
mg
= lim (; /Bkj )\g(u,xW\Bkj)dquO(mkAi)) = /W Ao (u,x) du.

— Dabei ergibt sich die letzte Gleichheit aus (154) und aus der Tatsache, dass wegen (157) fiir
jedes k > ko genau my — n Glieder der Folge Ag(u, Xy p,,) --- Ao (U7XW\Bkmk) mit g (u,x)
iibereinstimmen. ' O
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3.5.5 Maximum—Pseudolikelihood—Schitzer; Exponentialfamilien

Wenn das Punktmuster x = {x1,...,2,} C W beobachtet wird, dann sagt man, dass durch den Ansatz

~

0(x) = argmaxycoPL (x;0) (159)

ein Mazimum-—Pseudolikelihood-Schitzer 8 fiir 6 gegeben ist, wobei PL : N(®) x © — [0,00) die in (155) bzw.
(156) eingefiihrte Pseudolikelihood-Funktion ist.

Beachte

e Wenn fy(x) die Dichte eines (inhomogenen) Poisson-Prozesses ist,

— dann héngt die bedingte Intensitét Ag(u, x) nur von u, jedoch nicht von x ab,
— und die in (155) bzw. (156) eingefiihrte Pseudolikelihood-Funktion stimmt mit der Likelihood—
Funktion L(x;6) = fp(x) des Poisson—Prozesses iiberein.

e Bei Gibbs—Prozessen mit schwachen Wechselwirkungen zwischen den Punkten kann also davon ausge-
gangen werden, dass sich der Maximum-Likelihood—Schétzer und der in (159) eingefithrte Maximum-—
Pseudolikelihood—Schétzer fiir # nur wenig voneinander unterscheiden.

e Ein wesentlicher Vorteil der Pseudolikelihood—Funktion PL (x; ) besteht jedoch darin,

— dass sie nicht von der unbekannten Normierungskonstante e”® abhingt

— und dass sich die Pseudolikelihood—Funktion PL (x; ) deshalb leichter als die Likelihood-Funktion
L(x;0) = fo(x) berechnen und maximieren lésst.

e Auferdem kann man zeigen, dass der in (159) eingefithrte Maximum—Pseudolikelihood—Schétzer fiir
eine grofte Klasse von parametrischen Gibbs—Prozessen niitzliche (Giite—) Eigenschaften wie Konsistenz
bzw. asymptotische Normalverteiltheit besitzt.

~

e In manchen Fillen lisst sich der in (159) eingefiihrte Maximum—Pseudolikelihood—Schétzwert 6(x) fiir
0 als Losung der so genannten Pseudolikelihood—Gleichungen

20, log PL (x;60) =0 i=1,...,m (160)
darstellen, wobei sich aus (156) ergibt, dass
n
log PL (x;0) = Z log Ag (i, x \ {;}) —/ Ao(u,x)du. (161)
i=1 w
e Wenn zusétzlich angenommen wird, dass
i//\(ux)du—/i)\(ux)du Vi=1 m, 8 €0 (162)
801 W o\, - Wagl o\, — Ly ey iy )
dann ist das System der Pseudolikelihood-Gleichungen in (160) dquivalent mit
/ 0 Ao(u x)du:i 0 log Ao (z;,x\ {z;}) Vi=1,...,m. (163)
w 006, ’ = 00; 77 I ’

Beispiele

1. Strauss—Prozess
e Sei = (a,b, R), wobei a > 0, b € [0,00] und R > 0, und fiir jedes x = {x1,...,2,} C W sei

fo(x) = cal® exp(fbtR(x)) , (164)

wobei tg(x) die Anzahl aller Punktepaare von x bezeichnet, deren Abstand kleiner als R ist.
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e Fiir die bedingte Intensitit Ag(u,x) gilt dann
Ao(u,x) = a exp(—b (tr(x U {u}) — tr(x))) Vudx. (165)
e Hieraus ergibt sich mit Hilfe von (161) fiir die Log—Pseudolikelihood—Funktion log PL (x; 8), dass

x|

log PL(x;0) = Z(loga—btR(xi,x\{xi})) —a/wexp(—btR(u,x)) du

=1

|x| loga — 2btr(x) — a/ exp(—btg(u,x)) du,
W

wobei tg(u,x) die Anzahl derjenigen Punkte von x bezeichnet, deren Abstand von w nicht grofer
als R ist.

e Wenn der Wechselwirkungsradius R > 0 gegeben ist, dann kann der Maximum—-Pseudolikelihood—

~

Schétzer (a,b) fir (a,b) als Losung des Gleichungssystems

%logPL(x;%b,R):O, %logPL(x;a,b,R):O
bestimmt werden, wobei
0 ]
— log PL(x;a,b,R) = — — exp(—btr(u,x)) du
Oa a W

und
% log PL (x;a,b,R) = 2tp(x) + a/ tr(u,x)exp(—btr(u,x)) du.
w

e Der Maximum-Pseudolikelihood-Schitzwert (i(x), b(x)) fiir (a,b) ist also gegeben durch
a6 = x| / | exp(-B6x)tatux) du,
W

wobei b(x) Lésung der folgenden Gleichung ist:

o~

> _ I
/Wexp(—b(x)tR(mx))du— Stn) /WtR(u7x)exp(—b(x)tR(u,x))du.

2. Geyerscher Sdttigungsprozess

e Sei 0 = (a,b,m, R), wobei a > 0, b € (—o00,00] und m, R > 0 beliebige Zahlen sind, und fiir jedes
x={z1,...,2,} C W sei

x|
fo(x) = ca™ exp <—b Zmin{m,t}g(mi,x\ {xl})}> . (166)

i=1

wobei tg(z;,x \ {z;}) die Anzahl derjenigen Punkte von x \ {z;} bezeichnet, deren Abstand von
x; nicht grofer als R ist.

o Fiir die bedingte Intensitit Ag(u,x) gilt dann

Mo, %) = @ exp(=b (bm p(x U {u}) — tmr(x))  Vugx, (167)

wobel
x|

tm.r(X) = Zmin{mﬁg(xi,x\ {z:})}.
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e Wenn m und R gegeben sind, dann kann der Maximum-Pseudolikelihood—Schétzwert (Zi(x),g(x))
fiir (a,b) auf dhnliche Weise wie in Beispiel 1 als Losung der Pseudolikelihood—Gleichungen (163)
bestimmt werden.

3. Ezponentialfamilien

e Wir betrachten nun noch eine allgemeinere Klasse von Gibbs—Prozessen, die den Strauss—Prozess
und den Geyerschen Sattigungsprozess als Spezialfille enthélt. Dabei nehmen wir an, dass die
bedingte Intensitit \g : W x N(&) — [0, 00) des Gibbs—Prozesses zu einer so genannten Ezponential-
familie gehort, d.h., es gelte

Xo(u,x) = exp(£" Z1(u) + ¢ Za(u,x)) VueW,xeNe (168)

— wobei £ € R™ und ¢ € R™2 zwei Teilvektoren eines (unbekannten) Parametervektors
6= (g) €O CR™MT™

sind, der aus den beobachteten (Bild-) Daten x € N(¢) geschiitzt werden soll,

—und Z; : W — R™ und Z, : W x N(®) — R™2 (vektorwertige) Stichprobenfunktionen sind,
durch die beispielsweise ein ,raumlicher Trend” bzw. Wechselwirkungen zwischen den Punkten
modelliert werden kénnen.

e Aus (168) ergibt sich dann mit Hilfe der Umkehrformel (148) fiir die bedingte Intensitét, dass die
Dichte fy : N — [0,00) des Gibbs—Prozesses gegeben ist durch

x|

fo(x) = co exp g Z(x H exp(& T Zy () VxeN© geco, (169)

=1

wobei Z(X) = Zz(l‘l, @) + ZQ($27 {331}) + ...+ ZQ(In7 {.731, ‘e ,xn_l}).
e Die in den Beispielen 1 und 2 betrachteten Gibbs—Prozesse ergeben sich dabei als Spezialfélle.
— Fiir my = me = 1 und Z1(u) = 1 bzw. Zs(u,x) = —(tr(x U {u}) — tr(x)) ergibt sich
insbesondere der Strauss—Prozess, wobei a = log ¢ fiir £ > 0 und b = (.
— Fir mqy =mg =1 und Z;(u) =1 bzw. Z3(u,x) = —(tm,r(xU{u}) — t;m, r(x)) ergibt sich der
Geyersche Sattigungsprozess, wobei a = log ¢ fiir £ > 0 und b = (.

Beachte
e Bei der Maximierung der logarithmierten Pseudolikelihood—Funktion

x|

log PL (x;6) Z log Mg (zi,x \ {z:}) — /W Ao(u,x) du (170)

wird das Integral [i;; Ag(u,x)du in (170) durch eine endliche (Integral-) Summe approximiert.

e D.h., wir betrachten die Approximation
k
/ Ao(u,x) du ~ Z Ao (uj,x \ {u;}) w; (171)
w =

fiir eine Menge {uq,...,ux} C W von ,Quadraturpunkten” mit den zugehorigen ,Quadraturgewichten”
wi, ..., wi > 0, wobei k > 1 eine beliebige natiirliche Zahl ist.

— Das Quadraturschema in (171) sollte natiirlich so gewéhlt werden, dass das Integral [;;, Ao (u,x) du
moglichst gut approximiert wird.
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— Dariiber hinaus ist es wegen der Summe auf der rechten Seite von (170) zweckméBig, dass sdmtliche
Datenpunkte in der Menge der Quadraturpunkte enthalten sind, d.h.,

{xl,“-;xn}c{ula"'auk}'

— Dann kann die in (170) betrachtete Log—Pseudolikelihood-Funktion nidherungsweise dargestellt
werden in der Form

k k
log PL (x;0) Z(Zﬂ log Ao (uj,x\{u;})—w; )\g(uj,x\{uj})) = ij (y; logAj—X;), (172)
Jj=1 j=1
wobei
5
Zj:]l{:nl ..... In}(uj)’ Y = wij7 A]:Ae(ujax\{uj}) VJ:177k
J

e Bei der Maximierung des letzten Ausdruckes in (172) ist es niitzlich zu beachten,

— dass dieser Ausdruck die gleiche Form besitzt wie der gewichtete Loglikelihood von & unabhéngigen
poissonverteilten Stichprobenvariablen Yi,..., Yy mit den Erwartungswerten Aq,...,Ar und den
(beobachteten) Realisierungen |y1, ..., |yk]-

— Unter der Annahme, dass fiir die bedingte Intensitit Ap(u,x) des betrachteten Gibbs-Prozesses
die Darstellungformel (168) gilt, d.h.,

log A\j = €7 Z1(uj) + ¢" Za(uj,x \ {u;}) Vi=1,....k,
ergibt sich ndmlich dann mit g(z) = log x, dass

(9(EV1),....g(BYy)) = (§7Zi(ua) + ¢ Za(ur,x \ {ur}), -, € Za(un) + ¢ Zaup, x \ {ur}))
= 0'X,

— wobei §7 = (¢7,¢T) und die ,Designmatrix” X gegeben ist durch

Zl(ul) Zl(uk)
Zy(ur,x \ {w1}) ... Zo(ug,x\ {ur})

X_:

— Die Maximierung des Ausdruckes Z?:l w; (yj log A\; — )\j) in (172) lasst sich deshalb auf ein klassi-
sches Schétzproblem der parametrischen Statistik zuriickfithren, und zwar auf die Bestimmung des
(gewichteten) Maximum-Likelihood—-Schétzers 0 fiir § in dem verallgemeinerten linearen Modell
(Y1, ...,Yy) mit der ,Linkfunktion” g(z) = log .

3.6 Markov—Ketten von Gibbs—Prozessen

e Wir betrachten nun einen Algorithmus zur Monte—Carlo—Simulation von Gibbs—Prozessen,

— der auf der Konstruktion einer Markov-Kette beruht, die ihre Werte im Raum (N(), A/(¢)) der endlichen
Zihlmafe annimmt, wobei N(¢) = A/ N N(©),

— so dass die ergodische (Grenz—) Verteilung dieser Markov—Kette mit der Verteilung des zu simulierenden
Gibbs—Prozesses iibereinstimmt.

o Fiir parametrische Familien {fg, 8 € O} von Gibbs-Dichten wird diese Methode des Markov-Chain—-Monte—
Carlo (MCMC) dann in Abschnitt 3.6.4 bei der approximativen Bestimmung eines Maximum-Likelihood—
Schétzers 6 fiir 6 angewendet.
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3.6.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

In diesem Abschnitt fithren wir zunéchst den Begriff der Markov—Kette mit allgemeinem Zustandsraum ein und
geben Bedingungen fiir ihre Ergodizitat an.

e Sei a : N(® — [0,1] ein Wahrscheinlichkeitsmaf iiber (N(), A(¢)), und sei P : N(©) x N(¢) — [0,1] ein
stochastischer Kern, d.h.,

— fiir jedes A € N'(®) sei x = P(x, A) eine (V(®), B([0, 1])-messbare Funktion,
— und fiir jedes x € N(©) sei A+ P(x, A) ein Wahrscheinlichkeitsmaf iiber (N(¢), A/(¢)),

e Sei Xo,X1,...: Q — N eine Folge von Zufallsvariablen iiber einem beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P), die ihre Werte im Raum N(¢) der endlichen ZihlmaRe annehmen.

e Man sagt, dass X, X1, ... eine (homogene) Markov-Kette mit der Anfangsverteilung o und dem Ubergangs-
kern P ist, wenn

P(Xo €Ay, X1 €A,...,X,, € An) = / / .. / P(Xn—la an) . ].D(XO7 Xm) a(dxo) (173)
Ao J Ay An
fiir beliebige n > 0 und Ag, A1, ..., A, € N(©,

Beachte

e Sei (D, D) ein beliebiger messbarer Raum, und sei Z, Z1, Zs, ... : Q@ — D eine Folge von unabhéngigen
und identisch verteilten Zufallsvariablen iiber (D, D). AuRerdem sei Xg : Q — N(©) eine Zufallsvariable,
die von Z;, Zs, ... unabhiingig ist, und ¢ : N(®) x D — N(®) sei eine beliebige messbare Funktion.

e Dann kann man sich leicht iberlegen, dass Xy, X1, ...: Q — N(¢) mit
X, =(Xn-1,2Zy) Vn>1 (174)
eine Markov-Kette ist, deren Ubergangskern P : N(¢&) x A/(¢) — [0,1] gegeben ist durch
P(x,A) = P(w € Q: ¢(x,Z(w)) € A) VxeN® AeN©, (175)

Im Zusammenhang mit der Simulation von Gibbs—Prozessen werden wir vor allem Markov—Ketten Xg, X1, ...
betrachten, fiir die die Verteilung von X,, gegen eine Grenzverteilung konvergiert, wenn n — oc.

Definition

e Sei X, X1,...:Q — N eine Markov-Kette mit dem Ubergangskern P : N(©) x A/(¢) — [0, 1].

e Die Markov-Kette X, X1,... heiRt ergodisch, wenn es fiir jedes Anfangsverteilung o : N'(¢) — [0, 1]
ein Wahrscheinlichkeitsma IT : N'(¢) — [0, 1] iiber (N(¢), A'(¢)) gibt, das nicht von a abhingt, so dass

lim P(X, € A) = II(A) VAe N©, (176)

n—oo

Theorem 3.29  Sei Xo, X1,... eine Markov-Kette mit dem Ubergangskern P. Die Markov-Kette Xo, X1, . ..
ist genau dann ergodisch, wenn fir jedes x € N(¢)

lim P (x, A) = II(A) VAeN© | (177)

n— oo

wobei T1: N'©) — [0,1] ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, das nicht von x € N(©) abhdingt, und

P(n)(X,A)Z/ / P(xp 1, AP (%2, dx, 1) ... P(x, dx;). (178)
N(e) N(e)
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Beweis

Beachte

Die Notwendigkeit der Bedingung (177) ergibt sich unmittelbar aus der Definitionsgleichung (176),
wenn « = 0y gesetzt wird.

Umgekehrt ergibt sich aus (177) und (178) mit Hilfe des Satzes von Lebesgue iiber die majorisierte
Konvergenz, dass

lim P (x, A) a(dx) = / lim P (x, A) a(dx) = II(A) VAeN©
N

n—oo N(C) (e) n—oo

fiir jedes Wahrscheinlichkeitsma$ o : N'(¢) — [0, 1].
Hieraus und aus (173) bzw. (178) ergibt sich, dass

lim P(X, e 4) 2 lim/ / / P(xp_1, A)P(Xn_2, dxn_1) ... P(x0, dx;) er(dxo)
n—=00 JN(e) JN(e) N(e)

n—oo

(178) . (n)
=) P™ (x, A) a(dx) = II(A).
Jim [ PG A)a(dx) = TI(A) -

Man kann sich leicht iiberlegen, dass fiir die in (178) eingefiihrten n—stufigen Ubergangskerne P die
so genannte Chapman—Kolmogorov—Gleichung gilt:

P (x, A) :/ P (y, APM(x, dy) VAeN© nm>1. (179)
N(e)

Fiir das in (176) bzw. (177) betrachtete Wahrscheinlichkeitsma® IT : N(®) — [0,1] von ergodischen
Markov—Ketten gilt

II(A) = /N( ) P(y, A) I(dy) VAeN© | (180)
denn aus (177) und (178) ergibt sich, dass fiir afast jedes x € N(¢)
e 2 Jim PO 4)
U lim / / P(xn_1, A)P(x,_2, dx,_1) ... P(x, dxy)
n—=oo Jy(e) N(e)

= lim P(y, AP Y(x, dy) = / P(y,A)II(dy) .
n—00 JN(e) N(e)

Jedes Wahrscheinlichkeitsma$ o : N(€) — [0,1], das eine Losung der Fizpunkt-Gleichung
a(A) = / Ply, A) a(dy) VAeN© (181)
N(e)

ist, heift stationdre Anfangsverteilung der Markov-Kette mit dem Ubergangskern P.

Wegen (180) ist also die (Grenz—) Verteilung II in (176) bzw. (177) einer ergodischen Markov-Kette
gleichzeitig eine stationdre Anfangsverteilung dieser Markov—Kette, und aufser II gibt es dann keine
weiteren stationdren Anfangsverteilungen.

— Es gibt jedoch Beispiele von Ubergangskernen P und Wahrscheinlichkeitsmafe o : N'(¢) — [0, 1],
die Losung der Fixpunkt—Gleichung (181) sind, so dass P nicht ergodisch im Sinne von (176) bzw.
(177) ist.

— Mit anderen Worten: Es gibt stationdre Anfangsverteilungen von (nicht ergodischen) Markov—
Ketten, die sich nicht als Grenzverteilung im Sinne von (176) bzw. (177) darstellen lassen.



3 ZUFALLIGE PUNKTPROZESSE 93

Wir betrachten nun noch den Begriff der Reversibilitdt von Markov-Ketten, der eine weitere grundlegende Eigen-
schaft fiir diese Klasse stochastischer Prozesse ist.

Definition

e Sei Xg, X1, ... eine Markov—Kette mit der Anfangsverteilung o und dem Ubergangskern P.

e Man sagt, dass das Paar («, P) reversibel ist, wenn fiir beliebige n > 0 und m > 1 die Zufallsvektoren
(X, Xns1 -y Xnam) und (Xpam, Xntm—1,- -, Xy) die gleiche Verteilung besitzen.

Theorem 3.30

e Sei Xy, X1,... eine Markov—Kette mit der Anfangsverteilung o und dem Ubergangskern P.

e Das Paar (o, P) ist genau dann reversibel, wenn
/ P(x, A') a(dx) = / P(x, A) a(dx) VA A e N© | (182)
A !

d.h., wenn die Zufallsvektoren (Xo, X1) und (X1, Xo) die gleiche Verteilung besitzen.

e Wenn das Paar (a,P) reversibel ist, dann ist a eine stationdre Anfangsverteilung der Markov-Kette { X, }
mit dem Ubergangskern P.

Beweis

e Die Notwendigkeit der Bedingung (182) ist offensichtlich, denn aus der Definitionsgleichung (173) von
Markov—Ketten und aus (Xg, X7) 2 (X1, Xo) ergibt sich, dass fiir beliebige A, A’ € N'(¢)

/ P(x, A)a(dx) T P(Xo e A, X, € A') = P(X, € A, Xy € &) TV / P(x, A) a(dx) .
A !

e Umgekehrt ergibt sich aus (182), dass fiir jedes A € N/(¢)
P(X,€A) = P(X, € A, X, eNO®) = / P(x, A) a(dx) & / P(x,N©) a(dx) = a(A),
N(®) A

d.h., « ist eine stationdre Anfangsverteilung, wenn das Paar (o, P) reversibel ist.

e Somit gilt a(A) = P(X,, € A) fiir beliebige n > 0 und A € N'(®),

e Hieraus ergibt sich mit Hilfe von (173) und (182), dass fiir beliebige n > 0 und m > 1 und fiir beliebige
An,. o Apgm € N©

P(Xn € An, ce -aXn+m S An+m)

ars) / / .. / P(Xntm-1, Xptm) .. P(Xn, dx,q1) a(dx,)
Ap JAn Angtm
= / / / Ta, s xApim Xns oo Xngm) P(Xngpm—1, dXngm) - P(Xp, dXpq1) a(dx,)
N(e) JN(e) N(e)

(182)
= ce ]IA,,,X..,XA,L_H” (Xna cee axn+m)P(Xn+m—1; dxn+m)
NG SN N

P(xp41, dxp) a(dxp,41)

(182)
= Ta, s xApim (Xns ooy Xnpm ) P (X1, dxp)
N(e) JN(e) N(e)

e P(Xptm, Xppm—1) @(dXp1m)
P(Xn S An+m7~‘7Xn+m € An) = P(Xn+m € Anw”aXn € An+m) )
d.h., (X0, Xnt1 .-, Xntm) und (Xntm, Xntm—1,--.,Xn) besitzen die gleiche Verteilung. O

(173)
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3.6.2 Harris—Rekurrenz und Drift—Kriterien fiir Ergodizitéit

Um hinreichende (relativ leicht nachpriifbare) Bedingungen fiir die Ergodizitit einer Markov-Kette mit dem
Ubergangskern P formulieren zu konnen, benétigen wir die folgenden Begriffe.

Definitionen

e Fiir beliebige A € N} und x € N(®) \ A ist die Erreichbarkeitswahrscheinlichkeit L(x, A) der Menge
A ausgehend von x gegeben durch

L(x,A)=P(x,A) + Z/C /c . ./c P(xn, A)P(xp—1, dx,) ... P(xq, dx2) P(x, dx;), (183)

wobei L(x, A) =1 fiir A € N(®) und x € A gesetzt wird.

e Sei 1 : N — [0,00] ein beliebiges Maf mit 7(N(¢)) > 0. Mit Hilfe von 1 kann die Familie N'(¢) der
messbaren Teilmengen des Zustandsraumes N(¢) zerlegt werden

— in wesentliche Teilmengen A € N(¢)| fiir die n(A) > 0 gilt, und
— in unwesentliche Teilmengen A € N'(¢) mit n(A) = 0.

e Eine Markov-Kette mit dem Ubergangskern P heiftt n—irreduzibel, wenn
L(x,A) >0 vV Ae N© mit n(A) >0, VxeN©, (184)

— Beachte. Man kann sich leicht iiberlegen, dass (184) genau dann gilt, wenn es fiir beliebige A € N (e)
mit 7(A) > 0 und x € N©) eine Zahl n > 0 gibt, so dass

P (x,A) >0, (185)
— wobei P(™(x, A) fiir n > 1 die in (178) eingefiihrte n-stufige Ubergangswahrscheinlichkeit von x
nach A ist und P9 (x, A) = T4(x) gesetzt wird.
e Die Menge C' C N(®) heifit n-klein, wenn es ein n > 1 gibt, so dass

P (x, A) > n(A) VxeC, Ae N, (186)

e Eine Markov-Kette mit dem Ubergangskern P heiRt Harris-rekurrent,
— wenn es ein Maf 1 : N'(¢) — [0, 0o] mit n(N()) > 0 gibt,
— so dass die Markov—Kette n—-irreduzibel ist und

L(x,A) =1 vV Ae N© mit n(A) >0, VxeN©, (187)
Beachte
e Der Begriff der Harris—Rekurreenz héngt eng mit der in (176) bzw. (177) eingefithrten Ergodizitét von

Markov—Ketten zusammen.

— Und zwar gilt fiir jede Harris rekurrente Markov-Kette X, X1,... mit dem Ubergangskern P,
so dass die Fixpunkt—Gleichung (181) eine (eindeutig bestimmte) Wahrscheinlichkeitslosung II
besitzt, die folgende (abgeschwéchte) Version von (176):

1 n
. (6)
nhm 77’1, kE 1 P(Xk S A) = H(A) VA € N ; (188)

— wobei II nicht von der Anfangsverteilung o der Markov—Kette X, X1, ... abhéngt.

e Wenn zusétzlich noch vorausgesetzt wird, dass die Harris—rekurrente Markov—Kette Xg, X1,... mit
dem Ubergangskern P aperiodisch ist, dann gilt (176) bzw. sogar eine wesentlich stérkere Version
dieser Definitionsgleichung fiir die Ergodizitit von Markov—Ketten, vgl. Theorem 3.31.
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— Dabei sagt man, dass die n-irreduzible Markov-Kette {X,,} mit dem Ubergangskern P periodisch
(mit der Periode £ > 1) ist, wenn sich der Zustandsraum N(©) in /41 Teilmengen Ao, ..., Ay € N'(©
zerlegen lésst, so dass 7(A,) = 0 und fir jedes ¢ € {0,...,¢ — 1}

— Ansonsten heift die n-irreduzible Markov-Kette {X,} mit dem Ubergangskern P aperiodisch.
Um das folgende Resultat formulieren zu kénnen, benotigen wir eine Metrik, die den so genannten Variations-
abstand zwischen zwei Wahrscheinlichkeitsmafen beschreibt.

Definition

e Seien Q1, @ endliche (nicht notwendig normierte) MaRe iiber N'(¢). Der Variationsabstand ||Q1 — Qo]
zwischen @1 und Q- ist gegeben durch

Q1 — Q2 = Sup > 1Q:(A) = @Qa(4)], (190)

AeZz

e wobei sich das Supremum in (190) tiber alle Zerlegungen Z der Menge N(©) in endlich viele, paarweise
disjunkte Teilmengen aus N'(¢) erstreckt.

e Beachte: Es gilt
[Q1— Q2| <2 sup |Q1(A4) — Q2(A)], (191)
AeN ()

denn aus der Definitionsgleichung (190) des Variationsabstandes ||Q1 — Q2] ergibt sich, dass

Q1= Qall = sup > [Qi(A) — Q2(A)]
2 Acz
= sup (Q1(A) — Q2(4)) + sup (Q2(A) — Q1(A))
AeN(©):Q1(A)>Q2(A) AeN(©):Q1(A)<Q2(A)

IN

2 sup [Q1(A4) — Q2(A)].

AeN(©)
Theorem 3.31

o Sei Xy, X1,... eine Markov-Kette mit dem Ubergangskern P, so dass die Fizpunkt-Gleichung (181) eine
Wahrscheinlichkeitslosung 11 besitzt.

e Die Markov—Kette Xy, X1, ... ist genau dann Harris—rekurrent, wenn fir jede Anfangsverteilung o und fiir
jede messbare Funktion h : N(¢©) — R mit Jneor Th(x)[T1(dx) < oo die Konvergenz

lim % Zh(Xi) = /N . h(x) TI(dx) (192)

mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt.

o Die Markov-Kette Xg, X1, ... ist genau dann Harris—rekurrent und aperiodisch, wenn
lim ||P, —II|| =0 (193)
n—oo

fir jede Anfangsverteilung o gilt, wobei P,(A) = P(X,, € A).

Einen Beweis von Theorem 3.31 findet man beispielsweise im Buch von S.P. Meyn und R.L. Tweedie (1993),
Markov Chains and Stochastic Stability. Springer—Verlag, London.
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Beachte

e Aus Theorem 3.31 ergibt sich insbesondere, dass

lim P(X, € A| Xo =x) =II(A) VxeNE© AeN© (194)
n—roo
wenn die Markov—Kette Xg, X1,... Harris—rekurrent und aperiodisch ist und wenn dabei o = 0

gesetzt wird.

e Um in Abschnitt 3.6.3 die Konvergenz von Simulationsalgorithmen mit Hilfe von Theorem 3.31 nach-
priifen zu kénnen, benétigen wir leicht verifizierbare Kriterien fiir die Harris—Rekurrenz und Aperiodi-
zitat von Markov-Ketten.

Das folgende Resultat stimmt mit Theorem 9.1.8 in dem oben erwdhnten Buch von Meyn und Tweedie (1993)
iiberein. Es enthilt hinreichende Bedingungen fiir die Harris—Rekurrenz von Markov—Ketten, die als ein Drift—
Kriterium aufgefasst werden konnen. Durch diese Bedingungen wird ausgeschlossen, dass die Gesamtanzahl | X, |
der Punkte des Punktprozesses X, fiir n — oo unbegrenzt wichst.

Theorem 3.32

e Die Markov-Kette Xo, X1, ... mit dem Ubergangskern P sei n-irreduzible. Auferdem sei h : N(¢) — [1,00)
eine (messbare) Funktion, so dass C, = {x € N(©) : h(x) < a} fiir jedes a > 1 eine n-kleine Menge ist.

o Wenn es eine n-kleine Menge C C N(©) gibt, so dass
/ h(y)P(x, dy) < h(x) Vxe N\ C, (195)
N(e)
dann ist die Markov—Kette {X,} Harris-rekurrent.

Beachte

e Wenn das Drift—Kriterium (195) erfiillt ist und wenn die Markov—-Kette {X,,} aufierdem aperiodisch
ist, dann ergibt sich aus den Theoremen 3.31 und 3.32, dass

lim |P™(x,) —TI|| = 0 VoeN©.

— Wenn dariiber hinaus das so genannte geometrische Drift-Kriterium erfillt ist, d.h., wenn es eine
n-kleine Menge C' € N(¢) und Konstanten a < 1, b < oo gibt, so dass

/ h(y)P(x, dy) < ah(x)+blIo(x) Vx e N© | (196)
N(e)

— dann kann man zeigen (vgl. Theorem 15.0.1 in Meyn und Tweedie (1993)), dass die Markov—Kette
{X,.} sogar geometrisch ergodisch ist, d.h., es gibt eine Konstante r > 1, so dass

(oo}
> [P (x, ) — T < oo Ve N© . (197)
n=1

e Wir geben nun noch ein einfaches Kriterium fir die Irreduzibilitit und Aperiodizitdt von Markov—
Ketten an.

— Sei Xg, X1,... eine Markov-Kette mit dem Ubergangskern P, so dass es fiir jedes x € N(¢) eine
natiirliche Zahl n > 1 gibt mit
P (x,{0}) >0, (198)
wobei die leere Menge () dem Nullma$ ¢g : B(R?) — [0, 00) mit ¢o(R?) = 0 entspricht.
— Dann kann man sich leicht {iberlegen, dass { X, } eine n—irreduzible Markov—Kette ist, wobei n = dy.
— Wenn dariiber hinaus

P(.{0}) >0, (199)
dann ist die n-irreduzible Markov-Kette {X,,} aperiodisch.
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3.6.3 MCMC-Simulation; Metropolis—Hastings—Algorithmus

e Sei W € B(R?) ein beschriinktes Beobachtungsfenster mit 0 < v4(W) < oo, und sei @ : N' — [0,1] (so
wie bisher) die Verteilung eines Poisson—Prozesses, dessen Intensitdtsmaf die Einschrankung des Lebesgue—
Mafes auf W ist.

e In diesem Abschnitt betrachten wir einen so genannten Metropolis—Hastings—Algorithmus zur Konstruktion
einer Markov—Kette Xo, X1, ... mit Werten in N(©),
— die Harris—rekurrent und aperiodisch ist,
— und deren ergodische (Grenz—) Verteilung IT mit der Verteilung eines Gibbs—Prozesses mit vorgegebener

Dichte f : N(¢) — [0, 00) beziiglich @ iibereinstinmmt.

e Dabei nechmen wir an, dass die in (146) eingefiihrte bedingte Intensitit A : W x N(¢) — [0, 00) eine be-
schrinkte Funktion ist.

— Seialso g : N(©) — [0, 00) eine beliebige (integrierbare) Funktion, so dass die folgenden drei Bedingungen
erfiillt sind:

0< / g9(x) Q(dx) < o0, (200)
N
g(x) >0 = g(y) >0 Vx,y e N® mitx Dy, (201)
und fiir eine Konstante A < oo gelte
g(xU{u}) < Ag(x) Vx e N©® ye W\ x. (202)

— Die Wahrscheinlichkeitsdichte f : N(®) — [0, 00) beziiglich @ sei gegeben durch
f00 =960/ [ g6)Qux)  Yxen©.
N(e)

Beachte

e Bei der Konstruktion einer Harris-rekurrenten und aperiodischen Markov-Kette Xg, X1, ...: Q — N(©
mit der ergodischen (Grenz—) Verteilung II, wobei

II(A) = /A f(x) Q(dx) VAe N© (203)

nutzen wir einen Ansatz, der bereits in (174) bzw. (175) erwdhnt worden ist.

— Dabei setzen wir Xy = xq fiir ein xo € N(®) mit g(x¢) > 0, d.h., die Anfangsverteilung o der zu
konstruierenden Markov-Kette ist gegeben durch a = d,.

— Um den Ubergangskern P : N(¢) x A/(¢) — [0, 1] zu konstruieren, betrachten wir einen (geeignet ge-
wéhlten) messbaren Raum (D, D), eine Zufallsvariable Z : Q — D iiber (D, D), und eine messbare
Funktion ¢ : N(©) x D — N(©) wobei

P(x,A) = P(w € Q: ¢(x,Z(w)) € A) VxeN©® AeNE©, (204)
— Die (rekursiv definierten) Zufallsvariablen X7, Xy, ... : Q — N(©) mit
Xp = (X1, Zn) Vn>1 (205)

bilden dann zusammen mit Xy = xq eine Markov—Kette mit dem in (204) gegebenen Ubergangs-
kern P, wobei Z1,Z;,... :  — D eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufalls-
variablen ist, die die gleiche Verteilung wie Z haben.
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e Seinun Z = (S,T,U,V) : Q = D ein 4-dimensionaler Zufallsvektor mit unabhingigen Komponenten,
wobei
D =10,1] x [0,1] x W x [0,1]
und die Verteilungen von S, T,V und U die Gleichverteilungen in [0, 1] bzw. W sind.
— Fiir eine beliebige (jedoch fest vorgegebene) ,potenzielle Geburtswahrscheinlichkeit” p € (0, 1) wird
die Abbildung N(©) x D 3 (x,s,t,u,v) — ¢(x,s,t,u,v) € N© wie folgt definiert.
— Wenn s < p, dann setzen wir
xU{u}, fallst<pi(x,u),

¢(X’ s7t7 u’ /l]) = (206)
x falls t > pi(x,u),

)

wobei der so genannte ,Geburtsquotient” p (x,u) gegeben ist durch

g(xU{u}) A —p)va(W) falls g(x) > 0

pr(x,u) = 9(x) (x| +1)p ’ (207)
0, falls g(x) = 0.
— Wenn s > p, dann setzen wir ¢(x, s,t,u,v) = @ fiir x = () und
x\ {z;}, fallsve =L L) und t < p_(x,2;),
od(x,s,t,u,v) = i) [n n) ( ) (208)
X, falls v € [%, ﬁ) und t > p_(x,z;)
fir x = {x1,...,z,} # 0, wobei der ,Sterbequotient” p_(x,u) gegeben ist durch
g(x\ {z:}) [x|p
, falls g(x) >0,
p_(x,2;) =< 9(x) (1 =p)ra(W) (209)
00, falls g(x) = 0.
Theorem 3.33
e Die Wahrscheinlichkeitsdichte f : N(©) — [0,00) beziiglich Q sei gegeben durch
fe0=9(x)/ [ gbx)Qux)  vxeN©, (210)
N(e)

wobei g : N(®) — [0, 00) den Bedingungen (200) — (202) geniigt.
o Auflerdem seien Xo, X1,... die in (205) gegebenen Zufallsvariablen, wobei

— X = xq fiir ein xo € N©) mit g(x¢) > 0,

— Z1,Z5,...:Q — D eine Folge von unabhdngigen Zufallsvektoren mit unabhdngigen Komponenten ist,
die gleichverteilt in D = [0,1] x [0,1] x W x [0,1] sind, und

— die Funktion ¢ : N©) x D — N©) durch (206) — (209) gegeben ist.

e Dann ist {X,} eine n—irreduzible, Harris—rekurrente und aperiodische Markov—-Kette, wobei n = '8y fiir
eine gewisse Konstante ¢’ € (0,1).

o Dariber hinaus ist {X,} geometrisch ergodisch, wobei die ergodische (Grenz—) Verteilung IT von {X,,} mit
der Verteilung des Gibbs—Prozesses iibereinstimmt, dessen Dichte f : N(©) — [0,00) beziiglich Q in (210)
gegeben, ist.
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Beweis

e Wir zeigen zunéchst, dass {X,,} eine n—irreduzible und aperiodische Markov—Kette ist.

— Wegen (198) und (199 ) geniigt es zeigen, dass
P0,{0}) >0 (211)

und dass es fiir jedes x € N(®) \ {()} eine natiirliche Zahl n > 1 gibt mit P (x, {}}) > 0.
— Die Giiltigkeit von (211) ergibt sich unmittelbar aus (206) — (209).
— Sei nun x = {x1,...,2,} C W fiir ein n > 1. Dann ergibt sich aus (208) und (209), dass

P(x,{x\ {z;}}) >0 Vie{l,...,n}.
und somit
P (x, {0}) > P(x, {x\ {z1}}) P(x\ {21}, {x\ {z1,22}}) ... P({zn},{0}) > 0. (212)

e Wir zeigen, dass C, = {x € N(®) . |x| < a} fiir jedes a > 1 eine 7-kleine Menge ist.
— Aus (208) und (209) ergibt sich, dass

p
) >
P(x7 {x\ {(Ez}}) N
fir jedes x = {x1,...,2,} C W mit n > 1 und fiir jedes i € {1,...,n}, wobei A > 0 in (202) so

gewihlt wird, dass A > p/vg(W).
— Hieraus ergibt sich auf d&hnliche Weise wie in (212), dass

x| la]—Ix]
PUD(, (0) = (5059) (PO 10D) > vxeCo
bzw.
PlaD(x, 4) > 6y(4) = 1(A) vxeCaAe N,
wobei

¢ = (winf 2 PO wph) "

e Mit Hilfe von Theorem 3.32 ergibt sich nun, dass die Markov—Kette {X,,} Harris-—rekurrent ist, denn
man kann sich leicht iberlegen, dass Drift-Kriterium (195) erfiillt ist.

— Sei pjx| bzw. gx die Wahrscheinlicheit, dass versucht wird, einen Punkt zu der Konfiguration
x hinzuzufiigen bzw. einen Punkt aus der Konfiguration x zu entfernen, und dass dies jeweils
akzeptiert wird.

— Dann ergibt sich aus (206) — (209), dass px| — 0 bzw. gx) — 1 —p > 0, wenn [x| — oo.
— Hieraus folgt, dass fiir jedes hinreichend grofte a > 1

/N( ) |y‘ P(X7 dY) = (|X|+1)p|x\ +|X|(1_p|x| _q\x|) +(|X‘ _l)q\X| < |X| Vx € N(e) \Ca .

e Auf &hnliche Weise kann man zeigen, dass fiir die Markov—Kette {X,,} auch das geometrische Drift—
Kriterium (196) erfillt ist.

— Denn fiir jedes jedes hinreichend grofie a > 1 gibt es eine Konstante a’ < 1, so dass
/ ly| P(x, dy) < d'|x| + alg, (x) Ve N© .
N(e)

— Hieraus folgt, dass die Markov—Kette {X,,} geometrisch ergodisch ist, d.h., es gilt (197) fiir eine
gewisse Konstante r > 1.
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e Wegen Theorem 3.30 ist noch zu zeigen, dass das Paar (II, P) reversibel ist, wobei II die Verteilung
ist, deren Dichte f : N(®) — [0, 00) beziiglich @ in (210) gegeben ist.

Mit Hilfe von (204) — (209) kann man leicht zeigen , dass

P(x, dx') [I(dx) = P(x/, dx) II(dx’) Vx,x € N, (213)

Denn es gilt

Aus (213) ergibt sich, dass fiir beliebige A, A’ € N'(¢)
/ P(x, A)II(dx) = / / P(x, dz’) TI(dx)
A AJar
(219) / / P(x', dz) [I(dx') = / P(x, A) II(dx) .
A ’ ’

Durch die erneute Anwendung von Theorem 3.30 ergibt sich nun hieraus, dass das Paar (II, P)
reversibel ist. O

3.6.4 Monte—Carlo—Likelihood—Inferenz

e In diesem Abschnitt erlautern wir eine Methode zur Berechnung von Maximum-Likelihood—Schétzern fiir
parametrische Familien von Gibbs—Prozessen, die auf dem Metropolis—Hastings—Algorithmus beruht, der in
Abschnitt 3.6.3 zur MCMC—Simulation von Gibbs—Prozessen eingefiihrt worden ist.

e Dabei nehmen wir so wie in Abschnitt 3.5.4 an, dass die Dichte f : N — [0,00) des betrachteten Gibbs—
Prozesses zu einer parametrischen Familie {fy, 6 € ©} von Dichten gehort, wobei © C R™ fiir ein m > 1.

— Fiir jedes 6 € © sei die Wahrscheinlichkeitsdichte fy : N(®) — [0, 00) gegeben durch
f0 =00/ [ a0 Q) vxeN©, (214)
N e

wobei g : N(®) — [0, 00) den Bedingungen (200) — (202) geniigt.
— AuRerdem nehmen wir an, dass die Menge Ay = {x € N(¢) : g4(x) > 0} nicht von 6 € © abhingt.

e Zur Erinnerung: Wenn das Punktmuster x = {z1,...,2,} C W beobachtet wird, dann ist durch den Ansatz
é\(x) = argmaxgcg log L(x; 0) (215)

ein Maximum-Likelihood—Schitzer fiir 6 gegeben, wobei log L(x; 0) = log fy(x) die Log-Likelihood-Funktion
ist.

~

e Wir zeigen nun, dass es bei der praktischen Berechnung des Maximum-Likelihood—Schétzers 0(x) zweck-
méfiger ist, in (215) anstelle der Log-Likelihood-Funktion log L(x; 6)

— den Log-Likelihood—Quotienten log LQ : N(®) x © — [0,00) zu betrachten, wobei

Jo(x)
foo (%)

— und 0y € O ein geeignet gewéhltes Element des Parameterraumes © C R™ ist.

log LQ(x,0) = log

(216)

e Dabei ist die folgende Darstellungsformel des Log—Likelihood—Quotienten niitzlich.
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Theorem 3.34 Fiir jedes 6y € © gilt

log LQ(x, 0) = log 22%) _ log(Ego g"(X)) VxeN© §eo, (217)
g

960 (X)

wobei X ein Gibbs—Prozess mit der Dichte fg, : N(®) — [0, 00) ist.

Beweis
e Aus (214) und (216) ergibt sich, dass
90 (x) ] o 90(x') Q(dx’)

g0 %) % [ 90 () Q(AxX)

e Weil gyo(x) = 0, wenn gy, (x) = 0, gilt fiir den Quotienten der beiden Integrale des letzten Ausdruckes,
dass

log LQ(x,0) = log

o 06 Qdx) ge(x) 46,() i}
T 00 Q(x) L. 900 () Ty 900 () Q) L)

B /N< ) 990(

B go(X)

/—\
\_/

fo, (%) Qdx)

\/

Das folgende Resultat liefert eine Approximation log L@, (x,6) fiir den Log-Likelihood—Quotienten log LQ(x,0),
die mit MCMC—-Simulation berechnet werden kann.

Korollar 3.5 Fiir beliebige x € N©) und 0,0 € © gilt mit Wahrscheinlichkeit 1

li_>m log LQ,(x,0) = log LQ(x, ), (218)
wobei
go(x) go(X
log LQ,(x,0) = lo 219
8 LQn(x.9) & geo(x) < 90,(X ) (219)

und Xq1,Xs,... die Markov—Kette von Gibbs—Prozessen ist, die in Abschnitt 3.6.3 mit Hilfe des Metropolis—
Hastings-Algorithmus konstruiert wurde und deren ergodische Grenzverteilung I1 die Dichte fp, : N(©) — [0, 00)
hat.

Beweis

e In Theorem 3.33 wurde gezeigt, dass die Markov—Kette X1, Xo, ... Harris—rekurrent ist.

e Auflerdem ergibt sich aus dem Beweis von Theorem 3.34, dass die Funktion A : N(®) — [0, 00) mit
h(x) = go(x / )/ 90, (x) beziiglich der ergodischen Grenzverteilung IT der Markov—Kette Xy, Xo, ... inte-
grierbar ist.

e Hieraus ergibt sich mit Hilfe von Theorem 3.31, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

L wX) e
n—oo n £ 9o, (X5) ? g0, (X)

Die Behauptung ergibt sich nun aus Theorem 3.34. ]



3 ZUFALLIGE PUNKTPROZESSE 102

Beachte

e Durch den Ansatz R
0, (x) = argmaxycg log LQ, (x; 0) (220)

ist ein approximativer Mazimum-—Likelihood—Schditzer @L fiir 6 gegeben, wobei log LQ,(x;60) der in
(219) eingefiihrte approximative Log—Likelihood—Quotient ist.

e Zur Bestimmung des Schétzers é\n, d.h., zur Losung des Optimierungsproblems (220) nehmen wir im
folgenden an, dass der approximative Log-Likelihood—Qootient

1,(0) = log LQ, (x;0)

die erforderlichen Differenzierbarkeits— und (weitere) Regularititseigenschaften besitzt, ohne dass dies
im einzelnen explizit erwahnt wird.

e Dabei ist insbesondere die Kenntnis der so genannten Scorefunktionen, d.h. der partiellen Ableitungen
des approximativen Log—Likelihood—Qootienten, sowie der Fisher—Informationsmatriz niitzlich, die wie
folgt definiert ist.

— Fiir beliebige 7,5 = 1,...,m sei

2

log LQy (%, 6) und V?jln(ﬁ) - log LQy(x,0) .

0
00;

— Dann wird der m—dimensionale Zufallsvektor Vi, (0) = (V1l,(6), ..., len(Q))—r bzw. die m x m—
Matrix —V?21,,(0) = (—ijln (0)) der Scorevektor bzw. die Fisher—Informationsmatriz genannt.

Theorem 3.35

o Fiir beliebige n > 1, x € N©) und 0,6, € © gilt
Vi (0) = Viog go(x) — E 0,0,V log go (221)

und
V21,(0) = V21og go(x) — E 0.0,V 10g go — Var ,, 0.0,V log go . (222)

o Dabei sind der (Erwartungswert-) Vektor E ,, g 9,h und die (Kovarianz—) Matriz Var ,, g g, h fiir eine (vektor-
bzw. matrizwertige) Funktion h : N — RF mit k> 1 gegeben durch

Eno00h = wnoe(Xi) h(X;) (223)
i=1
und .
Var . 0.0,h = E g6, (hh') = (Eno,00h) (Engooh) (224)
— wobei X1,Xo,... die in Abschnitt 3.6.3 konstruierte Markov—Kette von Gibbs—Prozessen ist, deren

ergodische Grenzverteilung T1 die Dichte fa, : N(®) — [0, 00) hat,

— und die ,,Gewichtsfunktion” wp g.9, N(€©) — [0, 00] gegeben ist durch

Wng g0 (X) = 90(x)/ g0, (%) Vx € N© | (225)

ZO 90(X;)/g6,(X;)

J
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Beweis

e Aus der Definitionsgleichung (219) des approximativen Log-Likelihood—Qootienten [,,(0) ergibt sich,

dass
Vi @) % vf1g 2 go(X
gao(x) g@o

=  Vliogge(x) — = Vloggo(x) — =
gG(Xi) gG(XL)
i1 oo (XZ) 1 960 (X )
225
(228) V log ge(x aneeo i) Vlog go(Xy)
(223)

Vlog go(x) — E 9,6,V 10g go -

e Damit ist die Giiltigkeit von (221) bewiesen. Der Beweis von (222) verlduft analog und wird deshalb
weggelassen. |

Beispiele (Exponentialfamilien)

e Wir betrachten nun den Spezialfall, dass die parametrische Familie {fp, § € ©} von Dichten eine
so genannte Erponentialfamilie von Gibbs—Prozessen bildet, die bereits in Abschnitt 3.5.5 eingefiihrt
worden ist.

e Dabei nehmen wir an, dass die Dichte fy : N — [0,00) des Gibbs—Prozesses gegeben ist durch (214)
mit
go(x) = exp(0" Z(x)) VxeN©® geo, (226)
wobei Z : N(¢) — R™ eine messbare Funktion ist.

— Fiir den Strauss—Prozess gilt insbesondere m = 2, 6; = loga, 62 = b und Z(x) = (Z1(x), Z2(x))
mit Z1(x) = |x| bzw. Z3(x) = —tr(x), wobei t g(x) die Anzahl aller Punktepaare von x bezeichnet,
deren Abstand kleiner als R ist.

— Fiir den Geyerschen Sattigungsprozess gilt m = 2, 1 = loga, 62 = b und Z(x) = (Z1(x), Z2(x))
mit Z1(x) = |x| bzw.

x|

— Z min{m'7 tr(zi,x\ {xl})} )
i=1

wobei m’ > 1 und tg(x;,x \ {z;}) die Anzahl derjenigen Punkte von x \ {z;} bezeichnet, deren
Abstand von x; nicht grofer als R ist.

e Fiir den Scorevektor VI, (#) und die Fisher-Informationsmatrix —V?21, () von Exponentialfamilien gilt
Vi (0) = Z(x) —Enpe,Z  bzw. —V?1,(0) = Var, 4,7 . (227)
Beachte

e Aus (227) ergibt sich, dass die Fisher-Informationsmatrix —V?21,,(#) von Exponentialfamilien negativ
definit ist. Wenn also die (approximative) Maximum-Likelihood-Gleichung

Z(X) - En’g’goz =0 (228)

eine Losung é\n € © C R™ besitzt, dann ist é\n auch Losung des Optimierungsproblems (220).

e Fine numerische Methode zur iterativen Losung der approximativen Maximum-Likelihood—Gleichung
(228) ist das folgende Newton—Raphson—Verfahren.
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e Dabei betrachten wir eine Folge von m-dimensionalen Vektoren glo 5(1), ..., die unter gewissen Be-
dingungen gegen einen Vektor 6,,(x) konvergieren, so dass 0, (x) Losung von (228) ist.

— Sei 90 = to ein geeignet gewihlter Startvektor, zum Beispiel der in Abschnitt 3.5.5 betrachtete
Maximum—Pseudolikelihood—Schétzer, und die Iterationen (0 ...,O(k) seien bereits berechnet
worden.

— Zur Berechnung der (k + 1)-ten Iteration gR+1) aus 9 wird die linke Seite Vi, (0) der approxi-
mativen Maximum-Likelihood-Gleichung (228) ersetzt durch

« die ersten beiden Glieder VI, (0(®)) + V2ln(§(k))(9 — 6®) der Taylor-Reihenentwicklung von
Vi, () an der Stelle 6 = (%),
* Die (k + 1)—ten Iteration 9R+1) ist also Losung der Gleichung

Vi, (0®) + V21, ([00) (0 — %)) = 0. (229)
— Wenn die Matrix V2ln(§(k)) invertierbar ist, dann ergibt sich aus (229), dass
G+ — ) _ (v21,,(0%))) VL, (0, (230)

— Damit die so konstruierte Folge 5(0), é\(l) . gegen 6? ( ) konvergiert, muss 9 (x) Losung von (228)
sein und der Startvektor 6y muss genﬁgend nahe bei 9 (x) liegen.
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4 Palmsche Verteilung und weitere Kenngrofien von Punktprozessen

e Sei S1,5s,...Q — RYU{oo} eine Folge von Zufallsvektoren iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P),
so dass mit Wahrscheinlichkeit 1

#{n:S,eB}<oo VBEeByRY (1)

und
Sl?éS] VZ,]ZlmltZ#j (2)

o Wir setzen voraus, dass das zufiillige ZihlmaR {Np, B € B(R?)} mit Ng = #{n : S, € B} stationir ist

und dass seine Intensitdt A = E Ny )« positiv und endlich ist.

e Auferdem setzen wir voraus, dass P(Nga = 0) = 0, d.h., das zufillige Zahlmaf { N} hat mit Wahrschein-
lichkeit 1 unendlich viele Atome, vgl. Theorem 3.5.

4.1 Palmsche Verteilung
4.1.1 Definition durch Intensitidtsquotienten; typischer Punkt

Die Grundidee bei der Definition der Palmschen Verteilung des stationdren zufilliges Zahlmafes {Np} besteht
darin,

o fiir jede (beliebige, jedoch fest vorgegebene) messbare Teilmenge A € N des kanonischen Wahrscheinlich-
keitsraumes (N, N, Py) nur diejenigen Atome von { N} zu betrachten, aus deren Sicht das zuféllige Z&hlmaf
{Np} die Eigenschaft A hat.

e Mit anderen Worten: Fiir jedes A € N betrachten wir das zufillige Z&hlmaR {Np 4, B € B(R?)}, das
gegeben ist durch
NB,A:#{H5 SnGB,{NB/_Sn}EA}. (3)

e Beispiel: Wenn A = {p € N: ¢(B(o,7) \ {0}) = 0} fiir ein r > 0, dann werden durch {Np 4, B € B(R?)}

diejenigen Punkte von {Np} erfasst, fiir die der Abstand zu ihrem néchsten Nachbarn grofer als r ist.

Theorem 4.1  Fiir jedes A € N ist das in (3) eingefihrte zufillige Zihlmap {Ng 4, B € B(R%)} stationr.
Wenn {Np} ergodisch ist, dann ist auch {Ng a, B € B(RY)} fiir jedes A € N ergodisch.

Beweis
e Wir zeigen zuerst, dass {Np 4, B € B(R?)} stationér ist.
— Fiir beliebige z € R?, B € B(R?) und A € N gilt
NBtz,a = #{n : S, € B+x, {NB/fsn} € A}
#{n: S, —ze€B{Np_g,} € A}
#{n : S, —x € B, {N(B’—m)—(Sn—z)} S A}

#{n: S, € B {Np_s,} €A
NB,Av

1o

wobei sich die vorletzte Gleichheit aus der Stationaritidt von {Np} ergibt.
— Auf analoge Weise ergibt sich fiir beliebige k¥ > 1, z € R%, By, ..., By € B(R?) und A € N, dass

(NBl—l-m,Aa sty NBk+T£,A) 2 (NBl,Av ey NBkA) .
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e Sei nun {Np} ergodisch.
Fiir beliebige z € R4, A € A/ und B € B(R?) und fiir jedes ¢ = > -

ds,, aus N mit s; # s; fiir

i+ j gilt "
(To(pa))(B) = #{n:s,—z€B,{p(B —s,)} €A}
= #{n:s,—2€ B {(Top)(B — (sn —x))} € A}
= (TI(,O>A(B),

Insgesamt gilt also
T.(pa) = (Tap) , VeeRY, AcN. (4)

Sei N4 die Bildmenge von N fiir die in (3) betrachtete Abbildung ¢ — 4.

Wegen (4) ist das Urbild A’y jeder T—invarianten Menge A" aus N'NNy4 eine T—invariante Menge
aus N.

Hieraus und aus der Ergodizitdt von {Np} ergibt sich mit Hilfe von Theorem 3.19, dass

max{P{NB_A}(A'), P{NB,A} ((A/)c)} = maX{P{NB}(A;l), P{NB} ((A%)c)} =1 VA/ eln NA .

— Die erneute Anwendung von Theorem 3.19 ergibt nun, dass {Np 4, B € B(R%)} ergodisch ist. O

Definition

e Fiir jedes A € A sei A\(A) die Intensitiit des stationiiren Zihlmafes {Np 4, B € B(R?)}.
— Dann ist durch die Mengenfunktion PY : N — [0, 1] mit

P}&(A):@ VAeN (5)

ein Wahrscheinlichkeitsmaf iiber A/ gegeben.

— Denn aus der Definitionsgleichung (3) von Np 4 und aus dem Satz iiber die monotone Konvergenz
ergibt sich, dass fiir jede Folge A, As, ... von paarweise disjunkten Mengen aus N

> A4) = > ENpay.a,
) =1

- Y E#{n: S, €[0,1]",{Np_s,} € 4;}

1=1
k
= leIEO;E#{n: Sn €1[0,1]% {Ng_s,} € A;}
k
= Jim E ;#{n: Sn €1[0,1]% {Ng_s,} € A;}

k
_ klirgoE#{n: S, € 0,14, {Np_g,} € UlAi}

monotone Konvergenz

k—o0

k
E lim #{n: S, € (0,19, {Np_s.} € UAi}
=1
_ E#{n: S, € 10,14, {Np_s,} € fj A,}
=1

= A(gAi).
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e Das in (5) eingefiihrte Wahrscheinlichkeitsmaf PY wird die Palmsche Verteilung des stationéren Zihl-
mafes {Np} genannt.

Beachte
e Manchmal ist es zweckméhig, die folgende (mit (5) dquivalente) Formel zur Darstellung der Palmschen
Wabhrscheinlichkeiten P (A) zu betrachten.
e Fiir jedes B € By(R?) mit 0 < v4(B) < oo gilt

/ T4 (Tsn(w)()p) PN(dw)
_ E#{n: S, € B,{Np_g,} € A} _ N s, (p)eB

Avq(B) Avg(B)

PY(A) VAeN, (6)

weil das zufillige ZihlmaR {Np 4, B € B(R%)} stationir ist (vgl. Theorem 4.1) und sein Intensititsmaf
somit proportional zum d-dimensionalen Lebesgue-Mafs v, ist.

Aufierdem besitzt die Palmsche Verteilung Py die folgende (elementare) Eigenschaft, die sich unmittelbar aus der
Definitionsgleichung (3) von Np 4 ergibt.

Theorem 4.2 Sei N° = {p € N: p({o}) > 0} die Menge derjenigen Zihlmafe aus N, die im Nullpunkt ein
Atom besitzen. Dann gilt

PYNY) =1. (7)
Beweis Fiir A = N ergibt sich aus (3) und (5), dass
) AN E Npo,1j4,n0

PY(NY) e
3) E#{n: S, € 10,1, {Np_g,} € N}
- A
E#{n: S, €[0,1]%}
= . = 1. 0

Fiir statistische Fragestellungen ist es niitzlich, dass sich die Palmschen Wahrscheinlichkeiten P (A) im ergodi-
schen Fall als Grenzwert von relativen Haufigkeiten darstellen lassen.

Theorem 4.3 Wenn {Np} ergodisch ist, dann gilt fiir jedes A € N

ann
PR(4) = lim 7[[ : ]d]j‘ :

Beweis

e Wegen Theorem 4.1 ist mit {Np} auch das zufillige Zahlmaf {Np 4, B € B(R?)} ergodisch.
e Hieraus und aus Theorem 3.18 ergibt sich, dass

lim

lim A = lim Jim =

N[fn,n]d,A/ . N[fn,n]d'
n,n|¢ n—o0 (2n)d
Theorem 3.18  A(A)
ore - = PY(A). 0



4 PALMSCHE VERTEILUNG UND WEITERE KENNGROSSEN VON PUNKTPROZESSEN 108

Beachte

e Weil die Palmsche Wahrscheinlichkeit P (A) im ergodischen Fall als Grenzwert der relativen Haufig-
keiten N|_,, nja, 4 / Nj—pnpe in (8) dargestellt werden kann, kann man Py (A) als die Wahrscheinlichkeit
auffassen, dass der Punktprozess {S,, } von einem zufillig herausgegriffenen Punkt S,,, aus gesehen, die
Eigenschaft A hat.

e Man sagt deshalb auch, dass Py (A) die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass der typische Punkt von {Np}
die Eigenschaft A hat.

e Wenn beispielsweise A = {¢ € N: ¢(B(o,7)\ {0}) = 0} fiir ein r > 0, dann ist PY(A) die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass der Abstand zum néchsten Nachbarn des typischen Punktes grofer als r ist; vgl.
Abbildung 18.

e Im ergodischen Fall liefert die Formel (8) einen natiirlichen Ansatz zur (konsistenten) Schitzung der
Palmschen Wahrscheinlichkeit Py (A), wenn die Anzahlen Ni_,, ,j¢ und Nj_, 4 4 fiir ein grokes n,
d.h., fiir ein groRes Beobachtungsfenster W,, = [~n,n]? bestimmt werden kénnen.

Abbildung 18: Punkte, aus deren Sicht die Eigenschaft A = {¢ € N: ¢(B(o,7) \ {0}) = 0} vorliegt

4.1.2 Lokale Charakterisierung

e Die praktische Bestimmung der Palmschen Wahrscheinlichkeit PY(A) mit Hilfe von Formel (8) kann mit
einem grofen Rechenaufwand verbunden sein, weil die Berechnung der Anzahl Ni_,, ,ja 4 fiir grofes n in
vielen Fallen sehr aufwendig ist.

e Fiir einige Klassen von stationdren Punktprozessen ist es jedoch moglich, die Palmschen Wahrscheinlichkei-
ten PY(A) auf eine andere (effizientere) Weise zu bestimmen,

— wobei anstelle der aufwendigen Berechnung der ,globalen” Anzahlen N[_,, ,ja 4 nur jlokale” Modell-
kenngrofien bestimmt werden miissen, deren praktische Berechnung wesentlich einfacher ist.

— Dies kann insbesondere bei der Bestimmung von PY(A) mittels Monte-Carlo-Simulation zu einer
wesentlichen Verringerung von Rechenzeiten fiihren.

e Wir beginnen deshalb diesen Abschnitt mit der folgenden ,lokalen Charakterisierung” der Intensitéit A,

— die in der Literatur der Satz von Korolyuk genannt wird

— und die ein Hilfsmittel zur Herleitung der oben genannten lokalen Charakterisierung der Palmschen
Wabhrscheinlichkeiten Pg(A) ist, vgl. Korollar 4.1.
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Theorem 4.4 Sei By, = [~1/k,1/k]? fiir jedes k > 1. Dann gilt

lim Pyn(p € N: @(Byg) > 0)

k—o0 l/d(Bk) = A (9)

Beweis

e Wir zeigen zuerst, dass der Grenzwert in (9) existiert, wobei

P N: ¢(B 0 P N: ¢(Bg) >0
lim DY@ EN: 9By >0) _ - Prlp €N: 9(By) > 0) (: p)_ (10)
k— o0 vq(By) E>1 va(By)
— Das Supremum p in (10) ist eine positive endliche Zahl, weil fiir jedes k > 1
P, : (B EN(B
0 < n(p €N: ol ’“)>0)§ (k):/\<oo.
va(By) va(By)
— Wir fiihren einen indirekten Beweis von (10) und nehmen an, dass es ein € > 0 und eine unbegrenzt
wachsende Folge i1, 4o, ... natiirlicher Zahlen gibt, so dass
Py(p e N: o(B;,) > 0) 2d
n < (1-¢ Vn>1. 11
va(B) < (1= > (11)
— Fiir jedes k > 1 gibt es ein hinreichend grofes n > 1, so dass sich die Zahl k="' in der Form
k™t = kit 4+ 6, (12)
darstellen lésst, wobei 0 <4, <1, L und k,, > 0 eine nichtnegative ganze Zahl ist mit
kn+1 1
m o< . 13
k, — 1—¢ (13)

— Auferdem lisst sich der Quader By dann als Teilmenge der Vereinigung von (k, + 1)¢ Quadern
mit der Kantenlénge 2/i,, darstellen.

— Insgesamt ergibt sich dann aus (11) — (13) mit Hilfe der Subadditivitit von Py und der Stationari-
tat von {Np}, dass

Py(p € N: ¢(By) >0) (kn +1)* Py(p € N: ¢(Bi,) > 0)

<
va(Br) B (2/k)4
< (kn+1)dPN((P€N QO(BM)>O)
- (2ky, [in)?
(kn +1)% Py(p €N: ¢(B;,) > 0)
kd va(Bi,)
< (1-¢).
— Hieraus folgt, dass
Pn(p € N: ¢(Byg) > 0) d
su < (l—-¢ .
kZI; v4(By) < V'

— Dies steht jedoch im Widerspruch zur Definition des Supremums p in (10), womit die Giiltigkeit
von (10) bewiesen ist.
e Um die Giiltigkeit von (9) zu zeigen, zerlegen wir den Quader [—1, 1]¢ fiir jedes k > 1 in k¢ gleichgroke
Quader By, ..., Byye mit der Kantenlinge 2/k.

— Fiir beliebige k > 1 und i € {1,...,k?} sei

1, wenn Np,, >0,
Xy =

0, wenn Np,, =0.
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— Fiir k = 21,22, ... gilt dann mit Wahrscheinlichkeit 1 die monotone Konvergenz
k_d
ZXM T N1

i=1

— Hieraus ergibt sich nun mit Hilfe des Satzes iiber die monotone Konvergenz, dass

271.:1
d _ _ 3 .
24 - EN_j« = E (HILH;OZ;XQM)
1=

2nd 2nd
monotone Konvergenz . .
X lim ]E<§ jxm) = lim Y EXon
n—o00 — n—o00 4 .
1= 1=

— lim 2" Py (¢ € N: p(Bany) > 0)

n—oo
= lim 2" Py (p € N: o([-1/2¢,1/2%%) > 0).

— Insgesamt ergibt sich somit, dass

Py(p € N: ¢([—-1/24,1/24%) > 0)

A= 1li
v (2/27)¢
— Wegen (10) ist damit die Giiltigkeit von (9) bewiesen. O
Beachte
e Die Aussage von Theorem 4.4 gilt nicht nur fiir Quader By = [~1/k, 1/k]?, sondern auch fiir allgemei-

nere Folgen {Bj} von immer kleiner werdenden Umgebungen des Nullpunktes.

e Um dies zu zeigen, sind jedoch andere (anspruchsvollere) Beweistechniken erforderlich, vgl. z.B. Ab-
schnitt 12.4 in O. Kallenberg (1986) Random Measures, Academic Press, London.

e Fiir Spezialféille kann man dies allerdings auf einfache Weise zeigen.
— Sei {Np} ein homogener Poisson—Prozess mit der Intensitét A.
— Dann gilt
Pn(p € N: @(B) > 0) = Avg(B)exp(—Avg(B)) VB € By(R?).
— Somit gilt fiir jede Folge By, Ba, ... € Bo(R%) mit 0 < v4(Bg) < oo und limy,_, vq(By) = 0, dass
Pn(p €N: o(Bi) > 0)

lim — lim Avg(B) exp(—Avg(B))

= A
k—o00 Vd(Bk) k—o0 Vd(Bk)

Mit Hilfe von Theorem 4.4 kénnen wir nun zeigen, dass sich die Palmsche Verteilung PY als Grenzwert von
bedingten Verteilungen von {Np} darstellen ldsst (unter der Bedingung, dass in einer immer kleiner werdenden
Umgebung des Nullpunktes ein Atom des zufélligen Zahlmafkes {Ng} liegt).

Hierfiir benétigen wir den Begriff des Variationsabstandes zwischen zwei endlichen (nicht notwendig normierten)
Mafsen, der bereits in Abschnitt 3.6.1 betrachtet wurde.

Definition

e Seien @1, Q2 endliche Mafe iiber N. Der Variationsabstand ||@Q1 — Qz|| zwischen @7 und Qs ist gegeben

durch
|@1 = Qal) = sup D 1Q:(A) — Qa(A)], (14)

AeZz



4 PALMSCHE VERTEILUNG UND WEITERE KENNGROSSEN VON PUNKTPROZESSEN 111

e wobei sich das Supremum in (14) iiber alle Zerlegungen Z der Menge N in endlich viele, paarweise
disjunkte Teilmengen aus A erstreckt.

e Beachte: Genauso wie in Abschnitt 3.6.1 kann man zeigen, dass

Q1 — Q2| < 2 sup [Q1(A4) — Q2(4)]. (15)
AeN

Korollar 4.1  Sei By, = [~1/k,1/k)? fiir jedes k > 1. Dann gilt
lim [Py — Pyl =0, (16)
k—o0
wobei die (bedingte) Verteilung Py gegeben ist durch
Pk(A)ZPN({<p€N: Ts(k)(w)(pEA} | {(pEN: gD(Bk) >0}) VAeN (17)

und s (@) dasjenige Atom von ¢ in By bezeichnet, das den kleinsten Abstand vom Nullpunkt hat.

Beweis

e Fiir beliebige £ > 1 und A € N gilt offenbar

PN(gO eN: Ts(k)(w)@ €A, @(Bk) > 0) ‘

PY(4) — P(A) < |PR(4) - Nva(Br)

‘PN(ga €N: ¢(By) > 0)

) Py(4) = Py(4)|

und somit

[P (A) = Pe(A)]

< |PR(A) —

Pn(p €N: Ty ()9 € A, p(Br) > 0) ) N ‘PN(QO €N: ¢(By) > 0) B 1‘
Ava(Bk) Ava(Bi)

e Hieraus ergibt sich mit Hilfe von Theorem 4.4, dass

limsup sup |PY(A) — Pp(A)]
N

k—oo A€

P, S N : Ts : c A7 B > O
< limsup sup | P (A) — N((p ) ()P ©(Bk) ) ’
k—oo AN Ava(By)

(2) li 1 ‘/ Z 1 (T )P (d )
1m sup su _— .
- k—mopAe.IA)f Avq(By) N o ore B A (p)P) I'n(de

—Pn(p €N: Ty € 4, 9(By) > 0) ’ .

e Somit gilt, dass

limsup sup |PY(A) — Py(A)|
k—oo AeN

= limsup sup

— TA(Ts, (o)) — Ta(Tymm w)PNdw‘
hooo AEN )\Vd(Bk) ‘/{<P’1<P’(Bk)>0} ( () ) ( K () ) ( )

n: sy (p)EB

1
< limsup ————~ ‘/
koo AVA(Br) | (g p(Br)>0)

PN (‘P : @(Bk) > O) ) Themgm 4.4
/\Vd(Bk)

(¢(Br) = 1) Py(dy)

0.

= lim sup(l -

k—o0

e Mit Hilfe von (15) ergibt sich hieraus die Behauptung. a
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4.1.3 Reduzierte Palmsche Verteilung; Satz von Slivnyak

e Manchmal ist es zweckmiRig, neben der in (5) bzw. (6) eingefiihrten Palmschen Verteilung P¥, noch die so
genannte reduzierte Palmsche Verteilung von stationdren Punktprozessen zu betrachten.

e Dabei wird das Atom gestrichen, das beziiglich P, mit Wahrscheinlichkeit 1 im Nullpunkt liegt (vgl. Theo-
rem 4.2).

e Mit anderen Worten: Sei B € By(RY) eine beliebige beschriinkte Borel-Menge mit 0 < v4(B) < co. Dann
heift das Wahrscheinlichkeitsma P} : N — [0, 1] mit

Po) = sy [ X TalTae—d) Prldg) (18)

n: sy (p)EB

die reduzierte Palmsche Verteilung von {Np}.

Mit Hilfe von Korollar 4.1 lisst sich die folgende einfache Darstellung der Palmschen Verteilungen Py und PY
von homogenen Poisson-Prozessen herleiten, die in der Literatur der Satz von Slivnyak genannt wird.

Theorem 4.5 Sei {Np} ein homogener Poisson—Prozess. Dann gilt
Py = Py (19)

bzw. (dquivalent hierzu)
Py = Py * 05, , (20)

wobei Py * 85, die Verteilung des zufélligen Zihlmafes {Ng + 6,(B), B € B(R?)} bezeichnet.

Beweis

e Aus Korollar 4.1 ergibt sich insbesondere, dass

PY(A) = Jim Py(A)  VAeEN. (21)

e Wegen Theorem 2.1 geniigt es, den Grenzwert Py (A) in (21) fiir Ereignisse A € A" der Form
A:{QDGN ¢(Cl)§k17a¢(cn)§kn} (22)

zu untersuchen, wobei n > 1, kq, ..., k, > 0 beliebige natiirliche Zahlen sind und C1, ..., C, € Q% eine
beliebige Folge von Quadern ist.

e Dabei setzen wir zunéichst zusétzlich voraus, dass der Nullpunkt einen positiven Abstand von jedem
der Quader C4,...,C, hat, d.h.,

o € int (CY) Vi=1,...,n. (23)

— Aus (21) und aus der Definitionsgleichung (17) von P, ergibt sich dann, dass

P(Neyos, < ki, Neyop, < kn, Np, > 0)

y
ey P(Np, > 0)

P(NcyoB, <ki,...,Nc,oB, < kn,Np, > 0)
< PR(A) < lim inf PN, > 0) ;
— 00 By

wobei C ®@ B = {z +y: z € C,y € B} die Minkowski-Addition und C & B = (C*&® Bc)c die
Minkowski-Subtraktion bezeichnet.
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— Wegen (23) gilt aulerdem fiir jedes hinreichend grofe k, dass
(Oi@Bk)ﬂBkZ(CnEBBk)ﬂBkzw Vi=1,...,n.
— Aus den Unabhingigkeitseigenschaften der Poisson—Prozesses {Np} ergibt sich somit, dass

limsup P(Nc, e, < ki,..., No,op, < kn) < Py(A)

k—o0

< hmian(NCleBk < k‘l, .. "NCnGBk < kn)
k—o0 )

und folglich

P]Q;(QO eN: @(Cl) < kil,. . .,gO(Cn) < k‘n) = P(]V(j1 < k‘l, . .,Ncn < kn)
= P(Ng, +,(C1) <k1,...,Ng, +6,(C1) <ky,).
e Hieraus und aus der Stetigkeit von Wahrscheinlichkeitsmafien beziiglich monotoner Grenziibergénge

ergibt sich die Giiltigkeit von
PR(A) = (Py = 65,)(A) (24)

fiir diejenigen der in (22) betrachteten Ereignisse A € N, so dass der Nullpunkt nicht im Inneren einer
der Quader C1y,...,C), liegt, d.h.,

o (intCLU...UintC,,). (25)

— Wenn (25) nicht gilt, dann kénnen wir diejenigen Quader C; mit o € int C; jeweils in zwei Teilquader
zerlegen konnen, so dass danach (25) gilt.
— Hieraus folgt, dass (24) fiir jedes der in (22) betrachteten Ereignisse A € N gilt. O

Beispiel Sei {Ng} ein homogener Poisson-Prozess mit der Intensitét .

e Dann koénnen wir die in Theorem 4.5 gegebenen Darstellungsformeln (19) und (20) fiir die Palmsche Ver-
teilungen PI!V bzw. P, anwenden, um beispielsweise die Nichster—Nachbar—Abstandsverteilungsfunktion
D : [0,00) = [0,1] mit

D(r) = P} (¢ €N: @(B(o,7)) > 0) Yr>0 (26)

des typischen Punktes des Poisson-Prozesses { Ng} zu bestimmen.

e Hierfiir setzen wir in (19) das Ereignis A = {¢ € N: ¢(B(o,7)) > 0} fiir jedes r > 0 ein und erhalten,
dass
D(r) = Pn(p € N: ¢(B(o,7)) > 0) :1—exp(—)\ndrd) Vr >0, (27)

wobei k4 das Volumen der d—dimensionalen Einheitskugel bezeichnet.

4.1.4 Typische Zelle von Poisson—Voronoi—Mosaiken; Simulationsalgorithmus

Ein anderes Anwendungsbeispiel von Theorem 4.5 fithrt zu der folgenden (lokalen) Darstellung der typischen Zelle
von Poisson—Voronoi-Mosaiken.

e Hierfiir ordnen wir jedem Punkt S,, des Poisson—Prozesses {Ng} die Voronoi—Zelle Z,, zu, wobei
En:{xeRd:|x—Sn|§|x—Sm|Vm7én}, (28)

— d.h., Z, ist die (zufillige) Menge derjenigen x € R?, deren Abstand von S, nicht groer ist als die
Absténde zwischen z und allen anderen Punkten S,,, m # n des Poisson—Prozesses.
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— Beachte: Aus der Definitionsgleichung (28) von =, ergibt sich, dass Z,, mit Wahrscheinlichkeit 1 ein
beschrinktes und konvexes Polygon ist.

— Die Folge {Z,,} der Voronoi-Zellen =Z,, wird dann Poisson—Voronoi-Mosaik genannt. Dabei sagt man,
dass S,, der Nucleus von =,, ist.
e Mit Hilfe von Theorem 4.5 erkennen wir nun,
— dass die Verteilung der sogenannten typischen Zelle des Poisson—Voronoi—-Mosaiks, d.h., die Verteilung
der Zelle des typischen Punktes des Poisson—Prozesses { N}, gegeben ist
— durch die Verteilung der (zufilligen) Voronoi—Zelle

E*:{xeRd: lz] < |z — S,|Vn >1} (29)

des Nullpunktes o € R? beziiglich der Punkte {S,,} des homogenen Poisson—Prozesses {Np}.

eS;
°S:
S; @

[
S4

Abbildung 19: Initialzelle

Dies liefert einen effizienten Algorithmus zur (lokalen) Monte—Carlo—Simulation der typischen Zelle von Poisson—
Voronoi-Mosaiken, wobei wir uns hier aus Griinden der Einfachheit auf die Beschreibung des planaren Falles
d = 2 beschrénken.

e Der Algorithmus besteht aus zwei Teilen, wobei jeweils eine gewisse Anzahl von Punkten Sy, Ss,... des
Poisson—Prozesses { Np} mit dem Algorithums zur radialen Simulation von homogenen Poisson—Prozessen
erzeugt wird, der in Abschnitt 2.2.1 eingefiihrt worden ist.

e Zunichst werden so viele Punkte S7, Sa, . .. erzeugt, bis sich durch die Mittelsenkrechten der Strecken (o, S1),
(0,52), ... ein beschrénktes (und konvexes) Polygon um den Nullpunkt bilden lasst, das Initialzelle genannt
wird, vgl. Abbildung 19.

— Die Konstruktion der Initialzelle kann mit Hilfe der folgenden Stoppregel erfolgen.

— Zuerst werden die Punkte S, So und S3 erzeugt. Dabei wird der Sektor Xg, g, betrachtet, der durch
die beiden Geraden o, —S; und o, —S5 gebildet wird.

— Wenn S5 € X5, g,, dann stoppt der Algorithmus und die Initialzelle wird durch die Mittelsenkrechten
der Strecken (o,51), (0,S2) und (o, S3) gebildet.

— Wenn S3 € X3, s,, dann wird der gréfite Sektor Xg, g, 5, betrachtet, der durch die Geraden o, -5,
0,—S2 und o, —S3 gebildet werden kann.

— Anschliefend wird der Punkt S4 erzeugt und gepriift, ob Sy € Xg, 5,.5,-

— Wenn S, € ¥g, s,.9,, dann stoppt der Algorithmus und die Initialzelle wird durch die Mittelsenkrechten
der Strecken (o, S1), (0,52), (0,53) und (0, S4) gebildet.

— Wenn Sy € X3, s,,5,, dann wird das Verfahren so lange fortgesetzt, bis ;11 € Xg,, .. s,,

— und die Initialzelle wird durch die Mittelsenkrechten der Strecken (o0, 51),..., (0,S;) gebildet.
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e Danach wird gepriift, ob die Initialzelle mit der in (29) gegebenen typischen Zelle Z* {ibereinstimmt oder ob
die Initialzelle noch durch die Erzeugung weiterer Punkte des Poisson—Prozesses {Np} verkleinert werden
muss.

Beachte

Sei rmax das Maximum der Abstdnde der Eckpunkte der Initialzelle vom Nullpunkt.

Dann konnen nur diejenigen Punkte S,, des Poisson—Prozesses {Np} die Gestalt der typischen Zelle
E* beeinflussen, fiir die |S,| < 2rmax gilt.

Die Erzeugung der Punkte Si,S5,... mit dem Algorithums zur radialen Simulation von homogenen
Poisson—Prozessen kann also spitestens dann gestoppt werden, wenn |Sy,| > 2rmax.

Durch die Mittelsenkrechten der Strecken (o, Si+1), ..., (0, Sit2), ... konnen Teilbereiche der Initialzelle
wegfallen,

wodurch sich der Maximalabstand 7, der Eckpunkte verringern und der Algorithmus gegebenenfalls
frither gestoppt werden kann.

Jeder Durchlauf des oben beschriebenen Algorithmus liefert eine Realisierung £* der typischen Zelle

=k
— .

Auf der Grundlage der Realisierungen &1, ...,&, von Z*, die sich aus einer groffen Anzahl n solcher
Runs ergeben, konnen statistische Schitzer konstruiert werden, um (Verteilungs—) Eigenschaften von
geometrischen Kenngrofen der typischen Zelle Z* zu bestimmen.

Beispielsweise konnen auf diese Weise die Verteilungen der Eckenzahl, der Randlange bzw. des Fl&-
cheninhaltes von =* bestimmt werden.

4.2 Campbellsche Mafe; Beispiele von Palmschen Verteilungen

4.2.1 Produktdarstellung des reduzierten Campbellschen Mafies von Poisson—Prozessen

Wir verallgemeinern nun den Satz von Slivnyak, d.h., die in Theorem 4.5 hergeleitete Formel (19) zur Darstellung
der reduzierten Palmschen Verteilung Pj;.

Dabei betrachten wir in diesem Abschnitt zunéchst den Fall von beliebigen (inhomogenen) Poisson—Prozessen
{Ng}. Hierfiir ist der Begriff des Campbellschen Mafies bzw. des reduzierten Campbellschen Mafies von zufilligen
Zahlmafen niitzlich.

Definition Sei {Np} ein beliebiges zufilliges Zahlmaf mit der Verteilung Py iiber N.

Dann heift das Maf v : N ® B(R?) — [0, o] mit
WA B) = [ p(B)La@) Pu(dy)  VAE N, B e BR (30)
N

das Campbellsche Maf$ von {Np}.
AuRerdem wird das MaR 7' : N ® B(R?) — [0, oo] mit

FAxB) = [ [ 15 Ta(e =) e Pulde)  VASN.BEBRY) (1)

betrachtet, das das reduzierte Campbellsche Mafi von {Np} genannt wird.
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Beachte Mit algebraischer Induktion kann man zeigen, dass die Definitionsgleichungen (30) und (31) von ~v
bzw. 4' Aquivalent sind mit

/ f(p,2) / f(p,2) p(dz) Py(dy) (32)
NxRd Rd
bzw.
/ flg2) 7 (d(p, ) = / F(p — b2.2) pldz) Py () (33)
NxRd N JRd

fiir jede (N ® B(R?), B([0, 00)))-messbare Funktion f: N x R? — [0, 00).

Das folgende Resultat kann als eine Verallgemeinerung der Darstellungsformel (19) aufgefasst werden, die in
Theorem 4.5 fiir den Fall homogener Poisson—Prozesse hergeleitet wurde.

Theorem 4.6 Sei {Np} ein beliebiger Poisson—Prozess mit dem (diffusen und lokal endlichen) Intensititsmaf
w. Dann gilt
’y! = PN X . (34)

Beweis Wir zerlegen den Beweis in mehrere Schritte.

1) Zunéchst zeigen wir, dass die Produktformel
+(A x B) = Py(A) u(B) (35)
fiir jede beschriinkte Borel-Menge B € By(R%) und fiir jedes A € N der folgenden Gestalt gilt:
A={peN: p(B) =3}, wobei B’ € By(R?), j € {0,1,...}.
e Hierfiir geniigt es, die Giiltigkeit von (35) fiir die Félle
la) BcC B und 1b) BNB =1

zu zeigen, weil jede Borel-Menge B € By(R?) in der Form B = (BN B') U (B \ B’) dargestellt

werden kann und weil dann

Y (AxB) = A (Ax((BNnB)U(B\B))
= 7 (Ax((BNB))+~'(Ax (B\B))
= Pn(A)u(BNB')+ Pn(A) u(B\ B')
= Pn(A)u(B).

e Im Fall 1a) ergibt sich aus der Definitionsgleichung (31) des reduzierten Campbellschen Mafes ',
dass

Y(AxB) = / /d Ip(z) Ta(p — 0,) p(dz) Py (dy)
NJR
J
= Z /N /Rd Ip(z) Liyen: o (B)=k, ¢’ (B'\B)=j—k} (¢ — 0z) @(dz) Py (dg)
0
J
> /N /R T () Lt (5)=h1, o (57\3)=j—k} () 9(d2) Py (do)
k=0

J
= > / (F+1) Tigren: o (B)=k+1, o' (B\B)=i—k} () Pn (dep) .
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e Hieraus und aus den Unabhéngigkeits— bzw. Verteilungseigenschaften des Poisson—Prozesses { Np}
ergibt sich, dass

FAXB) = S0t ) PN(B) = k+1) PN\ B) = j — B)
k=0

= u(B) Z WAB) ) p(N (B B) = j k)

— w(B)Y_ P(N(B) = k) P(N(B'\ B) = j — k)

I

=

=

MQ.
)

(N(B) =k, N(B'\ B) =j — k)
= P(N(B')=j)uB) = Pn(A)u(B).

e Im Fall 1b) ergibt sich auf d&hnliche Weise aus (31), dass

’YI(A X B) = /N/]Rd ]IB(.”L') ]I{L,OlENt W(B’):j}((p> (p(d:L‘) PN<de)
= [ B en (@) Pulag)
= [eBPv9) [ Tgenn-n (o) Prldg)
— Pa(A) u(B).
2) Wir zeigen nun die Giiltigkeit von (35) fiir Mengen A € A/ der Gestalt
A:{WEN: @(Bl):jlw"uSD(Bn):jn}? (36)

wobei Bl, .. .,Bn S Bo(Rd), jl,. .. ,jn S {0, ]., AN }

e Hierfiir geniigt es (dhnlich wie im ersten Beweisschritt) zu beachten, dass wir ohne Einschrankung
der Allgemeinheit voraussetzen konnen, dass die Mengen By, ..., B, € By(RY) paarweise disjukt
sind und dass einer der beiden folgenden Fille vorliegt:

n
2a) BCB;fireinie{l,....,n} oder 2b) BN B;=0.
i=1

e Im Fall 2a) konnen wir dann genauso wie in Beweisschritt 1a) vorgehen, um die Giiltigkeit von
(35) zu zeigen. Im Fall 2b) verlduft der Beweis so wie in Schritt 1b).

3) Aus der Giiltigkeit von (35) fiir Mengen A € N der Gestalt (36) ergibt sich wegen der o—Additivitét
der Mafe v' und Py, dass (35) auch fiir simtliche Mengen A € R C N gilt, wobei

R={{peN: ki S@(By) < i,i=1,...,n},n>1, By € Bo(RY), ki,ti € {0,1,...} U{oc}}. (37)

4) Weil R ein Halbring ist, der die o—Algebra A erzeugt, ergibt sich mit Hilfe des Satzes iiber monotone
Klassen (vgl. Lemma 3.5), dass (35) fiir jedes A € N gilt.

5) Durch die erneute Anwendung des Satzes {iber monotone Klassen ergibt sich nun, dass
7(C) = (Py x u)(C)
fiir jedes C € N @ B(R?) gilt. O
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Beachte

e Wenn {Ng} ein homogener Poisson—Prozess mit der Intensitit A ist, dann ergibt sich aus der in
Theorem 4.6 hergeleiteten Produktformel (34), dass

Y (Ax B) =APy(A)vg(B) VAeN,BeB([RY). (38)

e Auferdem ergibt sich mit Hilfe der Definitionsgleichungen (18) und (33) von P} bzw. +', dass fiir jedes
AeN

(ag) 1
o) @ 3 [ Ha(Tap - 0 (de) Pa(dg)
N J[0,1]4

/ / To.130 (2) Ta(To (0 — 6,)) (da) P (dy)
N JRd

/ £( = b2,2) p(dz) Pu(dp)
N JRd

/ f(, 1) (d(, 7))
NxR4

(33)

>l > e

wobei f(p,x) = 1[071]d(1')]IA(TI90).
e Hieraus ergibt sich nun mit Hilfe von (38), dass fiir jedes A € N

Py(A) © /N/Rd Tjo174(2)La(Top) dz Py (de)

= / ]I[O,l]d(x) / ]IA(TQJQD) PN(d@) dx
Rd N

Stationaritét von {Np}
= [ Toa(@) [ Tale) Pulag)da

- Py (A).

e Dies bedeutet, dass
Py = Py, (39)

was mit einer anderen Beweistechnik bereits in Theorem 4.5 gezeigt worden ist.

4.2.2 Palmsche Verteilung von zufilligen Mafien; Cox—Prozesse

Die Formel (39) zur Darstellung der reduzierten Palmschen Verteilung PIIV von homogenen Poisson—Prozessen
lasst sich als Spezialfall allgemeinerer Darstellungsformeln fiir die reduzierte Palmsche Verteilung von stationéren
Cox—Prozessen bzw. von stationiren Poissonschen Cluster—Prozessen auffassen.

Wir betrachten zunéchst eine Verallgemeinerung der Formel (39) fiir stationdre Cox—Prozesse. Hierflir ben6tigen
wir den Begriff der Palmschen Verteilung von stationéren (Intensitéts—) MaRen.

Definition

e Sei {Ap} ein stationéres zufélliges Mafy, beispielsweise das zuféllige Intensitdtsmal eines stationéren
Cox—Prozesses.

e Das WahrscheinlichkeitsmaR PJ : M — [0, 1] mit

P =5 [ [ s@taTana) Paan) Ve M (10)

heifit die Palmsche Verteilung des stationdren zufilligen MaRes {Ap},
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e wobei A = EA([0,1]%) und g : R? — [0, 00) eine Borel-messbare Funktion ist mit

/ glx)de =1. (41)
Rd

Beachte

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass das in (40) gegebene WahrscheinlichkeitsmaR P{ nicht von der
Wabhl der Funktion g : RY — [0, 00) abhiingt.

e Inshesondere kann g(z) = Ig(x)/va(B) gesetzt werden fiir jede beschriinkte Borel-Menge B € By(RY)
mit 0 < vg(B) < oo.

e Dann wird klar, dass (40) eine Verallgemeinerung der Definitionsgleichung (6) fiir die Palmsche Ver-
teilung von stationdren Zdhlmafsen ist.

e Mit algebraischer Induktion kann man zeigen, dass die Definitionsgleichung (40) der Palmschen Ver-
teilung PY des stationiiren zufilligen MaRes {Ap} #quivalent ist mit

[ [ saasian =5 [ [ Toaynao) pagan) (12)
M JR4 M JRE

fiir jede (M ® B(R?), B([0, c0)))-messbare Funktion f: M x R? — [0, 00).

Ein wichtiger Spezialfall liegt dann vor,

e wenn die Realisierungen des zufilligen Mafes {Ap} mit Wahrscheinlichkeit 1 absolutstetig beziiglich des
d-dimensionalen Lebesgue-Mafses sind, d.h.,

e wenn es ein zufilliges Feld {)\,, x € R?} gibt, dessen Realisierungen Borel-messbare und lokal-integrierbare
nichtnegative Funktionen sind, so dass mit Wahrscheinlichkeit 1

AB:/)\zdx<oo VB € By(RY). (43)
B

e Eine Klasse von Beispielen hierfiir liefern die zufélligen Intensitatsmake von modulierten Poisson—Prozessen,
vgl. Abschnitt 3.2.3.

Fiir stationdre zufillige Mafe {Ap} mit absolutstetigen Realisierungen lésst sich die Definitionsgleichung (40) der
Palmschen Verteilung PJ wie folgt vereinfachen.

Theorem 4.7  Sei {\,, = € R} ein stationdres zufilliges Feld, dessen Realisierungen Borel-messbare und
lokal—integrierbare nichtnegative Funktionen sind, und das stationdre zufillige Maff {Ap} sei durch (43) gegeben.
Dann gilt

PY(A) = % E(La({AgP)Xo) VAEM. (44)

Beweis

e Fiir die in (40) betrachtete Funktion g : R — [0, 00) setzen wir g(x) = Tjg qja(x) fiir jedes = € RY.
o Wegen (43) lésst sich dann die rechte Seite von (40) wie folgt schreiben:

/ / 1) n(dz) Pa(dn)
//[01 jﬂ( ) dz Py (dn)
/M /[ow Ta(Tzm) % (0) da Pa(dn).

Py(A)

>l > >
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e Hieraus ergibt sich durch Vertauschung der Integrationsreihenfolge, dass fiir jedes A € M

/0 1 / Ta(Tam) @ (0) Pa(dn) de
/01]d/]IA = (0) Pa(dn) dx

PR(A) =

Stationaritét von {Ap}

Al R

Beispiel

e Wir betrachten das Intensitétsfeld von modulierten Poisson—Prozessen, vgl. Abschnitt 3.2.3.

e D.h., das zufillige Feld {)\,, » € R?} sei gegeben durch den Ansatz

A, fallsz ez,
Ay, fallsz &=,

A =

— wobei A1, Ay € (0,00) beliebige Zahlen mit max{A;, A2} > 0 sind,
B(Sn, 1),

— und {S,} ein homogener Poisson—Prozess mit der Intensitit Ay € (0, 00) ist.
e Dann ergibt sich aus (44) und (45), dass

ME (]IA({AB})]IE(O)) +>\2E(]IA({AB})I[EC(O))
M (1 — exp(—Agkqg rd)) + Ay exp(—Aokg %)

— die (zufillige) Menge = gegeben ist durch = = (J°°

n=1

PY(A) = VAeM.

e Denn fiir jedes A € M gilt

PR(A)

LE(Li({As)A)
M E (La( {AB} =(0)) + M2 E (L4({Ap})T=<(0))
3(0) + >\2E]I':‘C( )
M E (Ta( {AB} (0)) + X2 E (Ta({Ap}) 1=z (0))
A (1 —exp(— /\0/@' rd)) + Ao exp(—Agrg )

[ 14 2 @) Patdn) = B (La({Am)A).
M

120

(45)

wobei sich die letzte Gleichheit aus der Formel (3.67) in Lemma 3.3 ergibt und x4 das Volumen der

d-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet.

Wir leiten nun eine Verallgemeinerung des Satzes von Slivnyak (vgl. Formel (19) in Theorem 4.5) fiir die reduzierte

Palmsche Verteilung von stationéren Cox—Prozessen her.

Theorem 4.8 Sei {Np} ein stationdrer Cox—Prozess mit dem (stationdren) zufdilligen Intensititsmafl {Ap}.

Dann ist die reduzierte Palmsche Verteilung Pk : N — [0,1] von {Ng} gegeben durch

:/ Q,(A) PY(dn) VAeN,
M

wobei Q) : N'— [0,1] die Verteilung eines Poisson—Prozesses mit dem Intensititsmaf8 n bezeichnet.

(47)
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Beweis

e Die Definitionsgleichungen (3.25) bzw. (3.26) des Cox—Prozesses {Np} sind dquivalent mit
= / Qn(A) Pa(dn) VAeN. (48)
M

e Hieraus und aus der Definitionsgleichung (18) von Pj ergibt sich, dass fiir jedes A € N/

Py 5 [ [ aaTap ) o) P
5 L 1T ) el Q) Pagan
1
= 5 [ M@ 8a (Tt = 52)) o(da) Qu(de) Patan
D3 Tee )T o) Pata).

wobei fyi] das reduzierte Campbellsche Maf eines (im allgemeinen inhomogenen) Poisson—Prozesses mit
dem Intensitdtsmaft 1 bezeichnet.

e Aus der Darstellungsformel (34) fiir das reduzierte Campbellsche Mafs 'y,!?, die in Theorem 4.6 hergeleitet
worden ist, ergibt sich nun, dass

o) 5 [ Moe@) 1) @, (g n(e) Py
= 5 / /R Mp10(2) QT2 A) () Pa (dn)
= 3 / / Wig0(2) Q. (4) n(de) Pa(dly)
| @) PRan).

wobei sich die letzte Gleichheit aus der Definitionsgleichung (42) der Palmschen Verteilung PJ von
{Ap} ergibt. O

Beachte Aus der in Theorem 4.8 hergeleiteten Darstellungsformel (47) ergibt sich insbesondere,
e dass die reduzierte Palmsche Verteilung P des stationiiren Cox—Prozesses { N} erneut die Verteilung
eines Cox—Prozesses ist,

e wobei die Verteilung des zugehérigen zufiilligen Intensitéitsmafes durch die Palmsche Verteilung Py
von {Ap} gegeben ist.

4.2.3 Beispiele: modulierte Poisson—Prozesse, Cox—Prozesse auf Poissonschen Geradensystemen

1. Modulierte Poisson—Prozesse

e Wir betrachten das stationiire zufillige Feld {\,, € R%}, wobei A, in (45) gegeben ist, und das
stationére zufillige Mak {Ag} mit Ap = [, A, dz fiir jedes B € B(R?).

e Dann ist die Palmsche Verteilung P{ von {Ap} durch (46) gegeben, d.h.,

ME (]IA({AB})]IE(O)) + X E (]IA({AB})]IEC (O))

VAe M.
A (1 — exp(—Aoka rd)) + Ao exp(—Agrg rd)

PR(4) =
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e Hieraus und aus Theorem 4.8 folgt, dass die reduzierte Palmsche Verteilung Pz!v des stationdren Cox—
Prozesses { Np} mit dem Intensitdtsmaf {Ag} gegeben ist durch

P =pe | QuA) Pajpes(dn) + (1= pc) [ Qyld) Pajsgz(an). (49)
M M
wobei
— exp(—Xokg r?
Do = A1 (1 pi Aok )) , A=)\ (1 — exp(—Agkd Td)) + A2 exp(—Agkar?) (50)
und
Prjoez(A) =P({A} € A|o€E), Prjog=(A) = P({Ap} € A| 0o € E) (51)

e Denn aus (46) und (47) ergibt sich, dass fiir jedes A € N
! (47)
Pia) @ [ Q) PRtan)

) A /M Qn(A)E ({Ap} € dn, 0 € E) + X2 /M Qn(A)E ({Ap} € dn, 0 ¢ E)
B A (1 — exp(—Aokq rd)) + Ao exp(—Agrg rd)

— eXpl—AgK 'f’d
_ Ml pi Aoria 7)) /MQn(A)PMer(d??)

/\2 exp(—)\ond Td

2 G (4) Pyt

e Beachte: Die in (50) eingefiithrte Grofe p. kann als
— bedingte Uberdeckungswahrscheinlichkeit des Nullpunktes durch die zufillige Menge

aufgefasst werden, und zwar unter der Bedingung, dass in einer infinitesimal kleinen Umgebung
des Nullpunktes ein Punkt von {Ng} liegt.

— Dies ergibt sich aus der Definitionsgleichung (6) der Palmschen Verteilung Py des modulierten
Poisson-Prozesses { Np} mit Hilfe der lokalen Charakterisierung Palmscher Wahrscheinlichkeiten,
die in Abschnitt 4.1.2 diskutiert worden ist.

— Dabei ist die in (50) betrachtete Grofe A die Intensitit des modulierten Poisson—Prozesses {Ng}.

2. Cox—Prozesse auf Poissonschen Geradensystemen; Poissonsche Geradenmosaike

e Sei Ay > 0 eine beliebige positive Zahl. Wir fiihren zunéchst den Begriff des homogenen (und isotropen)
Poissonschen Geradenprozesses im R? mit der Intensitit A, ein.
— Hierfiir betrachten wir den unabhéngig markierten Poisson—Prozess {(Ry, V4,)}, wobei
(i) {Rn, n > 1} ein homogener Poisson—Prozess in R mit der Intensitét Ay ist,
(ii) {V,} eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten (nichtnegativen) Zufallsvariablen
ist mit V,, ~ U ([0, 7)),
(iii) und die beiden Folgen {R,} und {V,,} unabhéngig sind.
— Fiir jedes n > 1 betrachten wir die (zuféllige) Gerade /g, v, in R? mit

lr, v, ={(z1,22) € R?: zycosV, +aosinV, = R, }.

— Dann sagt man, dass die (zuféllige) Menge X, = J,—, ¢r
R? mit der Intensitdt Ay ist.

v, ein Poissonscher Geradenprozess im

nyVn
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e Beachte:

— Man kann zeigen, dass
/\gZEVﬂX@ﬂB) (52)

fir jedes B € B(R?) mit vo(B) = 1 gilt, wobei v1(X, N B) die Gesamtstreckenlinge von X,
in der Borel-Menge B bezeichnet, d.h., A, ist die erwartete Gesamtstreckenlinge von X, pro
Flacheneinheit,

— und dass durch den Poissonschen Geradenprozess X, eine Folge {Z,, n > 1} von (zufélligen)
kompakten und konvexen Polygonen induziert wird, so dass
(i) intZ; N int=; = 0 fiir beliebige 7,j > 1 mit i # j,
(i) U™, =, =R2und U=, 05, = X,,

— Beachte: Aus den Eigenschaften (i) und (ii) ergibt sich insbesondere, dass [z,2'] N X, = 0 fiir
beliebige z,z’ € int =, und n > 1.

— Dabei sagt man, dass {E,, n > 1} ein (stationéres und isotropes) Poissonsches Geradenmosaik

mit der Intensitdt A\, ist. Die zuféligen Polygone =1, 25, ... werden die Zellen des Mosaiks genannt,
vgl. Abbildung 20.

Abbildung 20: Zelle eines Poissonschen Geradenmosaiks

e Sei A(M) > 0 eine beliebige positive Zahl, und das stationire zufillige Maf {Ap} sei gegeben durch
Ap = 2Yu (X, N B) VB € B(R?). (53)

— Eine Realisierung eines Cox—Prozesses mit dem in (53) betrachteten zufilligen Intensitdtsmaf
{Ap} ist in Abbildung 21 gegeben.
— Ahnlich wie beim Beweis des Satzes von Slivniak (vgl. die Beweise der Theoreme 4.5 bzw. 4.8)
ergibt sich
(i) aus den Unabhéangigkeitseigenschaften des Poisson—Prozesses {(R,, V,,)}, der den Poissonschen
Geradenprozess Xy = J,~, (g, v, generiert,

(ii) und aus der Definitionsgleichung (40) der Palmschen Verteilung PJ des stationiren zufiilligen
Mafses {Ap},

— dass die Palmsche Verteilung PJ gegeben ist durch
P (A) = P{A%} € 4) VAeM, (54)
wobei
A% = AV ((lov, U Xe) N B) (55)

und Vp : © — [0, 7) eine nichtnegative Zufallsvariable mit Vy ~ U ([0, 7)) ist, die von {(R,, Vy)}
unabhéngig ist.

e Beachte: Die in (54) und (55) gegebene Palmsche Verteilung P von {Ap} ist die Verteilung des
zufilligen Mafes {A%}, dass sich ergibt, indem
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— nicht nur die Gesamtstreckenlinge Ap des Poissonschen Geradenprozesses Xy in B,
— sondern auferdem noch die Laénge der Schnittmenge ¢, 1, N B betrachtet wird, die durch die
zusétzlich hinzugefiigte (und durch den Nullpunkt verlaufende) Gerade 4, v, entsteht.
e Hieraus und aus Theorem 4.8 folgt,
— dass die reduzierte Palmsche Verteilung P} des stationiren Cox—Prozesses {Np} mit dem Inten-
sitatsmak {Ap} gegeben ist

— durch die Verteilung der Vereinigungsmenge der Atome der (linearen) homogenen Poisson—Prozesse
mit der Intensitiat A(Y), die auf den Geraden des Geradenprozesses Lo, vy U Xy liegen.

Abbildung 21: Cox—Prozess auf Poissonschem Geradensystem

4.2.4 Typische Zelle von Cox—Voronoi—Mosaiken; Simulationsalgorithmen

In diesem Abschnitt betrachten wir Voronoi—Mosaike, die durch Cox—Prozesse generiert werden, und sprechen
deshalb von Cox—Voronoi—-Mosaiken. Insbesondere betrachten wir Cox—Voronoi—-Mosaike, die durch modulierte
Poisson—Prozesse bzw. durch Cox—Prozesse auf Poissonschen Geradensystemen generiert werden.

1. Modulierte Poisson—Prozesse

e Sei {S,} eine messbare Indizierung der Atome eines modulierten Poisson Prozesses {Ng}, und sei
{E,} das zugehorige Cox—Voronoi-Mosaik, d.h.,

En:{xeRd:|x—§n|§|x—§m|Vm7§n}, (56)
wobel man sich leicht {iberlegen kann, dass die in (56) gegebenen Zellen Z,, mit Wahrscheinlichkeit 1

kompakte und konvexe Polygone sind.

e Aus der Darstellungsformel (49) fiir die reduzierte Palmsche Verteilung P}, des Cox-Prozesses {Np}
ergibt sich, dass

— dass die Verteilung der typischen Zelle des Cox—Voronoi-Mosaiks {E,}, d.h., die Verteilung der
Zelle des typischen Punktes des Cox—Prozesses { Np}, gegeben ist

— durch die Verteilung der (zufélligen) Voronoi—Zelle
=={zeR’: |z|<|z—8,|Vn>1} (57)

des Nullpunktes o € R? beziiglich der Punkte {5} des Cox—Prozesses {Nj} mit der in (49)-(51)
gegebenen Verteilung P}V.
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Dies fithrt zu dem folgenden Algorithmus zur Monte—Carlo—Simulation der typischen Zelle =* des Cox—
Voronoi-Mosaiks {Z,,}, der auf der radialen Simulation der Punkte {S},} des Cox-Prozesses {Nj} beruht.
Dabei beschrinken wir uns hier auf die Beschreibung des planaren Falles d = 2.

e Wegen der in (49)—(51) gegebenen Darstellung der Verteilung Py wird zunéchst

— ein Bernoulli-Experiment mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p. durchgefiihrt,

— um zwischen den beiden Féllen unterscheiden zu konnen, ob der Nullpunkt von der zufélligen
Menge |J,-; B(Sn,r) liberdeckt wird oder nicht,

— wobei p. die in (50) gegebene bedingte Uberdeckungswahrscheinlichkeit ist und {S,,} die radiale
Indizierung der Atome eines homogenen Poisson—Prozesses mit der Intensitét Ag ist.

e Wenn o € Z, dann wird die Zufallsvariable |S; | unter der Bedingung simuliert, dass |S1| < r. Ansonsten
(d.h., wenn o & E) wird |S1| unter der Bedingung simuliert, dass Sy > r.

— Hierfiir kann der in Abschnitt 2.2.1 dargelegte Algorithmus zur radialen Simulation von homogenen
Poisson—Prozessen verwendet werden, zusammen mit dem iiblichen Akzeptanz— und Verwerfungs-
verfahren.

— D.h., wenn beispielsweise |S1| unter der Bedingung |S;| < r simuliert werden soll, dann wird eine
Realisierung von |S;| akzeptiert, wenn |Sq| < 7.

— Ansonsten (d.h., wenn |S1| > r) wird die Realisierung von |.S7| verworfen und eine neue Realisierung
von || generiert, usw.

— Danach wird der Winkel Uy mit U; ~ U ([0,27)) simuliert, wodurch sich der Punkt S; mit der
Darstellung S; = (]S1], U1) in Polarkoordinaten ergibt.

— Spéter werden (falls erforderlich) noch die Absténde |S3|,|Ss],... und die Winkel Uy, Us, ... von
weiteren Punkten generiert, und zwar so wie dies in Abschnitt 2.2.1 beschrieben wurde.
e Bei der Simulation der Punkte {S}} des Cox—Prozesses {N}j;} kann man nun wie folgt vorgehen.

— Zuniichst wird der Punkt S) eines homogenen Poisson—Prozesses {S/,} im R? mit der Intensitit
Amax = max{ A1, Ay} generiert, der den kleinsten Abstand vom Nullpunkt hat, wobei wir (0.B.d.A.)
annehmen, dass A\; > Ag.

(i) Dabei wird gepriift, ob S} € U, ; B(Sn,r).
(ii) Wenn Sj € B(S1,7), dann wird S} akzeptiert und S} = S gesetzt.
(iii) Ansonsten werden weitere Absténde |Ss|,|Ss|, ..., |Sn| und Winkel Us, Us, ..., U, generiert, so
lange bis |S,| > S| + 7.
iv) Wenn S’ € Tl:_l B(S;,r), dann wird S/ akzeptiert und S} = S} gesetzt.
1 i=1 1 1 i
(v) Ansonsten, d.h., wenn S| ¢ U?;ll B(S;, ), wird ein Bernoulli-Experiment durchgefiihrt, wobei
S1 mit der Wahrscheinlichkeit As/\; verworfen wird.
— Danach wird S} generiert und gepriift, ob S5 € (J;—, B(S;,r).
(i) Wenn S5 € Ui, B(S;,r), dann wird S akzeptiert.
ii) Ansonsten werden weitere Absténde |S,11|, ..., |Shim| und Winkel Uy, 41 ..., Uy, generiert,
+ + + +
bis |Sppm| > S5+ 7.
(iii) Wenn S5 € U™ " B(S;,7), dann wird S} akzeptiert, und wir setzen

g Sy, falls S} geléscht wurde,
2 =
Sy, falls S] akzeptiert wurde.

(iv) Ansonsten wird erneut ein Bernoulli-Experiment durchgefiihrt, wobei S5 mit der Wahrschein-
lichkeit Ay/A; verworfen wird.
— Auf die gleiche Weise wird S4 generiert und gepriift, ob S% ein Atom des Cox—Prozesses { N5} ist,
usw.

e Genauso wie bei der Simulation der typischen Zelle von Poisson—Voronoi-Mosaiken wird die folgende
Stoppregel verwendet; vgl. Abschnitt 4.1.4:
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— Die radiale Generierung von Punkten {S)} des Cox—Prozesses {NjL} zunichst so lange fortge-
setzt, bis sich durch die Mittelsenkrechten der Strecken (o, S}), (0,55), ... ein beschrinktes (und
konvexes) Polygon um den Nullpunkt bilden lisst, das Initialzelle genannt wird.

— Danach wird gepriift, ob die Initialzelle mit der in (57) gegebenen typischen Zelle =* {ibereinstimmt
oder ob die Initialzelle noch (so wie in Abschnitt 4.1.4) durch die Erzeugung weiterer Punkte des
Cox—Prozesses { N5} verkleinert werden muss.

2. Coz—Prozesse auf Poissonschen Geradensystemen

e Sei {Np} ein stationdrer Cox—Prozess, dessen zufélliges Intensitdtsmak {Ap} durch (53) gegeben ist,
und sei E* die Voronoi—Zelle

E*:{xeRd: |x|§|x—SL|VnZl} (58)

des Nullpunktes o € R? beziiglich der Punkte {S}} des Cox—Prozesses { N5}, dessen zufilliges Inten-
sitdtsmak {A%} durch (55) gegeben ist.

— Die Darstellungsformel (55) von {A%} fiihrt nun zu dem folgenden Algorithmus zur Simulation
der (typischen) Voronoi-Zelle Z*, wobei wir die Tatsache nutzen,

— dass die Verteilung von {S)} mit der Verteilung der Vereinigungsmenge der Atome der (linea-
ren) homogenen Poisson-Prozesse mit der Intensitit A(!) iibereinstimmt, die auf den Geraden des
Geradenprozesses £, v, U X, liegen (vgl. Abschnitt 4.2.3).

e So wie bisher besteht der Algorithmus aus zwei Teilen, wobei zuerst die Initialzelle generiert wird.

— Hierfiir wird zunéchst eine Realisierung des Winkels Vy ~ U ([0, 7)) generiert.

— Anschliefend wird jeweils eine Realisierung der (unabhiingigen) Zufallsvariablen |Sg| und |S; |
generiert, wobei |Sg |, |Sy | ~ Exp (A(M).

— Damit sind die Punkte Si” = (|S; |, Vo) und S5~ = (—|S; |, Vo) auf der Geraden £y = ¢, v, gegeben,
die dem Nullpunkt am néchsten liegen.

— Danach wird die Gerade ¢; = {g, v, generiert und der Schnittpunkt ¢, N ¢; bestimmt.

Genauso wie S§ und S, werden nun die beiden Punkte S;” und S; auf der Geraden /¢; generiert,
die dem Schnittpunkt ¢y N ¢; am néchsten liegen.

— Man kann sich leicht iiberlegen, dass sich aus den Mittelsenkrechten der Strecken (o, Sy), (0, Sy ),
(0,S87) und (0, S;7) ein beschrinktes (und konvexes) Polygon um den Nullpunkt bilden lisst.

— D.h., bei Cox—Prozessen auf Poissonschen Geradensystemen werden stets nur vier Punkte zur
Konstruktion der Initialzelle benotigt.

e Danach wird wiederum gepriift, ob die Initialzelle mit der in (58) gegebenen typischen Zelle =* {iber-
einstimmt oder ob die Initialzelle noch (so wie in Abschnitt 4.1.4) durch die Erzeugung weiterer Punkte
des Cox—Prozesses {Nj} verkleinert werden muss.

4.2.5 Poissonsche Cluster—Prozesse
In diesem Abschnitt betrachten wir die Palmsche Verteilung PY von stationiiren Poissonschen Cluster—Prozessen,

die in Abschnitt 3.3.1 eingefiihrt worden sind. Dabei leiten wir eine Darstellungsformel fiir P{ her, die als eine
weitere Verallgemeinerung des Satzes von Slivnyak (vgl. Formel (19) in Theorem 4.5) aufgefasst werden kann.

e Sei {Np, B € B(R?%)} ein stationiirer Poissonscher Cluster-Prozess mit

Np=> Ny VB e B(R?), (59)

n=1
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— wobei {S,} ein homogener Poisson—-Prozess mit der Intensitét Ao ist

— und {N ](31)}, {N g)}, ... eine Folge von unabhangigen, identisch verteilten Punktprozessen ist, die von
{S,,} unabhiingig sind und deren Intensititsmak {uM)(B), B € B(RY)} endlich ist, d.h., u (R?) < oco.

e Zur Erinnerung:

— Die Intensitit A von {Np} ist gegeben durch A\ = Ao uV)(R9), vgl. Theorem 3.14.
— Auferdem ist das erzeugende Funktional G : H — [0, 1] von {Np} gegeben durch

G(f) :exp<)\0/Rd (Gm(f) —1) dx) VfeH, (60)

— wobei GI#l : # — [0, 1] das erzeugende Funktional des (um den Vektor € R verschobenen Sekundéir—)

Punktprozesses {Ngzw, B € B(R%)} ist, vgl. Korollar 3.3.

e Um eine Darstellungsformel fiir die Palmsche Verteilung Py von {Np} herleiten zu kdnnen, fiihren wir das
Wahrscheinlichkeitsmafl P : N” — [0, 1] ein, wobei

P = g [ ITe)eln Py de) VAN (61)

und Py die Verteilung der Sekundérprozesse { N ](91)}7 {N g)}, ... bezeichnet.

Das folgende Resultat kann als Verallgemeinerung des Satzes von Slivnyak (vgl. Formel (19) in Theorem 4.5)
aufgefasst werden.

Theorem 4.9

o Sei {NS} ein zufilliger Punktprozess mit der Palmschen Verteilung PY, und sei {]VB} ein zufdlliger Punkt-
prozess mit der in (61) eingefihrten Verteilung P, der iber dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum wie {Np}
gegeben und von {Np} unabhdngig ist.

e Dann gilt
{N%, BeBR)Y 2 {Ng+ Ng, BeBRY}. (62)

Beweis

e Es geniigt zu zeigen, dass fiir jede (N, B([0,00)))-messbare Funktion g : N — [0, c0)
[otrPhian = [ [t +e Pag) Patag). (63)

e Fiir jedes ¢ € N, so dass o({z}) < 1 fiir jedes 2 € R?, sei das Wahrscheinlichkeitsmaf P(*) : N — [0, 1]
gegeben durch

(R
PAa) = P(Y N2, € 4) YAEN, (64)
n=1

wobei $1, g, . .. eine messbare Indizierung der Atome von ¢ ist.
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e Dann ergibt sich aus der Definitionsgleichung (59) des stationiren Poissonschen Cluster—Prozesses
{Np}, dass fiir jede (N @ B(R?), B([0, 00)))-messbare Funktion f : N x R — [0, c0)

/ Rdf o, x) p(dz) Py (dy) // Rdf ¢ (dz) P (d¢") Py(dy) ,

wobei Py die Verteilung des Poissonschen Primérprozesses {5, } bezeichnet.

e Hieraus und aus der Unabhéngigkeit der Sekundérprozesse { N ](31)}, {N g)}, ... ergibt sich mit Hilfe der
Definitionsgleichung (33) fiir das reduzierte Campbellsche Mafy 7}30 des Poissonschen Primérprozesses

{5}, dass

/ / F(,7) () Pr(d)

=[] L o @ P Pt ag) pia)
n=1

(33)

Jurd [ 76 0 am pdag pi-siagh) st
Theorem 4.6, /Rd /N(/N/N . Fl@ + ¢ x) " (dz) Plvl(dy") Ple] (dgp’)) Po(dy) dy,

wobei sich die letzte Gleichheit aus der Produktdarstellung des reduzierten Campbellschen Mafses 'y},o

des (homogenen) Poisson—Prozesses {5, } ergibt, die in Theorem 4.6 hergeleitet worden ist.

e Durch die erneute Anwendung der Definitionsgleichung (59) des stationdren Poissonschen Cluster—
Prozesses {Np} ergibt sich nun, dass

[ [ 10 etan) Pata)
R4
N A0/ / / F(@ + " @) " (dz) PP(de") Pr(de') dy
Rd JN JN JRd
N A0/ / / F(@ + Ty x = y) ¢ (de) PPl(dp") Py (dy) dy
Rd JN JN JRd
- do [ ][5 T 0" o) P ") Pade') dy
Rd JN JN JRd
Stationaritit von {V,
S /\O/ // FIT-y (¢ + Tap”),y) " (dz) PLI(dp") Py (d¢') dy
rRd JN JN JRE
(61) 5
= Ao nM (RY) /Rd/N/Nf(T—y(sa'+<P”)7y) P(d¢") Py (d¢’) dy.
wobei sich die letzte Gleichheit aus der Definitionsgleichung (61) des Wahrscheinchlichkeitsmaes P
ergibt.
o Wegen \ = Ao V) (R%) ergibt sich somit, dass

/ [ @) eldz) Py (dp) —’\/ //f (¢ +¢"),y) P(dp") Py(de)dy.  (65)

e Andererseits ergibt sich aus der Definitionsgleichung (6) der Palmschen Verteilung P von {Np} (vgl.

auch die Formel (42)), dass
/ flo.0)ds Pi() = 5 [ [ F(Tapa) oldo) Paap
Rd Rd
bzw.
3 [ s e = [ [ o) eldo) Puiae) (66)
N JRd4 N JRd

fiir jede (N @ B(R?), B([0,00)))-messbare Funktion f: N x R? — [0, 00).
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e Insgesamt ergibt sich somit aus (65) und (66), dass fiir jede (N @ B(R?), B([0, 00)))-messbare Funktion

Beachte

g: NxR?—[0,00)
/ / g(p,x) da PY(dy) = / / /g(w’ +¢",y) P(de") Pn(de) dy
N JRd R JNJN
bzw. fiir jede (N, B([0, 00)))-messbare Funktion g : N — [0, c0)

/9(@) Py (dy) =//9(<p’+so") P(dg") Py (dy'). 0
N N JN

e Theorem 4.9 kann als eine Verallgemeinerung des Satzes von Slivnyak (vgl. Formel (20) in Theorem 4.5)

aufgefasst werden. Denn in dem Spezialfall, dass P= d5,, ergibt sich aus Theorem 4.9 insbesondere,
dass PJ(\), = Py xd5,.

Weil das Produkt der erzeugenden Funktionale zweier unabhéngiger Punktprozesse mit dem erzeugen-
den Funktional ihrer Summe (im Sinne der Addition zufélliger Zahlmafe) tibereinstinmmt, ergibt sich
aus Theorem 4.9 die folgende Darstellungsformel

G (f) = G(f) G(f) VfeH (67)

fiir das erzeugende Funktional G° : H — [0, 1] der Palmschen Verteilung PY, wobei
Q) = [ e( [ 108 fla) olde)) P(p) Vien
N R

und G bzw. G die erzeugenden Funktionale von Py bzw. P sind.

Ahnlich wie fiir die in Abschnitt4.2.4 betrachteten Cox—Voronoi-Mosaike lisst sich mit Hilfe von Theo-
rem 4.9 ein Algorithmus zur Simulation der typischen Zelle von Voronoi-Mosaiken herleiten, die durch
stationére Poissonsche Cluster—Prozesse generiert werden.

— Dabei muss lediglich vorausgesetzt werden, dass die Verteilung des Sekundérprozesses { N g)} und
damit auch die in (61) eingefiihrte Verteilung P eine hinreichende einfache (implementierbare)
Gestalt hat.

— Beispiele, fiir die dies zutrifft, sind die in Abschnitt 3.2.3 eingefithrten Matérn—Cluster—Prozesse
bzw. die in Abschnitt 3.3.3 eingefiihrten Gaufs—Poisson—Prozesse.

4.2.6 Gibbs—Prozesse

Hier soll noch ein Abschnitt iiber (unendliche) stationidre Gibbs—Prozesse in unbeschrinkten Gebieten eingefiigt
werde, wobei Eigenschaften der Palmschen Vereteilung solcher Gibbs—Prozesse dikutiert werden.

4.3 Weitere Kenngrofien von Punktprozessen und ihre Schéatzer

e In diesem Abschnitt betrachten wir Kenngrofen von stationéren zufalligen Zahlmafen, die zur statistischen
Analyse der Struktureigenschaften von unregelméfsigen Punktmustern genutzt werden kénnen.

e Dabei fiihren wir zunéchst den Begriff der Kontaktverteilungsfunktion ein, die zur Analyse der geometrischen
Beschaffenheit der Leerbereiche zwischen den Punkten geeignet ist. Danach betrachten wir Kenngréfsen von
stationaren zufilligen Zahlmafe, die sich mit Hilfe ihrer Palmschen Verteilung ausdriicken lassen.

e Insbesondere untersuchen wir Eigenschaften von nichtparametrischen Schétzern dieser Kenngrofsen, die die
Form von so genannten Summary—Staistiken haben.
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4.3.1 Kontaktverteilungsfunktion; Minus—Sampling

Sei {Ng, B € B(R%)} ein (einfaches) stationires zufilliges Zihlma® mit der Intensitit A € (0,00), und sei {S,}
eine messbare Indizierung seiner Atome. Dabei setzen wir stets voraus, dass P(Nga = 0) = 0.

Definition

e Fiir jedes € RY betrachten wir die Zufallsvariable Z, : Q — [0,00) mit

Zy =min{r > 0: Np(z,) >0} = m>1111 |z — Shl, (68)

die sphdrischer Kontaktabstand des Punktes z € R? zu den Atomen {S,} des zufilligen ZihlmaRes
{Np} genannt wird.

e Die Verteilungsfunktion H : [0,00) — [0,1] mit H(r) = P(Z, < r) Fiir jede r > 0, die wegen der
Stationaritéit des zufilligen Z#hlmafes {Np} nicht von x € R? abhingt, wird die sphdrische Kontakt-
verteilungsfunktion von {Np} genannt.

Theorem 4.10  Fiir beliebige r > 0 und W € B(RY) mit 0 < vg(W) < oo gilt

H(r) = P(o e G B(Sn,r)> (69)

n=1
und
1 oo
H(r) = = Eva (W B(Su7)).- 70
(r) = Sy Eve g( ) (70)
Beweis
e Die Giiltigkeit von (69) ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache, dass
{w €Q:o0¢ U B(Sn(w),r)} = {w €N: m>1111|Sn(w)| < r} = {we: Z,(w) <r}.
n=1 "=
o Auflerdem ergibt sich aus der Stationaritdt von {Np} und aus dem Satz von Fubini iiber die Ver-
tauschbarkeit der Integrationsreihenfolge, dass
ud(W)P(oe U B(Sn,r)) - / P(oe U B(Sn,r)) da
n=1 w n=1
Stationaritit N >
alonarla:von{ B} / P(mE U B(Sn,T)) dz = / ET dz
w et} w {16 U B(Sn,r)}
Satz von Fubini >
n E[ 1, -~ d:c:IEy(WO BSn,r)
/W {xenng(S”’T)} ! nL:Jl ( )
e Hieraus und aus (69) ergibt sich nun die Giiltigkeit von (70). O
Beachte

e Die Darstellungsformel (70) fiir die sphérische Kontaktverteilungsfunktion H : [0, 00) — [0, 1] fithrt zu
den folgenden (erwartungstreuen) Schétzern fiir H(r).
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— Sei r > 0 und W € By(R?) eine beliebige beschriinkte Borel-Menge mit vq(W © B(o,7)) > 0,
wobei W & B(o,r) ={z € W: B(x,r) C W}.

— Wenn der Punktprozess {5, } in dem dilatierten Fenster W & B(o,r) beobachtet werden kann (so
genanntes Plus—Sampling), wobei W@ B(o,r) = {x+y: © € W, y € B(o,r)}, dann folgt aus (70),
dass durch den Ansatz -

va(Wn U B(Sam))
ﬁ(l) r) = n=1
w (7) va(W)

ein erwartungstreuer Schéitzer fiir H(r) gegeben ist.

(71)

— Ein weiterer Schitzer fiir H(r), der auf dem Prinzip des ,Minus-Samplings” beruht und der wegen
(70) ebenfalls erwartungstreu fiir H(r) ist, ist gegeben durch

va((W & Bo,r) U B(S,,7))

77(2) _ n=1
Hy (r) = vg(W © B(o,r)) ' (72)

e Der in (72) betrachtete Schétzer ﬁl(;) (r) besitzt zwar den Vorteil,

— dass zu seiner Berechnung nur Information iiber {S,} in dem (urspriinglichen, nicht dilatierten)
Beobachtungsfenster W erforderlich ist.

— Ein Nachteil des Schétzers ﬁl(f,) (r) besteht allerdings darin, dass }Al‘(f,)(r) im allgemeinen keine
monotone Funktion in r ist.

Aus Theorem 3.17 ergibt sich, dass die Schétzer ﬁl(/‘l,) (r) und ﬁl(f,) (r) die folgende (starke) Konsistenzeigenschaft
besitzen, wenn der Punktprozess { Np} ergodisch ist.

Theorem 4.11 Sei {Np} ein ergodischer Punktprozess. Dann gilt fir jedes r > 0

(hm A, ):H(T)) (hm AP, ):H(r)) = 1. (73)

k—o0 [k k—o0
Beweis
e Ahnlich wie im Beweis von Theorem 3.18 kann man sich leicht iiberlegen, dass fiir beliebige k& > 1
Vd([_kvk]dm U B(Sn,’f')> :/ Vd([_kvk] y y+1 U B ny T )
n=1 Rd

e Hieraus ergibt sich, dass

o0

/[Ml]d va(lyy + 110 B(Sam)) dy

n=1

< ud( G ) /[k e ([y,y+1]ﬂDB(Sn,r)>dy

n=1

bzw.

L@ 0 Y pEsen)ar = [ 010 U B =)

n=1
< Vd([—k,k]dmng(Smr)> < /[kl’k]d yd(o 1dmn[_j13 )dy

— d °
— /[kl,k:]d z/d([O,l] ﬂnng(TySn,r)) dy,

wobei TS, = S, —y
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e Weil {W,.} und {W}} mit Wy, = [k, k — 1]? bzw. W/ = [~k — 1, k]? mittelnde Folgen sind und weil

] G NN 71 e 7, )
k—oo l/d([—k, k]d) N k—o0 Vd([_kak]d) B ,

ergibt sich nun mit Hilfe von Theorem 3.17, dass der Grenzwert

Vd([_kvk]dm Ej B(San))

. A(l) B . n=1
kli)n'olo H[7k7k]d’ (T) - kli)ngO Vd([—k7 k]d)
= lim ; / Vd([o 1]dﬂ G B(TySn T)) dy
koo Va([—k, k%) J_g ke ’ o

n=1
mit Wahrscheinlichkeit 1 existiert und konstant ist.
e Weil {Np} ergodisch ist, ergibt sich nun durch die erneute Anwendung von Theorem 3.17, dass
lim A —Ewa(0.170 | ) B(S © g
11 [7k,k]d(r) = LVg [ ) ] U ( naT) - (T)7

k—o0
n=1

wobei sich die letzte Gleichheit aus der Darstellungsformel (70) fiir H(r) ergibt, die in Theorem 4.10
hergeleitet wurde.

e Auf die gleiche Weise liisst sich zeigen, dass limy_,o0 H [(E)k k]d(r) = H(r) mit Wahrscheinlichkeit 1. [

Beachte

e Wenn {S,} ein homogener Poisson—Prozess ist, dann ergibt sich aus der Darstellungsformel (69) fiir
H(r), dass
H(r) =1 — exp(—Argr?) Vr >0, (74)

wobei kg = v4(B(0,1)) das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet.

e AuRerdem kann man zeigen, dass dann die Schiitzer H'" (r) und H [(2) (r) fiir Kk — oo asympto-

[—k,k]d —k,k]d
tisch normalverteilt sind, d.h., es gilt fiir : = 1,2
lim p( k) (HO ()= H(r)) < x) — o(x) VzeR (75)
k—o00 o2 [k, k] - ’

wobei 02 = limy_,o0(2k)?Var ﬁ[(i)k k]d(r) die asymptotische Schétzvarianz und ® : R — [0,1] die

Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

4.3.2 Naichster—-Nachbar—Abstandsverteilungsfunktion; randkorrigiertes Minus—Sampling

Wir fithren nun den Begriff der Néchster-Nachbar-Abstandsverteilungsfunktion ein, die im ergodischen Fall als die
Verteilungsfunktion des Abstandes eines zufillig herausgegriffenen Atoms S,, von {Ng} zum néchsten Nachbarn
von S, unter den iibrigen Atomen S,, mit m # n interpretiert werden kann.

Definition

e Sei {Np, B € B(R%)} ein (einfaches) stationires zufilliges ZihlmaR mit der Intensitit A € (0,00), so
dass P(Nge = 0) = 0, und sei {S,,} eine messbare Indizierung der Atome von {Np}.
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e Die Verteilungsfunktion D : [0, 00) — [0, 1] mit
D(r)=1-Py(p €N: ¢(B(o,r)\ {o}) =0) Vr>0 (76)

wird die Ndichster-Nachbar-Abstandsverteilungsfunktion von {Np} genannt, wobei P die Palmsche
Verteilung von {Np} ist.

Theorem 4.12  Fiir beliebige r > 0 und W € B(RY) mit 0 < vg(W) < oo gilt

1 o0
PO St i 18m= ' 7
(r) A Vd(W) Z {SneW, s [Sin—Sn|<r} ( )

n=1

Beweis Aus der Definitionsgleichung (76) der Verteilungsfunktion D : [0,00) — [0, 1] und aus der Darstellungs-
formel (6) fiir die Palmsche Verteilung Py ergibt sich, dass

D) T 1= PR(peN: ¢(Blo.r)\ {o}) = 0)
©) 1 /
= - — Ty, .o o.r o= TS, P d
Ava(W) ans%;)ew teren: ¢ (Bl {oh=0} (Ts, (o) 2) Prv(de)
1
= — e /(B0 foy>0 (Tan()9) Pu(d
Ava(W) /Nn:sn%;)ew teren: ¢ (B {oh)>0} (Tsn () 0) P (de)
1 [e.°]
- T (5n(2)) T ette o/ (Bl o}y 503 (T Py
(V) /anl( w (50(9)) Tggrert o o (o050} (T, (19) ) P (dy)
1 (o)
- — _EY I i |57} -
Ava(W) 7; {Sr,LeW,Tgfl;gL\Sr,YL Sn|<r} 0

Wenn {Np} ein stationérer Poissonscher Cluster—Prozess ist, dann lésst sich mit Hilfe von Theorem 4.9 noch eine
weitere Darstellungformel fiir die Néchster-Nachbar-Abstandsverteilungsfunktion D : [0,00) — [0, 1] herleiten.

Theorem 4.13 Sei {Np} ein stationdrer Poissonscher Cluster—Prozess. Dann gilt
D(r)=1-(1—H(r)) (1-G(r)) Vr>0, (78)

wobei H : [0,00) — [0,1] die sphirische Kontaktverteilungsfunktion von {Np} ist. Die in (78) betrachtete Vertei-
lungsfunktion G : [0,00) — [0,1] ist gegeben durch

Gurzp(gg|§Asﬁ, (79)

wobei {§n} eine messbare Indizierung der Atome eines zufilligen Zahlmafes mit der in (61) eingefihrten Vertei-
lung P ist.

Beweis Aus der Definitionsgleichung (76) der Verteilungsfunktion D : [0, 00) — [0,1] ergibt sich mit Hilfe von
Theorem 4.9, dass

1-D(r) @ PY(peN: o(Blo,r)\ {o}) =0)

Theorem 4.9

= P(p e N: ¢(B(o,7)) =0) P(p € N: ¢(B(o,r) \ {0}) = 0)
= (1-H(r) (1-G(r)). O
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Aus den Theoremen 4.10 und 4.13 ergibt sich sofort das folgende Resultat.
Korollar 4.2

o Wenn {Ng} ein stationdrer Poissonscher Cluster—Prozess ist, dann gilt
D(r) > H(r) Yr>0. (80)
e Wenn {Ng} ein homogener Poisson—Prozess ist, dann gilt insbesondere

D(r) = H(r) = 1 — exp(—rgr?) Vr>0. (81)

We B(o,r)

Abbildung 22: Schitzung der Nachster-Nachbar- Abstandsverteilungsfunktion

Beachte

e Die Darstellungsformel (77) fir die Nachster-Nachbar-Abstandsverteilungsfunktion D : [0,00) — [0, 1]
fithrt zu dem folgenden (erwartungstreuen) Schétzer fir AD(r), der auf dem Prinzip des ,Minus—
Samplings” beruht.

— Sei r > 0 und W € By(R?) eine beliebige beschrinkte Borel-Menge mit v4(W © B(o,r)) > 0.

—

— Dann betrachten wir den Schétzer AD(r), der gegeben ist durch den Ansatz

— 1 0
D = 1 : _ .
() V2V & Blor)) nz::l {SnEWSB(0,r), min |Sm—Sn|<r}

e Hieraus ergibt sich der ,natiirliche” Minus—Sampling—Schdtzer

Dy,/(r) ) (82)

—

fir D(r), wobei A(r) = #{n: S, € W & B(o,r)}/va(W & B(o,r)), d.h.

o0

Z ]I{S,,,EWGB(O,T), m;in | S —Sn|<r}
m#n

ALy _ n=1
Dy, (r) = #{n: S, e Weo B(o,r)}

(83)

— Ein Nachteil des in (82) bzw. (83) eingefithrten Schatzers ﬁ‘(,[l,)(r) besteht darin, dass bei diesem
Schétzansatz nur diejenige Information genutzt wird, die in dem ,erodierten” Beobachtungsfenster
W © B(o,r) enthalten ist, wobei der Erosionsradius 7 nicht von den Daten abhéingt.
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— Dies fiihrt bei grofleren Werten von r zu unnétig grofen Schétzvarianzen.
— Auferdem ist ZA)‘(;,)(T) im allgemeinen keine monotone Funktion in 7.

e Ein anderer (randkorrigierter) Schitzer fiir D(r), der diese Nachteile nicht aufweist, ist durch den
folgenden Ansatz gegeben:

— Fiir jedes r > 0 sei
(2

wobel

oo
—~—

L, eweB(0,2,), Zn<rt  ~ = I{s,eWoB(0,2,)}
AD — n ) nj)y n_= A — n ) n Z —
(=2 va(W © B(o, Zy)) >

W= min__[S,—S,
va(W & B(o, Z,)) Ay 15 =S

n=1 n=1

(85)
und % = 0 gesetzt wird.

— Der in (84) bzw. (85) eingefiihrte Schétzer ﬁ‘(f,)(r) erfasst diejenigen Punkte S, die in W liegen
und fiir die bekannt ist, dass ihr néchster Nachbar ebenfalls in W liegt und einen Abstand von S,,
hat, der kleiner oder gleich r ist.

— Die Abbildung 22 dient zur Illustration dieses Zahlverfahrens: Der Punkt in der rechten oberen

Ecke des Beobachtungsfensters W wird bei der Summation in (85) zur Berechnung von AD(r)
berticksichtigt, wéhrend die iibrigen drei Punkte in W nicht beriicksichtigt werden.

— Aus den Definitionsgleichungen (84) und (85) ergibt sich sofort, dass ﬁ‘(f,) (r) eine monotone Funk-
tion in 7 ist.

Aus Theorem 3.17 ergibt sich, dass die in (82) bzw. (84) eingefiihrten Statistiken ZA)I(,[I,) (r) und lA)‘(/[z/)(r) konsistente
Schétzer fiir D(r) sind, wenn der Punktprozess {Np} ergodisch ist.

Theorem 4.14 Sei {Np} ein ergodischer Punktprozess. Dann gilt fir jedes r > 0

- ) _ _ : n(2) _ _
P(}}lﬁn;o D[_kMd(r) = D(T)) = P(klilgo D[—k,k]d(r) = D(r)) = 1. (86)

Der Beweis von Theorem 4.14 ist analog zum Beweis von Theorem 4.11 und wird deshalb weggelassen.

Beachte

e AuRer der Kontaktverteilungsfunktion H(r) und der Nachster—Abstand—Verteilungsfunktion D(r) kann
auch die so genannte J-Funktion J : [0,00) — [0, 1], wobei

_1-D()
1-H(r)

zur statistischen Analyse der Struktureigenschaften von unregelméfigen Punktmustern genutzt werden.

J(r) fiir jedes r > 0 mit H(r) < 1, (87)

e Denn aus den Formeln (80) und (81) ergibt sich, dass fiir jedes r > 0
J(r)y<1 bzw. Jr)y=1, (88)

wenn {Np} ein stationérer Poissonscher Cluster—Prozess bzw. ein homogener Poisson-Prozess ist.

e Wenn sich also aus der Analyse der Daten ergibt, dass J(r) < 1 fiir jedes r > 0, wobei

~

~ . 1-=D(r)
M=)

und D(r) bzw. H(r) geeignet gewiihlte Schiitzer fiir D(r) bzw. H(r) sind, dann kénnte ein Poissonscher
Cluster—Prozess ein geeignetes Modell zur Beschreibung der Daten sein.
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4.3.3 Hohere Momentenmalfie

In diesem Abschnitt betrachten wir héhere Momentenmafse von zufélligen Zahlmaken. Von besonderem Interesse
ist das so genannte faktorielle Momentenmafs zweiter Ordnung.

Es bildet die Grundlage zur Definition der Ripleyschen K-Funktion und der Paarkorrelationsfunktion von sta-
tiondren und isotropen Punktprozessen, die ebenfalls zur statistischen Analyse der Struktureigenschaften von
unregelméfigen Punktmustern genutzt werden kénnen; vgl. die Abschnitte 4.3.4 und 4.3.5.

e Sei m > 1 eine beliebige natiirliche Zahl, und sei {Np, B € B(R%)} ein zufilliges Zdhlmak im R?, das
einfach ist (d.h., mit Wahrscheinlichkeit 1 keine Mehrfachpunkte besitzt) und der Integrierbarkeitsbedingung
E(NZ) < oo fiir jedes B € By(R?) geniigt.

e Zur Erinnerung: Das in (3.4) eingefiihrte Intensititsmaf p : B(R?) — [0, oc] des zufiilligen Z&hlmaRes { Nz}
ist gegeben durch
wB)=ENp VY BeBRY. (89)

e In Verallgemeinerung von (89) kann man fiir jedes m > 1 das m—te Momentenmaf jt,, : B(R™4) — [0, 0]
des zufilligen Z&hlmakes {Np} definieren durch

fim(B1 % ... % Bp) =E(Ng,...Ng,)) ¥V Bi,...,B, € BRY. (90)
e Beachte: Die Definitionsgleichung (90) des m—ten Momentenmafes pi,, ist dquivalent mit

pm(Brx X Bp) =E Y Wi By (SnoeeoiSn,) ¥ B, B € BRY).

o Auf #hnliche Weise wird das m—te faktorielle Momentenmaf ay, : B(R™?) — [0,00] von {Np} definiert:
#
am(B1 X ... X Bp) =E > I5,%..xBy (Snis---2Sn,)  VBi,...,Bm € BRY),  (91)
MN1yeeesMm

wobei sich die Summation in (91) iber alle m—Tupel (nq,...,n,,) von paarweise verschiedenen Indizes
erstreckt und {S,} eine messbare Indizierung der Atome von {Np} ist.

Beachte Unmittelbar aus den Definitionsgleichungen (90) und (91) von us bzw. ag ergibt sich, dass
[LQ(Bl X BQ) = Oég(Bl X Bg) =+ ,U,(Bl n BQ) A Bl, BQ S B(Rd) (92)

bzw.
2

Var Np = az(B x B) + u(B) — (u(B)) V B € By(R%). (93)

Mit Hilfe der Produktdarstellung v' = Py x p des reduzierten Campbellschen Mafes +' von Poisson-Prozessen,
die in Theorem 4.6 hergeleitet worden ist, zeigen wir nun, dass das zweite faktorielle Momentenmaf oy von
Poisson—Prozessen ebenfalls ein Produktmafs ist.

Theorem 4.15 Wenn {Ng} ein Poisson—Prozess mit dem Intensitatsmaf p ist, dann gilt ao = p X p, d.h.,
az(B1 x Bs) = p(B1) u(B2) (94)

fiir beliebige By, By € B(R?).
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Beweis

e Aus der Definitionsgleichung (91) des zweiten faktoriellen Momentenmafes o ergibt sich, dass

91 #
a2(Bix By) F EST pup, (S Su) = / F(p — 8, 7) pld) Pu(dyp).
ni,n2 N JRd
wobei
flp,x) = o(B1)p,(2) . (95)
e Hieraus und aus der Definitionsgleichung (33) des reduzierten Campbellschen Mafes +' von {Np}
ergibt sich, dass ay(B1 X By) = foRd flo,x)~' (d(gp,x)).

e Mit Hilfe der Produktdarstellung v' = Py x u, die in Theorem 4.6 hergeleitet worden ist, ergibt sich
nun, dass

ax(By x By) = /Rd/Nf(%w) Py (dy) pdir)

[ eBtn, @) Ptae) pda) = (B u(B). =

Aus Theorem 4.15 und aus der Definitionsgleichung (3.26) von Cox—Prozessen ergibt sich sofort das folgende
Resultat.

Korollar 4.3  Sei {Np, B € B(R%)} ein Cox-Prozess mit dem zufilligen Intensititsmaff {Ap, B € B(R?)}.
Dann gilt

(B X By) = /Mn(Bl) n(By) Py(dn) ¥ By, By € B(RY). (96)

Auferdem lasst sich mit Hilfe von Theorem 4.15 eine Darstellungsformel fiir das zweite faktorielle Momentenmafs
von Poissonschen Cluster—Prozessen herleiten.

Theorem 4.16

e Sei {Ng, B € B(RY)} ein Poissonscher Cluster—Prozess mit

Np=> Ny VB e BRY), (97)

n=1

— wobei {S,} ein Poisson—Prozess mit dem (lokal endlichen und diffusen) Intensititsmaf p®) ist, fir
das (O (R?) = oo gilt,

— und {N)(Bl)}, {NJ(;)}7 ... eine Folge von unabhdngigen, identisch verteilten Punktprozessen mit dem
endlichen Intensititsmaf pV) ist, die von {S,} unabhingig sind und fir die

/ 1By~ By~ a) uO(de) <00 VBi, By € Bo(RY) (98)
R

gilt, wobei uél) das zweite Momentenmafl von {Ng)} bezeichnet.

e Fiir das zweite faktorielle Momentenmaf$ ay von {Np} gilt dann

a(By x Bp) = / a3 (B~ By —a) O (dx) + p(B1)p(B) YV Bi.Ba € Bo(RY),  (99)
R

wobei agl) das zweite faktorielle Momentenmaf$ von {Ng)} und p das Intensititsmaf$ des Poissonschen

Cluster—Prozesses {Np} bezeichnet.
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Beweis

o Aus der Definitionsgleichung (90) des zweiten Momentenmafes p2 von { N} und aus der Darstellungs-
formel (97) fiir Np ergibt sich, dass

(o7) — \r(n — (n
p2(B1 x By) = E(Z Nézll_)sm > NG, )

ni=1 na=1
#
= B(C NN ) +E (S NG NEE )
n=1 ’
> #
= E Z ) ((Bi = Sp) X (Ba — Sy)) +E an . 1D (By — Sp )V (By — Sy,) s

wobei sich der zweite Summand des letzten Ausdruckes aus der Unabhéngigkeit der Punktprozesse
{Ng“)} und {NJ(BM)} fiir nq # ng ergibt.

e Auflerdem ergibt sich aus der in Theorem 4.15 hergeleiteten Darstellungsformel a;o)

=19 x uO) fiir
das zweite faktorielle Momentenmafs aéo) des Poisson—Prozesses {5, }, dass

+
EY ) uV(B1 - SV (By = Sn) = [ puM (B = @) (Bz - 22) f (d(wr, 22))
ni,n2 R2d

94
%) /d pM(By — 1) O (day) /d p M (By — 2) pO (dag)
R R

e Somit gilt insgesamt
p2(B1 x Bs) = /d ps? ((Br = 2) x (By — 2)) ) (dx)
R
+ / P (By — 1) pO (day) / D (By — @) p( (d)
Rd Rd

= [ (B =) % (B = ) 1 o) + el B)(B).
wobei sich der zweite Summand des letzten Ausdruckes aus der Darstellungsformel
u(B) = [ W05 - 2)u (o) VB e BRY) (100)
Rd

fiir das Intensitatsmafs 1 von {Np} ergibt, die in Theorem 3.14 hergeleitet worden ist; vgl. (3.78).

e Hieraus ergibt sich nun mit Hilfe von (92) und (100), dass
92
CVQ(Bl X BQ) (:) /JQ(Bl X Bz) — ,u(B1 N BQ)

= [ (B =) x (Ba = ) 1) + (Bl Ba) (B 01 )
(100) / (B =) x (B =) = O (B0 By) = 2) ) WO ) + u(By)(B2)

(@) / a(By — 2, By — ) u” (dz) + p(B1)u(Bz) -
R

4.3.4 Zweites reduziertes Momentenmafs; Ripleysche K—Funktion

Sei {Np, B € B(R%)} ein stationéirer Punktprozess mit der Intensitéit A € (0, 00), so dass EN3 < oo fiir jedes
B € By(RY). Dann ist das zweite faktorielle MomentenmaR as von {Np} lokal endlich, und es lisst sich durch
das Intensitéitsmaf der reduzierten Palmschen Verteilung Py von {Ng} ausdriicken. Um dies zu zeigen, ist das
folgende wverfeinerte Campbellsche Theorem niitzlich.
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Lemma 4.1 Fiir jede messbare Funktion f :R? x N — [0,00) gilt
| [t T =5 et Pt =2 [ [ 1) Pitdgas (101)
Rd

Der Beweis von Lemma 4.1 ergibt sich mit algebraischer Induktion aus der Definitionsgleichung (18) der reduzier-
ten Palmschen Verteilung lev- Er verlauft dhnlich wie der Beweis von Theorem 3.1 und wird deshalb weggelassen.

Theorem 4.17  Fiir beliebige By, By € B(R?) gilt
as(By X By) = /\/B p'(By — z)da (102)
1
wobei pi* : B(RY) — [0,00] das Intensititsmafs der reduzierten Palmschen Verteilung P\ von {Np} ist, d.h.,
#(B) = [ o(B) Pila) VB e BRY). (103)

Beweis

e Aus der Definitionsgleichung (91) von as ergibt sich, dass fiir beliebige By, By € B(R%)

+
E Znhnz ]IBl X Ba (Snl ’ SnQ)

/ / / W, s (71, 32) (9 — 0, ) (da) () P (dep)

N JRd JR2

/ / / W5, w5y (21, 21 + 22) (T 0 — 0,) (d2) 9(da) Py(de)
N JRd JR2

/ / F (@, T — 6,) pl(d) Py(dg)

N JRd

(91)

Oég(Bl X Bg)

wobei
f@) = 15,@) [ Tpsalw)oldn).

e Hieraus ergibt sich mit Hilfe von Lemma 4.1, dass

as(B; x By) 2 A/Rd/f(x,w) Py (dy) dz

_ /R d / Ip, (2 /]IBQ_Ay)so(dy)P;v(dso)dx

. / "By — ) dx. O
By
Definition Das MaR K : B(R?) — [0, co] mit
!
(B
K(B) = # (104)

wird das zweite reduzierte Momentenmafl von {Np} genannt. Wenn {Np} stationér und isotrop ist, dann
heift K : [0,00) — [0,00) mit K(r) = K(B(o,r)) die Ripleysche K—Funktion. Dariiber hinaus wird noch die
so genannte L-Funktion L : [0, 00) — [0, 00) betrachtet mit

L(r) = (i(?)l/d ¥r>0, (105)

wobel kg = v4(B(0,1)) das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet.
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Beachte

e Wenn {Np} ein homogener Poisson—Prozess ist, dann ergibt sich aus der Definitionsgleichung (104)
mit Hilfe des Satzes von Slivnyak (vgl. Theorem 4.5), dass

K(B)=14(B) VBeBRY bzw. Liry=r Vr>0. (106)

e Wenn {Np} ein Poissonscher Cluster—Prozess mit der Intensitit A ist, dann ergibt sich aus (104) mit
Hilfe von Theorem 4.9, dass

K(B) =va(B) + A\ 'ug_s (B) VB e B(RY), (107)

wobei pg_; das Intensitédtsmak von N — 4, und {Ng} ein zufilliger Punktprozess mit der in (61)

eingefiihrten Verteilung P ist. Insbesondere gilt somit

K(B) > 1v4(B) VB € B(RY). (108)

Die Definitionsgleichung (104) des zweiten reduzierten Momentenmafes fiihrt zu dem folgenden (erwartungs-
treuen) Schiitzer fiir die Groke A\2K (B).

Theorem 4.18  Fiir beliebige B,W € By(R?), so dass va(W N (W + z)) > 0 fiir jedes z € B, ist durch

5T T # ]IB(S'I'LQ - Sn )]IWXW(STL 7Sn2)
MK (B) = - ! 109
( ) Znhng Vq (W n (W + (Sn2 - Snl))) ( )

ein erwartungstreuer Schitzer fiir A2 K(B) gegeben.

Beweis
e Die Funktion f : R?d — [0, 00) sei gegeben durch

Ip(zs — z1)Tw xw (21, 2)
va(W 0 (W + (22 — 21)))

f(z1,22) =

e Dann ergibt sich aus der Definitionsgleichung (91) des zweiten faktoriellen Momentenmafies ay und
mit Hilfe von (102) bzw. (109), dass
—_— 7é ]I no n ]I mn1 n
E)\QK(B) (109) EZ B(S 2 S 1) WXW(S 1 S 2)
ni,n2 Ud(W N (W + (Sn2 - Snl)))

(91) » f(z1,22) az(d(z1, 22))

= /\2/ f(z,z +y) K(dy)dz
R4 JR4

= [ [ oty oK)
Re JRd

B 5 I (y) T z
= A /Rdyd(Wm(Wij)) /Rdllvvxw(, +y) dz K(dy)

= 2 [ T ki)

= MK(B).
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Beachte
e Aus Theorem 4.15 ergibt sich, dass
2 Nw (Nw —1)
va(W)
ein erwartungstreuer Schiitzer fiir A? ist, wenn {Np} ein homogener Poisson—Prozess ist. Zusammen
mit Theorem 4.18 fiihrt dies zu dem folgenden ,natiirlichen” Schétzer fir K(B):

(110)

—

KB -2 an

e Wenn {Np} stationéir und isotrop ist, dann ergibt sich aus Theorem 4.18 insbesondere, dass

5 7 Tpeo.r Sno — Spy)1 Sh ; Sn
N K(r) = 27& B(o,r) (Sny DIwsw (Sny s Sy ) (112)
ni,n2 l/d(W n (W + (S’ﬂz - Sn1)>)
ein erwartungstreuer Schitzer fiir A2 K (r) ist. Ahnlich wie in (111) fiihrt dies zu den Schitzern
oK) S (R(r)\1/d
R(r) === md L0 = (SF) )

fiir K(r) bzw. L(r), wobei 22 in (110) gegeben ist.

e Wenn {Np} ein ergodischer isotroper Punktprozess ist, dann kann man auf dhnliche Weise wie in

—

Theorem 4.11 bzw. in Theorem 4.14 zeigen, dass I?(r\) und L(r) (stark) konsistente Schétzer fir K (r)
bzw. L(r) sind.

_—

e Im isotropen Fall wird aufier K (r) bzw. L(r) noch eine weitere Art von Schétzern fiir K (r) bzw. L(r)

betrachtet. Dabei wird der Schéitzer A2 in (113) fiir jedes r > 0 ersetzt durch ()\(7"))2 mit

> Tw (Sn)va(W N B(S,, 7))
A(r) = "=

. , (114)
dnd/ w1 (u) du
0

wobei die ,jisotropisierte” Mengenkovarianzfunktion ¢y : [0,00) — [0,00) von W gegeben ist durch

1

c . S >
cw (u) v 1(0B(0.1)) /&)B(o,l)) ew (u,v) dv Yu>0 (115)

und cy : R? — [0, 00) die (eigentliche) Mengenkovarianzfunktion von W ist mit

owla) = [ T by —a)dy (116)

fiir jedes € R? mit der Darstellung = = (u,v) in Polarkoordinaten.

4.3.5 Produktdichte und Paarkorrelationsfunktion; randkorrigierte Kernschétzer

Wir betrachten nun den Fall, dass das zweite faktorielle Momentenmaf$ oy des zufilligen Z&hlmafes {Np} ab-
solutstetig beziiglich des 2d-dimensionalen Lebesgue-Mafes ist, d.h., as hat eine Dichte py : R24 :— [0, 00), so
dass

Ckg(Bl X BQ) = / / pg(l’l,xg) dz, dzo v Bl, By € Bo(Rd) . (1].7)
B1 J B

Die in (117) gegebene Funktion ps wird die Produktdichte zweiter Ordnung von {Np} genannt.
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Beachte

e Mit dhnlichen Argumenten wie bei der lokalen Charakterisierung der Intensitét von stationdren Punkt-
prozessen (vgl. den Satz von Korolyuk in Theorem 4.4) kann man sich {iberlegen, dass die Grofe
pa2(x1,22) dzg dze ndherungsweise als die Wahrscheinlichkeit interpretiert werden, dass in den infini-
tesimalen Umgebungen dx; und dzg von x; # xo jeweils ein Atom des zufélligen Zahlmafes {Npg}
liegt.

e Wenn {Np} ein stationdres zufélliges Zéhlmaff mit der Intensitét A € (0,00) ist, dann héngt die
Produktdichte pa(21,22) nur von der Differenz xzo — x1 ab. Wenn {Np} stationdr und isotrop ist, dann
gilt

p2(x1,x2) = pa(r), wobei r = |zg — x1]. (118)

e Im letzeren Fall wird dariiber hinaus die Paarkorrelationsfunktion g : [0, 00] — [0, 00) betrachtet, wobei

p2(r)
9(r) = =3 Vr>0. (119)
e Wenn die Ripleysche K—Funktion differenzierbar ist, dann ergibt sich unmittelbar aus den entsprechen-
den Definitionsgleichungen, dass sich die Paarkorrelationsfunktion g(r) durch die Ableitung dK(r)/dr
der K-Funktion ausdriicken lésst. Und zwar gilt dann

B dK(r)/dr

(r) = i ¥r>0. (120)

Wenn {Np} stationdr und isotrop ist, dann werden in der Literatur als Schétzer pa(r) fiir die Produktdichte
p(r) = pa(x1,22) mit r = |zo — 21| randkorrigierte Kernschitzer vorgeschlagen:

~ # k(IS’ﬂz _Sn1‘_T)I[W><W(Sn1aSn2)
= , 121
pQ(T) Znth d kg rd—1 Vd(W N (W I (Sn2 _ Snl))) ( )

wobei k : R — [0, 00) eine Kernfunktion ist, beispielsweise

1
k(t) = ﬁ ][[—h,h] (t) Vte R

fiir eine gewisse Bandbreite A > 0. Ahnlich wie in (111) fiihrt dies zu dem Schétzer

Gr) =222 vr>0 (122)

fiir die Paarkorrelatioinsfunktion g(r), wobei A(r) ein (randkorrigierter) Schiitzer fiir A ist, beispielsweise

> T (Sn)va—1 (W N OB(Sy, 7))
A(r) = 2=

1

d kg ey (r)

4.3.6 Beispiele: Poisson—, Cox— und Cluster—Prozesse; Matérn—Hardcore—Prozesse

In diesem Abschnitt zeigen wir zunéichst, dass fiir die Paarkorrelationsfunktion g(r) von homogenen Poisson—
Prozessen die Identitdt g(r) = 1 fiir jedes r > 0 gilt. Auerdem diskutieren wir Beispiele von stationdren und
isotropen Punktprozessen (Cox—Prozesse, Poissonsche Cluster—Prozesse), fiir deren Paarkorrelationsfunktion g(r)
die Ungleichung g(r) > 1 fiir jedes r > 0 gilt. Dariiber hinaus geben wir eine Klasse von Punktprozessen (Matérn—
Hardcore—Prozesse) an, fiir die die Punktepaare einen vorgegebenen Mindestabstand nicht unterschreiten.
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1. Poisson—Prozesse

e Sei {Np} ein Poisson-Prozess mit dem absolutstetigen Intensitdtsmaf p, d.h., es gibt eine (Borel-
messbare) Intrensitéitsfunktion A : R? — [0, 00), so dass

,u(B):/B)\(a:) dr  VBeBRY. (123)

e Dann ergibt sich mit Hilfe von Theorem 4.15, dass

4
Oég(Bl XBQ) (9:) /,L(Bl)ﬂ(Bg) (1i3) / /\(561)/\(33‘2)d$1 dai‘g.
B1 BQ

e In diesem Fall ist also die Produktdichte ps gegeben durch
p2(1,22) = M) AMz2) Vi, ze € R, (124)

e Wenn {Np} ein homogener (und somit auch isotroper) Poisson—Prozess mit der Intensitit A ist, dann
gilt insbesondere
p2($1,$2) = )\2 v1‘1,1‘2 S Rd (125)

bzw.

g(r)=1 Vr>0. (126)

e Wenn sich also aus der Analyse der Daten ergibt, dass g(r) > 1, wobei g(r) ein geeignet gewihlter
Schitzer fiir g(r) ist, dann bedeutet dies, dass die relative Haufigkeit von Punktepaaren mit Abstand
r grofer als bei einem homogenen Poisson—Prozess ist.

2. Cox—Prozesse

e Sei {Np} ein Cox—Prozess, so dass die Realisierungen des zufélligen Intensitédtsmafes {Ap} mit Wahr-
scheinlichkeit 1 absolutstetig beziiglich des d—dimensionalen Lebesgue-Maftes sind.

e D.h., es gibt ein zufilliges Feld {\,, z € R?}, so dass
Ap :/ Aodz VB e By(RY). (127)
B
e Wegen Korollar 4.3 ist dann das zweite faktorielle Momentenmaf «y von {Ng} gegeben durch

as(By x By) = /Mn(Bl)n(Bg)PA(dn) = /B /B E (Apy Az, ) day daa . (128)

e Die Produktdichte ps von { Np} ist also gegeben durch pa(z1,22) = E ()\xl )\wz) fiir beliebige 1, zo € RY
mit x7 # xs.

e Wenn das zufillige Intensitétsfeld {\,} stationdr ist, dann ist {Np} ein stationdrer Cox—Prozess (vgl.
die Theoreme 3.8 und 3.9), und es gilt

p2(z1,20) = E ()\OAI2,I1) YV, z0 € R mit 27 # x5. (129)

e Wir betrachten nun den Spezialfall, dass { Np} ein modulierter Poisson—Prozess ist, wobei das zufillige
Intensitétsfeld {\,} durch (3.52) gegeben ist. D.h., es gelte

A, fallsz ez,
N\, = (130)
Ay, fallsz & =.
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— Dabei seien A1, A2 € (0,00) beliebige Zahlen mit max{A;, A2} > 0, und fiir ein o > 0 gelte
E=U;2, B(Si,r0), wobei {S,} ein homogener Poisson-Prozess mit der Intenstitit A sei.
— Fiir die Produktdichte py von {Np} ergibt sich dann aus (129) und (130), dass
po(x1,20) = MNP(x1 €Z,20 €E)+ M2 (P(ml EE, 20 €2)+ P(r1 € 5,22 € E))
+A3P (71 € E, 10 € E)
= MPosei +2MA2(Po = Pos—1) + A5 (1 = 2P0 + Doz 1) »
d.h.,
p2(x1,72) = (M = A2)*Pozy—ay +2(M1 — A2)Aapo + A3 Vay # a3, (131)

wobei die Uberdeckungswahrscheinlichkeiten
po = P(o € E) und  Pogy—u, = P(0 € E, 20 — 11 € E)

n (3.67) bzw. (3.71) gegeben sind.
— Auferdem hatten wir in Theorem 3.11 gezeigt, dass die Intensitit A von {Np} gegeben ist durch
A= Alpo + )\2(1 7po)~
— Aus (131) ergibt sich somit fiir die Paarkorrelationsfunktion g(r) von {Np}, dass
g(r) _ (>\1 - )\2)2100,:52—11 + 2(>\1 - )\2))\2170 + )\g
(A1 = 22)2p2 +2(M1 — A2)Aapo + A3

— Wegen (3.71) gilt dabei, dass g(r) > 1 fiir r < 2rg bzw. g(r) = 1 fir r > 2r.

Vr=|zeg—ax1| >0. (132)

3. Poissonsche Cluster—Prozesse
e Sei {Np} ein Poissonscher Cluster—Prozess mit
oo
Np = ZN}B”_)Sn ’
n=1

so dass das IntensititsmaR (") und das zweite faktorielle Momentenmaf a(Ql) von {N g)} absolutstetige
Mafe beziiglich des d—-dimensionalen bzw. des 2d—dimensionalen Lebesgue-Mafies sind, wobei wir die
Dichten mit d,u(l)/dud bzw. daél)/dl/gd bezeichnen.

e Aus der Darstellungsformel (99), die in Theorem 4.16 fiir das zweite faktorielle Momentenmaf «y von
{Ng} hergeleitet worden ist, ergibt sich dann, dass

99
as(By x Bs) = /d al(By —y, By — y) 1@ (dy) + pu(B1)pu(Bz)
R
(100)
B /Rd a$(By =y, By —y) ) (dy)

+/ pD (Br = y) i (dyn) /d (B = yo) ¥ (dye)

R

da(l) .
/ / /d 2 ( x1 —y, 22 — y) pO(dy) doy das
By, JBs JR

dp® du®
/ / / (21 —yl)u(o)(dm)/ a (22 — y2) 1O (dy) day das .
By /By JRA dl/d Rd dVd

e Die Produktdichte ps von {Np} ist also gegeben durch

da®

plerm) = [ G - = ) )
RrRa dV24

du™ dp™

_ (g
o v (1 —y1) p (dy1) o v

(w2 — y2) M(O) (dya) (133)
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e Wenn u(® = \gyy fiir ein Ay > 0, dann ergibt sich aus Theorem 3.14, dass {Np} ein stationirer
Poissonscher Cluster-Prozess mit der Intensitit A = Aou(P (R9) ist, und es gilt

da(l) du® du™
p2(x1,12) = )\0/ 2 (1 —y, 22 —y)dy + /\0/ S (21 — yl)dyl/ K (72 — y2) dy2
Rd dVQd Rd d Vq Rd dl/d
bzw.
2 a(l)
pa(x1,29) = ()\o,u (R )) + Ao 1 (r1 —y, 20 —y)dy. (134)
RrRd AV24

e Wir betrachten nun den Spezialfall, dass {Np} ein Neyman—Scott—Prozess ist, vgl. Abschnitt 3.3.3.
D.h., die Sekundérprozesse {N](_;)}, {Ng)}, ... sind gegeben durch

7(n)
=Y dgen (B) ¥n>1, B e B(RY), (135)

wobei

- {Si("), i,n > 1} eine Doppel-Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvektoren
Si(n) : Q — R% ist, die von dem Poissonschen Primérprozess {S, } unabhingig ist.

—und TM 7™ .. Q — {0,1,...} eine Folge von unabhiingigen und identisch verteilten Zu-
fallsvariablen (mit nichtnegativen ganzzahligen Werten) ist, die von den Folgen {an)} und {S,}
unabhéngig ist.

e Dabei nehmen wir an, dass die Verteilungsfunktion von \Sél) - S%l)\ differenzierbar ist.

— Fiir das Integral des zweiten faktoriellen Momentenmafses 0451) von {N g)} in (134) gilt dann mit
der Schreibweise r = |zy — 1], dass

da(l) da(l)
/ 2 (21 —y,x2 —y)dy = / 2 (y,m2 — 1 +y)dy
R R

a diog a diog
S o dr P(ss” — 5171 <)
= Yam-pPEY = n Iy
n=2

— Insgesamt ergibt sich aus (134), dass die Paarkorrelationsfunktion des Neyman—Scott—Prozesses
{Np} gegeben ist durch

o0 4 psi — s <)

_ 1 dr
g(r) =1+ M(l)Rd Z (n—1)P(TM = n) ppp—E Vr>0. (136)

e Sei nun {Np} insbesondere ein Matérn—Cluster—Prozess ist (vgl. Abschnitt 3.2.3), d.h.,
TW ~ Poi(AVvy(B(o,R)))  wnd S ~ U(B(o, R))
fiir gewisse Konstanten A(Y) > 0 und R > 0.

— Dann gilt >07 , n(n — 1) P(TW =n) = (AMyy(B(o, R)))z, und aus (136) ergibt sich, dass

d
g PUsY =8 <)

g(r) =1+ X r dra T Vr>0. (137)

— Fiir d = 2 gilt dabei, dass

4r r r r2
— arccos(— — —\/1— — |, fallsr < 2R,
P(|S§1) _ S§1)| <r)= mR2 ( 2R) 2R 4R? ) (138)

0, falls » > 2R.
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4. Matérn—Hardcore—Prozesse

e Ein einfaches Beispiel von stationédren und isotropen Punktprozessen, fiir die es einen positiven Min-
destabstand rg > 0 zwischen den Punktepaaren gibt, so dass g(r) = 0 fiir jedes r € (0,79), ist durch
Matérn—Hardcore—Prozesse gegeben.

— Sei {S,,} ein homogener Poisson-Prozess mit der Intensitéat Ag. Aufierdem sei {M,, } eine Folge von
unabhéngigen und in [0, 1]-gleichverteilten Zufallsvariablen, so dass die Folgen {S,} und {M,}
unabhéngig sind.

— Mit {Np} bezeichnen wir den folgenden Punktprozess, der aus einer Teilfamilie von Atomen S,, des
Poisson—Prozesses {S,,} gebildet und Matérn-Hardcore—Prozess mit dem Hardcore-Radius ro > 0
genannt wird:

Ng = Z 15(S,) L,2,)(M,) VB e BRY), (139)
n=1
wobei
min My, falls #{k: 0 <|S — Sp| <ro} >0,
Zp = k:0<|Sr—Sn|<ro
1 sonst

das Minimum der ,Marken” M}, derjenigen Punkte Sy # S, ist, die in der Kugel B(S,,, r9) um den
Mittelpunkt S;, liegen.

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass der in (139) definierte Punktprozess { N} stationir und isotrop
ist. Auflerdem kann man zeigen, dass die Intensitét A von {Np} gegeben ist durch

_ 1 —exp(—Ao ka rg)

Rd Tg ’

A

(140)

denn es gilt
1 —exp(—Aokqrf)

1
A=plo mit pz/ p(t)dt =
0

)

)\0 KRd Tg
wobei p(t) = exp(—Ao kg rd t) die (Palmsche) Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass ein (willkiirlich ausge-
wihlter) Punkt des Poisson—Prozesses {5, }, dessen Marke gleich ¢ ist, nicht gestrichen wird.

e Die Produktdichte ps(z1, 22) des Matérn—Hardcore—Prozesses {Np} ist gegeben durch

0, falls r < ro,
2¢p, (1) (1 — exp(—Ag Kd rg)) — 2Kq rg(l —exp(—Ag Cry (7")))
Kardeq,(r) (cro (r) — Ka rg)

A2 falls r > 2ro,

p2(z1,12) = , falls rg < r < 2rg,

(141)
wobei ¢, (r) = v4(B(o,70) U B(z2 — x1,70)) und r = |z2 — 2]

e Fiir die Paarkorrelationsfunktion g(r) von {Ng} gilt also

g(r) =0, falls r <rg, bzw. g¢(r) > 1, falls ro <r <2rg, bzw. g(r)=1, falls r > 2r.
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5 Markierte Punktprozesse

5.1 Definitionen und grundlegende Eigenschaften

In diesem Abschnitt fiithren wir den Begriff des markierten Punktprozesses ein und diskutieren einige grundlegende
FEigenschaften dieses stochastischen Modells. Insbesondere betrachten wir stationire markierte Punktprozesse,
ihre Palmsche Verteilung bzw. die so genannte Palmsche Markenverteilung, die als die Verteilung der Marke des
typischen Punktes interpretiert werden kann.

5.1.1 Markenraum; unabhingige Markierung

e Zur Erinnerung:

— Eine Folge {S,} von Zufallsvektoren S, Sa,...Q — R% U {oc} iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) wird zufilliger Punktprozess im RY genannt, wenn

#{n:S,eBy<oo VBebBRY. (1)
— Wenn zusétzlich zu der lokalen Endlichkeitsbedingung (1) gilt, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

dann wird {S,} ein einfacher zufilliger Punktprozess genannt.

— Im folgenden werden wir stets voraussetzen, dass {S,,} ein einfacher Punktprozess ist. Dabei ist durch

den Ansatz
Np=#{n: S, € B} VBecBR%
ein (lokal endliches) zufilliges Zahlmak {Ng, B € B(R?)} gegeben.
e In vielen Fiéllen ist es zweckméfig, nicht nur eine Art von Punkten zu betrachten, sondern zwischen ver-
schiedenen Typen von Punkten zu unterscheiden bzw. allgemeiner gesagt: aufler den Lokationen S,, der

Punkte noch zusétzliche Informationen iiber die Punkte im Modell zu erfassen. Dabei wird jedem Punkt S,
eine weitere Zufallsvariable L,, zugeordnet.

— Mit anderen Worten: Neben der Folge {5, } betrachten wir noch eine weitere Folge {L,,} von Zufalls-
variablen L,, : Q — L {iber dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum (£, .4, P), die ihre Werte in einem
messbaren Raum (L, £) annehmen.

— Dabei werden die meisten Beispiele so beschaffen sein, dass IL ein metrischer Raum und £ die c—Algebra
der Borel-Mengen in L ist, die durch die betrachtete Metrik induziert wird.

— Man sagt dann, dass die Folge {(S,, L)} ein (zufélliger) markierter Punktprozess ist. Dabei heifit L,
die Marke (bzw. das Label) von Sy, und L wird der Markenraum von {(S,, Ly,)} genannt.

— Durch den Ansatz
Npxc =#{n: S, €B, L,eC} VBeBR?Y, CecL (3)

ist ein (lokal endliches) zufiilliges Zihlmaf {iber der Produkt-o—Algebra B(RY) ® L gegeben.

e Wenn die Zufallsvariablen L1, Lo, ... : £ — L unabhéingig und identisch verteilt sind und wenn die Folgen
{S,} und {L, } unabhingig sind, dann sagt man, dass {(S,, L)} ein unabhingig markierter Punktprozess
ist.

e Beachte: Jeder markierte Punktprozess {(S,, L,)} in R? mit dem Markenraum L kann als (unmarkierter)
Punktprozess in dem Produktraum R? x L aufgefasst werden.
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Beispiele

e Wenn {(S,, L,)} ein unabhiingig markierter Punktprozess ist, so dass {9, } ein Poisson—Prozess im R¢
ist, dann nennt man {(S,, L)} einen zusammengesetzten Poisson—Prozess.

e Fin Beispiel eines zusammengesetzten Poisson—Prozesses ist bereits in Abschnitt 2.1.5 diskutiert wor-
den, und zwar im Zusammenhang mit der Konstruktion von Poisson—Prozessen in hoherdimensionalen
euklidischen Rdumen; vgl. auch die Bemerkung nach Theorem 2.8.

e Fine andere Art von zusammengesetzten Poisson—Prozessen wird bei der Konstruktion von modulierten
Poisson—Prozessen betrachtet; vgl. Abschnitt 3.2.3.

— Man kann némlich in Verallgemeinerung des Keim-Korn-Modells 2 = | J;~; B(S;,7), das in Ab-
schnitt 3.2.3 verwendet wurde, anstelle des deterministischen Kornradius » > 0 eine Folge von
zufélligen Kornradien Lq, Lo, ... : Q — (0,00) betrachten, die unabhéingig und identisch verteilt
sind, wobei die Folgen {5, } und {L,,} unabhéngig sind.

— Der zusammengesetzte Poisson—Prozess {(S,, L,,)} generiert dann das Keim—Korn-Modell

B(S;, L;). (4)

]
I
8

Il
N

e Sei nun {5/} ein Cox-Prozess im R%, dessen (zufilliges) Intensitiitsfeld {)\’, z € R?} gegeben ist durch

A, fallszeZ,
Xo=9 (5)
Ao, fallsz & &',

wobei Z' in (4) gegeben ist und A1, Ay € (0, 00) beliebige Zahlen mit max{A1, A2} > 0 sind.
— Dann kénnen wir den Punkten S!, die Marken L/, zuordnen, wobei
1, falls S/, €=,

L, = (6)
0, falls S &=

— Beachte: Wenn 0 < E L? < oo, dann ist der markierte Punkprozess {(S’, L},)} nicht unabhingig
markiert. Denn man kann zeigen, dass die Marken von Punkte—Paaren, die hinreichend nahe
beieinander liegen, positiv korreliert sind.

e Kine weitere spezielle Klasse von zusammengesetzten Poisson—Prozessen ist durch die in Abschnitt 3.3.1
eingefiihrten Poissonschen Cluster—Prozesse gegeben.

— Die Folge der Marken Lq,Ls,... ist dabei eine Folge von unabhéngigen, identisch verteilten
Punktprozessen {N g)}, {N ](32)}, ..., die von {S,} unabhéngig sind und deren Intensitdtsmafs

{pM(B), B € B(R%)} endlich ist.

— Der Markenraum L ist also in diesem Fall durch den Raum N aller lokal endlichen Z&hlmafe in
R? gegeben, wobei £ mit der in Abschnitt 2.1.1 eingefithrten o—Algebra A/ von Teilmengen von N
iibereinstimmt.

5.1.2 Intensitidtsmafi und Campbellsches Theorem
e Ahnlich wie bei unmarkierten Punktprozessen (vgl. Abschnitt 3.1.1) kann man auch fiir jeden markierten
Punktprozess {(Sp, Ly)} bzw. fir das zugehorige Zéhlmak N = {Npxc} den Begriff des Intensititsmafes
p: BRY) ® L — [0,00] einfiihren, wobei

wW(BxC)=ENpyc VYBeBRY),CecL. (7)

e Dabei wird stets vorausgesetzt, dass das Maf u(- x L) lokal endlich ist.
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Das folgende Resultat wird in der Literatur das Campbellsche Theorem fiir markierte Punktprozesse genannt. Es
kann als eine Verallgemeinerung von Theorem 3.1 aufgefasst werden.

Theorem 5.1

o Sei {(Sn, L)} ein markierter Punktprozess mit dem Intensititsmafi p : B(RY) ® L — [0,00], und sei
f:(R¥U{o0}) x L — [0,00) eine nichtnegative Borel-messbare Funktion mit f(oco,l) = 0 fiir jedes | € L.

e Dann gilt

d.he, 35071 f(Sns Ly) ist ein erwartungstreuer Schétzer des Integrals [.  f(x,1) p(d(x,1)).

Der Beweis von Theorem 5.1 verlduft analog zum Beweis von Theorem 3.1 und wird deshalb weggelassen.

5.1.3 Stationaritit und Ergodizitit

Unter der Stationaritéit eines markierten Punktprozesses versteht man die folgende Invarianzeigenschaft seiner
endlich—dimensionalen Wahrscheinlichkeiten beziiglich beliebiger Verschiebungen des Nullpunktes.

Definition Der markierte Punktprozess {(Sy, L)} bzw. das zugehdrige Zahlmak N = {Npy ¢} heit stationdr,
wenn

D
(NByxcrs-- s NBoxcn) = (NByta)xCrs s N(By 1a)xCy. ) 9)
fiir beliebige n > 1, By,..., B, € B(RY), Cy,...,C, € L und = € R?, wobei B, +z = {y+z: y € B;} die
Verschiebung der Borel-Menge B; um den Vektor x bezeichnet und

NBixCi = #{n S, € B;, L, € Cl}

Beachte

e Die in (9) betrachtete Invarianzeigenschaft bezieht sich lediglich auf die Verschiebung der Lokationen
Sy, der Punkte um den Vektor —xz (was der Verschiebung des Nullpunktes um den Vektor = entspricht),
wahrend die Marken L,, nicht verdandert werden.

e Man kann sich leicht {iberlegen, dass jeder unabhéngig markierte Punktprozess {(Sy,, L)} stationir
ist, wenn der zugrundeliegende (unmarkierte) Punktprozess {S,} stationér ist.

e Auflerdem ergibt sich unmittelbar aus den Definitionsgleichungen (3.16) und (9), dass der (unmarkier-
te) Punnktprozess {S,}, der einem stationdren markierten Punktprozess {(S,, L,)} zugrunde liegt,
ebenfalls stationdr ist.

e Umgekehrt kann man Beispiele dafiir finden, so dass {S,} stationér ist, obwohl der markierte Punkt-
prozess {(Sy, Ly,)} nicht stationdr ist.

Ahnlich wie in Theorem 3.5 kann man zeigen, dass stationire markierte Punktprozesse mit Wahrscheinlichkeit 1
entweder unendlich viele Punkte mit Marken aus einer vorgegebenen Markenmenge C' € £ haben oder iiberhaupt
keinen Punkt mit einer Marke aus C' besitzen. Dabei ergibt sich das folgende Resultat.

Theorem 5.2  Sei {(Sy, L,)} ein stationdrer markierter Punktprozess. Dann gilt
P({NRdXC:OO}U{NRdXCZO}) =1 VCEE, (10)
wobei Ngayc = #{n: S, €R4 L, € C}.
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Beweis Die Giiltigkeit von (10) ergibt sich unmittelbar aus Theorem 3.5, wenn {N.. ¢} als das zuféllige Zahlmaf
eines unmarkierten stationdren Punktprozesses aufgefasst wird, und zwar des stationdren Punktprozesses
aller derjenigen Punkte S, mit einer Marke aus C. ]

Auf die gleiche Weise wie Theorem 5.2 ergibt sich das folgende Resultat aus Theorem 3.6.

Theorem 5.3  Sei {(Sy,L,)} ein stationdrer markierter Punktprozess. Dann gibt es fir jedes C € L eine
Konstante A\¢ < 00, so dass
w(B x C) = \cvg(B) ¥V BeBRY (11)

und

P(Ngyxe >0)=0 VazeR (12)

Beachte

e Offenbar gilt A\c = E Njgqjaxc, d.h., die Konstante A¢ in (11) ist die Intensitét derjenigen Punkte
Sy, die eine Marke aus C haben. Deshalb wird A\¢ auch kurz C—Intensitdt des stationidren markierten
Punktprozesses {(Sn, L)} genannt.

e Aus (11) ergibt sich aufserdem, dass
Nwxe
va(W)

fiir jedes W € Bo(R?%) mit 0 < v4(W) < 0o ein erwartungstreuer Schiitzer fiir A¢ ist.

Xc,w = (13)

e Wenn Wy, W, ... eine Folge von Beobachtungsfenstern W,, € By(R?) mit vq(W,,) — oo fiir n — oo ist

und wenn
lim Var NWn xC

n—oo yﬁ(Wn) 0, ( )

dann ergibt sich aus der Tschebyschew—Ungleichung (vgl. Theorem WR-4.18), dass der erwartungstreue
Schétzer Ac,w, schwach konsistent ist.

e Ahnlich wie im unmarkierten Fall kann anstelle der Bedingung (14) vorausgesetzt werden, dass der

stationdre markierte Punktprozess {(Sy, Ly, )} ergodisch ist, um zu gewéhrleisten, dass XC’WH ein (stark)
konsistenter Schitzer fiir Ao ist.

Um den Begriff der Ergodizitidt von stationdren markierten Punktprozessen einfithren zu kénnen, betrachten wir
den folgenden kanonischen Wahrscheinlichkeitsraum.

e Sei Ny die Familie aller Zahlmake ¢ : B(R?) x L. — {0,1,...} U {00}, so dass ¢(B x L) < oo fiir jedes
Be Bo(Rd)

e Auferdem betrachten wir
— die o—Algebra A, C P(NL), wobei Ny, die kleinste o—Algebra von Teilmengen von Np, ist, so dass
¢ = (B x C) fiir beliebige B € B(R?) und C € L eine (N, B(R))-messbare Abbildung ist,

— und die Familie {T,, € R?} von (N, NL)-messbaren Verschiebungsoperatoren T, : N, — Np, so
dass
(To9)(B x C) = ¢((B+z) x C) vz eRY BeBRY, CeL, (15)

d.h., jedem Zéhlmak ¢ = a0, 1,) aus Ny, wird das Zahlmaf T,@ = > an0(s, ) zugeordnet,
wobei die (Lokations—) Komponenten s,, der Atome (s, — z,l,) von ¢ um den Vektor —z verschoben
werden.

— Die ,Gewichte” a,, € R\ {0} und die Marken I,, der Punkte s,, bleiben dabei unveréndert.
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e Man kann sich leicht iiberlegen, dass der markierte Punktprozess {(Sy, L)} bzw. das zugehorige zufillige
Zahlmal N = {Npxc} genau dann stationir ist,
— wenn seine Verteilung Py invariant beziiglich {T,} ist, wobei Py(A) = P(N € A) fiir jedes A € N,

— d.h., die Definitionsgleichung (9) fiir die Stationaritdt von markierten Punktprozessen gilt genau dann,
wenn

Pyn(A) = Py(T,A) Yz eRY Ae M, wobei T, A = {T,p: p € A}. (16)

Beachte

e Ahnlich wie im unmarkierten Fall bildet der kanonische Wahrscheinlichkeitsraum (NL, ML, Pn) zu-
sammen mit der in (15) eingefiihrten Gruppe T = {T,, z € R?} von Verschiebungsoperatoren ein
dynamisches System; vgl. Abschnitt 3.4.1.

e Dabei heifst der stationdre markierte Punktprozess {(Sy, L,,)} ergodisch, wenn das dynamische System
(NL, N1, Py, T) ergodisch ist.

Ahnlich wie bei der Herleitung von Theorem 3.18 fiir unmarkierte Punktprozesse ergibt sich auch im markierten
Fall aus Theorem 3.17, dass der Intensitétsschitzer A\cw = Nwxc/va(W) die folgende (starke) Konsistenz-
eigenschaft besitzt, wenn der markierte Punktprozess N = {Np ¢} ergodisch ist.

Theorem 5.4 Sei N = {Npxc} ein ergodischer markierter Punktprozess mit der C—Intensitit Ac, wobei C € L
eine beliebige (messbare) Teilmenge des Markenraumes L ist. Dann gilt

P(nIL}H;O /\07[_n,n]d = )\0> =1. (17)

Beachte

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass jeder unabhingig markierte Punktprozess {(Sy, L,)} ergodisch
ist, wenn der zugrundeliegende (unmarkierte) Punktprozess {S,} ergodisch ist.

e Auflerdem kann man zeigen, dass der in (5) — (6) eingefiihrte (nicht unabhéngig) markierte Punktpro-
zess {(S),,L},)} stationér und auch ergodisch ist.

5.2 Palmsche Verteilungen
5.2.1 Definition durch Intensitdtsquotienten; typischer Punkt

Ahnlich wie bei unmarkierten Punktprozessen (vgl. Abschnitt 4.1) besteht die Grundidee bei der Definition
von Palmschen Verteilungen stationdrer markierter Punktpozesse {(Sy,L,)} darin, fiir beliebige (jedoch fest
vorgegebene) A € N, und C € £ nur diejenigen Atome von {(Sy, L)} zu betrachten, die eine Marke aus C
haben und aus deren Sicht das zugehdrige zufillige Z&hlmaf die Eigenschaft A hat.

Dies fiihrt zu der folgenden verallgemeinerten Version der Definitionsgleichung (4.6) fiir die Palmsche Verteilung
von (unmarkierten) statiuonidren Punktprozessen.

Definition Sei C' € L eine beliebige (messbare) Teilmenge des Markenraumes L mit 0 < A¢ < co. Dann heifst
die Mengenfunktion P§ : N, — [0,1] mit

_ E#{n : Sn € [O’ 1]d7 L"L € C7 Z’;’j:l 5(3771_5717[‘771) € A}

= o

die Palmsche Verteilung von {(Sp, L)} beziiglich der Markenmenge C € L.

Py (4) VAeEM (18)
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Beachte

e Mit der gleichen Begriindung wie bei der Herleitung von (4.6) ergibt sich, dass fiir jedes B € By(R%)

mit 0 < v4(B) < oo und fiir jedes A € N,
E#{n: S, €B, Ly €C, Y 0 8s,-5,L.) €A}
Ac va(B)

/N > 14(Ts, (%) Pr(dy)

n: s, (p)EB, I, (p)eC
Ao va(B)

Py (4)

AufRerdem ergibt sich genauso wie im Beweis von Theorem 4.2, dass
PY(N{) =1, (19)

wobei N = {¢ € N, : ¢({o} x C) >0} die Menge derjenigen Z&hlmaRe aus N, ist, die im Nullpunkt
ein Atom mit einer Marke aus C besitzen. Wegen (19) gentigt es, die Palmsche Verteilung Pﬁ; auf der
Spur—o—Algebra

NC = N]L n NHC:
zu betrachten.

Wenn der stationére markierte Punktprozess {(Sy, L)} ergodisch ist, dann ergibt sich so wie im Beweis
von Theorem 4.3, dass fiir jedes A € N1

N—nn
P{(A) = lim Zznn]?xCiA 7 (20)

n—0oo [=n,n]dxC

wobei

Nipnjaxc.a =#{n: S, € [-n,n]*, L, € C, Z O(Sm—5n,Lm) €A}, Ni_pmjaxc = Nnmnjaxcn, -

m=1

Weil die Palmsche Wahrscheinlichkeit P (A) im ergodischen Fall als Grenzwert der relativen Haufig-
keiten Ni_;, njaxc,a / Ni—nnjexc in (20) dargestellt werden kann, kann man P§ (A) als die Wahrschein-
lichkeit auffassen, dass der stationdre markierte Punktprozess {(Sy, L,,)} aus der Sicht eines zufillig
herausgegriffenen Punktes S, mit einer Marke L,, aus C' die Eigenschaft A hat.

Man sagt deshalb auch, dass PE(A) die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass der typische Punkt von
{(Sn,Ly)} mit einer Marke aus C' die Eigenschaft A hat.

Im ergodischen Fall liefert die Formel (20) somit einen natiirlichen Ansatz zur (konsistenten) Schétzung
der Palmschen Wahrscheinlichkeit P](\? (A), wenn die Anzahlen Ni_pnjaxe und Ni_y, pjaxe 4 fiir ein
grofes n, d.h., fiir ein grokes Beobachtungsfenster W,, = [~n,n]¢ bestimmt werden kénnen.

Unmittelbar aus der Definitionsgleichung (18) der Palmschen Verteilung Pﬁ ergibt sich durch algebraische In-
duktion das folgende Campbellsche Theorem fiir stationéire markierte Punktprozesse (vgl. auch das Lemma 4.1
fiir den unmarkierten Fall).

Theorem 5.5

o Sei {(Sn,Ln)} ein stationdrer markierter Punktprozess, und sei f : R? x N, — [0,00) eine nichtnegative
messbare Funktion.

e Dann gilt fiir jedes C € L mit A\c >0

/ F(2. To) pldz x C) Py(dig) = Ac / f(2,9) PS(di) da. (21)
Ny, JR4 Rd JNg,
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Auklerdem ergibt sich aus Theorem 5.5 das folgende (duale) Campbellsche Theorem.

Korollar 5.1  Sei {(S,,L,)} ein stationirer markierter Punktprozess, und sei g : R? x N, — [0,00) eine
nichtnegative messbare Funktion. Dann gilt fir jedes C € L mit A\c > 0

/ / 9z, ) p(dz x C) Py(de) = Ao / / oz, T_p0) PS (dg) da (22)
Ny, /R4 Re JNg

Beweis

e Die Funktion f: R? x My, — [0,00) sei gegeben durch f(z, ) = g(z, T_,¢).

e Dann ergibt sich aus Formel (21) in Theorem 5.5, dass
do [ s oo PEands = e [ [ fee) PEae) s
Re JNL R JNL
(21)
= / f(z, Tzp) p(dz x C) Py (dep)
Ny, JRA

=[] (T () plds % €) Pcde)
N, JR4

/ / 9z, ¢) p(dz x C) Py(dp). .
N JR4

Beachte

e Fiir jedes C € L ist das Campbellsche Maf v¢ : Ni, @ B(R?) — [0,00] des stationdiren markierten
Punktprozesses {(Sy, L,)} gegeben durch

7Y(Ax B) = / o(B x C)I4(¢) Pn(dg) VA€M, BeBRY). (23)
NL

o Fiir g(x,p) = Ip(x)La(yp) ergibt sich dann aus Korollar 5.1, dass fiir jedes C' € £ mit A¢ > 0
vY(A x B) = )\C/ PC(A)dz VYAe N, BeBR?, (24)
B

wobei fiir jedes € R? das Wahrscheinlichkeitsmaf P : Nf, — [0, 1] gegeben ist durch

PY(A) = P§(T,A) VYAecM. (25)

5.2.2 Lokale Charakterisierung; Zwei—Punkt—Palm—Verteilung

Ahnlich wie in Abschnitt 4.1.2 liisst sich auch fiir stationire markierte Punktprozesse eine lokale Charakterisierung
der in (18) eingefiihrten Palmschen Verteilung PJ(\’; herleiten. Dabei ergibt sich genauso wie in Theorem 4.4 bzw.
in Korollar 4.1 das folgende Resultat.

Theorem 5.6 Sei By, = [~1/k,1/k]? fiir jedes k > 1.

e Dann gilt
. PN(QOGN]LIQD(B]CXC)>O)_
klggo va(BY) = Ao vCeL. (26)
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o Dariiber hinaus gilt fiir jedes C € L mit 0 < Ag < o0, dass

lim [|P§ — Pecf =0, (27)
k—o0

wobei die (bedingte) Verteilung Py o : N1, — [0,1] gegeben ist durch
Pkﬁc(A) = PN({QD e NL: Ts(k)(w)gﬂ S A} | {(p e NL: (p(Bk X O) > 0}) VAeM (28)

und s¥) (@) dasjenige Atom von @ in By, mit einer Marke aus C bezeichnet, das den kleinsten Abstand vom
Nullpunkt hat.
Beachte

e Ahnlich wie Theorem 4.4 im unmarkierten Fall wird Theorem 5.6 der Satz von Korolyuk fiir stationiire
markierte Punktprozesse genannt.

e Man kann sich leicht {iberlegen, dass sich aus Theorem 5.6 das folgende Resultat ergibt, das in der
Literatur der Satz von Dobrushin genannt wird.

Korollar 5.2  Fir jedes C € L gilt
PN(QO e N : (p(Bk X C) > 1)

li = 2
und somit
lim Pn(p e NL: (B xC) =1) _ (30)
k— o0 I/d(Bk) =
Beweis
e Es gilt
Py(p e NL: o(Br x C) > 1)
Vd(Bk)
1 o0 oo
—_— j P, ENL: (B xC)=j)— P ENL: By xC)=3j
B0 (J;J WP €Nt pBx O) =) =3 Pl € Mo (B x ) i)
1
Ao — ——= P NL : ¢(Br x C) > 0).
¢ T (B N(p €ENL: p(Bp x C) >0)
e Hieraus und aus Theorem 5.6 ergibt sich die Giiltigkeit von (29) und (30). ]

Auf #hnliche Weise wie die lokale Charakterisierung (27) der Palmschen Verteilung P§ lidsst sich das folgende
zweidimensionale Analogon von (27) herleiten.

e Dabei benétigen wir den Begriff der Nullfolge von gerichteten Zerlegungen des R? in paarweise disjunkte
und beschrénkte Borel-Mengen, vgl. auch Abschnitt 3.5.4. Sei also {{Bg;,j > 1},k > 1} eine Familie von
beschrénkten Borel-Mengen By; € Bo(R%) mit den folgenden Eigenschaften:

Fiir beliebige ¢, j, k > 1 mit i # j gelte U(;il Byj = R% und By; N By, = 0.

— Fiir jedes k > 1 und fiir jede beschriinkte Borel-Menge B € By(RY) gilt By; N B # () nur fiir endliche
viele j > 1 (lokale Endlichkeit).

Fiir beliebige k,j > gibt es eine Zahl i > 1, so dass By1,; C By, (Gerichtetheit bzw. ,Nesting”).

— Es gilt limy_,o0 SUp;>1 SUp, yep,, [# — y| = 0 (beliebig hohe Feinheit).
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e Auferdem sei a5 : B(R24) — [0, 00] das zweite faktorielle Momentenmaf von {(S,, L,)} beziiglich der

Markenmengen C1,Csy € L, wobei
£
05" (Bix Bo) =E Y " Wpy, (Sns Sn)Uerxcy (Lny Lny) ¥ Br, By € BRY), (31
wobei sich die Summation in (31) {iber alle Paare (ni,ns) von verschiedenen Indizes erstreckt.

Theorem 5.7

o Seien C1,Cy € L beliebige Teilmengen des Markenraumes L, und sei {{By;,j > 1},k > 1} eine Nullfolge
von gerichteten Zerlegungen des RY.

e Dann gibt es fir 0201'02 ~fast jeden Vektor (w1, z2) € R%¢ ein Wahrscheinlichkeitsmaf chlff;" M — [0,1]
mit

PCl’CZ(A) = klingo PN(A | {(p eNp: (p(Bk(ml) X Cl) > 0,(,0<Bk($g> X CQ) > 0}) VAEe N]L, (32)

Z1,T2

wobei By(x) diejenige Komponente By; der Zerlegung {By;,j > 1} bezeichnet, fiir die x € By gilt.

Der Beweis von Theorem 5.7 geht {iber den Rahmen dieser einfiithrenden Vorlesung hinaus, denn er erfordert
relativ tiefliegende Hilfsmittel aus der Maftheorie, vgl. O. Kallenberg (1986) Random Measures, Academic Press,
London.

Beachte

e Das in Theorem 5.7 betrachtete Wahrscheinlichkeitsmafs P;gl,g? heifst Zwei—Punkt-Palm—Verteilung
von {(Sp, L)} beztiglich der Markenmengen Cy,Cs € L.

o Wegen (32) kann P02 als bedingte Verteilung von {(Sy, Ly,)} aufgefasst werden unter der Bedingung,
dass in (infinitesimal kleinen Umgebungen der) Lokationen x; und ze mit 1 # x2 jeweils ein Punkt
des Punktprozesses {(Sy, L)} mit einer Marke aus C; bzw. Cs liegt.

Mit Hilfe von (ebenfalls relativ tiefliegenden) Hilfsmitteln aus der Maf— und Integrationstheorie kann man zeigen,
dass die in (32) gegebene Familie der Wahrscheinlichkeiten {PS;02(A), x1, 25 € R?} als eine Radon-Nikodym-

Dichte des Campbellschen Mafies zweiter Ordnung von {(Sy, L)} aufgefasst werden kann.

Theorem 5.8

e Fiir beliebige, fest vorgegebene Cy,Cy € L sei v“12 : N @ B(R??) — [0, 0] das Campbellsche Maf zweiter
Ordnung des stationdren markierten Punktprozesses {(Sn, Lyn)}, wobei

’}/Cl’C2(A X Bl X BQ) = /

. T4 (<,0) Zjlﬂw ]IBl X Ba (Snl ((,0), Snz (90)) ]IC1 xC (Lnl (QO), an (QO)) Py (dgp) . (33)

e Dann gilt

O C2 (A x By x By) = / PCrC2(A) oSV (d(zy,m5)) VAeENL, By, By e B(RY). (34)

Z1,T2
Bl XBQ

Beweis

e Unmittelbar aus den Definitionsgleichungen (31) und (33) von agl’cz bzw. v¢1:¢2 ergibt sich, dass aus

agl’c2(Bl x By) = 0 die Giiltigkeit von v©1:2(A x By x By) = 0 folgt, und zwar fiir beliebige A € Ny,
und Bi, Bs € B(Rd)
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e D.h., fiir jedes A € NV, ist das o—endliche Maf ~5"2 : B(R2%) — [0, o0] mit
Y9 (By x By) = 4“vC2 (A x By x By) YV By, By € B(RY)

absolutstetig beziiglich des zweiten faktoriellen Momentenmafses agl’cz.

e Es gibt somit eine Radon—Nikodym-Dichte dfygl’c"’ / donCl’C2 mit
C1,C dy g C1,C
7A172(le‘32)=‘/' A (o1,22) 05" (A(wr,22)  VBy, By € BRY.  (35)
By xBy dogV

e Auferdem kann man zeigen, dass der stochastische Kern p : R?? x N — [0,1] in (35) mit

C1,C2
dvy;

1O () VazeR¥™ AcM
Qo

p(l‘, A) -

so gewahlt werden kann,
— dass die Mengenfunktion p, : N — [0, 1] mit p,.(A4) = p(z, A) fir agl’Cfoast jedes © = (z1,x2)
ein Wahrscheinlichkeitsmafs, d.h., oc—additiv ist,
— das mit der in (32) eingefiihrten Zwei-Punkt—Palm—Verteilung PS::C2 : Ny, — [0,1] iiberein-

T1,T2

stimmt; vgl. § 15 in O. Kallenberg (1986) Random Measures, Academic Press, London. |

5.2.3 Palmsche Markenverteilung

Wenn in der Definitionsgleichung (18) der Palmschen Verteilung Pﬁ spezielle Ereignisse A € Nf betrachtet
werden, dann fithrt dies zu dem folgenden Begriff der Palmschen Markenverteilung.

Definition Sei C € L eine beliebige Teilmenge des Markenraumes L mit 0 < A¢ < oo, und sei L& = LN C.
Dann heifit die Mengenfunktion P, ¢ : L& — [0, 1] mit

_ Ao

PO,C(C/) )\C

VC' € Le (36)

die (bedingte) Palmsche Markenverteilung von {(Sy, L,)} beziiglich der Markenmenge C € L.

Beachte

e Sei C' € L. Wenn in (18) die Menge Acr € M€ mit Acr = {¢ € N : p({o} x C') > 0} eingesetzt
wird, dann ergibt sich, dass
Poc(C') = Py (Acr) .- (37)

e Im ergodischen Fall kann die Grofe P, ¢(C’) somit als die (bedingte) Wahrscheinlichkeit dafiir aufge-
fasst werden, dass der typische Punkt von {(S,, L)} eine Marke aus C’ € L hat unter der Bedingung,
dass die Marke des typischen Punktes aus C ist.

e Insbesondere ist dann P, : £ — [0,1] mit P,(C) = P,1(C) die (unbedingte) Markenverteilung des
typischen Punktes von {(S,, Ly)}.

Wir zeigen nun, welche Form die in (36) eingefiihrte Palmsche Markenverteilung P, ¢ : Lo — [0, 1] bei unabhén-
giger Markierung besitzt.
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Theorem 5.9

e Der stationdre markierte Punktprozess {(Sy, Ln)} sei unabhdngig markiert, wobei G : L — [0,1] mit
G(C)=P(L, € C) vC el (38)
die Verteilung der (unabhingigen und identisch verteilten) Zufallsvariablen Ly, Lo, ... : Q — L bezeichnet.
o Fliir jedes C € L mit G(C) > 0 gilt dann, dass A\¢ > 0 und

G(C")

PO,C(C/) = G(C)

VC' € Le. (39)

Beweis

o Geméf Theorem 5.3 ist die Intensitét Ao des stationdren markierten Punktprozesses {(Sy, Ln)} gege-
ben durch
c=E#{n:S,c0,1]Y L,eC} VCeL.

— AuRerdem ergibt sich aus der unabhiéngigen Markierung von {(S,, L,)}, dass
Ao = E#{n: S, c0,1]% L, €C}

E Z 1o 174 (Sn)Tc(Ly)
= ZE [0 1]d w) e (L ))

unabhéngige Markierun
i ® ZE][[O,I]d(Sn)E Ic(Ly)

n=1

= LleCZ (Sn €[0,1]%)

— Hieruas folgt insbesondere, dass Ac > 0 genau dann, wenn P(L; € C') > 0.

e Die Markenmenge C' € £ sei nun so gewahlt, dass P(L; € C) > 0. Dann ergibt sich aus der oben
gefiihrten Rechnung, dass fiir jedes C' € Lo

P(Ly € C") i P(S, €0,1])

N )\ T n=1 — G(Cl)
Poc(Cl) = 57 = = C GO
P(Ly €C) Y P(S, €0,1]%) O

5.3 Weitere Kenngrofsen von markierten Punktprozessen und ihre Schatzer
Wir diskutieren nun einige Kenngrofen von stationdren und ergodischen markierten Punktprozessen,

e deren Definitionen mit den in Abschnitt 5.2 eingefiihrten Begriffen der Palmschen Verteilung P§ bzw. der
Zwei-Punkt-Palm—Verteilung Pglxg"? zusammenhéngen

e und die zur statistischen Analyse der Struktureigenschaften von unregelméfligen markierten Punktmustern
genutzt werden konnen.
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5.3.1 Markenkovarianzfunktion
Dabei betrachten wir zunéchst fiir markierte Punktprozesse mit reellwertigen Marken die Kovarianz der Marken
von zwei zuféllig ausgewéhlten Punkten des Punktprozesses, die einen vorgegebenen Abstand voneinander haben.

Sei {(Sn, L)} ein stationédrer und isotroper markierter Punktprozess, dessen Marken relle Zahlen sind, d.h. L = R,
sei {{Byj,j > 1},k > 1} eine Nullfolge von gerichteten Zerlegungen des R?, und sei By () diejenige Komponente
By der Zerlegung {By;,j > 1}, fiir die « € By; gilt.

AuRerdem verwenden wir fiir 21,22 € R? und Cy, Csy € £ die abkiirzende Schreibweise

A2 — 1o e NL : o(Bi(z1) x C1) > 0, o(Bg(x2) x Ca) > 0}.

z1,T2,k T
Definition

e Ahnlich wie in Theorem 5.7 kann man zeigen, dass es fiir ay’“—fast jeden Vektor (z1,z2) € R2? ein
Wabhrscheinlichkeitsmaff Py, ., : £ ® £ — [0,1] gibt mit

1,72,k 1,72,k

Py, 4, (Cy x Cy) = kliﬂngo Py (Acl’c2 | AL ) VO, Ch L. (40)

e Das in (40) gegebene Wahrscheinlichkeitsmafl P, ,, heifst die (unbedingte) Palmsche Zwei-Punkt-
Markenverteilung von {(Sp, L)} beziiglich des Punktepaares (z1,x2).

o AuBerdem heifit die Funktion 6 : (0,00) — R mit

o(r) :/ I ly Py, oy (dly x dlg) — (/ lPo(dl)>2 (41)
LxL L

die Markenkovarianzfunktion von {(Sp, L,)}, wobei P, die in Abschnitt 5.2.3 eingefiihrte Palmsche
Markenverteilung ist und vorausgesetzt wird, dass

/ Uy lo| Py, o (dly x dly) < 00 und /\l|Po(dl) <o,
LxL L

Beachte Wegen der Stationaritét und Isotropie von ({S,, L, )} héngt das Wahrscheinlichkeitsmal Py, ., in
(40) und somit auch der Wert des Integrals in (41) lediglich vom Abstand r = |z — 21| der Lokationen
x1, 29 € RY ab.

Theorem 5.10

o Wenn der Punktprozess {(Sn, Lyn)} unabhdngig markiert ist, dann ist das in (40) eingefihrte Wahrschein-
lichkeitsmafy Py, 4, : L ® L — [0,1] ein Produktmaf, das nicht von x1,x2 (und damit natirlich auch nicht
von r = |xg — x1|) abhdngt, wobei

Px17w2(01 X 02) = P(L1 S Cl)P(Ll € 02) VC1,02 eL. (42)

e Insbesondere gilt dann
0(r)=0 Vr>0. (43)

Beweis

e Aus der Definitionsgleichung (40) der Palmschen Zwei-Punkt—Markenverteilung Py, ., und aus Formel

(29) in Korollar 5.2 ergibt sich, dass

1,22

a0)

Pﬂﬂl,frz (Cl X 02) (:) klgglo Py (Agf)fﬂc;k | AH?Z;HZ‘CCQJC)
= lim Pn({¢ € NL : p(By(z1) x C1) > 0, p(By(z2) x C2) > 0} | AH;’II,LM,Q
(29)

= lim Py({p € NL: @(By(z1) x C1) =1, @(Bi(a2) x Co) = 1} | A ).
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e Hieraus und aus der unabhéngigen Markiertheit von {(S,, L,)} ergibt sich dann fiir jede hinreichend
grofie Zahl k > 1 mit By(x1) N Bg(z2) = 0, dass
thgCQ(Cl X Cg) = P(Ll S Cl)P(Ll (S CQ)
x lim Py({ € NL: @(Bi(21) x L) = 1, @(Bu(z2) x L) = 1} [ A7, 1)
= P(Ll c Cl)P(Ll c CQ),

wobei sich die letzte Gleichheit durch die erneute Anwendung von Korollar 5.2 ergibt.

e Damit ist (42) bewiesen. Hieraus und aus (39) ergibt sich die Giiltigkeit von (43). O

Ein weiterer interessanter Spezialfall ist gegeben, wenn die Marken L,, von {(Sy, L,,)} durch ein zufilliges Feld
{Z,, * € R?} generiert werden, dass von dem (unmarkierten) Punktprozess {5, } unabhingig ist, und wenn dabei
L, = Zs, gesetzt wird.

Theorem 5.11

o Sei {S,} ein stationdrer und isotroper Punktprozess im R%, und sei {Z,, x € R4} ein stationdres und
isotropes Zufallsfeld mit Werten in R, so dass E Z? < oo fiir jedes x € RY.

o Die stochastischen Prozesse {Sy} und {Z,} seien unabhdngig, und die Abbildung Zs, : Q@ — R mit
Zgn (w) = an(w)(w) YVweN
set fiir jedes n > 1 eine wohldefinierte Zufallsvariable.

e Dann ist {(Sp, L,)} mit L, = Zs, ein stationdrer und isotroper markierter Punktprozess in R% mit Marken
in L =R, wobei das in (40) eingefihrte WahrscheinlichkeitsmafS Py, 4, : L& L — [0,1] gegeben ist durch

le,rg(cl XCQ):P(ZII 6017Zaj2 ECQ) V01702€£.

e [nsbesondere gilt
H(T):E(ZOZH,M) — (]EZO)2 Vr = |.7;2_331| >0. (44)

Der Beweis von Theorem 5.11 verlduft analog zum Beweis von Theorem 5.10.

Beachte

e Fiir das in Theorem 5.11 betrachtete Modell stimmt die Markenkovarianzfunktion 6 : (0,00) — R mit
der Kovarianzfunktion des Zufallsfeldes {Z,., € R?} {iberein.

~

o Zur Konstruktion eines Schétzers 6(r) fiir die Markenkovarianzfunktion 6(r) von {(Sy, L,)} kann eine
verallgemeinerte Version des Schéitzansatzes verwendet werden, der in Abschnitt 4.3.5 bei der Schétzung
der Produktdichte ps(r) betrachtet wurde.

e Ahnlich wie in (4.121) kann man beispielsweise den folgenden randkorrigierten Schétzer g(r) fir 0(r)
betrachten:

Z;ﬁ k(|Sn2 — Snl‘ — T)][wa(snl,sng)(ZSnl — Zw) (an2 — Zw)
ny,n2 Vg (W NW + (Sh, — Snl)))
Z;é k‘(‘Snz —Sn1| —’I")]waw(snl,snz)
ni,ng Vd(W NnwW+ (Sn2 — Snl)))
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wobei das Stichprobenmittel

Z Ty (Sn)ZSn
n=1
ZW =

ioj Ty (Sn)

n=1

ein Schitzer fir E Z, und k : R — [0, 00) eine Kernfunktion ist, beispielsweise

k‘(t) = ]I[—h,h] (t) VteR

2h

fiir eine gewisse Bandbreite h > 0.

5.3.2 Bedingte K—Funktionen und bedingte Paarkorrelationsfunktionen
In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die Begriffe der Ripleyschen K—Funktion und der Paarkorrelationsfunk-
tion, die in den Abschnitten 4.3.4 bzw. 4.3.5 fiir den unmarkierten Fall eingefiihrt worden sind.

Dabei nehmen wir an, dass {(S,,L,)} ein stationdrer und isotroper markierter Punktprozess ist und dass der
Markenraum L von {(S,, L)} eine nichtleere endliche Menge ist, wobei £ die Potenzmenge von L bezeichnet.
Die Marke L,, von S, interpretieren wir als den Typ des Punktes S,,.

Beachte

e Zur Vereinfachung der Schreibweise bezeichnen wir das in (31) eingefiihrte zweite faktorielle Momen-
tenmaf aéz}’{ﬁ von {(S,,, L)} beziiglich der Markenmengen {i}, {j} C L mit o, d.h.,

ij #
0y (B1x Bo) =E Y " Wp,upy (Snys Sna) Wity (Lnys L)V B, B € BRY), (46)

wobei sich die Summation iiber alle Paare (nq,ns) von verschiedenen Indizes erstreckt.

o Auferdem bezeichnen wir die Intensitdt A;;; der Punkte vom Typ i € L kurz mit \;, wobei wir
annehmen, dass A; > 0 fiir jedes i € L.

Auf dhnliche Weise wie in Theorem 4.17 ldsst sich dann die folgende Desintegrationsformel fiir a;j herleiten.

Theorem 5.12
e Fiir beliebige i,j € L sei Pl : N — [0,1] mit

CE#{n: S, €[0,1]% L, =i, o, € A}

Pi(A) £

VAeN (47)

die reduzierte Palmsche Verteilung der Punkte von {(Sp,Ln)} mit Typ j beziiglich der ,Markenmenge”
{i} C L, wobei das (lokal endliche) Zdhimap ¢, ; gegeben ist durch

On,j = Z 08,,—5, -

m>1:m%#n, Ly, =j
e Dann gilt fiir beliebige i,j € L und By, By € B(R?)

o (By x By) = \; ; ©(By — ) da, (48)

wobei ¥ : B(RY) — [0,00] das Intensititsmafs der reduzierten Palmschen Verteilung Pyl bezeichnet mit
W3(B) = iy o(B) P(dg) fiir jedes B € B(RY).
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Die Darstellungsformel (48) des zweiten faktoriellen Momentenmafes agj in Theorem 5.12 motiviert die folgen-
den Verallgemeinerungen der Ripleyschen K—Funktion bzw. der L-Funktion, die in (4.104) bzw. (4.105) fiir den
unmarkierten Fall eingefithrt worden sind.

Definition

o Fiir beliebige i, j € L wird die Funktion K;; : [0,00) — [0, c0) mit

1 (Bo,r))

Kij(r) = "
J

(49)

die bedingte Ripleysche K—Funktion der Punkte von {(Sy, L,)} mit Typ j beziiglich der Punkte mit
Typ i genannt (d.h. unter der Bedingung, dass im Nullpunkt ein Punkt von {(S,,L,)} mit Typ ¢

liegt).
e Dariiber hinaus wird fiir beliebige 4, j € L die bedingte L-Funktion L;; : [0,00) — [0,00) betrachtet
mit
Ki;(r)\1/d
. = (=7 >
Li(r) = ( . ) Vr >0, (50)

wobei kg = v4(B(0,1)) das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet.

Aufierdem ergibt sich mit Hilfe von Theorem 5.12 das folgende Resultat.

Theorem 5.13  Flir beliebige i, j € 1L gilt
K;j(r) = Kj(r) Vr>0. (51)
Wenn {(Sn, L)} unabhdngig markiert ist, dann gilt insbesondere
Ki;(r) = K(r) Vi,jel,r>0, (52)

wobei K(r) die K-Funktion des (unmarkierten) Punktprozesses {Sy} ist.

Beweis

e Wir zeigen zuerst die Giiltigkeit von (51).
— Aus der Definitionsgleichung (49) von Kj;;(r) und aus Formel (21) in Theorem 5.5 ergibt sich fiir
C = {i} und f;(z,¢) = Ipo,s)(@)p((Blo,r) \ {0}) x {j}), wobei s > r, dass

(49)

)\i)\j Kij (7’) = )\2 /Lij (B(O, 7’))
i {4}
= A P
o L] e PO g
(21) 1 .
= y fi(z, Top) p(dz x {i}) Pn(dy)
Rd S Ny JRd
1
= rg 5d E Z ]I[O,s](|SnD I[(0,7-](|Sm - SnD ]I{i} (Ln) ]I{j}(Lm) )
n,m>1
d.h. 1
Aij Kij(r) = P E Y oy (1Sal) Lo, (|Sm — Sal) Ly (L) Ljy (L) - (53)

n,m>1



5 MARKIERTE PUNKTPROZESSE 162

— Mit Hilfe der elementaren Ungleichungen
1Snl < |Sm| + |Sm — Sl bzw. 1S0| < |Sn] + |Sm — Sl

ergeben sich hieraus die Abschétzungen

1
e 5d E Z ]I[O,s—r](‘SmD ]I(O,T-](|Sm - Sn|) ][{i} (Ln) ]I{j}(Lm)

n,m>1
1

= +4E Z>1 10,1 (1S ]) To,a—r) (| Siml) Lo,y (|Sm = Sl) Tgay (L) Ty (L)
1

< p E 2;1 Tjo,1 ([Sn]) Lo, ([Sm — Sul) Tgay (L) Ty (Lim)

= A K(r)
1

= rg 5d E z;l ]I[O,r](|Sn|) ]I[O,s+r](|Sm|) ]I(O,r](‘Sm - Sn|) ]I{z} (Ln) ]I{j}(Lm)
1

< K 5d E Z ][[0,8+r](|5m|) ]I(O,r](|Sm - Sn|) ][{i} (Ln) ]I{j}(Lm) .

n,m>1
— Die erneute Anwendung von Theorem 5.5 ergibt somit, dass

Ka(s—r)

d d
o NN EGi(r) < A Kij(r) < Fals +r)°
d

A Ki(r).
Fig 5% i Kji(r)

— Well s € (r,00) beliebig groff gewahlt werden kann, ist damit die Giiltigkeit von (51) bewiesen.
e Wir nehmen nun an, dass {(Sy, L,)} unabhéngig markiert ist.

— Dann ergibt sich aus (53), dass

(53) 1
ot ) T B Mo (15D Lo (1S = Sul) T (L) 15y (L)
1\ Kq S it
unabh. Markierung 1 . |
- oAy st n;l 10,5 (1Sn]) L0, (|Sm — Sul)P(L1 = i) P(L1 = j)
(36).(39) 1
- Mg n;>1 0,6 (1Sn]) X017 (1Sm — Sul)
(4.18) Jy#(B(o, 7)) P'(dy)
)
(4.104) K(r)

— wobei A = >, A; die Intensitéit des (unmarkierten) Punktprozesses {5, } ist und P' die reduzierte
Palmsche Verteilung von {S,,} bezeichnet.

— Dabei ergibt sich die dritte Gleichheit aus der Definitionsgleichung (36) der Palmschen Marken-
verteilung und aus Formel (39) in Theorem 5.9 fiir den unabhéngig markierten Fall.

— Die letzten beiden Gleichheiten ergeben sich aus der Definitionsgleichung (4.18) der reduzierten
Palmschen Verteilung P' bzw. aus der Definitionsgleichung (4.104) des zweiten reduzierten Mo-
mentenmaRes K : B(RY) — [0, 00) von {S,}. O

Beachte

e Ahnlich zum unmarkierten Fall, der in Abschnitt 4.3.4 diskutiert worden ist, kann man beispielsweise

o —

den folgenden Schétzer K;;(r) fiir K;;(r) betrachten.
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e Fiir beliebige r > 0 und W € By(R%), so dass vq(W N (W + x)) > 0 fiir jedes = € B(o,r), sei

AT ) = 5 Mo = o I (Snas ) Uy ) s, L)
iAj L4 n1ns yd(W N(W 4 (Sn, — Sm))) 7

(54)

wobei man auf dhnliche Weise wie im Beweis von Theorem 4.18 zeigen kann, dass \;\; K;;(r) ein
erwartungstreuer Schétzer fiir A\;A; K;;(r) ist.

e Dies filhrt dann fiir beliebige 7, j € L zu dem Schétzer

— K
Kot = 2 Ku(r) (55)
A
fiir K;(r), wobei
AiZZ—WX“( ) Viel.

Vd(W)

n=1
e Wenn {(S,, L,)} ergodisch ist, dann ergibt sich dhnlich wie in Abschnitt 4.3.4, dass K/m(\r) ein (stark)
konsistenter Schétzer fiir K;;(r) ist.
e Aus (54) und (55) ergibt sich, dass m = m fiir beliebige 7,5 € L und r > 0. Fiir das markierte
Punktmuster in Abbildung 23 mit L = {o, +} gilt insbesondere

—_— S —

Ko+(r)=Kio(r)>0 und K,,(r) >0, jedoch Ky . (r) = 0.

)

Ele}

Abbildung 23: Markiertes Punktmuster und seine r—Umgebungen

Wir betrachten nun den Fall, dass das zweite faktorielle Momentenmafs aéj in (46) absolutstetig beziiglich des
2d-dimensionalen Lebesgue-Mafes ist, d.h., ag hat eine Dichte py : R2¢ — [0, 00), so dass

Ozéj (Bl X Bg) = /B /B pgj ($1, 372) dzy dxo V B1,Bs € B()(Rd) . (56)
1 2

Die in (56) gegebene Funktion p¥ wird die Produktdichte zweiter Ordnung von {(S,, L)} beziiglich des Marken-
paares (i,7) genannt.
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Beachte

e Weil wir voraussetzen, dass der markierte Punktprozess {(S,, L)} stationér und isotrop ist, hingt die
Produktdichte pg (1, x2) nur von |zo — 21| ab, d.h., es gilt
y

p5 (w1,m2) = pi (r), wobei 7 = v — z1]. (57)

e Dariiber hinaus betrachten wir die Paarkorrelationsfunktion g* : [0, 00] — [0, 00), wobei

gir) =" ;J:(T) Vr>0. (58)

e Wenn {(Sy, L,)} unabhingig markiert ist, dann ergibt sich aus den Theoremen 5.12 und 5.13, dass
g7(r)=g(r)  VijeEL,r>0, (59)
wobei g(r) die Paarkorrelationsfunktion des (unmarkierten) Punktprozesses {S,,} ist.

o —

e Ein Schitzer p¥ (r) fiir die Produktdichte p% (r) ist beispielsweise durch den folgenden Ansatz gegeben:

%223’5 k‘(‘SYLz _Sn1| _T)]IWXW(SYU?STLQ)]I{i}X{j}(LTL17L7L2) ’ (60)
ni,na drgri—1 Vd(W N (W + (Sn2 — Snl)))
wobei k : R — [0, 00) eine Kernfunktion ist.
e Ahnlich wie in (55) fiihrt dies zu einem Schitzer fiir die Paarkorrelatioinsfunktion g% (r):
g (r) = ”; ") yrso. (61)
ig

5.3.3 Diversitiatsindizes

In diesem Abschnitt diskutieren wir den Begriff der Diversitit von markierten Punktprozessen und meinen damit
eine Kenngrofe, die den Grad der Unterschiedlichkeit der Marken beschreibt.

e Dabei nehmen wir so wie in Abschnitt 5.3.2 an, dass {(Sy, L,)} ein stationérer und isotroper markierter
Punktprozess ist und dass der Markenraum L von {(S,, L)} eine nichtleere endliche Menge ist, wobei £
die Potenzmenge von IL bezeichnet. Die Marke L,, von S,, interpretieren wir als den Typ des Punktes .S,,.

e AufRerdem bezeichnen wir die Intensitét A;;; der Punkte vom Typ i € L wiederum kurz mit \;, wobei wir
annehmen, dass A; > 0 fiir jedes i € L.

Definition

e Der Diversititsindex A von {(Sy, L,)} ist gegeben durch

2
A=1-)" Al wobei A = 37,01 Ai. (62)

Az’
i€l
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e Eine (abstandsabhingige) Verallgemeinerung der in (62) eingefiithrten (globalen) Kenngrofe A von
{(Sn, Ly)} ist der Diversitatsindex Ay : (0,00) — [0, 00) bezliglich der Ripleeyschen K-Funktion, der
gegeben ist durch

_ )\?K“(T’) r
A(r) = 1 ig () falls K(r) > 0, (63)

0, falls K(r) =0,
wobei K;;(r) die in (49) eingefiihrte (bedingte) K-Funktion ist und K (r) die K-Funktion des (unmar-
kierten) Punktprozesses {5, } bezeichnet.

e Auf dhnliche Weise ist der Diversitdtsindex Ay : (0,00) — [0, 00) beziiglich der Paarkorrelationsfunk-
tion definiert, der gegeben ist durch

2 i1
A;f (r) . falls g(r) > 0,
A, (r) = iet, Ag(r) (64)

0, falls g(r) =0,

wobei ¢ (r) die in (58) eingefiihrte (bedingte) Paarkorrelationsfunktion ist und g(r) die Paarkorrela-
tionsfunktion des (unmarkierten) Punktprozesses {S,} bezeichnet.

Wir betrachten nun den Fall, dass {(Sy, L,,)} unabhéngig markiert ist. Dabei zeigen wir, dass dann die in (62)
— (64) eingefiihrten Diversitétsindizes A, Ag(r) und Agy(r) iibereinstimmen, und leiten eine probabilistische
Intepretation von A her.

Theorem 5.14

e Der stationdre und isotrope markierte Punktprozess {(Sn,L,)} sei unabhingig markiert. Dann gilt
Ag(r)=A Vr >0 mit K(r) >0 (65)

und
Ag(r)=A Vr >0 mit g(r) > 0. (66)

o Auflerdem gilt dann fir ag"l‘—fast jeden Vektor (x1,x5) € R??

# . .
A = Zi,jel Pﬁ?hxz ({l} X {.]}) ’ (67)
wobei Py, 4, + LxL — [0,1] die in (40) eingefihrte Palmsche Zwei-Punkt-Markenverteilung von {(Sy, L)}
beziiglich des Punktepaares (x1,x2) bezeichnet.
Beweis

e Mit Hilfe von (52) und (59) ergeben sich die Formeln (65) und (66) unmittelbar aus den Definitions-
gleichungen (62) — (64).

e Auflerdem ergibt sich aus den Theoremen 5.9 und 5.10, dass

S Paanihx ) T S p(ry =) P(Ly = j)

1,j€EL i,j€L
- 1= (P(Ly =)
i€l
Theorém 5.9 1 Z(PO’L({Z.}))Q
icl.

22 G)

i€l
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wobei sich die letzte Gleichheit aus der Definitionsgleichung (36) der Palmschen Markenverteilung
P,1.: L —[0,1] ergibt. O

Beachte Wegen (67) kénnen wir den Diversititsindex A im unabhéngig markierten Fall als Wahrscheinlichkeit
dafiir interpretieren, dass zwei willkiirlich ausgewdhlte Punkte von {S,} voneinander verschiedene Marken
besitzen.

5.4 Eigenschaften von Palmschen Verteilungen bei allgemeinem Markenraum

Wir betrachten nun zwei weitere Beispiele, die deutlich machen, wie das Campbellsche Theorem (vgl. Theorem 5.5
bzw. Korollar 5.1) fiir stationére markierte Punktprozesse bei der Herleitung von Eigenschaften fiir deren Palmsche
Verteilungen PJ((; angewendet werden kann.

e Dabei lassen wir zu, dass der Markenraum L ein beliebiger messbarer Raum ist, wobei £ eine beliebige
o—Algebra von Teilmengen von L ist.

e Auferdem nehmen wir an, dass
P(Ngaxc =0)=0 (68)
fiir jedes C € £ mit A\c > 0, wobei Ngayc = #{n: S, € R% L, € C} die Gesamtanzahl der Punkte des

stationédren markierten Punktprozesses {(S,, Ly,)} mit einer Marke aus C' € £ bezeichnet.

5.4.1 Umkehrformel; Mittelwertformel fiir Voronoi—Mosaike

Mit Hilfe von Korollar 5.1 leiten wir zuniichst eine so genannte Umkehrformel fiir die Palmsche Verteilung P$
von {(Sn, L)} her, in der die (unbedingte) Verteilung Py von {(S,, L,)} durch die Palmsche Verteilung P$
ausgedriickt wird. Dies bedeutet insbesondere, dass zwischen den Verteilungen Py und Pﬁ ein eineindeutiger
Zusammenhang besteht.

Theorem 5.15

o Sei {(Sn, L)} ein stationdrer markierter Punktprozess, und sei h : RY x N — [0,00) eine nichtnegative
messbare Funktion, so dass fiir jedes C € L

> e({z} x C)h(z,0) =1 VYo e NL mit o(R? x C) > 0. (69)
z€RY: p({z}xC)>0

e Dann gilt fir jedes C' € L mit A\¢ >0

Py (A4) = A /N /R AT p)h(n, T ) dr PE(dp) VA E AL, (70)

Beweis
e Die Funktion g : R? x Ny, — [0, 00) sei gegeben durch
9(@,0) = Ta(p)h(z, ¢),

wobei A € N, und die Funktion h : R? x Np, — [0, 00) der Bedingung (69) geniigt.
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e Wegen (68) ergibt sich dann mit Hilfe von Korollar 5.1, dass

Py(4) = AIA<¢>PN<dw>

UV [ 1) Y ellahx ) bee) Palde)

zeRL: p({z}xC)>0

L
= [ [ seretds <€) Pyag)
Ny JRd
KoroH:ar 5.1 AC’/ / g(ZE7T—x§0) Pg(dsp) dx = )\c/ / Q(I,T—r@) dfﬂpg(dgﬁ)
R4 JNL N, JR4

- e / / Lo(T_o@)h(, o) dz P (dg). 0
N JR4

Beachte
e Durch die Wahl spezieller Funktionen A : R¢ x Ni, — [0, 00), die der Bedingung (69) geniigen, kann die
Umkehrformel (70) prézisiert werden.
e Sei h: R? x Np — [0, 00) beispielsweise gegeben durch
1
hag) =4 Py ERT =l < O)
0 sonst.

falls |z| = inf{r > 0: ¢(B(o,r) x C) > 0},

e Dann nimmt (70) die folgende Gestalt an: Fiir jedes C' € £ mit A > 0 gilt
Py =xe [ ] LA(T_0)de P{(dp) VAN,  (T)
N J{yert: o ((B(y.luh\{o})xC) =0}

wobei sich die innere Integration auf der rechten Seite von (71) iiber die ,Voronoi-Zelle” derjenigen
y € R? erstreckt, fiir die der Nullpunkt das niichstgelegene Atom von ¢ mit einer Marke aus C' ist.

Beispiel

Aus (71) ergibt sich sofort die folgende Mittelwertformel fiir Voronoi-Mosaike, die durch stationére Punkt-
prozesse generiert werden, vgl auch Abschnitt 4.1.4.

e Die Marken L, des stationdren markierten Punktprozesses {(Sy, L)} seien die Voronoi-—Zellen, die
durch die Punkte S,, des (unmarkierten) Punktprozesses gebildet werden.

— Es gelte also L,, = =, fiir jedes n > 1, wobei
En={zeR*: [z -5,/ <|z—Su|Vm#n}.
— D.h., E, ist die (zufillige) Menge derjenigen z € R?, deren Abstand von S, nicht gréfer ist als
die Absténde zwischen x und allen anderen Punkten S,,, m # n des Punktprozesses.

— Der Markenraum L ist dabei die Familie aller abgeschlossenen Teilmengen des R?, und £ ist eine
geeignet gewéhlte o—Algebra von Teilmengen von L, vgl. Abschnitt 6.2.

e Fiir A =N, ergibt sich dann aus (71), dass

A= / va(C) P,(dC), (72)

wobei A die Intensitét von {5, } ist und P, die (unbedingte) Palmsche Markenverteilung von {(Sy, L)}
bezeichnet, die in (36) eingefiihrt worden ist.

e Der Erwartungswert [; v4(C') P,(dC) des Volumens der typischen Voronoi-Zelle von {(Sy, L,)} ist also
umgekehrt proportional zur Intensitdt A des Punktprozesses {Sy}.
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5.4.2 Austausch—Formel von Neveu

In diesem Abschnitt zeigen wir mit Hilfe von Theorem 5.5, dass die Symmetrieeigenschaft K;;(r) = K;;(r)
der bedingten K-Funktionen von stationdren und isotropen markierten Punktprozessen, die in Theorem 5.13
hergeleitet worden ist, als ein Spezialfall eines wesentlich allgemeineren Zusammenhanges zwischen den Palmschen
Verteilungen PJ((; von stationdren markierten Punktprozessen aufgefasst werden kann.

Dabei betrachten wir gleichzeitig zwei verschiedene Teilmengen C,Csy € £ des Markenraumes L mit A¢,, Ac, > 0
bzw. die zugehorigen Palmschen Verteilungen Pgl und PEQ. Das folgende Resultat, das die Verteilungen Pﬁl
und PEQ miteinander verkniipft, wird in der Literatur die Austausch—Formel von Neveu genannt.

Theorem 5.16  Fiir beliebige Cy,Cy € L mit A\c,, Ac, > 0 und fiir jede messbare Funktion g : R x Ny, — [0, 00)
gilt

/ / (2, Top) p(dz x Cy) PG (dg) = )\02/ / o(dz x C1) P2 (de) . (73)
Np JRe R4

Beweis

e Um die Formel (21) in Theorem 5.5 anwenden zu kénnen, betrachten wir eine (beliebige) beschriankte
Borel-Menge B € B(R%) mit v4(B) = 1. Dann gilt

de, [ [ ol L) olde x C2) PG ()
N /R

o [ [ o Tap) [ Aoty dyotan < € PG )

cl/ / / 9(z, Top)Ip(x + y) p(dz x Cz) Py (dy) dy
Rd JN, JRA

/ Fly.0) PS (dg) dy |
R4 JNg,

wobei
f09) = [ 9@ To)Tne +3) ol x Co). (74)

e Hieraus ergibt sich nun mit Hilfe von Formel (21) in Theorem 5.5, dass
do, [ [ oo Tap) ol x ) PEA) = dey [ [ fo) PR
Ni JR4 R4 JNL,

| [ o) ety < o) Puag)
N JR4

(74)

D[] s T (et ) (D) (de x Ca)pldy x Co) Py ()
Ny JR R

/ / / 9 — 4, Tuip) T () p(dz x Cs) p(dy x C1) Pr(de)
Ny JRe JR

wobei sich die letzte Gleichheit durch die Substitution z — x — y der Integrationsvariablen z des
inneren Integrals ergibt.

e Wenn in dem letzten Ausdruck die Integrationsreihenfolge der beiden inneren Integrale vertauscht wird,
dann ergibt sich somit, dass

e / / 92, Tug) plda x Co) P (dp)
Np, /R4

/N]L /Rd (/}Rd g(x —y, To)Ip(x) p(dy x Cl)) o(dz x Cy) Py (dyp).
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e Durch die Substitution y — y+x der Integrationsvariablen y im inneren Integral des letzten Ausdruckes
ergibt sich, dass

do, [ [ ol Tae)eldo x € PG )
Ny, JRe
= [ [ (] a0 T t(a) (ap)lay % C1)) il x Co) Pavdl).
N JRe NJRE
e Insgesamt ergibt sich also durch die erneute Anwendung von Formel (21) in Theorem 5.5, dass

e [ ot Tap) olde x o) PO )

(21)

= Ao /Rd /NL (/Rdg(—w)llg(w)so(dy X 01)) P (de) dz

= Acz/N /Rdg(—yw)so(dyx01)P§2(d¢)~ O
L

Beachte

e Unmittelbar aus (73) ergibt sich die folgende (duale) Austauschformel:
Acy /N o f(=2, Top) p(dz x Cy) PG (dg) = Acy, /N o f(z,0) p(dx x C1) P2 (dy) (75)

fiir beliebige C1,Cy € £ mit A¢,, Ac, > 0 und fiir jede messbare Funktion f : R? x N, — [0, 00), wenn
in (73) die Funktion g : RY x Ny, — [0, 00) mit g(z,¢) = f(—x, ) betrachtet wird.

e Wenn der Markenraum L eine endliche Menge ist, dann ergibt sich aus (73) die Symmetrieeigenschaft
K;;(r) = Kj;(r) der bedingten K-Funktionen, die in Theorem 5.13 hergeleitet worden ist.

— Hierfiir gentigt es, C1 = {i} und Cy = {j} fiir i,j € L zu setzen und fiir » > 0 die Funktion
g: R x N — [0,00) mit g(z,p) = I, (7) zu betrachten.

— Dann ergibt sich aus der Definitionsgleichung (49) der bedingten K-Funktion K;;(r) und aus der
Austauschformel (73), dass

49 . %
K)o [ [ gt e eldr x () P @)

(73)

Do [ ] acmeren x gin) PY @)

AN (r)

und dass somit
Kij(T’)ZKji(T’) Vr>0.
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6 Keim—Korn—Modelle

In diesem Kapitel betrachten wir so genannte Keim—Korn—Prozesse, die als stationidre markierte Punktprozesse
{(Sn, L)} im d-dimensionalen euklidischen Raum R? aufgefasst werden kénnen, wobei der Markenraum L die
Familie aller kompakten Teilmengen des R? ist.

e So wie bisher ist also {9, } eine Folge von Zufallsvektoren mit Werten in R%, die als (zufllig positionierte)
Keime interpretiert werden.

e Die Marken L, : Q — C nehmen ihre Werte in der Familie C aller kompakten Teilmengen des R? an. Sie
werden als Kérner interpretiert, die mit den ,Keimen” S,, assoziiert sind.

— Dabei wird oft angenommen, dass die Menge L,, (w) fiir jedes w € Q ,zentriert” ist, d.h., der Schwerpunkt

oder ein anderer eindeutig bestimmter (Bezugs—) Punkt von L, (w) liegt im Nullpunkt.

— Ein einfaches Beispiel hierfiir ist gegeben, wenn L,, eine Kugel mit Mittelpunkt im Nullpunkt und mit

zufalligem Radius R, : Q@ — (0, 00) ist, d.h., L, = B(o, R,).

e Aus dem Keim—Korn—Prozess {(S,, L, )} geht dann das so genannte Keim—Korn—Modell

o0

E=J(Ln+Sn) (1)

n=1

hervor (vgl. Abbildung 24), das bei der statistischen Analyse von Binérbildern verwendet wird. Dabei
bezeichnet L, + S, = {x + S,, : « € L,,} das um den Vektor S,, verschobene Korn L,.

Beachte

Abbildung 24: Realisierung eines Keim—Korn—Modells mit kreisférmigen Kérnern

In Abschnitt 6.1.3 zeigen wir, dass der (Marken-) Raum C aller kompakten Teilmengen des R? ein
metrischer Raum ist, wobei die Hausdorff-Metrik in C betrachtet wird.

Dabei wird C mit einer geeignet gewdhlten o—Algebra versehen, so dass die Abbildungen L,, : Q@ — C
als (messbare) Zufallsvariablen mit Werten in C aufgefasst werden konnen.

Dies fithrt zum Begriff der zufilligen Menge, den wir in Abschnitt 6.2 diskutieren.

Aukerdem bendtigen wir zusétzliche Modellannahmen, damit auch die in (1) betrachtete Abbildung

w — E(w), wobei
oo

E(w) = U (Ln(w) + Sp(w)) ,
n=1
als (messbare) Zufallsvariable mit Werten in der Familie F aller abgeschlossenen, jedoch im allgemeinen
nicht kompakten Teilmengen des R? aufgefasst werden kann, vgl. Abschnitt 6.5.
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6.1 Mengensysteme des R? und ihre topologischen Eigenschaften
Bevor wir zur Definition der zufélligen (abgeschlossenen) Menge kommen, erinnern wir an einige elementare

Familien von Teilmengen des R? und ihre topologischen Eigenschaften, die im weiteren Verlauf dieses Kapitel von
Nutzen sein werden.

6.1.1 Offene und abgeschlossene Mengen; Kompaktheit und Konvexitét

e Zur Erinnerung: Der euklidische Raum RY ist ein metrischer Raum, dessen Metrik p : R? x R? — [0, 00)
gegeben ist durch

p<$7y): Vm:(xla7xd)7y:(y17ayd)€Rd (2)

e Mit Hilfe der in (2) definierten (euklidischen) Metrik p : RY x R — [0,00) kann man die Familien der
offenen Mengen bzw. der abgeschlossenen Mengen in R? einfiihren.

— Man sagt, dass B C R? eine offene Menge in R? ist, wenn es fiir jedes € B eine Zahl ¢ > 0 gibt, so
dass y € B fiir jedes y € R? mit p(z,y) < ¢, d.h., wenn

B=|J{z eR*: B(z,e) C B}. (3)
e>0

— Die Menge B C RY heifit abgeschlossen, wenn das Komplement B¢ = R?\ B von B eine offene Menge
ist. Mit £ bzw. F bezeichnen wir die Familien aller offenen bzw. aller abgeschlossenen Mengen in R<.
— Beachte: Man kann sich leicht iiberlegen, dass die Menge B C R? genau dann abgeschlossen ist, wenn
B= ﬂ(BEBB(o,g)), (4)
e>0
wobei A® B={z+y: z € A,y € B} die Minkowski-Summe der Mengen A, B C R? bezeichnet.
e Dariiber hinaus betrachten wir die Familien der beschrinkten, kompakten bzw. konvexen Mengen in R?.

— Die Menge B C R¢ heifit beschrinkt, wenn es eine Zahl r > 0 gibt, so dass plo,z) < r fir jedes = € R?,

d.h., wenn B C B(o,r) fiir ein r > 0.

— Man sagt, dass B C R? eine kompakte Menge ist, wenn B abgeschlossen und beschrinkt ist. Mit C
bezeichnen wir die Familie aller kompakten Mengen in R<.

— Die Menge B C R? heifit konver, wenn cx + (1 — ¢)y € B fiir beliebige z,y € B und fiir jedes c € [0, 1].

e Man sagt, dass die Menge B C R? ein konvexer Kérper ist, wenn B kompakt und konvex ist. Mit K
bezeichnen wir die Familie aller konvexen Korper in R¢.

— Die Familie aller endlichen Vereinigungen von konvexen Korpern in R¢ wird Konvezring genannt und
im folgenden mit R bezeichnet.

— Unter dem erweiterten Konvezring in R? versteht man die Mengenfamilie

S={BeF: BnC e Rfir jedes C € K}. (5)

Beachte Sei B C R? eine beliebige Teilmenge des R?.

e Dann wird der Ausdruck auf der rechten Seite von (3) das Innere der Menge B genannt und mit int B
bezeichnet, d.h. int B = J_.,{z € R?: B(z,e) C B}.

e Der Ausdruck auf der rechten Seite von (4) wird die Abschliefung der Menge B genannt und mit cl B
bezeichnet, d.h. ¢l B = (.., (B @ B(o,¢)). Dabei heift 9B = c1 BN cl B¢ der Rand von B.

e Auflerdem wird mit convB die konveze Hiille der Menge B bezeichnet, wobei

convB = {cx+ (1—c)y: z,y € B,ce[0,1]}. (6)
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6.1.2 Schnitt—o—Algebra; Fell-Topologie

Wir fiihren nun die sogenannte Schnitti—o—Algebra o von Teilmengen der Familie F aller abgeschlossenen Mengen
in R? ein, die wir bei der Definition der zufilligen (abgeschlossenen) Menge in Abschnitt 6.2 bendtigen.

Dabei geben wir zunnéchst vier verschiedene (dquivalente) Darstellungsmoglichkeiten dieser o—Algebra an und
zeigen dann in den Abschnitten 6.1.3 bzw. 6.1.5, dass die Mengensysteme C, K, R und S in o enthalten sind.

Definition Sei o die kleinste o—Algebra von Teilmengen von F, so dass
{BeF:BNC#0}ecor vCecC. (7)
Lemma 6.1  Die in (7) definierte o-Algebra or wird auch durch die Mengensysteme {F¢ : C € C} bzuw.
{Fp: E€&)} baw. {FF: E €&} erzeugt, d.h., es gilt
or=c({F¢:CeC})=c({Fp: Ec&})=c({FF: E€€}), (8)
wobei FA={Be€F: BNA=0} und Fa={B€F: BNA#0}.

Beweis

e Aus
{BeF:BNA=0}=F\{BeF: BNA#0}

bzw.

{BeF:BNA#0}=F\{BeF: BNA=10}
ergibt sich, dass

O']:ZO'({]:C: CecC}) bzw. c({Fr: Ec&})=c({FF: Ecé}).

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass es fiir jede offene Menge E € £ eine Folge kompakter Mengen
C1,Cs,... € Cmit |J;o; C; = E gibt und dass dann

Fp— DFC,. _ G(]-"C) 9)

e Auflerdem ergibt sich aus (4), dass es fiir jede kompakte Menge C € C eine Folge offener Mengen
E1,E,,...€ Emit By D E; D ... und (2, E; = C gibt und dass dann

FC = (Fo)° = ﬁ (=) (10)
e Aus (9) und (10) ergibt sich, dass o ({F“ : C € C}) =c({Fp: E € &}). O

Beachte

e Die Familie F aller abgeschlossenen Teilmengen des R¢ kann als topologischer Raum aufgefasst werden.
— Dabei wird eine beliebige Menge A ein topologischer Raum genannt, wenn eine Familie G C 24
von Teilmengen von A (die so genannte Topologie der offenenen Mengen in A) gegeben ist, fiir die
0, A € G gilt und die abgeschlossen beziiglich beliebiger Vereinigungen und endlicher Durchschnitte
ist, d.h.,
U Geg fiir jedes G’ C G
Geg’
und
GiNn..NGLeg flir beliebige G1,...,Gk € G und fiir jedes k > 2.
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— Eine Familie ¢’ C 24 von Teilmengen von A heift Basis, wenn es fiir jedes € A eine Menge
B € G’ gibt, so dass z € B, und wenn es fiir beliebige B, Bs € G’ und = € By N By eine Menge
Bs € G’ gibt, so dass x € B3 C By N Bs.

— Eine Familie G’ € G von Teilmengen von A wird Basis der Topologic G genannt, wenn G’ eine
Basis ist und wenn sich jede Menge G € G als Vereinigung von Mengen aus G’ darstellen lasst.

— Seien Aj, As zwei topologische Rdume mit den Topologien Gy bzw. Go. Dann ist A; x Ay ebenfalls
ein topologischer Raum, wobei die Topologie in A; X As durch die Basis {B1 x By : B; € G1,Bs €
G2} induziert wird.

e Die kleinste o—Algebra o(G) von Teilmengen von A, zu der sdmtliche (offenen) Mengen der Topologie
G gehoren, wird die von G erzeugte Borel-o—Algebra in A genannt und mit B(A) bezeichnet, d.h.,
B(A) =o(G).

— Die Komplemente der Mengen aus G bilden die Familie der abgeschlossenen Mengen in A.

e Fiir F betrachten wir nun die so genannte Fell-Topologie G, wobei die Familie G C 27 von Teilmengen
von F durch das Mengensystem {F : C € C}U{Fg: E € £} erzeugt wird.

— D.h., G ist die kleinste Familie von Teilmengen von F, die die Mengen {F“ : C € C}U{Fg: E € £}
enthélt und die abgeschlossen beziiglich beliebiger Vereinigungen und endlicher Durchschnitte ist.

— Dann kann man sich leicht iiberlegen, dass das System

G ={75, 5 :CEC E. .. E,€Ek>0} (11)
mit

c ]—“Cﬂ}'Elﬂ...ﬂ]-'Ek, wenn k > 1,

]:El,m,Ek = c
F, wenn k = 0,
eine Basis von G ist, denn es gilt
C ! cuc’
Fey B Ve B, = T BB B

Lemma 6.2 FEs gibt eine abzihlbare Basis G” C G, die die Fell-Topologie G C 27 erzeugt.

Beweis

e Sei D das (abziihlbare) System aller offenen Kugeln in R? mit rationalen Radien und Mittelpunkten
mit rationalen Koordinaten, und sei G” C 27 das folgende (abzihlbare) System von Teilmengen von
f: ’ ’

g’ = {f§f‘_ﬁ’é};“°137n . By,...,By,B},...,B,, €D, k>0, m> 1}. (12)

e Es geniigt zu zeigen, dass sich jede Menge der in (11) betrachteten Basis G’ als Vereinigung von Mengen
der abzéahlbaren Mengenfamilie G” in (12) darstellen lisst.

. C ’ C . . . cl BjU...Ucl B, "o
o Sei Fp, g, €Y und B € Fg g . Dann geniigt es zeigen, dass es ein Fp "' g7 7" € 7 gibt, so

dass

cl B{U...Ucl B, C
B e fBl,.%.,Bk C fEl,‘..,Ek ‘ (13)

o Wir zeigen die Giiltigkeit von (13) zuerst fiir den Fall k£ = 0.

— Weil B € }-bqh...,Ek und C' € C abgeschlossene Mengen sind mit B N C = {), gibt es ein € > 0, so
dass BN (C & B(o,¢)) = 0.

— Hieraus und aus der Beschrianktheit der Menge C € C folgt, dass es (endlich viele) offene Kugeln
Bi,...,B!, €D gibt, so dass

CCcdBjU...UcB,, und BnelB,=0 Vi=1,...,m.
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— Dies bedeutet, dass ) )
Be ]:clBlLJ‘..Ucle C fC. (14)

— Damit ist (13) fiir £ = 0 bewiesen.

e Seinun k > 1.
— Dann gibt es fir jedes i =1,...,k ein x; € BN FE; und ein B; € D, so dass x; € B; C E;.
— Hieraus und aus (14) ergibt sich, dass

cl BjU...Ucl B, C
Be Fg ' p CFE, .. By

e Damit ist (13) vollstandig bewiesen, d.h., die in (12) eingefiihrte abzahlbare Mengenfamilie G” ist eine
Basis der Fell-Topologie G C 27. O

Aus Lemma 6.1 und aus dem Beweis von Lemma 6.2 ergibt sich, dass die in (7) definierte Schnitt-o—Algebra or
mit der Borel-o—Algebra der Fell-Topologie iibereinstimmt.

Theorem 6.1 Sei G C 27 die Fell-Topologie in F. Dann gilt cr = o(G).

Beweis
e Aus der Definition der Fell-Topologie G durch das Erzeugersystem {F¢ : C € C}U{Fgr : E € &}
ergibt sich mit Hilfe von Lemma 6.1, dass o C 0(G).

e Umgekehrt ergibt sich aus Lemma 6.1 und aus der Darstellungsformel (12) der abzdhlbaren Basis
G" c G von G, dass G” C o und somit

o(G) = 0(G") C o7 .

6.1.3 Hausdorff—-Metrik der kompakten Mengen

Sei C” = C\{0} die Familie der nichtleeren kompakten Teilmengen in R¢. Die Hausdorff-Metrik p : C'xC' — [0, 00)
ist dann definiert durch

C,C') = { in p(z,y), i } vO,0 e, 15
p(C,C") = max glgg;glgﬂ(x Y) ggg;;glgp(x y) € (15)

wobei p(z,y) den in (2) gegebenen euklidischen Abstand von x und y bezeichnet.

Beachte

e Man kann sich leicht {iberlegen, dass die in (15) gegebene Abbildung p : ¢’ x C' — [0,00) die Eigen-
schaften einer Metrik in C’ hat.

e Auferdem ist es nicht schwierig zu zeigen, dass der in (15) betrachtete Hausdorff-Abstand p(C,C")
der Mengen C,C’ € C’ auch in der folgenden (dquivalenten) Form dargestellt werden kann: Und zwar
gilt

p(C,C") =min{e >0: C C ' ® B(o,e), C' CC @ B(o,e)} VC,C'eC’. (16)

e Die in (15) bzw. (16) gegebene Hausdorft-Metrik p : ¢’ x ¢’ — [0,00) in C’ kann zu einer Metrik

p:CxC —[0,00) in der Familie C aller kompakten Mengen fortgesetzt werden, wobei

oo, fallsC=0,C"# 0 oder C=p,C" =0,

p(C,C") =
0, fallsC=C"=0.

(17)
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e Ahnlich wie im euklidischen Raum R? (vgl. Abschnitt 6.1.1) lisst sich auch in dem metrischen Raum
(C, p) der Begriff der offenen Menge einfiihren.

— Man sagt, dass Cy C C eine offene Menge in C ist, wenn es fiir jedes C' € Cy eine Zahl € > 0 gibt,
so dass D € Cy fiir jedes D € C mit p(C, D) < e.

— Die Menge Cy C C heift abgeschlossen, wenn das Komplement C§ = C\ Cy von Cy eine offene Menge
in C ist.
e Die Topologie, die durch die offenen Mengen in (C, p) gegeben ist, wird Hausdorff-Topologie genannt.
Die zugehdrige Borel-o—Algebra wird mit B(C) bezeichnet.

Lemma 6.3 Sei ox die in (7) definierte o—Algebra. Dann gilt C € ox und die Spur-oc—Algebra ox NC stimmt
mit der Borel-o—-Algebra B(C) tberein, die durch die Hausdor{f-Metrik in C induziert wird.
Beweis

e Wir zeigen zunéchst die Giiltigkeit von C € or.

— Sei C1,C5, ... € C eine monotone Folge kompakter Mengen, so dass C; C Cy C ... und

C; C int Ci+1 Vi>1 bzw. U C; = Rd .
i=1
— Dann kann man sich leicht iiberlegen, dass
c=JFe. (18)
i=1

— Weil Cf fiir jedes 1 > 1 eine offene Menge in R ist, ergibt sich aus Lemma 6.1, dass FCi € or
und somit auch | J;°, F& € or.
— Hieraus und aus (18) ergibt sich, dass C € or.
e Um die zweite Teilaussage zu beweisen, zeigen wir zunéchst, dass die r—Umgebung
U.(C)=1{C"ecC: p(C,c"y <r} (19)
fiir beliebige 7 > 0 und C € C zu o N C gehort.
— Sei zunéchst C' € C'. Dann ergibt sich aus (16), dass
U.(0) {C"eC: p(C,C") <r}

{C'eC:C"cCa®Blo,r)} n{C"eC:CcC ®B(o,r)}
= {C'ec:C'Nn(CaBo,r) =0y n{C" €C:C°N(C"®B(o,7)) =0}
= {C'eC:C'Nn(C®B(o,r) =0} N{C" €C: C'N(C°® B(o,r)) = 0}.

(16)

— Weil (C @ B(o, r))c und C°¢® B(o, ) offene Mengen sind, ergibt sich hieraus und aus Lemma 6.1,
dass U.(C) e orNC.
— Fiir C = 0 ergibt sich aus (17), dass U,.(C) e {0} = F*' e o NC.

e Auferdem lisst sich jede offene Menge in dem metrischen Raum (C, p) als abzéhlbare Vereinigung von
r—Umgebungen der Form (19) darstellen.

— Dabei geniigt es, nur rationale Zahlen r > 0 bzw. endliche Mengen C' € C von Punkten mit
rationalen Koordinaten zu betrachten.
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— Insgesamt ergibt sich dann, dass jede offene Menge in (C, p) zu o NC gehdrt bzw. dass

B(C)cornC.
e Umgekehrt kann man sich leicht iiberlegen, dass F¥ NC fiir jedes E € £ eine abgeschlossene Menge in
(C, p) ist.
— Denn fiir jede Folge C,C1,Cs, ... € C, so dass C; N E = ) fiir jedes i > 1 und lim;_,, p(C;,C) = 0,
gilt CNE =(.
— Dies bedeutet insbesondere, dass ¥ N C € B(C).
— Hieraus ergibt sich mit Hilfe von Lemma 6.1, dass o N C C B(C). O

Wir zeigen nun, dass die Mengensysteme K und R zur Schnitt—o—Algebra o gehéren. Den Nachweis, dass auch
der erweiterte Konvexring S zu ox gehort, fithren wir spéter in Abschnitt 6.1.5.

Lemma 6.4 Sei ox die in (7) definierte Schnitt-o—Algebra. Dann gilt K € o und R € ox .

Beweis

e Man kann sich leicht {iberlegen,
— dass die Abbildung C' +— conv C stetig in (C, p) ist
— und dass somit die Mengenfamilie X = {C' € C : C' = conv C'} abgeschlossen in (C, p), also eine
(Borel-) Menge aus B(C) ist.
— Hieraus und aus Lemma 6.3 ergibt sich, dass K € or.

e Um die Giiltigkeit von R € or zu zeigen, geniigt es, sich zu {iberlegen, dass sich der Konvexring R in

der Form o
r=U U Ry (20)
k=1m=1
darstellen ldsst, wobel R = {K 1 U...UK,,: K; € K, K; C B(o,k) fiir jedes i =1,...,m }.
e Denn fiir m = 1 wurde bereits oben gezeigt, dass die Mengenfamilie R}* fiir beliebige k¥ > 1 abge-

schlossen in (C, p) ist, und fiir m > 2 kann man dies wie folgt zeigen.

— Seien C € C und C4,Cy, ... € R} kompakte Mengen mit

Ci=Ki;U...UK,;, Kiy,...,Kni €K und lim p(ci,C):O.

1—00

— Fiir m = 2 seien fiir jedes i > 1 die Konvexitdtskomponenten Ky;, Ko; von C; so numeriert, dass
die Grenzwerte
K; = lim conV(cl O(K1; \ Ka;) N 6K1i)

1—00
bzw.

Ky = lim COHV(CI 6(K2,‘ \Klz) N 8K21)

71— 00
in (C, p) existieren. Dann gilt C = K; U Ky € R3.
— Auf dhnliche Weise ergibt sich fiir beliebiges m > 2, dass C' € R}".

e Insgesamt ergibt sich also mit Hilfe von Lemma 6.3, dass
Ryt e B(C)=0rNC Vk,m>1.

e Hieraus und aus (20) ergibt sich, dass R € or. O
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6.1.4 Messbarkeit und Halbstetigkeit von Abbildungen in allgemeinen topologischen Ridumen

e Bei der Untersuchung von zufilligen Mengen in Abschnitt 6.2 werden wir Abbildungen der Form T : F — F
bzw. T : F x F — F betrachten.

e Dabei benotigen wir die Messbarkeit dieser Abbildungen beziiglich der in (7) definierten Schnitt—-o—Algebra
o, d.h., fiir jedes D € o7 soll T™Y(D) € o7 bzw. T™1(D) € 07 ® o7 gelten, wobei

T ' D)={BeF: T(B)eD} bzw. T YD)={(B1,By) € FxF:T(By,By) €D}
das Urbild von D beziiglich T bezeichnet.

e Hierfiir fithren wir fiir Abbildungen der Form T : F — F bzw. T : F x F — F zunichst die Begriffe der
Halbstetigkeit von oben bzw. von unten ein.

Definition Sei (A, G) ein beliebiger topologischer Raum, wobei G die Topologie der offenen Teilmengen von A
bezeichnet.

e Die Abbildung T : A — F heillt nach oben halbstetig, wenn
T YF%eg vCec. (21)
e Die Abbildung T : A — F heiftt nach unten halbstetig, wenn

T YFp)eg VEcE. (22)

Das folgende Resultat zeigt die Niitzlichkeit dieser beiden Stetigkeitsbegriffe hinsichtlich der oben erwéhnten
Messbarkeitseigenschaften.

Lemma 6.5 Wenn die Abbildung T : A — F nach oben oder nach unten halbstetig ist, dann gilt

T 1(D) € B(A) VD€Eor. (23)

Beweis

e Fiir beliebige D1, D, ... € or gilt offenbar
T (U Di) -JT'®) wd T (ﬂ Di) - N T D).
i=1 i=1 ‘ j
e Deshalb implizieren die Bedingungen (21) bzw. (22) die Giiltigkeit von
T '(D)eB(A) VDeo({F’: CeC}) bzw. T YD)eB(A) VDeo({Fp: E€&}).

e Hieraus ergibt sich die Behauptung, denn in Lemma 6.1 hatten wir gezeigt, dass

or=c({F°:CeC})=c({Fr: E€€&}). 0

Um Kiriterien fiir die Halbstetigkeit der Abbildung T : A — F herleiten zu konnen, bendtigen wir die Begriffe der
Konvergenz, des Héaufungspunktes bzw. der Kompaktheit in topologischen Réumen.

Definition Sei (A, G) ein beliebiger topologischer Raum, G’ C G eine beliebige Basis von G, und a,aj,as, ...
beliebige Elemente aus A.
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e Man sagt, dass die Folge a1,as,... € A gegen a € A konvergiert, wenn es fiir jedes Y € G’ mit a € U
eine natiirliche Zahl ny; > 1 gibt, so dass a,, € U fiir jedes n > ny,.

e Auflerdem sagt man, dass a € A ein Haufungspunkt der Folge ay,as,... € A ist, wenn es eine Teilfolge

GpyyQpyy -« VO 1, A2, ... gibt, so dass an,,an,, ... gegen a konvergiert.

e Wenn der topologische Raum (A, G) eine abzdhlbare Basis hat, dann nennt man eine abgeschlossene
Teilmenge B C A kompakt, wenn jede Folge a1, as,... € B eine konvergente Teilfolge besitzt (deren
Grenzwert dann in B liegt).

Beachte
e Im folgenden werden wir die Kurzschreibweise a,, — a verwenden, um auszudriicken, dass die Folge
ai, as, ... gegen a konvergiert.
e Mit lim sup a,, bezeichnen wir die Vereinigung aller Hiufungspunkte von ay, ag, ... und mit liminf a,,

den Durchschnitt aller dieser Haufungspunkte.

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass die Menge B C A genau dann abgeschlossen in A ist, wenn
fir beliebige a,aq,as,... € A mit a, € B fiir jedes n > 1 und a, — a folgt, dass a € B, d.h., die
Grenzwerte beliebiger konvergenter Folgen aus B gehdren zu B.

Lemma 6.6 Sei (A,G) ein topologischer Raum mit abzdhlbarer Basis G' C G, und sei T : A — F eine beliebige
Abbildung von A in die Familie F der abgeschlossenen Teilmengen des RY.

e Die Abbildung T : A — F ist genau dann nach oben halbstetig, wenn

lim sup T(a,) C T(a) Y a,a1,as,... € A mit a, — a. (24)

e Die Abbildung T : A — F ist genau dann nach unten halbstetig, wenn

liminf T(a,) D T(a) Y a,a1,az,... € A mit a, = a. (25)

Beweis
e GemiR Definition (21) ist T : A — F ist genau dann nach oben halbstetig, wenn T~1(F¢) C A offen
in A ist fiir jedes C € C.
— Dabei ist die Menge T~1(F¢) C A genau dann offen in A fiir jedes C' € C, wenn fiir jedes C € C

T4 (Fo) = T (F\ FO) = A\ T (FC)

abgeschlossen in A ist.
— Letzeres gilt genau dann, wenn fiir jedes C' € C und fiir beliebige a,ay,as,... € A mit a, — a die
folgende Implikation gilt:

Aus T(a,) N C # 0 fiir jedes n > 1 folgt, dass T(a) N C # 0. (26)
e Um die erste Teilaussage des Lemmas zu beweisen, geniigt es nun zu zeigen, dass (26) dquivalent ist
mit (24).
e Dabei zeigen wir zuerst, dass (26) = (24).

— Fiir a,, = a und z € limsup T(a,) und fiir jede kompakte Umgebung C € C von z gilt T(a,,) € C
fiir unendlich viele n > 1.
— Wegen (26) ergibt sich hieraus, dass T(a) N C # () und somit z € T(a), weil die Menge T(a) C R?
abgeschlossen ist.
e Wir zeigen nun umgekehrt, dass (24) = (26).

— Sei C € C und sei a,a1,as,... € A eine Folge mit a,, — a und T(a,) N C # O fiir jedes n > 1.
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— Dann gibt es eine Folge 21, 7s,... € R?, so dass x,, € T(a,) N C fiir jedes n > 1.
— Weil C kompakt ist, gibt es eine Teilfolge z,, Zn,, ... von 21,22, ..., so dass z,, -z € C.
— Wegen (24) gilt dann, dass = € limsup T(a,) C T(a) und somit T(a) N C # 0.

e Der Beweis der zweiten Teilaussage verlduft analog und wird deshalb weggelassen. O

Mit Hilfe von Lemma 6.6 konnen wir die Stetigkeit der Abbildung T : A — F charakterisieren, wenn (A4, G)
ein topologischer Raum mit einer abzdhlbaren Basis ist. Dabei sagt man, dass T : A — F stetig ist, wenn
T(a,) — T(a) fir beliebige a,ay, as,... € A mit a,, — a gilt. Aus Lemma 6.6 ergibt sich dann sofort das folgende
Resultat.

Korollar 6.1  Sei (A, G) ein topologischer Raum mit abzihlbarer Basis G' C G. Die Abbildung T : A — F ist
genau dann stetig, wenn T : A — F nach oben und nach unten halbstetig ist.

6.1.5 Konvergenzkriterien; Stetigkeitseigenschaften von Abbildungen in F

Fiir den topologischen Raum F der abgeschlossenen Teilmengen des R? (mit der Fell-Topologie G bzw. mit der
in (11) gegebenen Basis G’ C G) liefert das folgende Resultat zwei weitere (dquivalente) Definitionsmoglichkeiten
des Konvergenzbegriffes, der in Abschnitt 6.1.4 eingefiihrt worden ist.

Dabei sagen wir kurz ,fiir fast jedes n > 1”7 und meinen damit: fiir jedes n > 1 bis auf endlich viele natiirliche
Zahlen.

Lemma 6.7 Sei B,Bi1,Bs,... € F eine beliebige Folge von abgeschlossenen Mengen in RY. Dann sind die
folgenden Aussagen (a), (b) und (¢) dquivalent:

(a) Es gilt B, — B.
(b)  FEs gelten die beiden folgenden Aussagen (b1) und (bg):

(b1)  Fiir jedes E € € folgt aus EN B # 0, dass EN B,, # 0 fiir fast jedes n > 1.
(bg)  Fiir jedes C € C folgt aus C N B =0, dass C N By, =0 fiir fast jedes n > 1.

(c) FEs gelten die beiden folgenden Aussagen (c1) und (co):

(c1) Fiir jedes x € B gibt es eine Folge 21,5, ... € R?, so dass x,, — = und x,, € By, fiir fast jedes n > 1.

(c2)  Fiir jede Teilfolge By, Bp,, ... von By, Ba,... € F und fiir jede konvergente Folge ,,,,ZTp,,... € RY,
s0 dass x,, € By, firjedes k> 1, gilt limy_,oc x,, € B.

Beweis

e Die Aquivalenz von (a) und (b) ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Basis G’ in (11).
— Wegen (11) ist B,, — B &quivalent damit, dass B € }—gl,...,Ek die Giiltigkeit von B, € Fg g
fiir fast jedes n > 1 impliziert.
— Dies wiederum ist dquivalent mit den beiden Aussagen (b;) und (bs).
e Es ist noch zu zeigen, dass auch die Aussagen (b) und (c¢) dquivalent sind.
e Dabei zeigen wir zuerst, dass (by) = (c1).
— Sei z € B und E,, = int B(x,1/n) die offene Kugel mit Mittelpunkt 2 € R% und Radius 1/n.
— Offenbar gilt £, N B # 0 fiir jedes n > 1.
— Mit Hilfe von (by) ergibt sich dann, dass auch E,, N By # ) fiir beliebige n > 1 und k > k,,.
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— Dabei ist k1, ko, . . . eine Folge natiirlicher Zahlen, fiir die wir (0.B.d.A.) annehmen, dass k1 < ks <
— Es gibt also eine Folge 1, 2, ... € R%, so dass

z;, € E1NB; fﬁri:kjl,...,k‘Q—l,
IiGEgﬂBi fﬁri:kg,...,kgfl,

IJSiEEjﬁBi fﬁri:k‘j,...,kj+1—1,

— Somit gilt z; — x, wobei x; € B; fiir fast jedes ¢ > 1.
e Die umgekehrte Implikation (c;) = (by) ergibt sich aus den folgenden Uberlegungen.

— Sei E€ &, s0dass ENB # 0, d.h., es gilt x € EN B fiir ein z € R%,

— Wegen (c1) gibt es eine Folge x1,23,... € R?, so dass x, — = und z,, € B,, fiir fast jedes n > 1.
— Aufserdem ergibt sich aus z € F und z,, — «, dass z,, € F fiir fast jedes n > 1.

— Damit gilt auch E N B,, # ( fiir fast jedes n > 1.

e Wir zeigen nun, dass (by) = (c2).

— Sei By, By,, ... eine Teilfolge von By, Bs,... € F und Zp,, Tn,,... € R? eine konvergente Folge,
so dass z,, € By, fir jedes k > 1 und z,, — x.

— Falls ¢ ¢ B, dann gibt es ein C' € C mit x € int C und C N B = .
— Wegen (bs) miisste dann auch C'N B,, = () fiir fast jedes n > 1 gelten.
— Dies steht jedoch im Widerspruch zu x,, — z, und somit gilt € B.

e Die umgekehrte Implikation (co) = (by) ergibt sich aus den folgenden Uberlegungen.
— Wenn die Aussage (bs) nicht gilt, dann gibt es ein C' € C mit

CNnB=0 ud CNB,#0 fiir unendlich viele n > 1. (27)

— Somit gibt es eine Teilfolge B,,,, Bn,,... von By, B, ... € F und eine Folge z,,,,Zp,,... € R, so
dass z,,, € C'N By, fir jedes k > 1.

— Weil die Folge @y, , Tp,, ... € C beschrinkt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge y,; , 2y, ;... mit
Tn, — T € C.
— Wegen (27) bedeutet dies insbesondere, dass « ¢ B, was im Widerspruch zu (cg) steht. O

Korollar 6.2

o Die Abbildungen Ty : F x F — F und Tg : F xC — F mit
TU(Bl,Bg):Bl UBy VB,By e F bzw. T@(Bl,BQ)ZBl@BQ VBy € F,ByeC
sind stetig.

o Fiir beliebige x € R und ¢ > 0 sind die folgenden Abbildungen T_ : F - F, Ty : F - F T.: F - F
bzw. Ts: F — F stetig, wobei

T_(B) ={-y: y € B} die Spiegelung der Menge B € F am Nullpunkt,
— T.(B) ={y+x: y € B} die Verschiebung von B um den Vektor x € R?,
T.(B) ={cy: y € B} die Skalierung von B um den Faktor ¢ > 0,
— Ts5(B)={6(y) : y € B} und § : R — R? eine beliebige Drehung um den Nullpunkt bezeichnet.
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Beweis

e Wir zeigen zunéchst, dass die Abbildung T, : F x F — F stetig ist.
e Weil als Basis in dem (topologischen) Produktraum F x F die Familie aller kartesischen Produkte
D1 x Dy von offenen Teilmengen Dy, Dy C F betrachtet wird, ist die Konvergenz

(Bin, Ban) — (B1, B2)

in F X F gleichbedeutend damit, dass B1, — By und By, — Bs in F gilt.
e Um die Stetigkeit der Vereinigungsbildung T, (B, B2) = By U By zu beweisen, ist also zu zeigen, dass

Bln U Bgn — B1 @] BQ (28)

fir beheblge Bl, 327 8117 Bgl, Blg, BQQ, ... € F mit Bln — B1 und Bgn — Bg.
e Sei z € By U By, wobei wir (0.B.d.A.) annehmen, dass = € Bj.

— Aus By, — B ergibt sich mit Hilfe von Lemma 6.7, dass es eine Folge x1,xo,... € R? gibt, so
dass x, — z und z,, € By, C B, U By, fiir fast jedes n > 1.

— D.h., die Bedingung (c;) in Lemma 6.7 ist fiir die Konvergenz (28) erfiillt.

o AuBerdem gibt es fiir jede Teilfolge By,n, U B2 pys Biny, U B2y, ... von {B1, U By, } und fir jede
konvergente Folge ¥, , Zp,, ... € RY, so dass x,,, € B1n, UBa,, fiir jedes k > 1, eine Teilfolge {zn,, }s
so dass Tp,, € Bl,mk oder Tp,, € B27mk fir unendlich viele k.

— Wegen By, — B; und Bs, — Bs ergibt sich hieraus mit Hilfe von Lemma 6.7, dass
lim Tn, € B1UBs.
k—o0 )

— D.h., die Bedingung (c2) in Lemma 6.7 fiir die Konvergenz (28) ist ebenfalls erfiillt.

e Die Stetigkeit der Abbildungen T : F xC - F, T_: F - F, T, : F - F, T.: F — F und
Ts: F — F ergibt sich auf vollig analoge Weise wie im ersten Teil des Beweises. O

Mit Hilfe der Lemmas 6.6 und 6.7 leiten wir nun noch weitere Stetigkeitseigenschaften fiir Abbildungen vom Typ
F x F — F bzw. F — F her.

Korollar 6.3

e Die Abbildung T : F x F — F mit T(By, Ba) = By N By fiir beliebige By, B2 € F ist nach oben halbstetig.

e Die Abbildungen T. : F — F und Ty : F — F sind nach unten halbstetig, wobei

Ta(B) =clB°, Ty(B)=0B VBEF.

Beweis

e Mit Hilfe von Lemma 6.6 zeigen wir zunédchst, dass die Durchschnittsbildung nach oben halbstetig ist.

— Gemif Bedingung (24) in Lemma 6.6 ist dabei zu zeigen, dass
lim sup(Bln N an) C BiNBy

fir beheblge Bl, Bg, Bll,B217B127B227 ... € F mit Bln — Bl und Bgn — BQ.

— Sei x € lim sup(Bln N Bgn). Dann gibt es eine Teilfolge By, N Bay,, Bin, N Bap,, ... und Punkte
Tny, Ty, - - -, SO dass Ty, € Bip, N By, fir jedes k > 1 und z,, — 2.
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— Wegen By, — B; und Bsy,, — Bs ergibt sich hieraus mit Hilfe von Teilaussage (c2) in Lemma 6.7,
dass z € By und = € By, d.h., x € By N Bs.

e Die Halbstetigkeit der Abbildung T¢ : F — F nach unten ergibt sich aus der folgenden Uberlegung.
— Fir jede offene Menge E € & gilt offenbar, dass

T,'(F¥) = {BeF:EncdB°=0} = {BeF: ENB°=0} = {BeF: EC B},

wobei {B € F : E C B} eine abgeschlossene Menge in F ist.

— Denn fiir beliebige € E und B, By, Bs,... € F, so dass E C B, fiir jedesn > 1 und B,, — B,
ergibt sich aus Teilaussage (co) in Lemma 6.7, dass * € B, wenn dabei z als Grenzwert der
(konvergenten) Folge z,,,, Tp,, ... € R? mit z,, = = fiir jedes k > 1 aufgefasst wird.

— Insgesamt ergibt sich somit, dass das Komplement

T3 (Fp) = FATS(FP)
eine offene Menge in F ist, d.h., die Abbildung T ist nach unten halbstetig.

e Die Halbstetigkeit der Abbildung Ty : F — F nach unten ergibt sich auf &hnliche Weise.

— Fiir jede zusammenhingende offene Menge F € £ und fiir jedes B € F gilt EN OB # () genau
dann, wenn F N B # () und £ N B° # (.

In diesem Fall gilt somit, dass
T, (Fg) = {BeF:ENOJB#(}
= {BeF:EnNB#0}n{BeF: ENB°#0}
= Fg N {BeF: ECB}.

— Weil wir im ersten Teil des Beweises gezeigt hatten, dass die Menge {B € F : E C B} abgeschlos-
sen in F ist, ergibt sich hieraus, dass Tgl(]: ) eine offene Menge in F ist.

AuRerdem lésst sich jede offene Menge E € £ als Vereinigung E = |J,,~, En von (abzéhlbar vielen)
zusammenhéngenden offenen Mengen F,, € £ darstellen. -

Insgesamt ergibt sich somit, dass
T, (Fp) = T,' <U }-En> = J T, e,
n>1 n>1

fiir jedes F € & eine offene Menge in F ist. ]

Mit Hilfe von Lemma 6.4 und Korollar 6.3 kbnnen wir schlieflich zeigen, dass der erweiterte Konvexring S ebenfalls
eine Borel-Menge in F ist.

Lemma 6.8 Sei ox die in (7) definierte Schnitt-o—-Algebra. Dann gilt S € o .

Beweis
e Offenbar gilt S = (1,5, Sk, wobei
Sp,={Be€F: BNB(o,k)eR} Vk>1,

d.h., Sy ist das Urbild von R beziiglich der Abbildung Ty : F — F mit Tx(B) = BN B(o, k).

e Aus der ersten Teilaussage von Korollar 6.3 ergibt sich, dass Ty : F — F fiir jedes k > 1 nach oben
halbstetig und damit Borel-messbar ist. Aulerdem hatten wir in Lemma 6.4 gezeigt, dass R € or.

e Insgesamt ergibt sich hieraus, dass Sy = T}, '(R) € o7 und somit S = Ni>1 Sk € oF. O
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6.2 Zufallige abgeschlossene Mengen

e Wir erinnern zuniichst an den Begriff des zufilligen Punktprozesses in R, der in Abschnitt 3.1 eingefiihrt
worden ist, und zeigen dann, dass jeder einfache Punktprozess als zufillige (abgeschlossene) Menge in R?
aufgefasst werden kann.

— Unter einem zufilligen Punktprozess {S,} im d-dimensionalen euklidischen Raum R? versteht man
eine Folge von Zufallsvektoren Sy, Sa, ... Q — R4U{oo} iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (9, A, P),

so dass
#{n:S,€B}<oc VBecB(RY. (29)

— Dabei sagt man, dass {5, } ein einfacher Punktprozess ist, wenn zusétzlich zu der lokalen Endlichkeits-
bedingung (29) gilt, dass mit Wahrscheinlichkeit 1

Si#S; Vi, j>1miti#j. (30)

— Aus (29) und (30) ergibt sich, dass {S,(w)} fiir fast jedes w € (2 eine abgeschlossene Teilmenge des R?
ist.

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass die Abbildung = :  — F mit
2(w) = {Su()} (31)
messbar beziiglich (A, or) ist, wobei o die in (7) definierte Schnitt—o—Algebra von Teilmengen von F ist.
— Weil o = ({Fc : C €C}), wobei Fo = {B € F: BNC # 0}, geniigt es zu zeigen, dass
{weQ:Zw)NnC#£Pte A vCeC. (32)

— Dies ergibt sich aus der folgenden Uberlegung: Fiir jedes C € C gilt
{weQ: Ew)nC#0} = J{we: Su(wheCe A,
n=1
weil S1,5,...0Q — RYU {oc} Zufallsvektoren, d.h., (A, B(R?))-messbare Abbildungen sind.

6.2.1 Definition und Beispiele

Die (A, or)-Messbarkeit der in (31) betrachteten Abbildung Z : Q — F liefert eine Motivation dafiir, den Begriff
der (allgemeinen) zufélligen abgeschlossenen Menge wie folgt einzufiihren.

Definition Die Abbildung Z: Q — F heilt zufillige abgeschlossene Menge (ZAM), wenn
{weQ: Zw)NC#£0te A vCecC, (33)

d.h., wenn {w € Q: E(w) € B} € Afiir jedes B € 0.

Neben dem Beispiel des (einfachen) Punktprozesses, das in der Einleitung dieses Kapitels diskutiert wurde, gibt
es natiirlich noch weitere Arten von Beispielen fiir zufillige abgeschlossene Mengen.
Beispiele

1. Seien S : Q — R? und R: Q — (0, ¢) beliebige Zufallsvariablen. Dann ist durch die Kugel Z: Q — F
mit Mittelpunkt S und Radius R eine ZAM gegeben, wobei

H(w) = B(S(w), R(w)) Yw e Q. (34)
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e Hierfiir muss gezeigt werden, dass die in (34) gegebene Abbildung = : Q — F messbar ist, d.h.,
dass 271(B) € A fiir jedes B € o .

e Dabei geniigt es zu zeigen, dass = !(B) € A fiir jedes B € G” gilt, wobei G" die abzihlbare Basis
der Fell-Topologie G C 27 ist, die im Beweis von Lemma 6.2 betrachtet wurde.

e Dies wiederum ergibt sich aus der Tatsache, dass Z~}(F¢) € A und Z~1(Fg) € A fiir beliebige

abgeschlossene Kugeln C = B(x,r) bzw. offene Kugeln E = int B(z,7), denn es gilt

=YFY) = {weQ: B(Sw),Rw))NB(x,r) =0}
= {weQ: |Sw)—z|>Rw)+r} = {weQ: |Sw)—z|—Rw)>r}eA
und
EYFE) = {weQ: B(Sw),Rw))N int B(z,r) # 0}

= {weQ:|Sw)—z|<Rw)+r}={weQ: |Sw)—z| - Rw) <r}eA.

2. Fiir n > 1 seien Sy,...,5, : Q = R4und Ry,..., R, : Q — (0,00) beliebige Zufallsvariablen. Dann ist
durch = = J_, B(S;, R;) eine ZAM gegeben, die in der Literatur Keim—Korn-Modell genannt wird.

e Dabei ergibt sich durch die Betrachtung der gleichen Art von ,Urbildern” wie in Beispiel 1, dass
die Abbildung B(S1,R1) U...UB(S,, Ry) : @ — F messbar ist.

e Denn aus Beispiel 1 ergibt sich, dass fiir beliebige 2 € R und r > 0 die folgenden Teilmengen von
Q zu A gehoren:

{weQ: | JB(Si(w), Ri(w)) N B(x,r) # 0} = | J{w € Q: B(Si(w), Ri(w)) N B(a,r) # 0}

=1 =1

bzw.

{weQ: | JB(Si(w), Ri(w)) N int B(z,r) = 0} = | J{w € Q: B(S;(w), Ri(w)) N int B(z,7) = 0} .

i=1 i=1

3. AuRerdem kann man zeigen, dass 2 = |J_, (E;+5;) eine ZAM ist, wobei S1, ..., S, : © — R? beliebige
(d—dimensionale) Zufallsvektoren und Z,...,E, : Q@ — F beliebige ZAM sind.

e Dabei geniigt es sich zu beachten, dass =; +.5; = Z; ®{5;} und dass die Abbildung T : F xC — F
mit T(B1, By) = By @ By stetig ist (vgl. Korollar 6.2) und somit (67 ® ox,0x)-messbar ist (vgl.
Lemma 6.5 bzw. Korollar 6.1).

e Hieraus ergibt sich, dass Z; + S; und somit auch E = |J!_, (E; + S;) eine ZAM ist.

4. Unter gewissen zusétzlichen Bedingungen kann man zeigen, dass auch die Vereinigung

(1]

o

(5 +S:) (35)

i=1

von unendlich vielen ,Koérnern” =1 + S1, 22 + Ss, ... eine ZAM sind.

e Dies gilt beispielsweise dann, wenn =; + S; = B(S;, R;) fiir jedes ¢ > 1, wobei {S,,} ein (einfacher)
Punktprozess ist und die Zufallsvariablen Ry, Ra,...: Q — (0,00) gleichméfig beschrinkt sind,
d.h., P(R; < ¢) =1 fiir jedes i > 1 und eine Konstante ¢ < oco.

— Dann gilt = = (J;2; B(S;,R;) € F mit Wahrscheinlichkeit 1, weil {B(S;, R;), ¢ > 1} mit
Wahrscheinlichkeit 1 eine lokalendliche Familie von abgeschlossenen Mengen ist.

— Um zu zeigen, dass in diesem Fall die in (35) betrachtete Abbildung = : Q@ — F messbar ist,
kann man genauso wie in den Beispielen 1 und 2 vorgehen.

e Beachte: Wenn {S,,} ein homogener Poisson—Prozess ist, dann wird die in (35) betrachtete ZAM
ein Boolesches Modell genannt, vgl. Abschnitt 6.5.
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Wir betrachten nun Beispiele von ZAM, die durch zuféllige Mosaike generiert werden.

Beispiele (Fortsetzung)

5. Sei {S,,} eine beliebiger (einfacher) Punktprozess in R.
e Dann kann man sich so wie in Beispiel 1 {iberlegen, dass fiir beliebige n,m > 1 mit m # n der
zufillige (abgeschlossene) Halbraum {x € R®: |z — S,,| < |z — S|} eine ZAM ist.
e Denn fiir jede abgeschlossene Kugel C' = B(y,r) und fiir jede offene Kugel E = int B(y,r) gilt

{we: (zeR: o - 8,w)| < [z — Sp(@)} N By, ) £0}

- {wte ly — Sn(w)] < ‘y_ (Sm(w)Jr%m)’} A

bzw.

{w cQ: {zeR?: |z — 8,(w)| < |z — Sm(w)[} N int By, r) = @}

— {wEQ: |y—5n(w)Z’y_(Sm(w>+2rm)‘} e

e Hieraus ergibt sich auf die gleiche Weise wie in den Beispielen 2 und 4, dass auch die Voronoi—Zelle
Zp: Q — F fir jedes n > 1 eine ZAM ist, wobei

E, = {xERd: |z — S| < |z — S| Vm #n} = ﬂ {xERd: |z — Sp| < |z —Sml}. (36)
m#n
e Die Anwendung von Lemma 6.5 bzw. Korollar 6.3 ergibt dariiber hinaus, dass der Rand 9=,, der
in (36) gegebenen Voronoi-Zelle =, eine ZAM ist.
o Auferdem gilt | .7, 9Z,, € F mit Wahrscheinlichkeit 1, weil {0=,,, n > 1} mit Wahrscheinlichkeit
1 eine lokalendliche Familie von abgeschlossenen Mengen ist.
— Denn fiir beliebige n > 1 und r > 0 ergibt sich aus £,,NB(o,r) # (), dass es ein Z,, € =,NB(o,r)
gibt, so dass

1Sl < [Sn = Znl +1Zn| <51 = Zn| +|Zn| < |S1| +2]Zs] < [S1] + 27,

— D.h. S, € B(o,|S1] + 2r), wobei die letzte Ungleichung wegen der lokalen Endlichkeit des
Punktprozesses {5, } mit Wahrscheinlichkeit 1 nur fiir endlich viele n > 1 gelten kann.

e Hieraus und aus der Messbarkeit der Abbildungen 0=,, : Q — F fiir jedes n > 1 ergibt sich, dass
auch die Vereinigungsmenge = = (J.~_, 9=, aller ,Kanten” des Voronoi-Mosaiks eine ZAM ist.

e Insbesondere gilt dies natiirlich fiir Poisson—Voronoi-Mosaike bzw. fiir Cox—Voronoi-Mosaike, die
in den Abschnitten 4.1.4 bzw. 4.2.4 betrachtet worden sind.

6. Sei nun d = 2. Auf &hnliche Weise wie fiir Voronoi-Mosaike kann man dann Beispiele von ZAM
angeben, die durch die in Abschnitt 4.2.3 betrachteten Poissonschen Geradenprozesse in R? generiert
werden.

e Sei also {(R,,V;,)} ein unabhéngig markierter Poisson—Prozess, wobei
(i) {Rn, n > 1} ein homogener Poisson—Prozess in R ist,
(ii) {Vn} eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten (nichtnegativen) Zufallsvariablen
ist mit V,, ~ U ([0, m)),
(iii) und die beiden Folgen {R,,} und {V,,} unabhingig sind.
e So wie in den Beispielen 1 und 5 kann man zeigen, dass die Abbildung ¢, v, : @ — F mit

lr, v, = {(z1,22) € R?: zycosV, + xzosinV,, = R, }

fiir jedes n > 1 eine ZAM, also eine zufillige Gerade in R? ist.
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e AuRerdem gilt |J -, ¢r, v, € F mit Wahrscheinlichkeit 1, weil die Anzahl derjenigen Geraden
LR, v, mit Wahrscheinlichkeit 1 endlich ist, die die Kugel B(o,r) mit beliebigem, jedoch fest
vorgegebenem Radius 7 > 0 schneiden.

o Hieraus und aus der Messbarkeit der Abbildungen /g, v, : Q2 — F fiir jedes n > 1 ergibt sich, dass
auch die folgende Vereinigungsmenge eine ZAM in R? ist:

(1]

= U lr, v, - (37)
n=1

e Weitere Beispiele von ZAM sind durch die Abschliefungen der Zusammenhangskomponenten des
Komplementes Z¢ der in (37) betrachteten Kantenmenge = gegeben.

— Man kann zeigen, dass diese Abschliefungen mit Wahrscheinlichkeit 1 eine Folge {Z,,, n > 1}
von (zufélligen) kompakten und konvexen Polygonen Z,, : Q — F bilden, so dass
(i) intZ; N int=; = @ fiir beliebige ¢,7 > 1 mit i # j,

(i) U, =, =R?und (S, 0%, =E.

— Dabei sagt man, dass {Z,, n > 1} ein (stationdres und isotropes) Poissonsches Geraden-
mosaik ist. Die zuféligen Polygone =;,=,,... werden die Zellen des Mosaiks genannt, vgl.
Abbildung 20.

Aus den in Abschnitt 6.1 hergeleiteten Messbarkeits— und Stetigkeitseigenschaften ergeben sich dariiber hinaus
die folgenden (allgemeinen) Moglichkeiten zur Konstruktion von zusammengesetzten bzw. transformierten ZAM.

Theorem 6.2 Seien E,Z' : Q — F beliebige ZAM.

e Dann sind auch die folgenden Abbildungen von Q in F ZAM, und zwar ZU Z', ZNZ', Z® Z' bzw. O=.

o Weitere ZAM sind durch die Abbildungen = + x und §(Z) gegeben, und zwar fiir jedes x € R? und fiir jede
Drehung § : R? — R? um den Nullpunkt.

6.2.2 Verteilung und Kapazitiatsfunktional
In diesem Abschnitt fithren wir die Begriffe der Verteilung und des Kapazitdtsfunktionals von ZAM ein. Dabei

zeigen wir, dass zwischen diesen beiden Kenngrofen ein dhnlicher (eineindeutiger) Zusammenhang wie zwischen
der Verteilung und der Verteilungsfunktion von reellwertigen Zufallsvariablen besteht.

Definition Sei E:Q — F eine beliebige ZAM. Dann heifit das Wahrscheinlichkeitsmaft Pz : o — [0, 1] mit
P=(B)=P(2 € B) VBeor (38)
die Verteilung von Z, wihrend die Abbildung Tz : C — [0, 1] mit
T=(C)= PENC £  (=Pe(Fo)) VCecC (39)
das Kapazitdtsfunktional von = genannt wird.
Um zu zeigen, dass zwischen der Verteilung Pz und dem Kapazitdtsfunktional Tz ein eineindeutiger Zusammen-

hang besteht, ist die folgende Version des Satzes tiber monotone Klassen niitzlich. Hierfiir erinnern wir zunéchst
an die einige elementare Begriffe der Mengenalgebra.
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Definition Sei A eine beliebige Menge.

1. Eine Familie G von Teilmengen von A heifit D—System (Dynkin—System) iiber A, falls

e Acg,
e B\ Bsy € G fiir beliebige By, B € G mit By D B,
e |JZ, B; € G fiir beliebige By, By,... € G mit By C By C ...

2. Eine nichtleere Familie G von Teilmengen von A heift 7-System iiber A, falls (), B; € G fiir jedes
n=1,2,... und fiir beliebige By,...,B, € G.

Beachte

e Jede o—Algebra von Teilmengen A ist gleichzeitig ein D—System und auch ein 7—System iiber A.

e Umgekehrt ist jedes System von Teilmengen von A, dass sowohl ein D—System als auch ein 7-System
iiber A ist, eine 0—Algebra iiber A.

o Schreibweise: Sei D(G) das kleinste D-System, das das erzeugende System G von Teilmengen von A
umfasst. Analog bezeichne ¢(G) (so wie bisher) die kleinste o—Algebra, die das erzeugende System G
von Teilmengen von A umfasst.

Lemma 6.9 Sei G ein w-System dber A. Dann gilt
a(g) = D(9). (40)

Mit Hilfe von Lemma 6.9 kénnen wir den folgenden FEindeutigkeitssatz herleiten.

Theorem 6.3 Seien E1,25 : Q — F zwei beliebige ZAM. Es gilt P=, = Pz, genau dann, wenn Tz, = Tg

9.

Beweis

e Die Notwendigkeit der Bedingung ergibt sich unmittelbar aus den Definitionsgleichungen (38) und (39)
der Verteilung bzw. des Kapazitdtsfunktionals von ZAM.

e Es gelte nun Tz, (C) = Tz, (C) fiir jedes C' € C. Damit gilt auch 1 — Tg, (C) =1 — Tg,(C) fiir jedes
C e, d.h., esgilt
Pz, (FO) =Pz, (FY) VvCecC. (41)

e Dabei ist G = {F¢, C € C} ein mSystem iiber F, denn es gilt
FONFSR =FaYe vOL,CreC.
e Seinun §' ={B € F: Pz,(B) = Pz,(B)}. Wegen (41) gilt dann
g og, (42)

und aus den elementaren Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmafien (vgl. z.B. Abschnitt WR-2.3.1)
ergibt sich, dass G’ ein D-System iiber F ist.

e Hieraus ergibt sich mit Hilfe der Lemmas 6.1 und 6.9, dass

( ) emma 0. emma 0.
¢ = D(g) 5 D(g) T o(g) P oy -

Wir zeigen nun, dass das Kapazitatsfunktional von ZAM &dhnliche Stetigkeits— und Monotonieeingenschaften wie
die Verteilungsfunktion von reellwertigen Zufallsvariablen besitzt.
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Theorem 6.4 Sei Z:Q — F eine beliebige ZAM mit dem Kapazititsfunktional Tz : C — [0, 1].

1. Dann gilt

o

T=(0) =0 und <Tz(C)<1 VCEeC.

2. Fiir jede Folge C1,Cs,...€C mit C; D Cy D ... gilt

3. Die Grofien So(C), S1(C;C1), So(C; C1,Cs), ... seien rekursiv definiert, so dass So(C) =1—Tg(C) und
Sn(617 017 ceey Cn) = Sn_l(C; Cl, chey On—l) — Sn_l(C U Cn; 01, ey Cn—l) (43)
fiir jedes n > 1 und fiir beliebige C,C4,...,C, € C. Dann gilt

S, (C;Cy,...,Cl) >0  ¥Yn>1,CC,...,CheC. (44)

Beweis

e Die erste Teilaussage ergibt sich unmittelbar Definitionsgleichung (39) des Kapazitatsfunktionals Tz :

C —[0,1].
e Um die zweite Teilaussage zu zeigen, geniigt es zu beachten, dass fiir jede Folge C1,Cs,... € C mit
CiDCyD...
Fo, D Fc, D ... und ﬂl}'cn =Fx
n= n=1
und somit
Tim T=(Cy) = lim Ps(Fc,) = Pg(nooo Fe)=P=(F  o,)=Ts ( Ol cn) .

e Die dritte Teilaussage ldsst sich mit vollstdndiger Induktion beziiglich n > 1 beweisen.

— Fiir n =1 gilt offenbar, dass

Sl(C;Cl) = So(C)—So(CUcl) = TE(CUCl)—TE(C)
= P(EN(CUC)#0)—PENC#0D)
= PENC=0,2nC1#0) > 0.

— Fiir ein gewisses n > 1 und fiir beliebige C, C4,...,C, € C gelte nun
S.(C;Ch,...,C,)=PENC=0,ENC1 #0,...,.ENC, #0) > 0. (45)

— Hieraus ergibt sich mit Hilfe des Rekursionsgleichung (43), dass

St (C:Chy . Crs) 2 8,(CiCL,...,Cn) = Sp(CUChii:Ch,....C)
D pEnCc=0,2n0C £0,...,.20CC, #0)
—P(EN(CUCH41)=0,ENC1 #0,...,ENC, # 0)
> 0

fiir beliebige C,C1,...,Cyh41 €C. O
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Die folgende Umkehrung von Theorem 6.4 wird in der Literatur der Satz von Choquet genannt.

Theorem 6.5 Sei T :C — [0,1] ein Funktional, das die Eigenschaften 1 —3 von Theorem 6.4 beitzt. Dann gibt
es ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmafl P : ox — [0, 1], so dass

T(C) = P(Fc) VCeC. (46)

Einen Beweis der Existenzaussage von Theorem 6.5 findet man beispielsweise in G. Matheron (1975) Random
Sets and Integral Geometry. Wiley, New York. Die Eindeutigkeit des Wahrscheinlichkeitsmafies P : o — [0, 1]
ergibt sich unmittelbar aus Theorem 6.3.

6.2.3 Stationaritit und Isotropie; Ergodizitit

Auf dhnliche Weise wie die Stationaritit und Isotropie von Punktprozessen (vgl. Abschnitt 3.1.4) definiert man
die Begriffe der Stationaritét bzw. Isotropie von allgemeinen ZAM. Dabei werden die folgende Invarianzeigen-
schaften ihrer Verteilung beziiglich beliebiger Verschiebungen des Nullpunktes bzw. beliebiger Drehungen um den
Nullpunkt betrachtet.

Definition Sei = : ) — F eine beliebige ZAM.

e Man sagt, dass = stationdr ist, wenn Pz = Pz, fiir jedes € R%,

e Die ZAM E heikt isotrop, wenn P= = Pjz) fiir jede Drehung ¢ : R? — R% um den Nullpunkt.
Beachte

e Ahnlich wie fiir stationiire Punktprozesse in Theorem 3.5 kann man zeigen, dass die Realisierungen
von stationdren ZAM mit Wahrscheinlichkeit 1 entweder die leere Menge oder unbeschrankt sind.

e Mit Hilfe von Theorem 6.3 kénnen die Stationaritdt und die Isotropie von ZAM durch entsprechende
Invarianzeigenschaften des Kapazitatsfunktionals charakterisiert werden.

Theorem 6.6 Sei =: Q) — F eine beliebige ZAM.

1. Die ZAM Z ist genau dann stationdr, wenn T= = Tz, fir jedes x € R?,

2. Die ZAM = ist genau dann isotrop, wenn Tz = Ts=) fir jede Drehung ¢ : R¢ - R? um den Nullpunkt.

Beweis
e Die Notwendigkeit der beiden Bedingungen ergibt sich unmittelbar aus den Definitionen des Kapazi-
tatsfunktionals sowie der Stationaritdat und Isotropie von ZAM.
e Es gelte nun Tz = T=y, fiir jedes z € R4,
e Dann ergibt sich mit Hilfe von Theorem 6.3, dass P= = P=, fiir jedes z € R%.
e Die Hinldnglichkeit der Isotropie-Bedingung ergibt sich auf die gleiche Weise. O

Beispiele

1. Sei {S,} ein stationirer Punktprozess in RY, und sei {R,} eine Folge von unabhingigen Zufalls-
variablen Ry, Ra,...:  — (0,00), die unabhingig von {5, } und gleichméRig beschriankt sind, d.h.,
P(R,, <¢) =1 fir jedes n > 1 und eine Konstante ¢ < co.
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e Dann ist durch -
E={J B(Sn Rn) (47)
n=1

eine stationire ZAM gegeben. Wenn {S,,} nicht nur stationér, sondern auch isotrop ist, dann ist
das in (47) betrachtete Keim-Korn-Modell = ebenfalls stationdr und isotrop.

e Insbesondere ist somit das Boolesche Modell mit kugelférmigen Kornern stationdr und isotrop,
weil der homogene Poisson—Prozess {S,} gleichzeitig stationdr und isotrop ist.

2. AufBerdem kann man sich leicht iiberlegen, dass die Vereinigungsmenge

o0
== U o=,
n=1

der ,Kanten” eines Poisson—Voronoi-Mosaiks {Z,}, das durch einen homogenen Poisson-Prozess {S), }
generiert wird, ebenfalls eine stationdre und isotrope ZAM ist.

3. Dariiber hinaus ist beispielsweise auch die Kantenmenge

(1]
|

U t&.v. (48)

n=1

eines Poissonschen Geradenmosaikes in R? eine stationéire ZAM, die durch einen unabhingig markierten
Poisson—Prozess {(R,,V,,)} generiert wird, wobei {R,,, n > 1} ein homogener Poisson-Prozess in R
ist.
e Wenn die unabhéngigen und identisch verteilten Winkel V,, gleichverteilt im Intervall [0, 7) sind,
dann ist die in (48) betrachtete ZAM = nicht nur stationér, sondern auch isotrop.
e Ansonsten, d.h. bei einer von U ([0, 7)) verschiedenen Winkelverteilung, ist E zwar stationér, jedoch
nicht isotrop.

Auch die Ergodizitdt von stationdren ZAM wird auf dhnliche Weise wie die Ergodizitdt von stationdren Punkt-
prozessen eingefiihrt, vgl. Abschnitt 3.4.1.

o Hierfiir betrachten wir die Familie {T,, € R4} von Verschiebungsoperatoren T, : F — F, so dass
T,(B)=B—=x VzeRY BeF, (49)

d.h., jeder abgeschlossenen Menge B € F wird die um den Vektor —z € R? yerschobene” Menge T, B =
{y — = : y € B} zugeordnet.

e Fiir jede stationdre ZAM Z ergibt sich somit das dynamische System (F,ox, Pz, T).

e Man sagt, dass die stationdre ZAM = ergodisch ist, wenn das dynamische System (F,or, Pz, T) im Sinne
der in Abschnitt 3.4.1 eingefithrten Definition ergodisch ist.

Beachte

e Das in (47) betrachtete stationire Keim—Korn-Modell = = (J;2, B(S,, R, ) ist genau dann ergodisch,
wenn der zugrundeliegende stationéire Punktprozess {5, } der ,Keime” ergodisch ist.

e Auferdem kann man zeigen, dass die ,Kantenmenge” = = (J 7, 9=,, eines Poisson—Voronoi-Mosaiks
{Z,} ergodisch ist, wobei die Zellen Z,, durch einen homogenen Poisson—Prozess {5, } in R? generiert
werden.

e Die (stationire) Kantenmenge = = (J 2, /R, v, eines Poissonschen Geradenmosaikes in R?, das durch

einen unabhéngig markierten Poisson—Prozess {(R,,,V;)} generiert wird, ist ebenfalls ergodisch.
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6.2.4 Kenngrofien von stationiren ZAM und ihre Schitzer
Sei Z: Q — F eine beliebige ZAM, und das zufillige Feld {I,c=, x € R?} sei gegeben durch

1, wenn z € E(w),
Liez(w) =
0, wenn x ¢ Z(w).

Man kann sich leicht iiberlegen, dass es einen eineindeutigen Zusammenhang zwischen den Verteilungen von =
und {I,c=, z € R?} gibt.

Insbesondere lassen sich die Mittelwertfunktion {m(z), * € R?} und die Kovarianzfunktion {k(z,y), =,y € R4}
des zufilligen Feldes {I,c=, € R?} mit

m(r) =El,ez und k(z,y) =E(L,ezlz,) —El,=zElz, Va,yeR?

durch die Einpunkt— bzw. Zweipunkt-Uberdeckungswahrscheinlichkeiten {pe, © € R} bzw. {Psy> T,y € R?} der
ZAM E mit p, = P(z € E) bzw. p,, = P(z € Z, y € E) ausdriicken. Dabei gilt

m(z) = ps bzw. k(x,y) = Dyy — Pa Dy Vao,yeRY. (50)

Auf dhnliche Weise wie im Beweis von Lemma 3.3 ergibt das folgende Resultat.

Theorem 6.7

e Die ZAM = st genau dann stationdr, wenn das zufillige Feld {le=, z € R} stationdr ist, wobei die
Einpunkt— Uberdeckungswahrscheinlichkeiten p, dann nicht von x € R? abhdngen.

o Sei E eine stationdre ZAM. Fir die Konstante p = P(o € E) gilt dann
p=Eva(En[0,1]") = T=({o}), (51)
weswegen p der Volumenanteil von = genannt wird.

o Wenn Z stationdr ist, dann gilt auferdem fiir die Zweipunkt— Uberdeckungswahrscheinlichkeiten Dy, dass
Da,y = Po,y—z flir beliebige x,y € R,

o Fiir die Funktion q : R? — [0,1] mit q(x) = Doz, die Kovarianz von = genannt wird, gilt dann

4@) = g(—x) wnd q(@) =2 —Tz({o,x}) VreR. (52)

Beweis

e Wir leiten lediglich die Formeln in (51) und (52) her, denn die Giiltigkeit der iibrigen Aussagen ist
offensichtlich.

e Sei = eine stationidre ZAM. Dann gilt insbesondere

P(o€E) = P(x € E) VzeR?, (53)
e Hieraus und aus dem Satz von Fubini iiber die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge ergibt sich,
dass
Eva([0,1YNE) = E / ez dg 57 VR Fubind / E ez dz
(0,1 (0,1

/ P(er)dx(:‘g)/ PloeZ)dr=PloeE)=p.
[Ovl]d [0,1]d
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e Die zweite Gleichheit in (51) ergibt sich unmittelbar aus der Definitionsgleichung (39) des Kapazitéts-
funktionals Tz : C — [0, 1], denn offenbar gilt

= (39)
p=Pl€eE)=PEn{o} #0) = T=({o}).
e Um die erste Gleichheit in (52) zu zeigen, geniigt es zu beachten, dass fiir jedes 2 € R?

Q(CU) = Do,z = P(O €=,z e E)
Stationaritét P(_:E c E’ 0 € E)
= P(O €= '—‘7 —I € '—)

= DPo,—x = Q(_ ) .
e Die zweite Gleichheit in (52) ergibt sich aus der folgenden Uberlegung: Fiir jedes x € R? gilt

q(z) = po,w = P({o,z} CE)

—P({og¢Ztu{z ¢E})

= 1-Plg=)—Plxg=)+P{o,x}Nne==0)

P(0¢ E)+1-P@¢=) - (1-P{oz}ne€=E=0))

= 219 T=({o,z}). O

Beachte
e Genauso wie im Beweis von Lemma 3.3 kann man zeigen, dass

fiir jedes W € By(R%) mit 0 < v4(W) < 0o ein erwartungstreuer Schiitzer fiir den Volumenanteil p von
= ist.

e Aufierdem ergibt sich so wie in Lemma 3.3 die folgende Asymptotik fiir die Varianz Var py, des Schétzers
pw bei unbegrenzt wachsendem Beobachtungsfenster W:

— Sei Wy, W, ... eine Folge von Beobachtungsfenstern W,, € By(R?) mit

Vd(Wn Nnw, — m))

. _ . _ d
nh_)rrgo va(Wy,) = oo und n11_>rr010 o2 () =1 VzeR®. (55)
— Dann gilt
lim vy(W,) Var py,, = / (po. — p*) dz. (56)
n— o0 Rd

e Fiir jedes z € RY und fiir jedes W € By(R%) mit 0 < vg(W © B(o,|z|)) < oo betrachten wir den
Schétzer W ( )
R U ; Nz2NE—=x
QW(J") - Vd(W;)

fiir die Kovarianz g(z) von =, wobei W% das ,erodierte” Beobachtungsfenster W = W & B(o, |x|) und
A 6 B die Minkowski—Subtraktion bezeichnet, d.h.,

(57)

AeB = (A@B°)" = (((A+y) VA BCR?.
yeB

— Die in (57) betrachtete Auswertung der ZAM ZN (E — z) in dem eingeschrénkten Fenster W ist
eine Randkorrektur, die in der Literatur Minus—Sampling genannt wird, vgl. auch Abschnitt 4.3.
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— Man kann sich leicht {iberlegen, dass g () ein erwartungstreuer Schitzer fiir ¢(z) ist, denn es gilt

N Evg(WNEN(E -z
sane) - q E-2)

Satz von Fubini 1
VL — / Elznz—a)(y) dy

Stationaritét / P(o €cEN(E- x)) dy

= Po,x = Q(x) .
e Genauso wie in Theorem 3.18 kann man zeigen , dass die in (54) und (57) eingefithrten Schitzer pw
und gw () fiir p bzw. g(x) die folgende (starke) Konsistenzeigenschaft besitzen, wenn E ergodisch ist.

— Sei = eine ergodische ZAM mit dem Volumenanteil p. Dann gilt
P(nh_gléop[_n’n]d = p) =1. (58)
— Auferdem ergibt sich fiir die Kovarianz ¢(z) von =Z, dass

P(nlirrgo G () = q(x)) =1 VzeR?. (59)

Eine weitere grundlegende (Struktur—) Kenngrofe von stationdren ZAM ist die so genannte Kontaktverteilungs-
funktion. Sie kann als eine Verallgemeinerung der sphérischen Kontaktverteilungsfunktion von stationdren Punkt-
prozessen aufgefasst werden, die in Abschnitt 4.3.1 eingefiihrt worden ist.

Definition

e Sei = eine stationiire ZAM in R? mit dem ,,Porenanteil” 1 —p = P(o € =) > 0.

e AuRerdem sei B € C eine kompakte Menge, die sternformig beziiglich des Koordinatenursprungs o € R¢
sei, d.h., es gelte o € B und cx € B fiir beliebige 2 € B und ¢ € [0, 1].

e Dann heift die Funktion Hp : [0,00) — [0, 1] mit
Hp(r)=P(rBNE#0|o0¢E) Vr >0 (60)

die Kontaktverteilungsfunktion von =, wobei die Menge B das ,strukturierende Element” von Hp
genannt wird; rB = {rz : = € B}.

Beachte

e Die in der Definition der Kontaktverteilungsfunktion formulierte Bedingung, dass 1—p = P(o # E) > 0,
ist keine wesentliche Einschriankung der Allgemeinheit. Denn man kann sich leicht iiberlegen, dass
P(Z = R%) = 1 fiir jede stationiire ZAM = mit P(o # =) = 0 gilt.

e Wenn B = B(o,1), d.h., das strukturiernde Element B ist die d-dimensionale Einheitskugel, dann ist
die in (60) eingefiihrte Funktion Hp : [0,00) — [0,1] die sphdrischen Kontaktverteilungsfunktion von

—
—.
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e Seiu € 0B(o,1) ein beliebiger Punkt auf der d-dimensionalen Einheitssphire, und das strukturierende
Element sei durch das Segment B = {cu : ¢ € [0,1]} gegeben. Dann sagt man, dass die in (60)
eingefiihrte Funktion Hp : [0, 00) — [0, 1] die lineare Kontaktverteilungsfunktion von = in der Richtung
u € 0B(o0,1) ist.

Wir leiten nun eine zu (60) dquivalente Darstellungsformel fiir die Kontaktverteilungsfunktion Hp : [0,00) — [0, 1]
her. Auflerdem zeigen wir, dass Hp die iiblichen Monotonie— und Stetigkeitseigenschaften von Verteilungsfunk-
tionen besitzt, wobei beim Verhalten ,im Unendlichen” eine zusétzliche Bedingung betrachtet wird.

Theorem 6.8

e Sei = eine stationdre ZAM mit p < 1, und sei Hp : [0,00) — [0,1] die Kontaktverteilungsfunktion von E
mit dem strukturierenden Element B. Dann gilt

Hp(r)=Plo€cE®rB|o¢E) Vr>0, (61)
wobei B = {—x : x € B} die Spiegelung von B am Nullpunkt ist.

e Dariiber hinaus gilt

Hgp(r) < Hg(r') Vr <oyl (62)
und
h¢m HB(’I“) = HB(T()) \V/TO Z 0. (63)

o Auperdem gilt stets lim, o Hg(r) = 0, und unter den zusdtzlichen Annahmen, dass P(2 = ) = 0 sowie
B(o,e) C B fiir ein e > 0, gilt auch lim, o Hg(r) = 1.

Beweis

o Weil offenbar {rBNE # (} = {o € 2@ rB} gilt, ergibt sich die Giiltigkeit von (61) direkt aus der
Definitionsgleichung (60) von Hp.

e Weil auferdem Z@ rB C @ ' B und somit
{weQ:0eEw)@rB}c{weN: o€ Ew)@r' B}

fiir beliebige 7,7/ > 0 mit r < 7’ gilt, ergibt sich (62) aus (61) und aus der Monotonie von Wahrschein-
lichkeitsmafien.

e Auf dhnliche Weise ergibt sich (63) aus (61) und aus der (rechtsseitigen) Stetigkeit von Wahrschein-
lichkeitsmafsen beziiglich monotoner Grenziibergénge, denn fiir jedes ro > 0 gilt

(61)

lim Hp(r) lim Plo€ Z@rB|o¢E)
rlro rlro
Stetigkeit vo;Wktfmaﬁen P( ﬂ {0 cZa TB} | o ¢ E)
r>ro
= P(OEE@HTBMQ’E)
r>ro

= P(oEE@roB|O¢E)

61
(:) HB(T‘()) .

e Insobesondere gilt somit lim, g Hg(r) = Hg(0) = 0.
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e Wenn es ein ¢ > 0 gibt mit B(o,e) C B, dann gilt dariiber hinaus, dass

lim Hp(r) () lim Plo€ 2@ rB|o¢Z)

r—00 r—00

> lim P(o € 2@ B(o,re) | o € E)

r—00

PﬂJ@EE@B@mdﬂogE)

r>0

Stetigkeit von Wkt-mafen

= P(oGE@UB(o,rs)|0§ZE)

r>0
= PlocEZ@RY|0¢gE) = PE#D|o¢gE) = 1,

wobei sich die letzte Gleichheit aus der Annahme ergibt, dass P(2 = 0)) = 0. O

Beachte

e Wenn = ein stationirer Punktprozess in R? ist und wenn das strukturierende Element durch B =
B(o,1) gegeben ist,

— dann stimmt die in (60) definierte Funktion Hpg, 1y : [0,00) — [0,1] mit der in Abschnitt 4.3.1
fiir stationédre Punktprozesse eingefiihrten sphérischen Kontaktverteilungsfunktion tiberein,

— denn in diesem Fall gilt P(o # E) = 1.
e Aus (61) ergibt sich, dass

Hp(r) = Plo€EZ@®rB|lo¢ZE) = 1-PlogE@rB|o¢gE)

_ o PlogE@rB) 1 1-PlocZa@rD)

B PlogZ) 1-Ploeg) ~’
d.h., es gilt

1—
Hy(r) =1— 1220 Yr>0, (64)
L=p

wobei p(r) = P(o € 2@ rB) den Volumenanteil der (dilatierten) stationéiren ZAM Z @ rB bezeichnet;
p = p(0).

e Wegen (64) ist es naheliegend, fiir jedes r > 0 und fiir jedes W € By(R?) mit vq(W ©rB) > 0 den
folgenden Schétzer
1 —ppw(r)

Hew(r)=1— oY 65
Bw(r) T (65)

fiir Hp(r) zu betrachten, wobei

va(Wh,N(Es rB))
va(W5 )

pew(r) = mit Wz, =Weo rB (66)
und py der in (54) eingefiihrte Schétzer des Volumenanteils p ist.

e Man kann zeigen, dass die stationdre ZAM Z&r B fiir jedes r > 0 und fiir jedes strukturierende Element
B c R? ergodisch ist, wenn Z ergodisch ist.

— Hieraus und aus (58) ergibt sich die folgende (starke) Konsistenzeigenschaft des in (65) eingefiihrten
Schétzers Hp w(r): Wenn = ergodisch ist, dann gilt fiir jedes r > 0

P( lim Hp (_pae(r) = HB(r)) ~1. (67)

n—oo
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— Dariiber hinaus kann man die punktweise Konvergenz in (67) im Sinne des Satzes von Gliwenko—

Cantelli verscharfen und zeigen, dass fiir jede Folge 71,...,rr > 0 von ,Stiitzstellen”
P(Jim, _max 1Hp s () = Ha(r)] =0) =1, (68)

wobei max;c (1. k) |ﬁ37[_n,n}d (r;) — Hp(r;)| als eine Testgrofe fiir Monte—Carlo-Tests von (hypo-
thetischen) Kontaktverteilungsfunktionen Hp : [0,00) — [0, 1] verwendet werden kann.

6.3 Innere Volumina

Wir betrachten nun weitere Kenngréfien von stationiren ZAM = in R%, die so genannten j—Intensititen von Z, die
insbesondere den in (51) eingefiihrten Volumenanteil p = Ev4(Z N[0, 1]¢) als Spezialfall umfassen. Dabei nehmen
wir in diesem Abschnitt stets an, dass

PEesS) =1, (69)

wobei S den erweiterten Konvexring in R? bezeichnet.

Beachte

e Man kann sich leicht {iberlegen, dass die in Abschnitt 6.2.3 betrachteten Beispiele von stationdren ZAM
die Eigenschaft (69) besitzen.

e Und zwar gilt dies beispielsweise fiir stationdre Keim-Korn-Modelle mit kugelférmigen Kornern sowie
fiir das Skelett des Poisson—Voronoi-Mosaiks in R bzw. des Poissonschen Geradenmosaiks in R2.

6.3.1 Additive Funktionale; Steiner—Formel

Wir diskutieren zuniichst einige grundlegende Eigenschaften von konvexen und kompakten Teilmengen des R¢
bzw. von Mengen aus dem Konvexring R. Weitere Details hierzu und die Beweise derjenigen Aussagen, die
wir weglassen werden, findet man beispielsweise in R. Schmeider, W. Weil (1992) Integralgeometrie, Teubner,
Stuttgart.

Definition Sei G C B(Rd) eine Familie von Borel-Mengen in R?, so dass ) € G und B; N By € G fiir beliebige
Bl, By € g.
e Dann sagt man, dass die Abbildung f : G — R ein additives Funktional ist, wenn f(@)) = 0 und

f(Bl U BQ) = f(Bl) =+ f(BQ) — f(Bl N B2) vBl,BQ S g mit Bl U BQ S g (70)

e Die Abbildung f : G — R heit vollstindig additives Funktional, wenn f(@)) = 0 und
f(BiU...UB,) = Z(_nk—l( > fBiN...N Bik)> (71)
k=1 1<ir<...<ip<n
fiir beliebige n > 1 und fiir beliebige By,...,B, € G mit By U...UB, € G.
Beachte

e Man kann sich leicht {iberlegen, dass jedes additive Funktional f : R — R iiber dem Konvexring
R C B(R?) gleichzeitig vollstindig additiv ist, d.h., fiir jedes additive Funktional iiber R gilt die
Siebformel (71).
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e Auflerdem sagt man, dass die Abbildung f : R — R bedingt beschrankt ist, wenn
sup{|f(B')|: B € K, B' C B} < o0 VBeKk. (72)

e [s ist klar, dass jedes lokalendliche Maf iiber der Borel-o—Algebra B(R?) (und eingeschrinkt auf
den Konvexring R C B(R?)) zu einem additiven Funktional iiber R fiihrt, das gleichzeitig bedingt
beschrankt ist.

e Insbesondere hat die Einschrinkung des d-dimensionalen Lebesgue-Mafkes v4 : B(R?) — [0, 00] auf R
diese beiden Eigenschaften.

Wir fithren nun den Begriff der inneren Volumina von konvexen Kérpern mit Hilfe des folgenden Satzes von
Steiner ein.

Theorem 6.9 Fir jedes B € K gibt es Zahlen Vy(B),...,Va_1(B) > 0, so dass
-1
va(B® B(o,1)) = va(B)+ Y _ 1 ka_;V;(B) Vr>0, (73)
§=0
wobei k; das i—~dimensionale Volumen der Einheitskugel in R bezeichnet, d.h., r; = 72 /T (1+i/2) mit T(z41) =
x T (x) fir jedes x > 0 und I'(0) = 1 bzw. I'(1/2) = /7.

Beachte

o Gemaéf Theorem 6.9 lasst sich das Volumen v4(B® B(o, 1)) der ,,Parallelmenge” B@® B(o,r) als Polynom
von r der Ordnung d mit nichtnegativen Koeffizienten Vo(B), ..., Vy_1(B),v4(B) > 0 darstellen, die
nur von B, jedoch nicht von r abhingen.

e Die Koeflizienten Vy(B), ..., Vy_1(B) in der Reihenentwicklung (73) werden die inneren Volumina des
konvexen Korpers B € K genannt.

e Anstelle der inneren Volumina Vy(B), ..., Vy_1(B) werden in der Literatur manchmal auch die Gréfien
Wi(B),...,Wq(B) mit

i

()

betrachtet, die die Minkowski—Funktionale von B genannt werden.

WJ(B): Vd,j(B) VBeK, j=1,...,d (74)

e Fiir die inneren Volumina V;_1(B) und V;i(B) gibt es einfache geometrische Interpretationen:
— Aus (73) ergibt sich, dass fiir jedes B € K

2Vas(B) = limy + (va(B & Blor)) - va(B)) (75)

d.h., die Grofe 2 V;_1(B) lisst sich als die ,Oberfliche” von B auffassen.
— Dariiber hinaus kann man zeigen, dass fiir jedes B € K’ = K\ {0}
Vi(B) =

— 3 B(B). (76)

— Dabei ist 5(B) die mittlere Breite von B, d.h., der Mittelwert der Abstinde zweier paralleler
Stiitzhyperebenen von B, der gegeben ist durch

d/id

5(3) = / (hB(U) + hB(—U)) PU(du) <: 2/ hB(U) PU(du)> s
dB(o,1) 0B(o,1)
wobei Py die Gleichverteilung auf der Sphére 0B(o,1) und hp : dB(0,1) — R mit
hp(u) = max{< z,u >: = € B}

die Stitzfunktion von B bezeichnet; < x,u >= Z?Zl TiU;.
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e Fiir die folgenden Beispiele von konvexen Korpern B C R3 Lifit sich die mittlere Breite 3(B) explizit

bestimmen:
2r wenn B eine Kugel mit Radius r ist,
% (a+b+c¢), wenn B ein Quader mit den Seitenldngen a, b, c ist,
B(B) = 5 wenn B ein Segment der Linge a ist,
L(h+mr) wenn B ein Zylinder mit Hohe h und Radius r der Grundfldche ist,
5T, wenn B eine Kreisscheibe mit Radius r ist,

Wenn B € K ein Polyeder ist, dann gilt
1
B(B) = ¢- ;wi,

wobei [; die Lange der i—ten Kante ist und 8; den Winkel zwischen den Normalen der Flachen bezeich-
net, die sich in der i—ten Kante schneiden; 0 < 6; < 7.

e Auferdem gilt fiir jedes B € K
1, wenn B # ),

Vo(B) = (77)
0, wenn B =0,

denn aus der Steiner—Formel (73) in Theorem 6.9 ergibt sich im ersten Fall, d.h., wenn B # () und
B C B(o,ro) fiir ein r9 > 0, dass

Blo, B & B(o,
I = lm z/d( d(o r)) < lim I/d( . (o 7’)) (73) Vo(B)
r—o00 %4 r—00 %Ky
(73) B B B
2 i Vd( (o,rod)EB (0,7‘)) — lim ud( (0(;7“04-7")) _ .
r—o0 T%%q r—o0 % g

und im zweiten Fall, d.h., wenn B = (), ergibt sich aus (73), dass

N, z/d(B@B(a,r)) — lim va(0)

r—00 rikg r—oo 1Ky

Vo(B) = 0.

e Fiir die inneren Volumina V} (B(o7 1)), oV (B(o7 1)) der d-dimensionalen Einheitskugel ergibt sich
aus (73), dass

V(o) = (1) 5 (78)

J/) Kd—j

e Fiir beliebige » > 0 und B € K\ {0} gilt also

v(B)+2Vi(B)r +7r?, wenn d = 2,
vy(B ® B(o,1)) = 2(B) 1(5) (79)
v3(B) +2Va(B)r + 7 Vi(B)r* + 4 r®, wenn d = 3,

wobel zu beachten ist, dass fiir int B = @) die ,Oberfliche” 2V (B) fiir d = 2 bzw. 2V3(B) fir d = 3
gleich der doppelten Linge der Strecke B in R? bzw. gleich dem doppelten Flicheninhalt des planaren
konvexen Flichenstiickes B in R? ist.

Mit Hilfe von Theorem 6.9 kann man zeigen, dass die inneren Volumina von konvexen Koérpern eine Reihe von
weiteren niitzlichen Eigenschaften besitzen.
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Korollar 6.4 Sei j € {0,...,d — 1} und sei V;(B) das in (73) gegebene j—te innere Volumen des konveren
Korpers B € K.

e Dann ist die Abbildung V; : K — [0,00) additiv, bewegungsinvariant, stetig, monoton wachsend (beziiglich
der Inklusion) und lokal beschrinkt.

o Auperdem ist V; : K — [0, 00) homogen vom Grade j, d.h., es gilt

Vi(eB) = JV;(B) Ve>0,BeK. (80)

Beweis

e Unmittelbar aus der Definition des Lebesgue—-Mafies v, ergibt sich, dass die Abbildung v4 : K — [0, 00),
d.h. die Einschrinkung von v4 : B(RY) — [0, oc] auf die Familie £ C B(R?) der konvexen Korper in
R?, additiv, bewegungsinvariant, d.h. invariant beziiglich beliebiger Verschiebungen bzw. Drehungen
um den Nullpunkt, monoton wachsend und lokal beschréankt ist.

e Aufierdem kann man sich mit Hilfe von (16) leicht {iberlegen, dass v4 : K — [0, 00) stetig in K (beziiglich
der Hausdorff-Metrik) ist, denn fiir jedes B € K gilt

ﬂ B @ B(o,e) =B und somit hﬁ'}l va(B ® B(o,¢)) = vq(B).
£
e>0
e Wir zeigen nun zunéchst, dass die Abbildung V; : K — [0, c0) fiir jedes j € {0,...,d — 1} additiv ist.
— Aus der Additivitdt von v4 : K — [0, 00) ergibt sich, dass
va((B1UBs) @ B(o,r)) = va((B1® B(o,r)) U (B2 B(o,r)))
= yd(31 &) B(O,T‘)) + l/d(BQ @ B(o, 7‘))
—vq((B1 ® B(o,r)) N (B2 @ B(o,r)))
= I/d<Bl S¥) B(O,T’)) + l/d(BQ D B(O, T)) - I/d((Bl n Bg) (S¥) B(O, T‘))

fiir beliebige » > 0 und B, Bs € K mit B; U By € K.
— Hieraus ergibt sich mit Hilfe von (73), dass fiir jedes r > 0

0 = va((B1UB2)® Blo,r)) — vq(B1 ® B(o, 1)) — va(Bz2 @ B(o,7)) + va((B1 N B) ® B(o,r))

d—1
S r T wa; (Vi(B1 U Ba) = Vi(Br) = V;(Ba) + Vi(Bi 1 By))
§=0

— Dies ist jedoch nur dann méglich, wenn V;(B; U By) = V;(B1) + V;(B2) — V;(B1 N By) fiir jedes
j€{0,...,d—1} gilt.

o Auf dhnliche Weise lasst sich zeigen, dass die Abbildung V; : K — [0, 00) fiir jedes j € {0,...,d — 1}
bewegungsinvariant, stetig, monoton wachsend und lokal beschrankt ist.

e Um die Giiltigkeit von (80) zu zeigen, geniigt es zu beachten, dass die Abbildung v4 : K — [0,00)
homogen vom Grade d ist und dass somit

va(cB & B(o,r)) = va(c(B & Blo,r/c))) = cvq(B & Blo,r/c)) Ve,r >0, Bek.

e Hieraus ergibt sich mit Hilfe von (73), dass

d—1
0= Zrd*jnd_j(xg(cB)—chj(Bﬁ Ver >0
7=0

und somit V;(cB) = ¢/ V;(B) fiir jedes ¢ > 0.
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e Auf dhnliche Weise ergibt sich fiir ¢ = 0, dass V;(cB) = 0 = ¢/ V;(B) fiir jedes j € {1,...,d — 1} und
Vo(eB) =V ({o}) =1 =c"Vy(B), wenn B # (),

bzw.

Vo(ecB) =V () =0 = Vy(B), wenn B = (). O

Auferdem kann man zeigen, dass durch Linearkombinationen der inneren Volumina von konvexen Kérpern eine
grofte Klasse von additiven Funktionalen erfasst wird. Dies beruht auf der folgenden Eigenschaft der inneren
Volumina, die in der Literatur der Satz von Hadwiger genannt wird.

Theorem 6.10

o Fliir jede additive, bewegungsinvariante und stetige Abbildung f : K — R gibt es Konstanten aq,...,aq € R,
so dass
d—1
f(B) = aqva(B)+ Y _ a;V;(B) VBek. (81)
j=0
o Wenn die Abbildung f : KK — R additiv, bewegungsinvariant und monoton beziiglich der Inklusion ist, dann
konnen die Konstanten ag, . . .,aq in der Darstellungsformel (81) so gewdhlt werden, dass ag, . ..,aq > 0.
Beachte

e Eine fiir Anwendungen sehr niitzliche Eigenschaft der in (73) eingefiihrten Funktionale V; : K — R
besteht darin, dass sie sich additiv auf dem Konvexring R fortsetzen lassen.

— Dabei gilt fiir jedes j € {0,...,d — 1}

Vj(B)zn:(l)k1< > VB, m...ﬁBik)> VBeR, (82)

k=1 1<iy <...<ix<n

wobei By, ..., B, € K eine beliebige Zerlegung der (Vereinigungs—) Menge B = B1U...UB, € R
in konvexe Komponenten ist.

— Insbesondere kann man zeigen, dass der Wert V;(B) in (82) nicht von der spezifischen Wahl der
Zerlegung By, ..., B, € K abhingt.

— Fir j € {0,...,d—2} konnen die Funktionale V; : R — R auch negative Werte annehmen, wihrend
Via—1(B) > 0 fiir jedes B € R gilt.

e Um geometrische Interpretationen fiir die Funktionale V; : R — R angeben zu kénnen, bendtigen wir
den Begriff des Hausdorff-Mafes von Teilmengen in R<.

— Fiir beliebige 6 > 0, B C R? und By, B, ... € B(R?) sagt man, dass By, B ... eine §—Uberdeckung
von B ist, wenn

sup diam (B;) < 4§ und B C U B;,
i=1,2,... =

wobei diam (C) = sup{|z — y| : 2,y € C} den Durchmesser der Menge C' C R% bezeichnet.
— Fiir beliebige s > 0 und B C R? heifit dann die Gréfe vs(B) mit

Us(B) = lim inf{z v5(B;) : By, Bs...ist 6~ Uberdeckung von B}
6—0 Pt

das s—dimensionale Hausdorff-Maj$ von B.
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e Zusétzlich zu den oben erwidhnten geoemtrischen Eigenschaften der inneren Volumina Vy_;(B) und
V1(B) von konvexen Kérpern B € K lassen sich die folgenden Eigenschaften der Funktionale V; : R — R
herleiten.

— Fiir jedes B € R mit cl(int B) = B gilt

Va—1(B) = = v4-1(0B),

N =

wobei ;1 (0B) das (d—1)-dimensionale Hausdorff-Maf des ,Randes” B C R? von B bezeichnet,
d.h., 2V;_1(B) kann als die ,Oberfliche” der Menge B € R angesehen werden. Fiir d = 2 ist 2 V4 (B)
die Randlinge von B, und fiir d = 3 ist 2 V;(B) die gewdhnliche Oberfliche von B.

— Wenn B € R die Vereinigung von j—dimensionalen konvexen Korpern fiir ein j € {0,...,d — 1}
ist, dann gilt
V;i(B) = v;(B),

d.h., V;(B) ist das j—dimensionale Hausdorff-Maf von B.

— Mit Hilfe von (77) und (82) ergibt sich, dass Vo(B) die Anzahl der Zusammenhangskomponenten
von B € R ist, wenn sdmtliche Zusammenhangskomponenten von B konvexe Mengen sind. Fiir
d = 2 kann man sich leicht {iberlegen, dass V;(B) die Differenz aus der Anzahl der Zusammen-
hangskomponenten minus die Anzahl der ,Locher” von B € R ist.

6.3.2 Intensititen der inneren Volumina von stationidren ZAM

e In diesem Abschnitt diskutieren wir den Begriff der Intensitét der inneren Volumina von stationéren ZAM,
deren Realisierungen mit Wahrscheinlichkeit 1 Mengen aus dem erweiterten Konvexring S sind.

e Dabei verwenden wir die folgende Kurzschreibweise: Fiir jedes z = (z1, ..., zq) € Z% sei
[z, 2+ ={z=(z1,...,29) ER: z; <x; <z 4+ 1,i=1,...,d},
und sei

Oz, 2+ 1) ={o = (x1,...,m4) € [z, 2+ 1] : _r1n<a_)édxi:szrlfiireinj:l,...,d}

der ,rechte obere Rand” des Wiirfels [z, z + 1], wobei man sich leicht iiberlegen kann, dass %[z, 2 + 1] € R.

Wir zeigen zunéchst den folgenden Hilfssatz.

Lemma 6.10 Sei B € K mit vq(B) > 0. Fir jedes additive, translationsinvariante und bedingt beschrinkte
Funktional f : R — R gilt dann

f(rB)

=Y va(rB)

= f([0,1%) — f(o7[0,1]%). (83)

Beweis

e Aus der Additivitdt von f: R — R ergibt sich, dass fiir jedes B € K

1B =3 (B2 +1) = f(BNOTLz+1))). (84)

z€Z4

e Wir zeigen die Giiltigkeit von (84) nur fiir d = 2, denn fiir beliebige d > 2 verlduft der Beweis analog.
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— Dabei betrachten wir fiir jede ganze Zahl z € Z den ,Streifen”

CW ={z=(21,20) ER?: 2<a; < 2+ 1} i=1,2.

— Dann ergibt sich aus der Additivitdt von f: R — R, dass fiir jedes B € K

f(B) =

e Wir fiihren nun

S rBne®) =Y fBnetncl)

z€EL ZE€EZL
ST rsne®nc?) - S fnenc nc) ) =S e nctl)
2,2 €L z,2' €L 2€Z
S fBEz+1) =Y f(BNOT[z241)).
z€7Z2 2€72

zwei Teilmengen des d-dimensionalen Gitters Z¢ ein:

Zf}lz{zEZd: rBN(z,z+1] #0, [2,2+ 1] ¢ rB}

und Z¢, ={z € Z* : [z,2 4 1] C rB}, wobei wir (0.B.d.A.) annehmen, dass o € int B.

— Dann kann

und

man sich leicht tiberlegen, dass es Konstanten 7o, 7 > 0 gibt, so dass fiir jedes r > r

U [z,z+1] C ((rB o B(o, \/g)) @B(O,ré)) \ (rB@B(o, \/E))

zEZﬁ‘l

rB o B(o,Vd) C U [z,z4+ 1] CrB.

d
Z€Ly 5

— Hieraus ergibt sich mit Hilfe der Steiner-Formel (73) und der Monotonie— bzw. Homogenitéts-
eigenschaften der inneren Volumina von konvexen Kérpern (vgl. Korollar 6.4), dass

und

wobei |Z |

yd( U [z,z—i—l])

zEZ,‘f.l |Z7dnl|
li ’ = i : =0 85
rro0 va(rB) roroo vq(rB) (85)
va( U [z + 1)
li ZeZg,Z — ‘Zg2| -1 (86)
Y va(rB) Y vg(rB)

die Anzahl der Gitterpunkte in Zf)i bezeichnet.

e Aus der Annahme, dass die Abbildung f : R — R translationsinvariant und bedingt beschrénkt ist,
ergibt sich dann mit Hilfe von (84), dass

s ey - (1009 - "0
Y i e (1) @)
franstationsin | g jd ((7;?) = Jim - (1 ) EZZ: (f (rBO[z,2+1]) = f(rBNO"[2,2 + 1})) ’
(84) Tim l/d(j”B) e%l (f(rB Nlz,z+1)) = f(rBN Oz, 2 + 1]))‘

wobei N(97[0,1]?) die minimale Anzahl von konvexen Zerlegungskomponenten von 9+[0,1]¢ € R ist

und ¢ < 0o eine

Konstante ist, die nicht von B abhéngt.



6 KEIM-KORN-MODELLE 203

e Denn fiir beliebige B € K und z € Zil ergibt sich aus der Translationsinvarianz von f : R — R und
aus der Siebformel (71), dass

‘f(rBﬂ[z,z—!—l]) —f(rBﬁaJr[z,z—i-l])‘

< |f(rBN[z, 2+ 1))+ |f(rBN T [z, 2+ 1))
Translatiorzlsinvarianz }f((T‘B o Z) n [0’ 1]d)| + |f((TB o Z) N a+ [O, 1]d)|
(71)

)f((rB— 2)N[0,1)%)]|

N(d1[0,1]%)
> (_1)k—1< > f(rB—2)NB;, m...mBM)',
k=1

+
1<i1 <. <ip <N (91[0,1]9)
wobel By, ..., Byg+0,14) € K eine Folge von konvexen Korpern ist mit
N(8%[0,1]%)
otp1'= | B und B;c[0,1]¢ Vie{l,...,N@"[0,1]"}.
i=1

e Hieraus ergibt sich, dass

N(81[0,1]%)
N(o*[0,1]¢
‘f(rBﬂ [z,2+1]) —f(rBﬂ@*[z,z—H})‘ < c(l—i— Z ( (@ ILO’ ] )>> < c(1+2N(3+[O,1]d)) 7
k=1
wobei sich die vorletzte Ungleichung aus der bedingten Beschrénktheit von f: R — R ergibt. (]

Das folgende Resultat bildet die Grundlage, um den Begriff der Intensitét der inneren Volumina von stationéren

ZAM einfiihren zu kénnen, deren Realisierungen mit Wahrscheinlichkeit 1 Mengen aus dem erweiterten Konvexring
S sind.

e In Verallgemeinerung der Schreibweise, die im Beweis von Lemma 6.10 verwendet worden ist, sei dabei
N(B) die minimale Anzahl von konvexen Zerlegungskomponenten der Menge B € R, d.h.

N(B):mln{k B=BjU...U B, Bl,...,BkEK}.

e Ahnlich wie in Lemma 6.4 kann man zeigen, dass {B € R : N(B) =k} € o fiir jedes k € {1,2,...} gilt,
wobei oz die in (7) definierte Schnitt—o—Algebra ist.

e Hieraus ergibt sich insbesondere, dass die Abbildung N(EN B) : @ — {1,2,...} mit
N(ENB)(w) = N(E(w) N B) YweQ

fir jede ZAM E: Q — F und fiir jedes B € R eine wohldefinierte (messbare) Zufallsvariable ist.

Theorem 6.11

e SeiZ:Q — S eine stationdre ZAM, so dass
E2NEOLY » o (87)

und sei f: R — R ein additives, translationsinvariantes, messbares und bedingt beschrinktes Funktional.
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o Dann existiert der Grenzwert

. Ef(rBNE)
A= Jlim =B (88)
fir jedes B € K mit vq(B) > 0, und es gilt
A =E(FEND1Y) ~ F(EnoT10,1]%)), (89)

d.h. insbesondere, dass der Grenzwert Ay in (88) nicht von der Wahl des konvezen Kérpers B € K abhdngt.

Beweis

e Auf die gleiche Weise wie im Beweis von Lemma 6.10 ergibt sich, dass

N(ENB) _
N(ZNnB = - (87)
Elf(EﬂB)|§CE Z ( ( B )) < CE2N(:HB) < cE2N(zﬂ[0,1]d) < (90)
k=1

fiir jedes B € K mit B C [0, 1]%, wobei die Konstante ¢ < co nicht von B abhingt.

e Mit Hilfe der Siebformel (71) ergibt sich nun hieraus die Giiltigkeit von E|f(EN B)| < oo fiir jedes
BeR.

e Das Funktional f : R — R mit

f(B)=Ef(EnB) VBER (91)
ist also wohldefiniert, und es besitzt die folgenden Eigenschaften:

— Weil f und der Erwartungswert—Operator additiv sind, ist auch das in (91) eingefiihrte Funktional
f R — R additiv.
— Aus der Stationaritit der ZAM Z ergibt sich, dass f translationsinvariant ist.
— Auferdem ergibt sich aus (90) mit Hilfe der Siebformel (71) und der Translationsinvarianz von f,
dass f bedingt beschrénkt ist.
e Das in (91) eingefiihrte Funktional f : R — R geniigt also den Bedingungen von Lemma 6.10.

e Somit ergibt sich aus Lemma 6.10, dass der Grenzwert lim,_,, f(rB)/v4(rB) existiert und dass

oy ESUBNE) o FrB) g i) 7 a
r1l>ngo Vd(TB) o 7’1—>oo I/d(TB) f([07 1] ) f(aJr[O, 1] )

- ]E(f(Eﬁ[O,l]d)ff(EmaJr[O,l]d)). 0

Beachte

: Q — S eine stationiire ZAM, die der Integrierbarkeitsbedingung (87) in Theorem 6.11

(1]

e Sei nun
gentgt.

e Von besonderem Interesse sind die Abbildungen f: R — R, so dass f =V fiir ein j € {0,...,d — 1}.
In diesem Fall verwenden wir die Kurzschreibweise A; = Ay, und sagen, dass

EV;(rBNEZ
A = lm ZWUBOZ)

S = OB VB € K mit v4(B) >0 (92)

das j—te spezifische innere Volumen bzw. kurz die j—Intensitdt der stationdren ZAM = ist.

e Dabei kann der Volumenanteil p = Evy(Z N [0,1]%) als die d-Intensitit Ay (= p) von = aufgefasst
werden, denn unmittelbar aus der Stationaritdt von = ergibt sich mit der Schreibweise V; = vy, dass
EVy(rBNE) . va(rB)Evg(En]0,1]%)

Ag = lim ———i1—- = 1 = B it vg(B .
= s TR va(rD) v TEEkmitualB) =0
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e Wenn = ein stationdrer Punktprozess ist, dann gilt
AM=...=X=0 und Mo =E#{z c=n]0,1]%},
d.h., die O—Intensitdt \g von = stimmt mit der gew6hnlichen Intensitét des stationdren Punktprozesses
= iberein.
e Wenn = das Skelett eines stationdren Mosaiks in R? ist, dann kann man sich leicht iiberlegen, dass
stets Ao = 0 gilt, wihrend A\; die mittlere (Gesamt—) Kantenlinge pro Flidcheneinheit und —)\ die

Intensitit der Zell-Mittelpunkte ist (bzw. eines beliebigen Punktprozesses von assoziierten Punkten
der Zellen).

— Insbesondere gilt A\; = 2v/X und A\g = —\, wenn = das Skelett eines Poisson—Voronoi-Mosaiks in
R? ist, das durch einen homogenen Poisson-Prozess mit der Intensitdt A\ generiert wird,

2
— bzw. A1 = Ap und A\ = — %, wenn = das Skelett eines Poissonschen Geradenmosaiks ist, das
durch einen Poissonschen Geradenprozess im R? mit der Intensitit A\, erzeugt wird, vgl. auch
Abschnitt 4.2.3.

6.3.3 Kinematische Hauptformel; Schitzung der j—Intensitéiten

e Aus der Darstellungsformel (89) der j—Intensitéten ergibt sich, dass fiir jedes j = 0,...,d — 1 die Zufalls-
variable V; (Eﬂ [0, l]d) -V (EﬂaJr [0, l]d) als ein erwartungstreuer Schétzer fiir die j—Intensitéit \; aufgefasst
werden kann.

e Dies gilt auch fiir j = d, denn in diesem Fall gilt
Va(Enot[0,1]Y) =0 und N=p=EV4(En0,1]%).
Ein anderer Ansatz zur (simultanen) Schéitzung der j—Intensitéten A, ..., Aq hingt mit dem Satz von Hadwiger

zusammen (vgl. Theorem 6.10), wonach sich jedes additive, bewegungsinvariante und stetige Funktional f : R — R
als Linearkombination der Abbildungen Vj,...,V; : R — R darstellen lasst.

e Dabei betrachten wir additive, translationsinvariante, messbare und bedingt beschrankte Abbildungen
fo,.-.,fa : R — R, die durch eine (d + 1) x (d + 1)-dimensionale Matrix A = (a;;) mit reellwertigen
Eintragungen a;; € R als Linearkombinationen von Vp,...,Vy : R — R gegeben sind, d.h., fiir jedes
i€{0,...,d} gilt

d
fi(B) =) ai;V;(B) VBeR. (93)
j=0

e Wenn = : Q — S eine stationdre ZAM ist, die der Integrierbarkeitsbedingung (87) in Theorem 6.11 geniigt,
dann ergibt sich aus (93) das folgende Gleichungssystem:

d
j=0

wobel p; = lim, o E f;(rBNE)/vqa(rB).

o Die Idee besteht nun darin, die Matrix A = (a;;) so zu wahlen, dass A invertierbar ist und dass die Gréfen

105 - - - 5 ftqg auf eine moglichst einfache Weise aus den vorhandenen Daten geschéitzt werden kénnen.
e Dann ist beispielsweise fiir jeden erwartungstreuen Schitzer @ = (fo,...,[q)  fiir p = (uo,---,Ma) "
gleichzeitig ein erwartungstreuer Schitzer A = (X\g,...,Aq) " fiir A = (Ag,..., \q) " gegeben, wobei

A=A"'%. (95)
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Das folgende Beispiel fiir eine Spezifizierung des allgemeinen Schitzansatzes in (95) beruht auf der kinematischen
Hauptformel der Integralgeometrie, die wir ohne Beweis angeben. Weitere Details hierzu findet man beispielsweise
in R. Schmeider, W. Weil (1992) Integralgeometrie, Teubner, Stuttgart.

Dabei wird die Tatsache genutzt, dass jeder Drehung 6 : R* — R? des euklidischen Koordinatensystems in R% um
den Nullpunkt genau ein Vektor ¥ € 9B(o,1) entspricht, d.h., fiir beliebige B C R% und 9 € 9B(0,1) bezeichnet
9B die um § = 6(9) gedrehte Menge B.

Lemma 6.11  Flir beliebige B, B’ € R und j € {0,...,d} gilt

/ / (BN (WB' + ) dzv(dv) ZadJka ) Vayj—r(B'), (96)
9B(o,1) JR

wobei U(-) = Vg—1(- N 0B(0,1))/Vq-1(0B(0,1)) die Glezchvertezlung auf der Sphdre 0B(o,1) bezeichnet und

k! kg (d +j5— k)' Kdtj—k

' dl kg (97)

Agjk =

Mit Hilfe der kinematischen Hauptformel (96) in Lemma 6.11 lésst sich das folgende Resultat fiir ZAM = mit
Werten in S herleiten, wobei vorausgesetzt wird, dass = nicht nur stationér, sondern auch isotrop ist.

Theorem 6.12

e Sei Z:Q — S eine stationdre und isotrope ZAM, die der Integrierbarkeitsbedingung (87) in Theorem 6.11
gentigt.

e Dann gilt fiir jedes j € {0,...,d}

d
EV;(ENB) = agr Aarj—k Vi(B) VBek, (98)
k=j
wobei augjr die in (97) gegebenen Konstanten und Xo, ..., Aq die in (92) eingefihrten j—Intensititen von E
sind.
Beweis
e Ahnlich wie im Beweis von Theorem 6.11 kann man sich iiberlegen, dass fiir beliebige j € {0,...,d},

r > 0 und B € K die Abbildung
(z,9,w) = V;(E(w) NIB N B(z,r))

(va ® V ® P)—integrierbar ist.
e Mit Hilfe des Satzes von Fubini iiber die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge ergibt sich nun
aus den Invarianzeigenschaften der Abbildungen V; nud E bzw. des Lebesgue-Mafies v4, dass

/ / =N BN (9B(0,1) + 2)) de 5(do)
9B(o0,1) JR4
= / / ENBNB(z,1)) dzr(dd)
0B(o0,1) JR4
Satz vop Fubini / / EV;(EN BN B(x,1)) de5( dd)
dB(o,1) JR4
Bewegungsinvarianz von V; und E — ~
= / / EV;(EN (B —9{z}) N B(o,1)) dzv(dv)
dB(o,1) JR4
Bewegungssin;arianz von vg / / E V7 (E n (193 + Jf) n B(O, 1)> dr ZA/,( d’l9)
8B(0,1) JR4

Satz von Fubini / / =N B 0 1) (’193 =+ 37)) dz D( d19) .
dB(0,1) JRE
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e Die Anwendung der kinematischen Hauptformel (96) auf die Integrale unter den Erwartungswerten des
ersten und letzten Ausdruckes dieser Gleichungskette ergibt somit, dass fiir jedes r > 0

d d
> gk EVi(ENB) Varj—r(B(o,1)) = Y _ gk Vi(B)EVay;_x(EN Blo,1)) . (99)
k=j k=3

o Weil agj; = 1, ergibt sich hieraus und aus der Homogenitét der inneren Volumina (vgl. Korollar 6.4),
dass

EV}(E n B) Homoienité.t

r—00

d
1
lim —— E agit EVi(EN B) Vyri—r(B(o,r
Va(B(o,7)) = kB Vil ) Vari-k(Blo,r)

d
(99) ; 1 _ (=
N ThHHC}O Vd(B(Oﬂ“)) kzjadjk Vk(B)]EVd—H_k(HmB(O’T))
d
. 1 -
= Zadjk Vk(B) rll>nolo m EVd+j7k(:mB<0,T>)
k=j ?
d
= Z Qdjk >\d+j—k Vk(B) . 0
k=j

Korollar 6.5 SeiZ:Q — S eine stationdre und isotrope ZAM, die der Integrierbarkeitsbedingung (87) gendigt.
Dann gilt fiir beliebige r > 0

EVo(ENB(o,r)) = Z R kg g Mg (100)

d
k=0

Beweis Fiir j = 0 und B = B(o,r) ergibt sich aus (97) und (98) mit Hilfe der Formel (78) fiir die inneren
Volumina der d-dimensionalen Einheitskugel B(o, 1), dass

d

- 98
EVo(EN B(o,r)) @ Z ok Aa—k Vi (B(o, 7))
k=0
d
k! d—Fk) kg
(9:7) Kk ( ) Rd—k /\d—k Vk (B(O, T‘))
d! KRd
k=0
(78) d k! K (d — k’)' Rd—k d Tklid
B d'k At k) K
=0 ' Kd d—k
d
= rd=k Kd—k Ak - 0
k=0
Beachte
e Seien rg,...,7q > 0 beliebige, paarweise verschiedene Zahlen. Dann ergibt sich aus (100) das lineare

Gleichungssystem p = A, wobei p = (g, ..., ftq) " und A = (a;;) gegeben sind durch

pi =EVo(ENBlo,m)),  ay =77 kay Vi, je{0,...,d}. (101)

(2

e Man kann sich leicht iberlegen, dass die in (101) gegebene Matrix A = (a;;) invertierbar ist und dass
sich somit die folgende Darstellungsformel fiir den Vektor A = (A\g,...,\q) " der j-Intensitéiten ergibt:

A=A"pu. (102)
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6.4 Gewichtete Mittelwertschatzer fiir stationare Zufallsfelder

e In diesem Abschnitt diskutieren wir (Giite—) Eigenschaften von Schiitzern fi = (io, . . ., fig) | fiir den Vektor
= (to, ..., pq) " der ,erwarteten” lokalen Euler-Zahlen in (101),

— wobei u; = EVO(E N B(o, ri)) fiir jedes i =0,...,d und = : Q — S eine stationére und isotrope ZAM
ist, die der Integrierbarkeitsbedingung (87) gentigt.

— Wegen (102) kann dann X = A~! i als ein Schiitzer fiir den Vektor A = (Xos---,Aq) " der j-Intensitiiten
von = aufgefasst werden.

e Dabei nehmen wir an, dass die ZAM Z in einem (kompakten) Fenster W € R beobachtet wird.

— Fiir jedes r € (0, rmax] mit rmax = max{rg,...,rq} betrachten wir den gewichteten Scan—Schdtzer

nw = Vo(ENW N B(z,r)) Gw(z) dx (103)
R4

fiir den Erwartungswert 1 = E Vo (EN B(o,7)) des stationdren Zufallsfeldes {Vo(EN B(z,7)), = € R},

— wobei Gy : RY — [0, 00) eine (messbare) Gewichtsfunktion ist, so dass

Gw(z)dx=1. (104)
Rd

e Beachte: Durch den in (103) betrachteten Ansatz und geeignet gewéhlte Gewichtsfunktionen Gy kdnnen
randkorrigierte Schdtzer fir u konstruiert werden. Ein einfaches Beispiel hierfiir ist das so genannte ,,Minus—
Sampling”, wobei

Gw(zr) =0 Vo e R\ (We Bo,r)). (105)

e Unter gewissen Regularitdtsbedingungen an W und Gy, die teilweise bereits in Abschnitt 3.2.4 betrachtet
worden sind, leiten wir nun fiir eine allgemeine Klasse von stationdren Zufallsfeldern Eigenschaften von
Scan—Schétzern ihres Erwartungswertes her, wobei die Schétzer die in (103) gegebene Form besitzen.

6.4.1 Regularitdtsbedingungen an Beobachtungsfenster und Gewichtsfunktion

e Bei der Analyse von mikroskopischen Bilddaten ist das Beobachtungsfenster W C R? typischerweise eine
konvexe und kompakte Menge, d.h. W € K, wobei wir (0.B.d.A.) annehmen, dass o € int W und somit
I/d(W) > 0.

— Im Zusammenhang mit der Herleitung von asymptotischen Eigenschaften von Schitzern betrachten wir
eine (unbegrenzt wachsende) Folge W1, W5, ... € K von Beobachtungsfenstern, die sich zum Beispiel
durch Skalierung von W ergeben kann, d.h., wir setzen dann W,, = nW fiir jedes n > 1.

— In diesem Fall kann man sich leicht iiberlegen, dass

OW,, & B(o,
lim vq(W,) = o0 und lim va( @ B(o,1))

n—00 n—00 Vd(Wn)

=0 Vr >0,

denn es gilt v4(W,,) = ndvy(W) — oo fiir n — oo und

Vg (3Wn @ B(o, r)) o L (Wn @ B(o, r)) Vd(Wn © B(o, 7"))

I/d(Wn) - I/d(Wn) I/d(Wn)
- Vd(WEBB(o,r/n)) B l/d(W@B(O,’/’/ﬂ))
- l/d(W) Vd(W)

— 0 fir n — oco.
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e Bei der Analyse von makroskopisch-geographischen Bilddaten ist das Beobachtungsfenster W C R? jedoch
in vielen Féllen nicht konvex, sondern die Vereinigung von (endlich vielen) konvexen und kompakten Mengen,
d.h. W eR.

Wir fithren deshalb den folgenden allgemeinen Begriff ein.

Definition Sei Wy, W5, ... € R eine Folge von (kompakten) Teilmengen in R?. Dann sagt man, dass {W,,} eine
mittelnde Folge von Beobachtungsfenstern ist, wenn Wy C Wo C ... und ;o W; = R?, so dass

oW, @ B(o,
nh—>Holo max{r’ >0: B(Oa T/) - Wn} = 0 und nh_{go Vd( Vd(E.;Vn)(O r))

=0 VYr>0. (106)

Wir diskutieren nun zunéchst einige niitzliche Eigenschaften von mittelnden Folgen.

Lemma 6.12

o Sei Wi, Wy, ... € R eine Folge von Teilmengen in R mit Wy € Wy C ... und Ufil W; = R%, so dass

lim max{r’ > 0: B(o,7") C W,,} = c0.

n—o0
e Die Mengen W1, Wy, ... bilden genau dann eine mittelnde Folge, wenn
7] (Wn @ B(o, r)) ) Vd(Wn © B(o, r))
1 =1 =1 v 0. 107
) R () r> (107)

o SeiZl  ={z€Z: Won[z,2+1] #0} und Z& , = {z € Z%: [z, 2+ 1] C Wy, }. Wenn {W,.} eine mittelnde
Folge ist, dann gilt

Zd
lim |Z .| =00 und lim | §*2| =
n—00 ’ n— 00 |Zn¢1|

1, (108)
wobei |Z2 ;| die Anzahl der Gitterpunkte in Z¢ ; bezeichnet.

Beweis

e Sei {W,,} eine mittelnde Folge.

— Weil W, \ (OW,, @ B(o,r)) C W,, © B(o,r) fiir beliebige n > 1 und r > 0, ergibt sich dann aus
(106), dass

va(W, © B(o,r)) va(Wn © B(o,7))

1 > limsu > liminf
o 7L—>oop Vd(Wn) T n—ooo Vd<Wn)
B
> 1— lim va(@Wn & Bo,1)) ey |-

n— 00 Vd(Wn)

— Weil aukerdem W,, & B(o,r) = (W, © B(o,r)) U (0W,, & B(o,r)) fiir beliebige n > 1 und r > 0,
ergibt sich hieraus und aus (106), dass

W, & B(o, W, & B(o,
1 < liminf Vd( ® B(o T)) < limsup l/d( ® Blo T))
n—00 Vd(Wn) n—00 Vd(Wn)
< lim va(Wy © B(o,1)) lim va(OW,, @ B(o,r)) _
n— o0 Vd(Wn) n— o0 Vd(Wn>
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e Umgekehrt ergibt sich aus (107), dass

. un(awn @ B(o, 7"))
lim
n—oo l/d([/[/n)

:0’

weil OW,, @ B(o,r) C (W, & B(o,7)) \ (W, © B(o,r + ¢)) fiir beliebige n > 1 und r,e > 0.
e Sei nun {W, } erneut eine mittelnde Folge.
— Weil W, © B(o,Vd) C |,z 2[2, z + 1] fiir jedes n > 1, ergibt sich aus (106) und (107), dass
(106) (107)

W, © B(o,Vd
oo =" lim yg(W,) "= lim vg(W,) lim Vd( © Bl f)) lim |Zi72|.

n—00 n— o0 n— o0 Vd(Wn) - n—oo

— Weil auterdem W,, & B(0,vd) C |,z [zz+1] C€ Wh & B(o, Vd) fiir jedes n > 1, ergibt sich
aus (107), dass ,

Ziy o _ va(W,, © B(o,Vd))
7] > lim
n—o0 |Zn’1| n—o0 (Wn @ B(o, \/&))

I/d(Wn@B(Q\/E))/ lim Vd(Wn@B(O,\/;i)) (107) L .
n—o0 Vd(Wn) '

n—oo Vd(Wn)

Beachte

e Bei der Untersuchung der asymptotischen Eigenschaften von Mittelwertschidtzern betrachten wir mit-
telnde Folgen {W,,} von Beobachtungsfenstern, wobei wir zusiitzlich voraussetzen, dass die Gewichts-
funktionen Gy, : RY — [0,00) den folgenden beiden Bedingungen geniigen.

e Fiir gewisse Konstanten cg, 0 € (0, 00) gelte

sup Gw, (z) < Vn>1 109
e Cw S Ly T oo
und
le va(Wy) Gw, () = 0 Vo eR?, wobei Gy, (7) = Gw, (y) Gw, (x +y)dy. (110)
n o0 Rd

Beispiel
e Sei C € K’ = K\ {0} ein beliebiger (nichtleerer) konvexer Korper, und sei {W,,} eine mittelnde Folge,
so dass vq(W,, © B(o, diam(C)) > 0 fiir jedes n > 1.
e Dann geniigen die Funktionen Gyy, : R? — [0, 00) mit
1 ~(x
Gw, (z) = LC() Vo eR? (111)
l/d(Wn S, C)
den Bedingungen (109) und (110), wobei

Wn
Cop = Sup Vd( )

) und O =1. (112)
n>1 vg(W, eC)

e Dabei ergibt sich unmittelbar aus der Definitionsgleichung (111), dass die Bedingung (109) erfiillt sind,
wobei sich die Endlichkeit der Konstanten cg in (112) aus Lemma 6.12 ergibt, denn es gilt

1 < lim 7%(”/")4 < lim va(Wn) (o)
= om0y (W, ©C) ~ nreo vy (W, © B(o, diam(Q)))

1. (113)
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e Um die Giiltigkeit von (110) zu zeigen, geniigt es zu beachten, dass fiir jedes z € R¢

_ l/d((Wn S O) N ((Wn © O) B QS))

G = v
w, () I/ﬁ(Wn 50)
und somit
— W,eC)n((W,eC) -
hm Vd(Wn) GWn(,jU) = hm Vd(Wn)v hm Vd(( 9 ) (( ve ) .'L')) — 1
n—soo n— o0 Vd(Wn (= C’) n—oo Vd(Wn o C)

e Denn in (113) hatten wir gezeigt, dass der erste Grenzwert gleich 1 ist, und mit Hilfe von Lemma 6.12
ergibt sich, dass

I > lim Vd((Wn eC)n ((an@ C)— x)) > lim I/d((Wn © B(o, dlarr}(C) + |m|))
n—oo Vd(Wn o C) n— oo Vd(Wn o C)
. va((Wy, © B(o, diam(C) + [z])) . va(Wy,)  (107),(113)
= lim lim ——— = 1.
n—00 Vd(Wn) n—00 l/d(Wn S C)

6.4.2 Erwartungstreue und Schitzvarianz; L,—Konsistenz

Wir nehmen an, dass die allgemeine Klasse von stationiren Zufallsfeldern {Y,, x € R%} bzw. die zugehorigen
Mittelwertschétzer, die wir in diesem Abschnitt betrachten, die folgende Gestalt haben.

e Sei E: Q) — S eine stationdre ZAM, die der (verschirften) Integrierbarkeitsbedingung
E4NEN0LY < o (114)
geniigt, wobei N(B) die minimale Anzahl von konvexen Zerlegungskomponenten der Menge B € R ist, d.h.,

N(B)Zmln{k B=BjU...U B, Bl,...,BkEIC}.

e Das stationiire Zufallsfeld {Y,, 2 € R?} sei gegeben durch
Y, =f(EN(C+a)), (115)
— wobei f : R — R ein additives, translationsinvariantes, messbares und bedingt beschranktes Funktional
— und C € K’ = K\ {0} ein nichtleerer konvexer Korper ist, so dass o € C.

e Zur Schitzung des Erwartungswertes u = EYp von {Y,} betrachten wir den Scan—Schétzer iy mit

nw = y fFENWN(C+2)) Gw(z)dz, (116)

— wobei Z in einem (hinreichend grofen) Fenster W € R mit v4(W © C) > 0 beobachtet wird

— und Gy : R? — [0,00) eine Gewichtsfunktion ist, so dass

Gw(z)=0 Ve e RY\ (Wo Q) und Gw(z)dx =1, (117)
R4

— d.h., die Randkorrektur des in (116) betrachteten Schétzers erfolgt durch Minus-Sampling.

Beachte Auf #hnliche Weise wie im Beweis von Theorem 6.11 ergibt sich aus (114), dass E f2(2N B) < oo fiir
jedes B € R und somit EY? < cc.
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Wir zeigen nun, dass der in (116) eingefiihrte Schétzer iy fiir p erwartungstreu ist, und wir leiten eine Formel
fiir die Schétzvarianz Var iy her.

Theorem 6.13

e Sei W € R ein Beobachtungsfenster mit vg(W © C) > 0, und sei Gy : R — [0,00) eine Gewichtsfunktion,
die der Bedingung (117) geniigt.

e Dann gilt
Epnw =p und Var iy = Cov y (7) Gw (z) dx, (118)
Rd
wobei Covy (z) = E(Y,Y,) — u? die Kovarianzfunktion des stationdren Zufallsfeldes {Y,} ist und Gy (x) =
Jra Gw (y) Gw (z +y) dy.
Beweis

e Weil die Abbildung (w,z) — Y, (w)Gw () absolut integrierbar beziiglich P X vq ist, ergibt sich mit
Hilfe des Satzes von Fubini iiber die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge, dass

Efy oD E/ F(EN(C+2)) Gy (a)dz ™2™ / Ef(Z2n(C+2)) Gw(z)de
R4 Rd
Statio;aritéit / Ef(EﬂC) Gw(.’b) de — ,u/ Gw(x) dz (1;7) "
R4 R4

e Hieraus ergibt sich auf dhnliche Weise, dass

Var i (116), (117) ((/ Y, G (x) dz >2> wn g ((/Rd(yz — 1) Gy (z) dx>2>
- E(/Rd w(z)da /Rd(Yyﬂ)Gw(y)dy>
Fubini / / E((Va = ) (Y, = 1)) Gw () Gw (y) dy de
Rd JRd
Stationaritét / / E ) (Yo _ M) Gw (z) Gw(y) dz dy
Rd JRd
Tty / / E ) (Y, — ,u)) Gw(z+y) Gw(y)dzdy
Rd JRd
_ / Covy(z) [ Gwl(x+y)Gw(y) dyde
R Rd
= /Rd Covy (7) Gw(x)dr. O

Beachte

e Wenn die Kovarianzfunktion des stationiren Zufallsfeldes {Y,} integrierbar ist, dann ergibt sich aus
(109) und aus der Formel (118) fiir die Schitzvarianz Var fiwy, , die in Theorem 6.13 hergeleitet worden

ist, dass
Co

B (. ~)") € s [ [Covy (@)l da. (119)

e Hieraus ergibt sich insbesondere, dass der Schétzer fiyy, konsistent im Sinne der Lo—Norm ist,
— d.h., es gilt lim,, ,,. E ((ﬁw - ,u)2) = 0 fiir jede mittelnde Folge {WV,,} von Beobachtungsfenstern,
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— wenn die Kovarianzfunktion von {Y, } integrierbar ist und wenn die Gewichtsfunktionen Gy, den
Bedingungen (109) und (117) geniigen.

e Wenn die Funktionen Gyy, : R? — [0, 00) zusiitzlich der Bedingung (110) geniigen, dann lisst sich das
asymptotische Verhalten der Schéitzvarianz Var fiyy bei unbegrenzt wachsendem Beoachtungsfenster
wie folgt bestimmen.

Theorem 6.14  Sei {W,,} eine mittelnde Folge, und seien Gy, : RY — [0,00) Gewichtsfunktionen, die den
Bedingungen (109), (110) und (117) genigen. Wenn auflerdem

/ |Covy(z)|dz < o0, (120)
R4

dann gilt
lim vy(W,,) Var iy, =0 Covy(z)dz, (121)

n—,oo Rd

wobei O der in (110) eingefihrte Grenzwert ist.

Beweis

e Aus (109) und (117) ergibt sich, dass fiir beliebige n > 1 und = € R?

W) G, @) = vaWa) [ G, ) Gow, (o + ) dy
R
(109) Co (117)
< W, — G dy = < 00,
< va(Wa) o V) w,(z+y)dy co < 00

wobei die Konstante ¢y weder von n > 1 noch von x € Rj abhéngt, d.h., durch ¢g Covy (z) ist eine
integrierbare Majorante der Funktionen v4(W,,) Covy (z) Gw, (x) gegeben.

o Ausgehend von der Formel (118) fiir die Schétzvarianz Var iy, die in Theorem 6.13 hergeleitet worden
ist, ergibt sich nun hieraus und aus (110) mit Hilfe des Satzes von Lebesgue iiber die majorisierte
Konvergenz, dass

lim vg(W,,) Var fiw,, (1) lim va(W,,) Covy (z) Gw, (z) dx
n—00 n—00 R4
majorisicrtc:Konvcrgcnz / lim I/d(Wn) Cov y(x) éwn (LL') da
Rd n—oo
(110)

0 Covy(x)dx.
]Rd Y( ) 0

6.4.3 Schitzung der asymptotischen Kovarianzmatrix
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6.5 Boolesches Modell
6.5.1 Definitionen und grundlegende Eigenschaften

In diesem Abschnitt betrachten wir eine spezielle Klasse von Keim—Korn—Modellen, die bereits in der Einlei-
tung von Kapitel 6 kurz erwdhnt worden sind. Dabei machen wir schérfere Annahmen iiber die Beschaffenheit
der Keime und Korner. Und zwar setzen wir voraus, dass die Keime einen homogenen Poisson—Prozess bilden.
Auferdem nehmen wir an, dass die Kérner (kompakte) zuféllige Mengen sind, die untereinander sowie von dem
Poisson—Prozess der Keime unabhingig sind. Hierfiir benttigen wir den Begriff der Unabhéngigkeit von zufilligen
abgeschlossenen Mengen.

Definition

e Sei n > 2 eine beliebige natiirliche Zahl, und seien =y, ...,=Z, : Q — F beliebige ZAM. Man sagt, dass
die ZAM =y, ..., =2, unabhdngig sind, wenn

P(E1€By,....En€B,)=P(E €By) ... P(E,€B,) VBi,...,B,€or.

e Analog sagt man, dass die (unendliche) Folge E1,=2,,... :  — F aus unabhingigen ZAM besteht,
wenn dies fiir jede endliche Teilfolge gilt.

Beachte
e Mit der Unabhéngigkeit von ZAM meint man also die Situation, dass ihre gemeinsame Verteilung als

Produktmafs der Randverteilungen dargestellt werden kann.

e Man kann sich beispielsweise leicht {iberlegen, dass die ZAM E1,E,, ... mit =, = B(o, R,,) fiir jedes
n > 1 unabhéngig sind, wenn Ry, Ra,... : Q — [0, 00] eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen
mit nichtnegativen Werten ist.

Wir fiithren nun den Begriff des Booleschen Modells mit kompakten Kornern als eine spezielle Klasse von Keim—
Korn—-Modellen ein.

Definition

e Sei {S,} ein homogener Poisson—Prozess in R? mit der Intensitit A > 0, und sei {=,} eine Folge
von zufalligen kompakten Mengen, die unabhéngig und identisch verteilt sind (mit der Verteilung Q).
Auferdem seien die beiden Folgen {S,,} und {Z,,} voneinander unabhéngig.

e In Abschnitt 6.2 hatten wir uns iiberlegt (vgl. Beispiel 3 in Abschnitt 6.2.1), dass UZ:1 (En + S,) fiir
jedes k > 1 eine ZAM ist. Wenn aufserdem

UEn+Sn)eF (122)
n=1

mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt, dann ist auch

k—oc0
n=1

0o k
E=|J(En+5n) (: lim | J (2, + Sn)> (123)
n=1
eine ZAM, die Boolesches Modell mit der Intensitdt A und der Kornverteilung @ genannt wird.
Beachte

e Die Folgen {S,} und {E,} eines Booleschen Modells bilden also einen unabhéngig markierten Poisson—
Prozess {(Sn,Z,)} in RY mit dem Markenraum (C,o07 N C), wobei A > 0 die Intensitit und @ die
Markenverteilung von {(Sy,Z,)} ist.
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e Die Zufallsvektoren S, :  — R? werden als (zufillig positionierte) Keime interpretiert.

e Die zufalligen kompakten Mengen =, : 2 — C werden als Kérner interpretiert, die mit den ,Keimen”
S,, assoziiert sind.

Das folgende Lemma enthélt eine hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit von (122).

Lemma 6.13  Sei {(S,,Z,)} ein stationdrer, unabhingig markierter Poisson—Prozess in R% mit dem Marken-
raum (C,or NC). Wenn
El/d(El EBC)<OO vCecC, (124)

dann gilt (122) mit Wahrsheinlichkeit 1.

Beweis

e Sei p: B(RY) ® (07NC) — [0, 00] das Intensitiitsma® des markierten Punktprozesses {(S,,Z,)}, d.h.,
wBxC)=E#{n:S,€B,Z,€C} VBeBRY),CcornC.
e Dann ergibt sich aus den Theoremen 5.3 und 5.9, dass
w(BxC)=Ay(B)Q(C) VYBeBRY),CcornC, (125)

wobei A > 0 die Intensitdt und @ die Markenverteilung von {(S,,Z,)} ist.

e Aus (124) und (125) ergibt sich nun mit Hilfe des Campbellschen Theorems fiir markierte Punktprozesse
(vgl. Theorem 5.1), dass fiir jedes C' € C

E#{n: (3o + 8,)NC £p} Theoem s /}RWC I(( +2) N C #0) p(d(z,€))
2 /\/IC/RdII((éJrlf)ﬂC#@)de(df)
_ /\/IC/W]I(:EGC’@f)dCCQ(df)

_ /K va(C & €) Q(de)

=3[ e

L (124)
= A Eud(El D C) < 00,

weil mit C € C auch C € C gilt.
e Hieraus folgt, dass fiir jedes C' € C die Schnittmenge CNJ;~; (En + S’n) mit Wahrscheinlichkeit 1 nur

von endlich vielen ,yerschobenen” Koérnern =,, + .5, gebildet wird und dass somit Uf;l (En + S’n) mit
Wahrscheinlichkeit 1 eine abgeschlossene Menge ist. ]
Beachte

e Von jetzt an werden wir in diesem Abschnitt stets voraussetzen, dass {(S,,Z,)} ein stationdrer, un-
abhingig markierter Poisson—Prozess ist, der der Integrierbarkeitsbedingung (124) geniigt.

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass die Bedingung (124) erfiillt ist, wenn
P(Ey Cc B(o,R)) =1, (126)

wobei R eine nichtnegative Zufallsvariable ist mit E R? < oc.
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Im Beweis von Lemma 6.13 hatten wir gezeigt, dass jede kompakte Menge C' € C mit Wahrscheinlichkeit 1 nur von
endlich vielen ,yerschobenen” Kornern =, + .5, getroffen wird. Die ,unendliche” Vereinigung = = Uzozl (En + Sn)
somit ebenfalls eine ZAM ist, die dariiber hinaus die folgenden Invarianzeigenschaften hat.

Theorem 6.15

e Das Boolesche Modell = = | J°° 1(En + Sn) ist eine stationdre ZAM.

n=

o Wenn das (Einzel-) Korn =1 isotrop ist, dann ist das Boolesche Modell Z eine stationdre und isotrope ZAM.

Beweis
e Aus der Stationaritit des Poisson—Prozesses {5, } ergibt sich, dass fiir beliebige C' € C und = € R¢
T=(C) = PENC #0)

oo

- P(U(EnJrSn)mC#@)

n=1

P(oo (Bn + (S +2) NC £ 0)

n=1

_ P((D(En+5n)+x)ﬁ07é®)

n

Stationaritét von {S,}

= P(E+2)NnC#0) = Tz4.(C).
e Mit Hilfe von Theorem 6.6 ergibt sich hieraus, dass die ZAM = stationér ist.

e Wenn =, isotrop ist, dann gilt fiir jedes C' € C und fiir jede Drehung ¢ : R? — R¢ um den Nullpunkt
T=(C) _ P

[0
o)
Q
M
=

I
e

(S +50) NC #0)

3
Il
—

Isotropie von {S,}

(B +0(82)) NC # @)

3
Il
—

Isotropie von =,

(@

]

(6(20) +6(S)) NC #0)

3

VS N /1 N
CaLPLCE

|
i)

(U3En+50)nc#0)

1

NC#0) = Tsz)(0).

3
Il

- P(5(

@

e Somit ergibt sich durch die erneute Anwendung von Theorem 6.6, dass die ZAM = isotrop ist. ]

Beachte

o0

e In Abschnitt 6.2.3 hatten wir uns iiberlegt, dass ein Keim-Korn-Modell = = (J,”_,(Z, + S,) genau
dann ergodisch ist, wenn der zugrundeliegende stationire Punktprozess {S,} der ,Keime” ergodisch
ist.

e Auferdem hatten wir in Theorem 3.22 gezeigt, dass {S,} ergodisch ist, wenn {S,} ein homogener

Poisson—Prozess ist.

e Hieraus ergibt sich, dass 2 = (J~,(Z, + S,,) ergodisch ist, wenn = ein Boolesches Modell ist, d.h.,

wenn der Punktprozess {S,} ein homogener Poisson—Prozess ist.
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6.5.2 Formeln fiir Kapazitdtsfunktional, Volumenanteil und Kontaktverteilungsfunktion

Wir zeigen nun, wie grundlegende Charakteristiken des (stationéiren) Booleschen Modells 2 = (J 7, (En + S’n)

durch die Intensitdt A > 0 und die Kornverteilung @ von {(S,,E,)} ausgedriickt werden koénnen.

Theorem 6.16 Sei = = [ (En + S’n) ein Boolesches Modell mit Intensitit A > 0 und Kornverteilung Q.

n=1
e Dann gilt fiir das Kapazititsfunktional Tz : C — [0,1] mit T=(C) = P(ENC £ 0)

T=(C) =1 —exp(-AEwvy(Z1 & C)) vCec, (127)

o Auflerdem gilt
— fiir den Volumenanteil p = Evy(Z N[0, 1]¢)
p=PlocE)=1—exp(-AEvy(Z1)), (128)
— fiir die Kovarianz q : RY — [0,1] mit q(x) = P(o € E, z € E)
g(z) =2p—1+ (1—p)?exp(AEvq(Z1 N (B1 — ))) VzeR?, (129)
Beweis
e Um die Giiltigkeit von (127) zu zeigen, betrachten wir das zufillige Zihlmak {Np, B € B(R%)} mit
Ng=#{n: S, € B, (S, 4 S,) N C # 0} VB € BRY). (130)

e Ahnlich wie im Beweis von Theorem 2.10 kann man zeigen, dass {Np, B € B(R?)} ein (inhomogener)
Poisson—Prozess ist (vgl. auch Korollar 2.2),

— der sich durch ortsabhéingige Verdiinnung des (homogenen) Poisson—Prozesses {S,,} ergibt

— und dessen IntensititsmaR A : B(R%) — [0, 00) die Integraldarstellung

A(B) = / Mz)dz VB e BRY (131)
B

besitzt, wobei die Intensitétsfunktion X : R — [0, 00) von {N(B)} gegeben ist durch

Nz)=AP(E1+2)NC#0) VYzeRe (132)

e Hieraus ergibt sich, dass fiir jedes C' € C

T=(0) ¥  PENCc#£0) =1-PENC=0
= 1—P(G(En+5n)ﬂ0=®>
n=1
= 1—P(ﬁ{(£n+8n)m0:®})
= 1- P(K;(Rd) =0)
= 1 —exp(—K(Rd))
(131),(82) ) exp(f/\ P((E1+2)nC #0) d:z:)

I
-
\
@
><
=
\
>
&=
S
-

[
o
@

Q
=
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e Die Giiltigkeit von (128) ergibt sich unmittelbar aus (51) und (127), denn es gilt

= Ema(En[0,1%9) D Poez) = P(EN{} £0) = T=({o}) 2’ 1 - exp(—AEva(Z1)).

e Auf dhnliche Weise ergibt sich (129) aus (52) und (127), denn es gilt

g) = PloeZ zez) B - T=({0,2}) T’ 2p— 1+ exp(-AEva(Z1 & {0, —z}))
und
(-AEw(E1 U (B1 —2)))
- eXp( (Eva(Z1) + Eva(E) — ) — Eyd(Elﬂ(El—x)))>
( A (2E vg(Z1) — Evg(Z1 0 (81 — ))))
(—2AE vq(Z, ) exp(AEvq(E1 N (21 — 2)))

= exp
= exp

(1-p)? exp(AE4(Z1 N (21 — 2))) .

Beachte

e Die in (129) betrachtete Funktion v : RY — [0,00) mit y(z) = Evg(Z; N (21 — x)) wird Set—
Kovarianzfunktion des zufélligen (Einzel-) Korns =; genannt.

e Wenn die ZAM E; isotrop ist, dann héngt y(x) nur von |z| ab, d.h., es gilt
F(r) = v(ru) Yr>0, (133)

wobei u € R? ein beliebiger Punkt mit |u| = 1 ist.

e Im allgemeinen kann die Grofe 7(r) in (133) nicht explizit berechnet werden. Wenn jedoch 21 = B(o, R)
fiir eine nichtnegative Zufallsvariable R : 2 — [0, 00), dann kann man zeigen, dass

—furd=2
o0
~(r) :/ (2t2 arccos — — - \/ 4t? —r2> dFR(t) Vr >0 (134)
2 ot 2
— und fir d =3 4 3 3
B 3 r r
= 1— — Fr(t A 0 135
= [ 57 (- G+ g aFe) >0, (135)

wobei Fr : R — [0, 1] die Verteilungsfunktion von R bezeichnet.

Eine weitere grundlegende (Struktur—) Kenngrofe einer stationdren ZAM E ist die Kontaktverteilungsfunktion
Hpg : [0,00) — [0,1], die bereits in Abschnitt 6.2.4 eingefiihrt worden ist.

e Dabei ist
Hp(r)=P(rBNE#0|0¢E) Vr>0, (136)

e wobei rB = {rz: € B} und B € C eine kompakte Menge ist,

— die das ,strukturierende Element” von Hp genannt wird

— und die sternférmig beziiglich des Koordinatenursprungs o € R? ist, d.h., es gilt o € B und cx € B fiir
beliebige 2 € B und ¢ € [0, 1].
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Beachte

e Formal kann auch der Poisson—Prozess {S,,} selbst als Boolesches Modell aufgefasst werden, wenn fiir
die Koérner 21 = E3 = ... = {0} gesetzt wird.

e In Abschnitt 4.3.1 hatten wir gezeigt, dass
Hp(r) =1 — exp(—Akgr?) Vr >0, (137)
wenn B = B(o, 1) die d-dimensionale Einheitskugel und Z = {.S,,} ein homogener Poisson-Prozess mit

der Intensitit \ ist, wobei kg = v4(B(0,1)) das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet.

Wir zeigen nun, wie sich die Darstellungsformel (137) fiir das Boolesche Modell mit beliebigen ,integrierbaren”
Kornern verallgemeinern lasst.

Theorem 6.17
e Sei B € C eine sternformige kompakte Menge, und sei = = (J;—, (En + Sn) ein Boolesches Modell mit der
(Keim—) Intensitit \ > 0.

e Dann qult
Hp(r)y=1- exp(—)\(EVd(El ®rB) — El/d(El))) Vr>0. (138)

Beweis
o Fiir jede stationdire ZAM = mit P(o ¢ E) > 0 hatten wir in Theorem 6.8 gezeigt, dass
Hp(r)=Plo€Z@rB|o¢E) Vr>0. (139)
e Aus (139) ergibt sich mit Hilfe der in Theorem 6.16 hergeleiteten Formeln (127) und (128) fiir das
Kapazitatsfunktional bzw. den Volumenanteil des Booleschen Modells =, dass

Hy() 2 PoezarBlogs)

P(ENrB = ()
1-Ploex)

(127),(128) | exp(—AE v4(21 ® rB))

exp(f)\E l/d(El))

= 1- exp(—)\(EVd(El ®rB) — Eyd(El))> . 0

Beachte

n=1

e In Abschnitt 6.5.1 hatten wir gezeigt, dass das Boolesche Modell Z = | J°° (En + Sn) ergodisch ist.

e Hieraus ergibt sich (vgl. die Anmerkungen am Ende von Abschnitt 6.2.4), dass der in (54) eingefiihrte
Schétzer py des Volumenanteil p von Z (stark) konsistent ist.

e Dariiber hinaus ist auch der in (65) eingefiihrte Schitzer

N 1—%
Hpw(r)=1- L=PowD)

- bw
fiir Hp(r) konsistent, wobei

va(Wg, N (E&@rB))
va(W5 )

pPBw(r) = mit W5, =WorB.
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6.5.3 Boolesches Modell mit konvexen Kornern

In diesem Abschnitt betrachten wir eine spezielle Klasse von Booleschen Modellen. Dabei setzen wir voraus, dass
die Korner zuféllige konvexe Koérper, d.h., konvexe und kompakte zuféllige Mengen sind.

e Sei also {S,} ein homogener Poisson—Prozess in R? mit der Intensitéit A > 0, und sei {Z,,} eine Folge von
zufilligen konvexen Korpern, die unabhéingig und identisch verteilt sind (mit der Verteilung Q). Auerdem
seien die beiden Folgen {S,,} und {Z,} voneinander unabhéngig.

e Dariiber hinaus setzen wir (so wie bisher) stets voraus, dass die Integrierbarkeitsbedingung (124) erfiillt ist,
wobei man sich leicht iiberlegen kann, dass (124) fquivalent ist mit Evq(Z; & B(o,r)) < oo fiir jedes r > 0.

e Dann ergibt sich aus Lemma 6.13, dass

UEn+5n)es (140)
n=1

mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt, d.h., das Boolesche Modell £ = (J;7 | (Z, + S,,) ist eine (stationdre und
ergodische) ZAM.

Mit Hilfe der grundlegenden Eigenschaften von konvexen und kompakten Teilmengen des R?, die in Abschnitt 6.3.1
diskutiert wurden, lassen sich nun die Formeln (127) und (138) fiir das Kapazitatsfunktional bzw. die Kontakt-
verteilungsfunktion im Fall des Booleschen Modells mit konvexen Ko6rnern spezifizieren.

Hierfiir bendtigen wir die folgende Verallgemeinerung des Satzes von Steiner (vgl. Theorem 6.9).
Theorem 6.18

e SeiZ:Q — K eine isotrope ZAM in K, so dass

Evq(E@® B(o,r)) < o0 Vr>0. (141)
e Dann gqilt )
Eva(E® B) =Y aak Vi k(E)Vi(B) VBeKk, (142)
k=0
wobei E'hg (d— k) ka—g
= (143)

und k; das i—dimensionale Volumen der Einheitskugel in R? bezeichnet.

Beweis

e Man kann sich leicht iiberlegen, dass nicht nur Ev,(=@ B), sondern auch die Erwartungswerte E V;(Z)
in (142) fiir jedes j € {0, ...,d} wohldefinierte Grofen ist.

— Denn aus der (klassischen) Steiner—Formel (73) in Theorem 6.9 ergibt sich, dass fiir jedes r > 0

1

— Hieraus und aus (141) folgt, dass
EV;(E) < 0o Vje{o,....d}. (144)

e Wir zeigen nun, dass die Abbildung 7' : K — [0,00) mit T(B) = Evy(E @ B) additiv, bewegungs-
invariant und monoton ist.
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— Additivitdt: Fiir beliebige By, By € IC, so dass By U By € K, gilt
T(B))+T(By) = Evi(E®B)+EvyE®By) = E (ud(z @ By) +vaE® BQ))
- E (z/d((EeBBl) UE®B)) +va((E®B)N(Ee Bg)))

- E (ud((z ® (B1UBy)) + va(E@ (By N BQ)))

= Eud((E D (Bl U Bg)) +El/d(E (&5) (Bl N B2))
= T(Bl U BQ) + T(Bl N Bg) .

— Bewegungsinvarianz Fiir beliebige B € B und 2 € R? gilt

T(B+x)

Evy(Za® (B +2))
= Evi((E®B)+z)

Translationsinvarianz von vg

Evy(E® B) = T(B),
und analog gilt fiir jedes B € B und fiir jede Drehung ¢ : R — R¢ um den Nullpunkt
T(5(B)) = Evg(E®8(B)) = Evy(6(6~(Z) ® B))
Rotationsinvarianz von va va(6-1(2) @ B) Isotropie von = v(Z® B) = T(B).
— Monotonie: Fiir beliebige By, By € K, so dass By C Bo, gilt
T(B1) = Evg(E@ B1) < Evg(E® Bz) = T(By).

e Aus dem Satz von Hadwiger (vgl. die Darstellungsformel (81) in Theorem 6.10) folgt somit, dass es

Konstanten ag,...,aq > 0 gibt, so dass
d
T(B)=>_ayVi(B) VBeK. (145)
k=0
e Dabei konnen die Konstanten ag,...,aq > 0 in (145) auf die folgende Weise bestimmt werden.

— Aus der Steiner—Formel (73) ergibt sich, dass fiir jedes r > 0
73) o
T(B(o,r)) = Eva(E@ Blo,r)) ‘2 3 r ks \EVi(E). (146)

k=0

— Aufserdem ergibt sich genauso wie (78) aus der Steiner-Formel (73), dass fiir jedes r > 0

Vii(B(o,1)) = (Z) :;’jz Vke{0,...,d}.

— Wenn nun B = B(o, ) in (145) gesetzt wird, dann ergibt sich durch den Vergleich der Koeffizienten
von r* in (145) und (146), dass

d Kd —_
ag (k) P = ki EVy_x(E) Vke{0,...,d}. 0

Mit Hilfe der verallgemeinerten Steiner—Formel (142) lassen sich die Formeln (127) und (138) fiir das Kapazitéts-
funktional bzw. die Kontaktverteilungsfunktion spezifizieren, die in den Theoremen 6.16 und 6.17 fiir allgemeine
stationdre ZAM hergeleitet wurden.
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+ Sn) ein Boolesches Modell mit der (Keim—) Intensitit A und mit isotropen Kérnern

Korollar 6.6
e Sei E=,_,(En n
E1,80,...: Q= K'=K\ {0}, so dass
Evq(Z1 @ Blo,r)) < o0 Vr>0. (147)
e Dann gilt fir das Kapazititsfunktional Tz : C — [0,1]
VC ek (148)

d
T=(C)=1- exp(fA Z gk E Vi—r(Z1) Vk(c)>
k=0

o und fir die Kontaktverteilungsfunktion Hp : [0,00) — [0, 1] mit dem (konvezen) strukturierenden Element
Vr>0. (149)

BekK .
Hp(r) =1 —exp(-A Y aa " EVaon(E1) Vi(B))
k=1

Beweis
e Aus (127) und (142) ergibt sich, dass fiir jedes C' € C
(127) (142) d
T=(C) "2 1—exp(-AEw(E @) "2 1- exp(f)\ Y aaEViw(E1) Vk(C)> .
k=0

e Auf die gleiche Weise ergibt sich aus (138) und (142), dass fiir jedes r > 0

8 g exp(—)\(E va(Z1 ®rB) — ]EI/d(El)))

HB(T) ==

d
1-— exp(—)\ Z aarEVa_r(Z1) Vi (TB))
k=1

d
1-— exp(—)\ Zadk r EVd—k(El) Vk(B)> )
k=1

weil Vi (rB) = ¥V}, (B) fiir beliebige k € {0,...,d} und B € K (vgl. Korollar 6.4).

Beachte

e Fiir die Kontaktverteilungsfunktion Hp : [0,00) — [0,1] mit dem strukturierenden Element B € K’
(150)

ergibt sich aus Korollar 6.6 unter Beriicksichtigung von (75) und (76), dass
Vr>0

EUE)AB) g r2)>

—fird=2
HB(T):I—eXp<—/\( 5
—und fird=3
Es(= B EB(= B
Hp(r) = 1—exp<—)\ (78( 12)6( ), + EAEs(B) ;)3( ) 2 + 1/3(3)7“3)) Vr >0, (151)
wobei ¢(B) = 2V;(B) die Randlinge von B C R? sowie s(B) = 2V,(B) und 8(B) = V41(B)/2 die
Oberfliche bzw. die mittlere Breite von B C R3 bezeichnet.



6 KEIM-KORN-MODELLE 223

e Sei B C RY eine Strecke mit Linge 1. Fiir die lineare Kontaktverteilungsfunktion Hp : [0, 00) — [0, 1]
ergibt sich dann aus Korollar 6.6, dass

HB(’I“):l—eXp(—)\ Zd};dl ES(EI)T) VTZO, (152)

wobei s(Z1) = 2V5_1(E1) die ,Oberfliche” von =; bezeichnet.

e Fiir die sphérische Kontaktverteilungsfunktion Hpg : [0,00) — [0,1] mit B = B(o, 1) ergibt sich aus
den Theoremen 6.9 und 6.17, dass

— fiir jedes d > 1

d—1
Hy(r)=1— exp(—/\ S ki Evj(zl)rd*j) Vr >0, (153)
j=0
ohne dass dabei vorausgesetzt werden muss, dass die Korner =1, =5, ... des Booleschen Modells

E=U,",(E, + Sy) isotrop sind.
— Wenn P(E; # () = 1, dann ergibt sich aus (153), dass fiir d = 2

HB(r)zl—eXp(—)\ (ELE)Tr + 777“2)) Vr>0 (154)

und fir d =3

Hp(r) =1 —exp(—)\ (ES(E1)T + 2 EB(E1)r? + 4% r3)> Vr>0. (155)

Beispiele
e Wir betrachten zunéchst den planaren Fall d = 2.

1. Isotrope Poissonsche Streckensysteme im R?

— Sei Z; eine zufillige Strecke mit einem Endpunkt im Nullpunkt, mit gleichverteilter Richtung
und mit der mittleren Lange § = Evq(E;).

— Fiir die lineare Kontaktverteilungsfunktion des Booleschen Modells Z = [ J77 (En + S’n) ergibt
sich dann aus (152), dass
206
HB(T)zl—eXp(——r) Vr>0. (156)
7r

— Fiir die sphérische Kontaktverteilungsfunktion mit B = B(o, 1) ergibt sich aus (154), dass
Hp(r)=1—exp(—=Ar (26 +nr)) Vr>0. (157)

— Beachte: Die Formeln (154) und (157) gelten auch fiir Poissonsche Streckensysteme mit einer
beliebigen (nicht notwendig isotropen) Richtungsverteilung.

2. Poissonsche Kreissysteme im R?
— Sei Z1 = B(o, Ry) ein Kreis mit zufilligem Radius Ry : Q — (0, 00), so dass E R? < cc.
— Fiir die lineare Kontaktverteilungsfunktion ergibt sich dann aus (152), dass

Hp(r)=1—exp(—2AER; 1) Vr>0. (158)
— Fiir die sphérische Kontaktverteilungsfunktion mit B = B(o, 1) ergibt sich, dass

HB(T)zl—eXp(—)\r(Z]ERlJrT)) Vr>0. (159)
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3. Quadratische Kontaktverteilungsfunktion
— Sei Z; : Q — K eine beliebige isotrope ZAM, so dass P(Z; # ) = 1 und E diam?(Z;) < oo,
wobei diam (B) = max{|x — y| : z,y € B} den maximalen Abstand zweier Punkte in B C R?
bezeichnet.

— Fiir die quadratische Kontaktverteilungsfunktion mit B = [0,1]? gilt dann
2E((E
HB(r)zl—exp<—((1)7‘ + T2)> Vr>0, (160)
T
wobei E¢(Z1) die mittlere Randlinge des (Einzel-) Korns Z; ist.

e Sei nun d = 3. Aus (155) ergeben sich dann die folgenden Formeln fiir die sphérische Kontaktvertei-
lungsfunktion Hp : [0,00) — [0,1] mit B = B(o,1).

1. Poissonsche Streckensysteme im R>

— Sei Z; eine zufillige Strecke im R? mit einem Endpunkt im Nullpunkt, mit einer beliebigen
Richtungsverteilung und mit der mittleren Lange 6 = Evy(E1).

— Dann gilt
HB(T):lfexp(f)\wr2 (5%7”) Vr>0. (161)

2. Poissonsche Kugelsysteme
— Sei 21 = B(o, R1) eine Kugel mit zufilligem Radius Ry : Q — (0, 00), so dass E R} < oo.
— Dann gilt

4 2
Hgp(r) :1—exp<—)\7rr(4ER% + 4rER; + ;)) Vr>0. (162)

3. Poissonsche Kreisscheiben—Systeme im R3
— Sei Z; eine Kreisscheibe im R? mit zufilligem Radius Ry : © — (0, 0), so dass E R} < oo, und
mit einer beliebigen Richtungsverteilung.
— Dann gilt

4 2
Hgp(r) = 1—exp<—)\7rr<7r]ER% +arER; + g)) Vr>0. (163)

6.5.4 Minimum—Kontrast—Schéitzer

e SeiZ =2, (En + Sn) ein Boolesches Modell in R? mit konvexen und kompakten (jedoch nicht notwendig

isotropen) Kornern Z1,2,,...: Q — K, so dass
PE1#0)=1. (164)
e Mit Hilfe der Formel (153) fiir die sphérische Kontaktverteilungsfunktion Hp : [0,00) — [0, 1] des Booleschen

Modells Z kénnen wir so genannte Minimum—Kontrast-Schdtzer Ay, 01w, ..., 04w fiir die Intensitdt A und
die mittleren inneren Volumina §; = EVi(Z;),...,0q = EV4(E1) der Kérner gewinnnen.

e Hierfiir betrachten wir zunéchst fiir ein m > d und fiir geeignet gewihlte Werte 71, ..., 7, > 0 die in (65)
eingefiihrten Schitzer Hg w(r1), ..., Hgw (rm) fir Hew(r1),..., Hgw (rm),
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— wobei 1%
ﬁB,W(Ti):l_ _I)Bi’z[/(m VZ:ly ,m,
L —pw
~ va(W, N (E@rB)) .
_ : t Wy =WorB
pBw(r) valW5) mi Bor eor
— und W)
e |2 n=
= — 165
va(W) (165)
der in (54) eingefiihrte Schétzer des Volumenanteils p = P(o € ) des Booleschen Modells = ist.
e Andererseits ergibt sich aus (153) und (164), dass
d—1 ‘
Hg(r) = 1exp<)\ (Hdrd + an_j d; rdj)> Vr>0 (166)
j=1
bzw.
d—1 _
—log(1 — Hp(r)) :A(/{drd + Zﬁld_j J; rd_J) Vr>0. (167)
j=1
e Um einen Schiitzer § = (Xwﬁl,w, .. ,gd,l}w) fiir = (X, 61,...,04_1) € © = [0,00)% zu gewinnnen,
— betrachten wir die Kontrast-Funktion A : F x © — [0, 00) mit
m R d—1 ) 2
Aw (&, 0) = Z <log(1 — Hpw(ri,€)) — X (lid ri + Z’idfj d; ng>> ; (168)
i=1 j=1

wobei & € F eine Realisierung von Z bezeichnet, die in dem Fenster W C R? beobachtet wird.

— Dabei sagt man, dass durch den Ansatz

B(¢) = argmingo Aw (£;6) (169)

ein Minimum-Kontrast-Schitzer § = (2) fir 0 = (A, 01,...,04—1) gegeben ist.
o Mit Hilfe der Formeln

_ log(1 — p)
A

fiir den Volumenanteil p bzw. das mittlere (Einzel-) Kornvolumen §; = Evy(Z1), vgl. Theorem 6.16, ergibt

p=1-— exp(—)\ 5d) und dd

sich nun ein so genannter Plug—in—Schdtzer gd fiir §4. Dabei setzen wir

~  log(1—p
5, = el —pw) (170)
Aw

wobei py der in (165) gegebene ,natiirliche” Schétzer fiir p und Aw in (169) eingefiihrte Minimum-Kontrast—
Schétzer fir A ist.

Beispiel

e Wenn d = m = 2, dann gilt fiir die in (168) eingefiihrte Kontrast-Funktion A : F x [0,00)? — [0, 00),

dass
2

AW(ga)\a(Sl) = Z(log(l - ﬁB,W(TZHS)) - 2Ti)\61 - 7Tr1§2>\)27

i=1
e Wenn dabei r1,79 > 0 geeignet gewihlt werden, so dass r; # ro, dann ist es nicht schwierig, das in
(169) formulierte Minimierungsproblem zu 16sen.



