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Aufgabe 1 (3 Punkte)

Sei {Nt} ein Poisson-Prozess mit Intensität λ.
Zeige: Für beliebige t > 0 und n = 1, 2, . . . gilt

fS1,...,Sn(t1, . . . , tn|Nt = n) =
n!

tn
1I{0≤t1≤...≤tn≤t},

d.h. (S1, . . . , Sn) hat unter der Bedingung Nt = n die gleiche Verteilung wie der Vektor
der Ordnungsstatistiken von n unabhängigen auf [0, t] gleichverteilten Zufallsvariablen.

Aufgabe 2 (2 + 2 + 2 + 1 Punkte )(Wartezeitenparadoxon)

Für einen Erneuerungsprozess {Nt} heißt

(i) T (t) = SNt+1 − t der Exzess,

(ii) C(t) = t− SNt das aktuelle Alter und

(iii) D(t) = T (t) + C(t) = TNt+1 die (aktuell) laufende (Gesamt-) Pausenzeit zum
Zeitpunkt t.

Sei nun {Nt} ein Poisson-Prozess mit Intensität λ.

(a) Berechne die Verteilung des Exzess T (t).

(b) Zeige, dass die Verteilung des aktuellen Alters durch die Dichte fC(t)(s) = λe−λs1I{s≤t}

gegeben ist.

(c) Zeige, dass P (D(t) ≤ x) = (1− (1 + λmin{t, x})e−λx)1I{x≥0}.

(d) Um ET (t) zu bestimmen, könnte man bei flüchtigem Betrachten wie folgt argu-
mentieren: Im Mittel liegt t in der Mitte der umgebenden Pausenzeit (SNt , SNt+1).
Das bedeutet ET (t) = 1

2E(SNt+1 − SNt) = 1
2ETNt+1 = 1

2λ . In Anbetracht des



Ergebnisses aus Teil (a) kann dieses Argument nicht stimmen. Wo liegt der Fehler
in der Argumentation?

Aufgabe 3 (3 Punkte)

Seien {N
(1)
t } und {N

(2)
t } unabhängige Poisson-Prozesse mit den Intensitäten λ1 bzw.

λ2. Die Unabhängigkeit soll in diesem Fall bedeuten, dass die Folgen T
(1)
1 , T

(1)
2 . . . und

T
(2)
1 , T

(2)
2 . . . unabhängig sind. Zeige, dass {Nt} = {N

(1)
t + N

(2)
t } ein Poisson-Prozess

mit Intensität λ1 + λ2 ist.

Aufgabe 4 (7 Punkte )

Sei f : ([0,∞),B ([0,∞))) → ([0,∞),B ([0,∞))) eine messbare, beschränkte Funktion
und sei λ > 0, so dass λ ≥ f(x) ∀x ≥ 0. Weiterhin sei Sn =

∑n
i=1 Ti, n ≥ 1, mit

Ti iid ∼ Exp(λ). Außerdem sei Un, n ≥ 1, iid ∼ U [0, 1], so dass {Un} und {Sn}
unabhängig sind.
Zeige, dass der Prozess {Nt, t ≥ 0} mit

Nt =
∞∑

n=1

1I{Sn≤t}1I{Un≤
f(Sn)

λ
}

• unabhängige Zuwächse besitzt und

• die Zuwächse Nt2−Nt1 , 0 ≤ t1 < t2, Poisson-verteilt sind mit Parameter g(t1, t2) =∫ t2
t1

f(x)dx.


