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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Gegeben seien die Anfangsverteilung o = (o, ..., a¢) und die Ubergangsmatrix P =
(pij)ijer mit E = {1,...,¢}. Die Folge Zy, Z1, ... sei eine Folge von unabhéngigen und
identisch auf [0, 1] gleichverteilten Zufallsvariablen. Definiere die E-wertige Zufallsva-

riable X durch:
k—1 k
Xo=k & Zy€ (ZaZa] L k=1,....¢,
=1 i=1

und die Zufallsvariablen X7, Xo, ... rekursiv tiber  X,, = ¢(X,,—1, Z,,), wobei die Funk-
tion ¢ : E x [0,1] — E gegeben ist durch

L k-1 k
go(i,z):Zk-]I Zpij<z§2pij
k=1 j=1 Jj=1

Zeige, dass die Folge {X,,} eine zeitdiskrete, homogene Markov-Kette mit Anfangsver-
teilung a und Ubergangsmatrix P ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei {X; : t > 0} ein stochastischer Prozess auf dem abzdhlbar unendlichen Zustands-
raum F = 7Z mit stationdren und unabhéngigen Zuwéchsen, die von Xy unabhéngig
sind. Es gelte ferner limy, o P(X}, — Xo = k) = 0ok Zeige, dass {X; : t > 0} ein Markov-
Prozess ist.

Beachte: Die Chapman-Kolmogorov-Gleichungen lauten in diesem Fall
pij(h1 +ha) = 3207 pik(ha)pkj(he) Vi, j € Z, k1, he > 0.



Aufgabe 3 (4 + 4 Punkte)
Seien A\, > 0 und {X; : ¢ > 0} ein Markov-Prozess auf dem Zustandsraum E = {1,2}

mit Intensitatsmatrix
_f e p
a=( %)

(a) Berechne p;j(h) fiir i,j € {1,2} als Losungen der Kolmogorovschen Vorwértsglei-
chungen.

(b) Berechne Q" fiir n € IN und mit diesem Ergebnis die Matrixexponentialfunktion

n
>0 Q™

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Sei E ein endlicher Zustandsraum. Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind.

(a) Die Ubergangsfunktion {P(h), h > 0} ist irreduzibel.

(b) Fiir beliebige 4,j € E mit i # j gibt es eine Folge von Zusténden i1, ...,i,—1 € E
mit i # 47, S0 dass i, Giyio - - - Gin_yj > 0.



