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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Gegeben seien die Anfangsverteilung α = (α1, ..., αℓ) und die Übergangsmatrix P =
(pij)i,j∈E mit E = {1, ..., ℓ}. Die Folge Z0, Z1, ... sei eine Folge von unabhängigen und
identisch auf [0, 1] gleichverteilten Zufallsvariablen. Definiere die E-wertige Zufallsva-
riable X0 durch:
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, k = 1, . . . , ℓ,

und die Zufallsvariablen X1, X2, ... rekursiv über Xn = ϕ(Xn−1, Zn) , wobei die Funk-
tion ϕ : E × [0, 1] → E gegeben ist durch
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Zeige, dass die Folge {Xn} eine zeitdiskrete, homogene Markov-Kette mit Anfangsver-
teilung α und Übergangsmatrix P ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei {Xt : t ≥ 0} ein stochastischer Prozess auf dem abzählbar unendlichen Zustands-
raum E = Z mit stationären und unabhängigen Zuwächsen, die von X0 unabhängig
sind. Es gelte ferner limh↓0 P (Xh−X0 = k) = δ0k. Zeige, dass {Xt : t ≥ 0} ein Markov-
Prozess ist.
Beachte: Die Chapman-Kolmogorov-Gleichungen lauten in diesem Fall

pij(h1 + h2) =
∑

∞

k=−∞
pik(h1)pkj(h2) ∀i, j ∈ Z, h1, h2 ≥ 0.



Aufgabe 3 (4 + 4 Punkte)
Seien λ, µ > 0 und {Xt : t ≥ 0} ein Markov-Prozess auf dem Zustandsraum E = {1, 2}
mit Intensitätsmatrix

Q =

(

−µ µ

λ −λ

)

.

(a) Berechne pij(h) für i, j ∈ {1, 2} als Lösungen der Kolmogorovschen Vorwärtsglei-
chungen.

(b) Berechne Qn für n ∈ IN und mit diesem Ergebnis die Matrixexponentialfunktion
∑∞

n=0

tn

n!
Qn.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Sei E ein endlicher Zustandsraum. Zeige, dass folgende Aussagen äquivalent sind.

(a) Die Übergangsfunktion {P(h), h ≥ 0} ist irreduzibel.

(b) Für beliebige i, j ∈ E mit i 6= j gibt es eine Folge von Zuständen i1, . . . , in−1 ∈ E

mit ik 6= il, so dass qii1qi1i2 . . . qin−1j > 0.


