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1 Das lineare Regressionsmodell

¢ Im linearen Regressionsmodell besteht zwischen einer endogenen Variable y (Regressand,
erklarte bzw. abhdngige Variable) und exogenen Variablen z; (Regressor, erklarende bzw.
unabhéangige Variable) ein ’funktionaler Zusammenhang ‘:

Yy = PB1+ Bo -z + & (bei einem Regressor)
Yo =01+ P2 xas+ B3 x5+ ...+ B wxy + & (bei k — 1 Regressoren)

e Abkilrzungen:

f1 : Absolutglied

(2 : Koeffizient der exogenen Variable
t :Zeitindex mitt=1,2,..., T
¢ : Stérterm (Residuum, Fehler)

o Im Normalfall existiert ein |Stérterm <, da der funktionale Zusammenhang zwischen y und =
nicht zu einer 100%igen Erklarung fuhrt.

e Bei der | Modellierung | unterscheidet man:

— Okonomisches Modell:
Y = P+ Bo -y
— empirisches Modell:
Y = B1+ Bo -1 + &y
— Okonometrisches Modell:
Yyp=01+ 02z + &
bzw. g, = 81 + B2 - m,

e | Ziel: | Mdglichst kleine Stdérterme.
e Es gibt viele Méglichkeiten, um die Stérterme zu minimieren:

— Minimierung der Summe der Betrage der Stérterme (37, |4,])

.....

o Die Methode der Kleinsten Quadrate minimiert die | Summe der Residuenquadrate | (X7, £7)

e Die Quadrierung verhindert, dass sich Residuen mit unterschiedlichen Vorzeichen aufhe-
ben.



2 Die Methode der Kleinsten Quadrate

Im linearen Regressionsmodell mit einem Regressor ergibt sich flir die Summe der Residu-
enquadrate:

T 9 T ~ ~ 9
L= b= Fow)

Die Minimierung der Summe der Residuenquadrate kann somit Gber die Minimierung des
Ausdrucks auf der rechten Seite der vorherigen Gleichung erfolgen.

Die Koeffizienten ; und 3, werden Uber die partiellen Ableitungen berechnet.

Vorgehensweise
: Partielle Ableitung nach j3; Null setzen (& = ()

: Partielle Ableitung nach 3, Null setzen ( 62?2 = ()

| Schritt 3]: Berechnung der Koeffizienten 3, und 3, anhand der vorliegenden Daten

Schritt 1

ZE =52 (g — = Baem) - (-1) =0
=2 (1) S(y— B — fo-24) =0
=Sy — B —Po-my) =0

=Sy —Sh—5f-z =0
>yy— G- T—5fy-2=0

=y —B—B-T=0

= Pi=y— s

E%\



aazgjg222'(%—51—32-%)-(—%)i()
=2 (=1) Sy — b= Bo-x) 1 =0

= Sy — P — Pa-xy) - w =0

=Sy a — P a — X B ay =0

Berechnung von 3, und 3, anhand der vorliegenden Werte von z, und .



o Die |Schatzwerte der abhangigen Variable | j, kénnen anhand der Koeffizienten 3; und 3, fiir
jeden Zeitpunkt ¢ berechnet werden.

e Die Schatzwerte g, und die Originalwerte y; stimmen in der Regel nicht tberein. Die Resi-
duen &, entsprechen der Differenz von Schéatz- und Originalwerten.

e Die|Summe der Residuen |istimmer Null. Dies folgt aus der Null gesetzten partiellen Ableitung
nach 3

% = (=22 (ye — B — o - 1y) = (=2) D& = 0.

e Wenn 3, 3, anders gewahlt werden, ist die Summe der Residuenquadrate gréBer.

o | Interpretation | des berechneten Koeffizienten f3,:

— | Additives Modell| (y; = 1 + s - z,):
Wenn die Variable z eine Einheit héher liegt, liegt die endogene Variable y um (3, Ein-
heiten hoher.

- ’ Multiplikatives Modell ‘ (log(ys) = By + Ba - log(xy)):
Wenn die Variable x ein Prozent héher liegt, liegt die endogene Variable y um g, Pro-
zent héher.

— | Semi-log Modell| (log(y:) = (1 + Ba - z4):
enn die Variable x eine Einheit hoher liegt, liegt die endogene Variable y um 3, Pro-

zent hoher.

¢ Im Normalfall haben mehrere Faktoren Einfluss auf die endogene Variable.
= Yy = B+ Boxoy + B3z ... + Bpliy + &

e In Matrixschreibweise ergibt sich:
Y=XpG+¢

e Abkirzungen:

Y : Vektor der Beobachtungen der endogenen Variable
X : Matrix der Beobachtungen der erklarenden Variablen
B : Vektor der zu schatzenden Koeffizienten

e : Vektor der Stérterme

e Wie im Modell mit einem Regressor soll auch im multiplen Modell die Summe der Residu-
enquadrate minimiert werden.

e Der Koeffizientenvektor 3, der die Summe der Residuenquadrate minimiert, kann wieder
Uber die partiellen Ableitungen berechnet werden.



e Unter Verwendung der Ableitungsregeln von Matrizen und Vektoren ergeben sich folgende
Normalgleichungen:

%ﬁ — 2XTY +2XTX3 =0

e Somit ergibt sich fiir 5 der KQ-Schatzer

B=(XTX)'XTY

e Ob eine Interpretation der Koeffizienten 6konomisch sinnvoll ist, hdngt vom | Modell |,
’statistischen Giitekriterien ‘ und ’ijkonometrischen Testverfahren ‘ ab!




3 Giiteeigenschaften des KQ-Schatzers

e Der KQ-Schatzer ist der ’ beste lineare erwartungstreue Schatzer |, falls gilt:

— Die Matrix der Regressoren (X) ist exogen vorgegeben, enthélt alle relevanten Varia-
blen und besitzt vollen Spaltenrang (k).

— Das Residuum einer Periode ist unkorreliert mit den Regressoren und den Residuen
anderer Perioden, d.h. es existiert keine Systematik in den Fehlern.

— Die Residuen sind normalverteilt mit dem Erwartungswert E(c) = 0 und der Varianz-
Kovarianzmatrix E(¢?) = o* - I, wobei I die Einheitsmatrix der GréBe T x T ist.

3.1 Was bedeutet ,,bester linearer erwartungstreuer Schatzer?

° ’ Erwartungstreue ‘:

— Ist ein Schéatzer erwartungstreu, so entspricht der Erwartungswert des Schatzers dem
wahren Parameterwert (E(3) = [5).

— Liegen mehrere Schatzungen vor ergibt sich im Durchschnitt der wahre Parameterwert.
— Ist es nicht mdglich einen erwartungstreuen Schéatzer zu erhalten, sollte er zumindest

die Eigenschaft der aufweisen.

— Ein Schatzer § ist konsistent, falls der Schatzer mit zunehmendem Stichprobenumfang
in Wahrscheinlichkeit gegen den wahren Parameterwert 3 geht
= limr_o P(|6— 3] <€) = 1.

o [Linearitat}

— Linearitat bedeutet, dass sich ein Schéatzer @ aI§ Linearkombination der Beobachtun-
gen der endogenen Variable y, schreiben lasst (3; = ciy1 + ... + cryr).

o [Effizienz |

— Im Allgemeinen existieren mehrere lineare erwartungstreue Schatzer.

— Der Schatzer mit der kleinsten Varianz in dieser Menge von Schatzern wird
Leffizient” genannt.



4 BestimmtheitsmalBl

¢ Im einfachen linearen Regressionsmodell kann die Variation der zu erklarenden Variable
(TSS) in zwei Komponenten zerlegt werden

T T T
Y (=9 = (6i+ o a =)+ D _EL
t=1 t=1 t=1
N——
TSS ESS RSS

e Das Bestimmtheitsmaf R? gibt den Anteil der erklarten Varianz (ESS) an, d.h. wieviel Pro-
zent der Varianz durch das Modell erklart werden

R? — ESS _ | _ RSS
= 7SS TSS*

e Das R? bewegt sich im Wertebereich [0; 1]. Je groBer der ermittelte Wert, desto gréBer ist
die Erklarungskraft des Modells.

o Normalerweise ist das R? bei Zeitreihendaten héher als bei Querschnittsdaten.

e Nimmt man weitere exogene Variablen in das Modell auf, erhéht sich das R? der Schét-
zung. Da ein Modell mit zu vielen erklarenden Variablen nicht wiinschenswert ist, wird das
korrigierte BestimmtheitsmaB | R? um die Anzahl der Freiheitsgrade bereinigt

R =1 (£55)(=)-

e Wegen der bestrafenden Berlicksichtigung der Anzahl der Regressoren kann das korrigierte
Bestimmtheitsmal auch negative Werte annehmen.



5 Standardfehler

e Ein wichtiges statistisches Gutekriterium ist der Standardfehler, der als Wurzel aus der Va-
rianz wichtige Hinweise Uber die Streuung der Daten liefert.

e Je geringer der Standardfehler, desto héher die Zuverlassigkeit der Schatzergebnisse und
deren Interpretation.

e Zu unterscheiden sind der Standardfehler der Originalwerte der endogenen Variable, der
Standardfehler der Schatzung sowie der Standardfehler der Koeffizienten.

e Berechnung des | Standardfehlers o der Originalwerte‘:

o* =57 X (v —9)°

e Berechnung des |Standardfehlers 6 der Sché’tzung‘:

~2 1 ~2
0" = 73" 26

e Der Standardfehler der Schatzung ist in der Regel kleiner als der Standardfehler der Origi-
nalwerte.

e Berechnung des | Standardfehlers des Absolutglieds [31 :

—
~

Var(By) = 62 - a?

T-(22—52)

e Berechnung des |Standardfehlers des Koeffizienten By I

—
~

Var(f;) = 6% ——2

T-(z2—z2)




6 Testverfahren

6.1 Der t-Test

e Mit dem ¢-Test kann Uberprift werden, ob ein geschéatzter Koeffizient einem theoretisch
angenommenen Wert entspricht. Hierzu wird der sogenannte genutzt.

e Es kann gezeigt werden, dass die GréBe

t-Wert — —2i=fi_
Var(B;)

einer t-Verteilung mit 7' — k Freiheitsgraden folgt.

e Die t-Verteilung gleicht sich mit steigender Anzahl an Freiheitsgraden immer mehr der
N (0, 1)-Verteilung an, weshalb die ¢-Werte ab mindestens 30 Beobachtungen mit dem kriti-
schen Wert der A/ (0, 1)-Verteilung verglichen werden kénnen.

e Durchflhrung eines ¢-Tests:

— Einsetzen eines 6konomisch interessierenden Wertes §; fir 3; in t-Wert.

— Die Nullhypothese (H,) lautet also ; = f3;. In den meisten Fallen soll getestet werden,
ob ein Regressor Uberhaupt einen signifikanten Beitrag zur Erklarung der endogenen
Variable liefert ( Signifikanztest ).

— Formulierung einer Alternativhypothese. Es werden folgende drei Félle unterschieden:
* B # 5:1
* B > [
* B < Bz

— Wahlen eines Signifikanzniveaus «. Ein Signifikanzniveau von « bedeutet, dass die
Wah_rscheinlichkeit, die Nullhypothese zu verwerfen, obwohl sie richtig ist, kleiner als «
ist. Ubliche Werte fiir o sind 10%, 5% und 1%.

— Ob die Nullhypothese verworfen wird, wird anhand kritischer Werte bestimmt. Diese
sind bei gewahltem « durch

« P([t-Wert] > t.) = a,
x P(t-Wert > t.) = a bzw.
« P(t-Wert < t.) = a gegeben.
— Bei gegebenem Signifikanzniveau a und ermittelten kritischen Werten ¢, wird H, genau
dann abgelehnt, wenn

« |t-Wert| > ¢,

x t-Wert > t, bzw.
x t-Wert < t..
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Wird ein beidseitiger Signifikanztest zum 5% Signifikanzniveau durchgefihrt, so ist der kriti-
sche Wert ¢t. = 1, 96.

= | Faustregel |: Vergleiche, ob der t-Wert betragsmaBig groBer als 2 ist, d.h. t-Wert > |2].

In EViews wird \/Var(3:) in der Spalte ,Std. Error* und der +-Wert fir 3 — 0 in der Spalte
L-Statistic® angegeben.

In der letzten Spalte ,Prob.” wird angegeben zu welchem Signifikanzniveau H, verworfen
werden kann. Ist der Wert beispielsweise < 5%, so kann H, zu einem Signifikanzniveau von
5% verworfen werden.

Die kritischen Werte ¢, kénnen auch dazu genutzt werden ein |Konfidenzintervall | fiir 5; zu
berechnen.

Allgemein stellt das Intervall

B —to - \[Var(B:), i + to -\ Var(8)]

zu einem gewahlten Signifikanzniveau von « und dem entsprechenden kritischen Wert ¢.
das (1 — «)-Konfidenzintervall dar, in dem der wahre Parameterwert von (; mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 1 — « enthalten ist.

Demnach ist das 95%-Konfidenzintervall fir 3; anndherungsweise durch

16— 2 \[Var(), B + 2\ Var(3)

gegeben.

11



6.2 Der F-Test

e Im Gegensatz zum t-Test, der den Einfluss jeder einzelnen erklarenden Variable tGberprift,
kann mit dem F-Test der gemeinsame Einfluss aller erklarender Variablen mit Ausnahme
des Absolutgliedes getestet werden.

e Es kann gezeigt werden, dass die

_ R® T—k
Fevrr = i

einer F-Verteilung mit (k — 1,7 — k) Freiheitsgraden folgt.

e Durchflihrung eines F-Tests:

— Die Nullhypothese des F-Tests lautet 5, = ... = 5, = 0.
— Es wird wie beim ¢-Test ein Signifikanzniveau o gewahlt und die kritischen Werte ermit-
telt.

— Der Wert der F-Statistik wird mit den kritischen Werten der F-Verteilung mit (k—1, 7—k)
Freiheitsgraden verglichen.

— In EViews wird sowohl der Wert der F-Statistik (,F-Statistic*) als auch das Signifikanz-
niveau, ab dem die Nullhypothese verworfen werden kann (,,Prob(F-Statistic)“) angege-
ben. Ist der Eintrag bei ,Prob(F-Statistic)” beispielsweise 4,5%, so kann die Nullhypo-
these zu einem Signifikanzniveau von 5% verworfen werden.
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