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5.1 |Das lineare Regressionsmodell

Im linearen Regressionsmodell besteht zwischen einer endogenen Variable y (Regressand, erklarte
bzw. abhéngige Variable) und exogenen Variablen x; (Regressor, erklarende bzw. unabhingige Va-
riable) ein funktionaler Zusammenhang:

’einfaches lineares Regressionsmodell: ‘ Yy = PBo+ bizie + &

’ multiples lineares Regressionsmodell: ‘ Y = Bo+ Biz1e + Poxoy + ...+ Brxi + €

dabei sind

Bo : Absolutglied (Konstante, Intercept)
0; : Koeffizienten der exogenen Variablen
t : Zeitindexmitt=1,2, ..., T

e : Storterm (Residuum, Fehler).

Wir nehmen an, dass es einen gibt, so dass der funktionale Zusammenhang zwischen
y und x nicht zu einer 100%igen Erklarung fiihrt.

Bei der Modellierung unterscheidet man:

’tikonomisches Modell: ‘ Yy = Bo + (1o

‘empirisches Modell: ‘ Yy = Bo + 1z + &4

’ijkonometrisches Modell: ‘ Y = BO + Blzt + &
bzw. g, = BO + let

Méglichst kleine Storterme.
Es gibt viele Moglichkeiten, um die Storterme zu minimieren:

e Minimierung der Summe der Betrige der Stérterme (3., |4/])

.....

Die Methode der Kleinsten Quadrate minimiert die ‘Summe der Residuenquadrate‘ (Zthl £?)

Die Quadrierung verhindert, dass sich Residuen mit unterschiedlichen Vorzeichen aufheben.



5.2 |Die Methode der Kleinsten Quadrate (KQ)

5.2.1 |Einfaches lineares Regressionsmodell

Im linearen Regressionsmodell mit einem Regressor ergibt sich fiir die Summe der Residuenquadrate:

T T

Zé? = Z(Z/t - Bo - let)Q

t=1 t=1

Die Minimierung der Summe der Residuenquadrate kann somit iiber die Minimierung des Ausdrucks
auf der rechten Seite der vorherigen Gleichung erfolgen.

Die Koeffizienten Bo und Bl werden (iber die partiellen Ableitungen berechnet.

A~ T 4
Schritt 1| Partielle Ableitung nach 3, Null setzen (%5153 = 0)
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Schritt 2| Partielle Ableitung nach 3, Null setzen (32—=1€? =0)
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Schritt 3| Berechnung der Koeffizienten 3y und B3y anhand der vorliegenden Daten.



Die‘Schétzwerte der abhingigen Variable | §; kénnen anhand der Koeffizienten (3, und e fiir jeden

Zeitpunkt ¢ berechnet werden.

Die Schatzwerte g, und die Originalwerte 1, stimmen in der Regel nicht iiberein. Die Residuen &,
entsprechen der Differenz von Schatz- und Originalwerten.

Die ’Summe der Residuen‘ ist immer Null. Dies folgt aus der Null gesetzten partiellen Ableitung

nach (:

Interpretation

aZT 52 T ~ R T
—=EL = 9N (g — o — Prw) = -2 & =0
860 t=1 t=1

des berechneten Koeffizienten Bl

’Additives Modell: \ Ye = Po + Pray:

Eine Veranderung von x um eine Einheit fiihrt zu einer Veranderung von y um Bl Einheiten.

Multiplikatives Modell: | log(y:) = Bo + Silog(:):

Eine Veranderung von x um ein Prozent fiihrt zu einer Veranderung von y um (3; Prozent.

| Semi-log Modell: | log(y,) = S + Bi;:

Eine Verdnderung von x um eine Einheit fiihrt zu einer Veranderung von y um Bl -100 Prozent.



5.2.2 |Multiples lineares Regressionsmodell

Nehmen wir nun an, dass mehrere Faktoren Einfluss auf die endogene Variable nehmen.
Ye = Bo + Bix1s + Paoy ... + BrTis + &

In Matrixschreibweise ergibt sich:

y=XpB+e¢
Y1 1z ... apg Bo €1
Y2 1w ... Tipo B €2
y=| . | X=|. S B=|.|e=
yr 1z ... oo Br ET

Wie im Modell mit einem Regressor soll auch im multiplen Modell die Summe der Residuenquadrate
minimiert werden.

Der Koeffizientenvektor B der die Summe der Residuenquadrate minimiert, kann wieder iiber die

partiellen Ableitungen berechnet werden.

Unter Verwendung der Ableitungsregeln von Matrizen ergibt sich fiir den KQ-Schitzer!:

0y, &
0B
=B8=(X"X)'X"Ty

= 2Xy+2X'XB=0

Ob eine Interpretation der Koeffizienten 6konomisch sinnvoll ist, hangt vom | Modell |,
’statistischen Gijtekriterien‘ und ’ijkonometrischen Testverfahren | ab!

!Details z.B. in von Auer (2007), S. 182 f.



5.3

Giiteeigenschaften des KQ-Schatzers

Der KQ-Schatzer ist der ’ beste lineare erwartungstreue Schatzer ‘ falls gilt:

Die Elemente der Matrix X € R7***+! sind exogen vorgeben, es sind alle relevanten Variablen
enthalten, kein Element von X ist eine Linearkombination eines anderen Elements von X, d.h.
rang(X) =k + 1.

Die Storterme sind zuféllig verteilt mit Erwartungswert E(e) = 0 und Varianz-Kovarianzmatrix
E(ee") = o*I7, wobei It eine T' x T Einheitsmatrix ist. Daraus folgt, dass das Residuum
einer Periode unkorreliert mit den Regressoren und den Residuen anderer Perioden ist, d.h. es
existiert keine Systematik in den Fehlern.

Was bedeutet “bester linearer erwartungstreuer Schatzer”?

’ Erwartungstreue: ‘

Ist ein Schatzer erwartungstreu, so entspricht der Erwartungswert des Schatzers dem wahren
Parameterwert (E(3) = ).

Ist es nicht moglich einen erwartungstreuen Schatzer zu erhalten, sollte er zumindest die Ei-

genschaft der aufweisen.

Ein Schitzer 3 ist konsistent, falls der Schitzer mit zunehmendem Stichprobenumfang in
Wahrscheinlichkeit gegen den wahren Parameterwert (3 konvergiert:

Tim P(3— Bl <o) = 1.

Linearitat bedeutet, dass sich ein Schatzer BZ als Linearkombination der Beobachtungen der
endogenen Variable y; schreiben lasst:

A

ﬁi =1 + ... —|—CTyT.

Im Allgemeinen existieren mehrere lineare erwartungstreue Schatzer.

Der Schatzer mit der kleinsten Varianz in dieser Menge von Schatzern wird
“effizient” genannt.



5.4

Bestimmtheitsmal

Im einfachen linearen Regressionsmodell kann die Variation der zu erklarenden Variable (7°SS) in
zwei Komponenten zerlegt werden:

T T T
=9 => (Bo+ba -9+ &
t= t=1

1 t=1

N J/

1SS ESS RSS

Das | BestimmtheitsmaB R* ‘ gibt den Anteil der erkldrten Varianz (£SS) an, d.h. wieviel Prozent
der Varianz durch das Modell erklart werden:

2_ESS_1_RSS
- TSS TSS

Das R? bewegt sich im Wertebereich [0;1]. Je groBer der ermittelte Wert, desto groBer ist die
Erklarungskraft des Modells.

Nimmt man weitere exogene Variablen in das Modell auf, erhoht sich das R? der Schitzung, mogli-
cherweise ohne den inhaltlichen Erklarungsgehalt zu steigern.

Deshalb wird das |korrigierte BestimmtheitsmaB R2 | um die Anzahl der Freiheitsgrade bereinigt:

RSS T -1

2 — 1 — .
=1 7SS T—-k—-1

Wegen der bestrafenden Beriicksichtigung der Anzahl der Regressoren (k) kann das korrigierte
BestimmtheitsmaB auch negative Werte annehmen.



5.5

Standardfehler

Ein wichtiges statistisches Giitekriterium ist der Standardfehler, der wichtige Hinweise iiber die
Streuung der Daten liefert.

Je geringer der Standardfehler, desto hoher die Zuverlassigkeit der Schatzergebnisse und deren
Interpretation.

Zu unterscheiden sind der Standardfehler der Originalwerte der endogenen Variable, der Standard-
fehler der Schatzung sowie der Standardfehler der Koeffizienten.

Berechnung des | Standardfehlers o der Originalwerte: ‘

o= %'Z(yt—g)Q

T
t=1

Berechnung des | Standardfehlers 6 der Schétzung:‘

1 T
S - ~2
4 T—k—1 ;5t

Der Standardfehler der Schatzung ist in der Regel kleiner als der Standardfehler der Originalwerte.

Berechnung des | Standardfehlers des Absolutglieds Bo:

5N A ZtT:1 I?
86(/60) =0 \/T . 2321($t — f)Z

Berechnung des | Standardfehlers des Koeffizienten Blz




5.6

Testverfahren

Mit dem t-Test kann iiberpriift werden, ob ein geschatzter Koeffizient einem theoretisch angenom-
menen Wert entspricht. Hierzu wird der sogenannte genutzt.

Es kann gezeigt werden, dass die GroBe

A

t-Wert = Fi _Aﬁi

se(;)

einer t-Verteilung mit T'— k — 1 Freiheitsgraden folgt.

Die t-Verteilung gleicht sich mit steigender Anzahl an Freiheitsgraden immer mehr der N (0, 1)-
Verteilung an, weshalb die t-Werte ab mindestens 30 Beobachtungen mit dem kritischen Wert der
N (0, 1)-Verteilung verglichen werden konnen.

Durchfiihrung eines t-Tests:

e Einsetzen eines dkonomisch interessierenden Wertes 3; fiir 3; in t-Wert.

e Die Nullhypothese (H,) lautet also 3; = ;. In den meisten Fallen soll getestet werden, ob ein
Regressor iiberhaupt einen signifikanten Beitrag zur Erklarung der endogenen Variable liefert
(’ Signifikanztest ‘)

Hy:38;=0
e Formulierung einer Alternativhypothese. Es kénnen drei Falle unterschieden werden:
Hai : Bi # B;
Haz: B > B;
Has : B < B;
e Wihlen eines Signifikanzniveaus «. Ein Signifikanzniveau von « bedeutet, dass die Wahrschein-

lichkeit, die Nullhypothese zu verwerfen, obwohl sie richtig ist, kleiner als « ist. Ubliche Werte
fir a sind 10%, 5% und 1%.

e Ob die Nullhypothese verworfen wird, wird anhand kritischer Werte bestimmt. Diese sind bei
gewahltem « gegeben durch:

P(|t-Wert| > t.) = «,

P(t-Wert < t.) = a.

e Bei gegebenem Signifikanzniveau o und ermittelten kritischen Werten ¢. wird H, genau dann
abgelehnt, wenn

|t-Wert| > .,

t-Wert > t., bzw.
t-Wert < t..
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Wird ein beidseitiger Signifikanztest zum 5% Signifikanzniveau durchgefiihrt, so ist der kritische
Wert t. = 1, 96.

= Vergleiche, ob der t-Wert betragsmaBig groBer als 2 ist, d.h. |¢-Wert| > 2.

In EViews wird se(@) in der Spalte “Std. Error”
und der t-Wert fiir 5; = 0 in der Spalte “t-Statistic” angegeben.

In der letzten Spalte “Prob” wird angegeben zu welchem Signifikanzniveau H, verworfen werden
kann. Ist der Wert beispielsweise < 5%, so kann Hy zu einem Signifikanzniveau von 5% verworfen
werden.

| Konfidenzintervalle]|

Die kritischen Werte t. kénnen auch dazu genutzt werden, um ein ’Konfidenzintervall\ fir 3; zu
berechnen.

Allgemein stellt das Intervall

[Bz —te- 56(@), Bi+te- 56(@)]

zu einem gewahlten Signifikanzniveau von « und dem entsprechenden kritischen Wert ¢, das (1 —«)-
Konfidenzintervall dar, in dem der wahre Parameterwert von 3; mit einer Wahrscheinlichkeit von
1 — « enthalten ist.

Demnach ist das 95%-Konfidenzintervall fiir (3; anndherungsweise durch

A

1B — 2 se(B3), B; + 2 - se(B;)]

gegeben.
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|Der F-Test|

o Im Gegensatz zum t-Test, der den Einfluss jeder einzelnen erklarenden Variable iiberpriift, kann mit
dem F'-Test der gemeinsame Einfluss aller erklarender Variablen mit Ausnahme des Absolutgliedes
getestet werden.

e Es kann gezeigt werden, dass die

R? T—k—-1
Frr 1= .
BT—k=1 = T 2 2

einer F-Verteilung mit (k, T — k — 1) Freiheitsgraden folgt.

e Durchfiihrung eines F-Tests:

Die Nullhypothese des F'-Tests lautet Hy: 5y = ... = 3 =0,
kann aber auch als Hy : R? = 0 interpretiert werden.

Es wird wie beim t-Test ein Signifikanzniveau @ gewahlt und die kritischen Werte ermittelt.

Der Wert der F'-Statistik wird mit den kritischen Werten der F-Verteilung mit (k,7 — k — 1)
Freiheitsgraden verglichen.

In EViews wird sowohl der Wert der F-Statistik (,F-Statistic") als auch das Signifikanzni-
veau, ab dem die Nullhypothese verworfen werden kann (,,Prob(F-Statistic) ") angegeben.
Ist der Eintrag bei ,Prob(F-Statistic)" beispielsweise 4, 5%, so kann die Nullhypothese zu
einem Signifikanzniveau von 5% verworfen werden.
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