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1. (a) Im folgenden seien εt, t ∈ Z unabhängige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Erwartungswert 0 und Varianz σ2. Untersuche die folgenden Zeitreihen auf Stationarität
und gib im Falle der Stationarität die Autokovarianzfunktion an.

i. Xt = ε1 cos(ct) + ε2 sin(ct), t ∈ Z
ii. Xt = εt cos(ct) + εt−1 sin(ct), t ∈ Z
iii. Xt = εt −Xt−1 mit X0 = 0, t ∈ Z.

(b) Gegeben sei die folgende Zeitreihe.

Xt = ξ +

p∑
i=1

αiXt−i + εt −
q∑
j=1

βjεt−j ,

wobei εt unabhängige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Mittelwert 0 und Va-
rianz σ2 seien. Nimm an, dass

∑p
i=1 αi 6= 1 ist, gehe davon aus, dass die Zeitreihe Xt

stationär ist und berechne unter dieser Voraussetzung den Mittelwert E(Xt).

(5 Punkte)

2. Gegeben sei das mixed-effect model aus der Vorlesung, d.h.

Xijν = µ+ αi + bj + cij + εijν , 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l, 1 ≤ ν ≤ m, n = k · l ·m

wobei ~ε ∼ N(~0, σ2εIn), ~b ∼ N(~0, σ2b Il) und ~c ∼ N(0,Σc) unabhängig sein sollen. Für die
Kovarianzmatrix von c soll gelten: Var(cij) = k−1

k σ2c , Cov(ci1j1 , ci2j2) = 0, falls j1 6= j2 und
Cov(ci1j1 , ci2j2) = − 1

kσ
2
c , falls i1 6= i2 und j1 = j2.

Zeige, dass dann gilt: Cov(Xi1.., Xi2..) = 1
l (σ

2
b −

1
kσ

2
c ), falls i1 6= i2.

(5 Punkte)

3. Der Datensatz bryk.dat enthält die Ergebnisse eines Mathetest unter 7185 Schülern durch-
geführt an amerikanischen Highschools im Jahre 1982. Neben der Nummer der Schule, und
den Ergbnissen (mathach) enthält der Datensatz auch einen sogenannten Sozioökonmischen
Faktor (ses, 0-zentriert), sowie die Variable (sector), die angibt, ob es sich um eine Schule
handelt, die vom Staat getragen wird, oder ob die katholische Kirche die Trägerschaft der
Schule inne hat. Laden den Datensatz bryk.dat von der Veranstaltungshomepage.

• Passe für jeden Sektor je ein lineares Modell an den Datensatz an. Hierbei soll der Faktor
ses als zufällige und der Faktor school als deterministische Einflussgröße ins Modell
einfließen.

• Erzeuge und veranschauliche mittels zweier plots (einen für jeden Sektor) die Konfiden-
zintervalle der geschätzten y-Achsenabschnitte und Steigungen für alle Schulen. Inter-
pretiere und kommentiere die resultierenden Graphiken.

• Erzeuge für die geschätzten y-Achsenabschnitte und Steigung für jeden Sektor jeweils
einen Boxplot und vergleiche die Ergebnisse zwischen den Sektoren.

Hinweis: Das Paket nlme mit seinen Befehlen: lmList und intervals kann verwendet werden.

(5 Punkte)
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