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Einleitung

Die Mathematik gilt als die exakteste aller Wissenschaften. Heute liegt jeder mathematischen Theorie
ein System von (meist wenigen) Axiomen zugrunde. Dabei handelt es sich um nicht beweisbare Aussa-
gen, aus denen dann die {ibrigen Aussagen - die Lehrsétze - durch eine Kette von logischen Schliissen
- den Beweisen - gefolgert werden.

Diese Auffassung der Mathematik wurde zuerst von den alten Griechen im Teilgebiet der Geometrie
entwickelt. Zuvor waren geometrische Gegenstéinde, wie Geraden, Kreise, Ebenen usw. als Idealisie-
rungen von in der Natur vorkommenden Objekten entstanden, und Aussagen dariiber als Erfahrungs-
tatsachen betrachtet worden.

Als Beispiel kann der Satz von Pythagoras dienen: im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat {iber
der Hypothenuse gleich der Summe der Quadrate iiber den Katheten.

Dieser Satz wurde urspriinglich wohl einfach durch Abmessung zahlreicher rechtwinkliger Dreiecke
entdeckt. Die Axiomatisierung der Geometrie wurde systematisch zuerst wohl von Euklid in seinen
Elementen (um 300 v.C.) vorgenommen. Auch in seiner Anschauung waren die Axiome (nicht mehr
die Lehrsétze, die aus ihnen hergeleitet wurden) unmittelbar einleuchtende Aussagen iiber die Natur.
Die moderne Auffassung von der Geometrie als einer von der Natur vollig unabhéngigen Theorie kam
erst mit Hilbert (nachdem im 19. Jahrhundert die Nichteuklidischen Geometrien entwickelt worden
waren) im 20. Jahrhundert voll zum Durchbruch: man muss statt Geraden, Ebenen, Punkte stets auch
Stiihle, Tische, Bierseidel sagen kénnen.

Die axiomatische Grundlegung anderer mathematischer Theorien erfolgte zum Teil erst viel spéter,
beispielsweise in der Wahrscheinlichkeitstheorie erst ab 1933 durch Kolmogoroff.

Der strenge Aufbau der Analysis wurde von Cauchy um 1820 begonnen. Die grundlegenden Objekte
der Analysis, die Menge der reellen Zahlen und die darauf definierten Rechenoperationen, erhielten je-
doch erst gegen Ende des 19. Jahrhunderts eine axiomatische Theorie - hauptséchlich durch Dedekind.
In unserem ersten Kapitel geben wir diesen Aufbau wieder.




Kapitel 1

Grundlagen der Analysis

1.1 Die natiirlichen Zahlen, Peano-Axiome

Die einfachsten Zahlen, die auch Kinder als erstes lernen, sind die natiirlichen Zahlen. Peano hat fiir
sie ein Axiomensystem gegeben, das wir in diesem Abschnitt vorstellen.

Definition 1.1.1. (N,0,S) heifit ein System natiirlicher Zahlen, falls gilt:

(P1) 0 e N,

(P2) S: N— N, n— S(n) =n'ist eine Abbildung (die Nachfolgerabbildung) mit

(P3) 0 ist kein Nachfolger: es gibt kein n € N, so dass 0 = n/,
(P4) die Nachfolgerabbildung ist injektiv,

(P5) N besitzt keine echte induktive Teilmenge, d. h. A C N induktiv = A = N.

Definition 1.1.2. Fiir A C Nsei A’ = {k' | kK € A}. Eine Teilmenge A C N heifit induktiv, falls die
Induktionsverankerung 0 € A und der Induktionsschritt A’ C A gelten.

Definition 1.1.3. Wir schreiben 1:=0/, 2:=1/, 3 := 2/, etc.

Satz 1.1.4. Es sei (N,0,S) ein System natiirlicher Zahlen, dann gilt:

(i) N+ {0} = N (disjunkte Vereinigung),

(ii) Vn € N: n' #n, speziell also 1 # 0.

Beweis.

Zu (i): Die Vereinigung ist disjunkt nach Axiom (P3). Es sei K = N+ {0}, wir zeigen: K ist induktiv.
0 € K ist klar, und aus n € K folgt n’ € N C K. Also ist K = N nach Axiom (P5). Zu (ii): Wir
betrachten die Menge M = {n € N | n/ # n} und zeigen: M ist induktiv. Zunéchst ist 0 € M wegen
(P3). Sei n € M, also n # n’. Nach (P4) folgt daraus n’ # (n’), also auch n’ € M. Damit ist M
induktiv, und nach (P5) ist M = N. O



1.2 Anfangsabschnitte

Der Definition des Anfangs liegt die folgende Idee zugrunde: ein Anfang , bis n“ ist die Menge aller
natiirlichen Zahlen, die beim Abzihlen bis n vorkommen.

Definition 1.2.1. Es sei (N,0,.5) ein System natiirlicher Zahlen:

(i) Eine Teilmenge A C N heift Anfang, wenn 0 € A ist und fiir alle & € N die Implikation
K eA=ke Agilt.

(ii) Es sei n € N beliebig. Ein Anfang A heiit Anfang bis n, falls gilt: n € A und n’ ¢ A.

(iii) Wir werden im néchsten Lemma zeigen, dass es fiir jedes n € N genau einen Anfang bis n gibt.
Dieser wird mit A,, bezeichnet.

Lemma 1.2.2. Fiir jedes System natiirlicher Zahlen und jedes Element n € N gilt:

(i) A ist Anfang bisn = B := A+ {n'} ist Anfang bis n’,

(ii) A ist Anfang bisn’ = B:= A — {n'} ist Anfang bis n,

)
)

(iii) Vn € N : es gibt einen Anfang bis n,

(iv) Vn € N: es gibt genau einen Anfang bis n (bezeichnet mit Ay, ),
) A

(v) Ay = A, +{n'}.

Beweis.

Zu (i): B ist ein Anfang wegen 0 € A C B, und fiir ¥’ € B = A+ {n'} gilt entweder ¥ = n’ (dann
ist k = n € A C B nach Voraussetzung), oder k' € A (dann ist Kk € A C B, da A ein Anfang ist).
Nach Voraussetzung ist n’ € B, aber (n’)’ ¢ B, andernfalls wiire (n’)’ € A wegen (n')’ # n’/, also auch
n’ € A, im Widerspruch zu n’ ¢ A. Zu (ii): B ist ein Anfang, denn esist 0 € B=A — {n'} (0 #n’
nach P3), und aus ¥’ € B = A — {n’} C A folgt k € A, da A Anfang ist. Wegen k # n’ ist dann
auch k = n € B (denn aus k = n/ folgt (n’)’ = k' € B C A und damit (n’)’ € A im Widerspruch zu
(n') ¢ A). Auchist n € B,dennn’ € A =n € A= n € B wegen n # n'. Und natiirlich ist ' ¢ B
nach Definition. Zu (iii): Es sei £ = {n € N | 3 Anfang bis n}. Wir zeigen, dass E induktiv ist (damit
E = N nach P5). Zunéchst ist {0} ein Anfang bis 0, also 0 € E. Ist A, ein Anfang bis n, so ist nach
(i) die Menge B := A, + {n'} ein Anfang bis n’. Also n € E = n’ € E und damit £ = N. Zu (iv):
Es sei F' = {n € N | 3! Anfang bis n}. Auch F ist induktiv: {0} ist der einzige Anfang bis 0, denn
fiir jeden weiteren Anfang A bis 0 ist {0} + A¢ induktiv, also {0} + A¢ = N. Nach Satz 1.1.4 ist dann
A¢ =N und damit A = {0} (die Induktivitdt von N = {0} + A€ folgt, da fiir k£ # 0 in N stets k € A°
gilt, also k ¢ A, damit k' ¢ A da A Anfang ist, also k' € A°). Also ist 0 € F. Sei nun n € F beliebig
und AW, A beliebige Anfiinge bis n’ (es gibt mindestens einen nach der vorigen Rechnung). Nach
(ii) sind dann B = AM — {5/} und B? = A — {n’} Anfinge bis n. Dan € F ist folgt B1) = B(?)
und damit AN = A®)| damit auch n’ € F. Also ist F induktiv und F = N. Zu (v): A, = A, + {n'}
folgt aus (iv) und (i). O

1.3 Anordnung

Wir erinnern zunéchst an eine Definition aus Algebra I:
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Definition 1.3.1. Eine Relation < auf einer Menge M heifit Ordnungsrelation falls die folgenden
Eigenschaften erfiillt:

(i) Reflexivitét: YVa € M : a < a,
(ii) Transitivitit: Va,b,ce M : a <b<c¢ = a <cg,

(iii) Antisymmetrie: Va,be M : a<b<a = a=Dh.

Falls zusétzlich die Vergleichbarkeit (Va,b € M : a < boder b < a) gilt, heifit < eine totale Ordnungs-
relation.

Das Konzept der Anfange ermoglicht es nun, eine Anordnung auf N einzufiihren.

Lemma 1.3.2. Es gilt:

(i) Der (beliebige) Durchschnitt von Anfingen ist ein Anfang,
(i

)

) die (beliebige nicht leere) Vereinigung von Anfingen ist ein Anfang,
(iii) fir alle m,n € N gilt: n € A,, = A, = AN Ay, (also A, C Ay),

)

)

(iv) fir alle myn € N gilt: n ¢ A,, = A, = A, UA,, (also A,, C A,,),

(v) A, =4, & n=m.

Beweis.
Zu (i): Es sei
A = ﬂA(a)

fiir Anfinge A(«) von N. Zunéchst ist 0 € A, da 0 € A(«) fiir alle « ist. Ist &' € A, so liegt k' auch
in jedem A(«), dann liegt aber auch & in jedem A(«), da alle A(«) Anfénge sind, also k € A. Zu (ii):
Sei nun

A= JA(w

gesetzt. Da 0 in jedem A(«) liegt, ist auch 0 € A. Ist k' € A, so gibt es mindestens ein a mit &’ € A(a).
Dann ist auch k£ € A(«) und damit k € A(a) C A. Zu (iii): Die Menge A := A, N A,, ist nach (i) ein
Anfang. Es ist n € A wegen n € A, und n € A,,, aber n' ¢ A wegen n’ ¢ A,. Also ist A ein Anfang
bis n, nach Lemma 1.2.2(iv) also A = A,,. Zu (iv): A := A,, U A,, ist nach (ii) ein Anfang, und es ist
n € A wegen A € A,. Andererseits ist n’ ¢ A, da sonst (wegen n’ ¢ A,,) auch n’ € A,, folgen wiirde
(und damit der Widerspruch n € A, da A,, Anfang ist). Also ist A = A,, der eindeutige Anfang bis
n. Zu (v): Essei M ={n € N| A, = A, = n = m}, wir zeigen die Induktivitét von M und damit
M = N. Angenommen {0} = Ay = A,,, dann folgt aus m € A,, sofort m = 0, also 0 € M. Sei nun
n € M beliebig, dann gilt

m=mn' oder

n o_ . —
Ap+{nY = Ay = Ay = {meAn

wobei die Annahme m € A, aber zum Widerspruch A,, C A, C A,, = A,, fiihrt, also bleibt nur
m =n', damit n’ € M, und M ist induktiv. Die Richtung < aus (v) ist klar. O

Bemerkung 1.3.3. Lemma 1.3.2 besagt, dass fiir je zwei natiirliche Zahlen m und n die zugehdrigen
Anfangsabschnitte mengentheoretisch vergleichbar sind: Es gilt stets A,, C A,,, oder A,, C A,.
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Definition 1.3.4 (Anordnung der natiirlichen Zahlen). Seien m,n € N. Wir schreiben

(i) n<m fir 4, C A,

(ii) n<m fiir A, C Ap.

Wie iiblich steht der Ausdruck m > n fiir n < m (bzw. m > n fiir n < m).

Lemma 1.3.5. Es gilt die Aquivalenz [n < m] < [entweder n < m oder n = m].

Beweis.
Nach der vorigen Definition gilt

A, CA, & n<m

< C
n_m@An_Am@{An:Am < n=m (Lemmal.3.2)

Satz 1.3.6. Die Anordnung < von N ist eine totale Ordnungsrelation.

Beweis.

Aus der Bemerkung zu Lemma 1.3.2 und Lemma 1.3.5 folgt, dass stets mindestens eine der Aussagen
a < b, a = b oder a > b zutrifft. Dass jeweils hichstens eine der Aussagen zutrifft folgt aus mengen-
theoretischen Griinden, da die drei Aussagen nach Definition 1.3.4 und Lemma 1.3.2(iv) dquivalent
sind zu A,, C A, A, = A, Ay C Ay, Transitivitdt und Antisymmetrie erbt die Relation < von der
Relation C. O

Die Ordnungsrelation < ist mit der Nachfolgerbildung in folgendem Sinne vertréglich:

Lemma 1.3.7. Es seien m,n € N, dann gilt:

Bewets.

Zu (i): Essei L:={m € N | Ay C A,,}, wir zeigen die Induktivitdt von L. Fiir m = 0ist Ay C Ag klar,
also 0 € L. Sei m € L beliebig. Nach Lemma 1.2.2 ist dann A,,, = A, + {m/} und Ay C A,, C A,
also m’ € L und damit L = N. Zu (ii): Ay = A +{m'} = A, C Ay Zu (ili):n<m & A, C
Ay & Ay CAp & 0/ <m.Zu(iv)in<m = n’ <m < m nach (ii) und (iii). O

Definition 1.3.8. Sei A eine Teilmenge von N:

(i) Ein Minimum /kleinstes Element ist ein k € A, so dassn € A = k <n fiir alle n € A gilt.

(ii) Ein Maximum/grofites Element ist ein k € A, so dass n € A = k > n fiir alle n € A gilt.

Lemma 1.3.9. Jedes A C N besitzt hochstens ein Minimum und héchstens ein Mazimum.



Beweis.
Seien ki, ko € A Minima von A, so gilt nach der vorigen Definition k; < ko, aber auch ko < ki, damit
k1 = ko wegen der Antisymmetrie von <. Das Gleiche gilt fiir das Maximum. 0

Im Falle der Existenz schreiben wir wie gewohnt min(A) bzw. max(A) fiir das eindeutige Minimum
bzw. Maximum von A4 C N.

Lemma 1.3.10. Fir allen € N gilt: Jede nichtleere Teilmenge A von A, besitzt ein Minimum.

Beweis.

Es sei L die Menge der n € N, fiir welche die obige Aussage zutrifft. Wir zeigen die Induktivitit von
L:ImFalln =0gilt 0 # A C Ay = {0} = A= {0} = 0 ist ein Minimum. Sei nun n € L beliebig
und A eine nichtleere Teilmenge von A,. Falls AN A, = () ist bleibt nur die Moglichkeit A = {n’},
und das gesuchte Minimum ist n’. Andernfalls sei a* := min(A N A,,). Das Minimum existiert, weil
n € L angenommen ist, und A N A, eine nichtleere Teilmenge von A,, ist. Dann ist natiirlich a* € A,
und es gilt k € A = a* < k, wegen

be A = ke ANA, = a* <k da minimal in AN A,
k=n = a*<n<n =k (Lemmata 1.3.2/1.3.7)

Satz 1.3.11 (Wohlordnungssatz). Jede nichtleere Teilmenge A von N besitzt ein Minimum.

Beweis.
Sei k € A beliebig. Nach dem vorigen Lemma existiert m := min(ANAy), und m ist sogar ein Minimum
von A wegen m € Aund n € A = m < n, denn es gilt

cA ne ANA, = m<n da minimal in A N Ay
" n¢A, = n>k>m (Lemma 1.3.2)

1.4 Das Rekursionstheorem

In diesem Abschnitt fithren wir das zentrale Hilfsmittel zur induktiven Definition (beispielsweise des
Summenzeichens) ein.

Satz 1.4.1 (Endliches Rekursionstheorem). Es sei M eine beliebige Menge, a € M und fiir alle k € N
sei @ : M — M eine Abbildung. Dann g¢ibt es fiir alle n € N genau eine Abbildung fn, : An — M
mit

(i) fn(0) =a,

(i) VEeN: K € Ay = fulk) = or(falk)).

Bemerkung 1.4.2. Ausformuliert bedeutet das gerade



Beweis.

Es sei L die Menge aller n € N, fiir die es genau eine Abbildung f, : A, — M gibt, so dass die
Behauptungen (i) und (ii) gelten. Wir zeigen die Induktivitdt von L: Fiir n = 0 ist fy : {0} - M
mit fp(0) = a offensichtlich die einzige solche Abbildung, also ist 0 € L. Nun sei n € L beliebig, wir
zeigen, dass es genau ein f,; mit den geforderten Eigenschaften gibt:

Eindeutigkeit:
Sei f,s eine solche Abbildung auf A,/, dann ist die Restriktion von f,, auf A, C A, auch eine
Abbildung, die (i) und (ii) erfiillt. Wegen n € L folgt Vk € A, : fu(k) = fn(k). Also gilt auch
far(n') = on(frr(n)) = on(fn(n)), womit f, fiir alle Elemente von A, durch f, und ¢,, eindeutig
festgelegt ist.

Existenz:
Fiir n € L erkliren wir f, auf A,y = A,, + {n'} durch

fu (k) = { fn(k) falls k€ A,

on(fn(n)) falls k=n'
Dann folgt einerseits fiir &’ € A,, die Gleichheit
fw () = fu(K) = or(fa(k) = or(fu(K))

da k € A, ist und die Abbildungen f,, f,» wegen n € L und der Eindeutigkeitsbehauptung auf Ay
iibereinstimmen miissen. Fiir die verbleibende Méglichkeit &’ = n’ folgt andererseits k = n, und damit

fw(K) = fw(n) = en(fa(k)) = en(fuw(n) = ou(fu (k)

womit f,/ in jedem Fall die Eigenschaften (i) und (ii) erfiillt und damit auch n’ € L ist. O

Insbesondere stimmen fiir jedes n die durch den Satz festgelegten Abbildungen f, und f,; auf dem
Anfang A, iiberein.

Satz 1.4.3 (Rekursionstheorem). Sei eine Menge M, ein Element a € M wund fir jedes k € N eine
Abbildung @ : M — M gegeben. Dann gibt es genau eine Abbildung f: N — M mit

(i) f(0) =a,
(i) vk e N: f(K) = @r(f(K)),

(i) Zusatz: sind alle @y, identisch zu @ : M — M, so folgt Vk € N : f(K') = p(f(k)).

Bewets.
Wir verwenden die Bezeichnungen aus Satz 1.4.1:

FEzxistenz:
Man setzt (mit fi aus Satz 1.4.1)

(x): f: N—= M, n— f,(n)
und folgert induktiv
f(0) 5 fo(0) = a
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wie in Satz 1.4.1 bzw.

f(K) o fw () = op(frr(k) = @r(fr(k)) 5 or(f(k))

da fi und f auf Ay {ibereinstimmen.

Findeutigkeit:

Ist f irgend eine Losung, so ist ihre Restriktion auf A,, ein Losung des endlichen Rekursionsproblems
auf A, also gerade (das nach Satz 1.4.1 eindeutige) f,. Fiir jedes n € N gilt also f(n) = fu(n) = f(n),
damit ist f = f auf ganz N. O

1.5 Die Addition

Satz 1.5.1. FEs existiert genau eine (zweistellige und mit + bezeichnete) Operation + : N x N — N
mat

(i) VneN: n+0=mn,

(ii) Vm,n € N: (n+m) =n+ (m').

Beweis.
Findeutigkeit:
Es seien 4+ und H zwei Operationen mit den gegebenen Eigenschaften. Fiir jedes feste n € N ist die
Menge M, = {m € N |n+m = nBm} induktiv:
n+0 = n = nHO

@ ®

und damit 0 € M,,. Sei nun m € M, beliebig, dann gilt
n+ (m') n (m+m) = (mBm) = nB@m)

ii) (i)

und somit m’ € M,,. Also ist M,, = N fiir jedes n.

Existenz:

Fiir festes n € N liefert das Rekursionstheorem 1.4.3 mit M := N, a := n und ¢ := S (die Nachfol-
gerabbildung) fiir alle k eine Abbildung g, : N — N mit g,(0) = n und g,,(m’) = (gn(m))’. Wir setzen
n+m = gn(m). Es folgt n+ 0 = g,(0) = n und n + (m') = gn(m') = (gn(m)) = (n +m)’. O

Lemma 1.5.2. Es gilt:

(i) vn e N: 0+n =n,
(ii) Ym,n e N: (n')+m=(n+m),
(i) Vn e N: n =n+ 1.

Beweis.
Zu (i): Sei A := {n € N | 04+ n = n}, wir zeigen wieder Induktivitit von A: 0 + 0 = go(0) = 0,
also 0 € A. Fiir n € A gilt 0+n' = (0 + n)’ = n/ nach Satz 1.5.1. Zu (ii): Fiir festes n sei By, :=
{m e N | (n') +m = (n+m)'}. Auch B, ist induktiv: (n') +0 =n’ = (n 4+ 0)/, also 0 € B,,. Fiir
m € By, gilt (') + (m') = ((n') + m) = (n+m)") = (n+ (m)), also auch m' € B,,. Zu (iii):
n'=(n+0) =n+(0) =n+ 1 nach Satz 1.5.1 und Definition 1.1.3.

O
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Satz 1.5.3. Die Addition + besitzt auf N die folgenden Figenschaften:

(i) Kommutativitit: Vm,n € N: n+m =m+n,

(ii) Assoziativitit: Vk,m,n € N: (k+m)+n=Fk+ (m+n),

(iii) Eindeutige Subtraktion: Vk,m,n e N: n+k=m+k = n=m.

Beweis.
Zu (i): Fur festes n € N sei K, := {m € N| n+m =m + n}. K, ist induktiv: 0 € K, folgt aus Satz
1.5.1: n+0=n=0+n. Sel m € K, beliebig, dann gilt

n+(m) = n+m) = (m+n) = (m)+n

wegen Satz 1.5.1 und Lemma 1.5.2. Zu (ii): Es seien m,n € N fest und A, , ={k € N| (k+m)+n =
k+(m+n)}. Wieder per Induktion: 0 € A, ,, wegen (0+m)+n =m+n =0+ (m+n). Fir k € Ay,
gilt

(KY+m)+n = (k+m))+n = (k+m)+n) = (k+(m+n)) = (K)+ (m+n)

und damit &’ € A, . Zu (iii): Es sel Ky :={k € N|n+k=m+k = n=m} Esist 0 € K, ,
wegen n + 0 =mn und m + 0 = m. Fir k € K,,,, gilt

n+(K)=m+ (k) e (n+k)=(m+k) Spy n+tk=m+k =>n=m
und damit k' € K, . O

Satz 1.5.4 (Existenz der Differenz). Es gilt die Aquivalenz [n <m] < [3k€N: n+k=m)].

Beweis.

Hinrichtung:

Suche ein Gegenbeispiel mit minimalem n (das existiert nach dem Wohlordnungssatz): Es ist n > 0,
da n = 0 kein Gegenbeispiel liefert. Also gibt es p € N mit p’ = n nach Satz 1.1.4. Ist 0 < p' =n <m
(etwa mit ¢ = m), so folgt aus Lemma 1.3.7 auch p < ¢. Nun gibt es ein kK € N mit p + k = ¢, da
p < n kein Gegenbeispiel ist wegen der minimalen Wahl von n. Nun gilt aber p+k=¢ = n+k =
() +k=(p+k) =q = m, also war schon n kein Gegenbeispiel, und die Hinrichtung ist fiir alle
n € N richtig.

Riickrichtung:
Suche wieder ein Gegenbeispiel mit minimalem k: da k = 0 kein Gegenbeispiel ist folgt £ > 0. Aus

0 <k =7p mit p < p folgt
n+p=q & n<qg<qd=m

und n ist auch kein Gegenbeispiel. O

1.6 Die Multiplikation

Satz 1.6.1. Es existiert genau eine (zweistellige und mit - bezeichnete) Operation - : N x N — N
mit

(i) VneN: n-0=0,
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(ii) Ym,n e N: n-(m')=(n-m)+n.
Hierbei soll die Konvention ,Punkt vor Strich“ gelten: a -b+c= (a-b) + c.

Beweis.

FEindeutigkeit:

Es seien - und [J zwei Operationen mit den gegebenen Eigenschaften. Fiir jedes feste n € N ist die
Menge E,, :={m € N|n-m =nm} induktiv: n-0=0=n[J0, also 0 € E,,, und fiir m € E,, gilt

n-(m')=n-m+n=nlm+n = nl(m)
und damit m’ € E,,.

Ezxistenz:
Fiir jedes feste n € N liefert das Rekursionstheorem mit M := N, a := 0 und ¢, (k) := k+n eine Abbil-
dung g, : N = N mit g,(0) =0 und g,(m’) = pn(gn(m)) = gn(m) +n. Man setzt n-m := g,(m). 0O

Lemma 1.6.2. Es gilt:

(i) VmeN: 0-m=0,

(i) VneN: n-1=mn,

(iii) Yn e N: 1-n =n,

(iv) Vm,n e N: (n')-m = (n-m) 4+ m.
Beweis.
Zu (i): Die Menge O := {m € N | 0-m = 0} ist induktiv, denn ist 0 -0 = 0 nach dem vorigen Satz,
also 0 € O. Sei m € O, dann ist 0- (m') =0-m +0 = 0+ 0 = 0 nach dem vorigen Satz und Satz
1.5.1,alsom' € O. Zu (ii):n-1=n-(0') =n-0+n=0+n =n (Lemma 1.5.2). Zu (iii): Die Menge
E:={neN|1-n=n}istinduktiv: 1-0 =0 ist klar, und fiir m € E gilt

1-(n)y=1-n+1=n+1=1n".

Zu (iv): Fiir festes n € Nsei D, := {m € N| (n')-m = (n-m)+m}. (n')-0=0=0+0 = n-040 folgt

aus den Sétzen 1.6.1 und 1.5.1, also 0 € D,,. Sei m € D,, beliebig, dann gilt wegen der Kommutativitét
von + auch

und damit m’ € D,,. O

Satz 1.6.3. Die Multiplikation - besitzt auf N die folgenden FEigenschaften:

(i) Kommutativitit: Vm,n € N: n-m=m-n,

(ii) Distributivitit: Vk,mn e N: k- (m+n) = (k-m)+ (k-n),

(iii) Assoziativitit: Vk,m,n € N: (n-m)-k=n-(m-k).
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Beweis.
Zu (i): Die Menge K := {n € N | n-m = m-n} ist induktiv. 0-m = 0 = m -0 nach Lemma 1.6.2, und
fir m € K gilt

(ny>m=n-m+m=m-n+m = m-(n)

nach Satz 1.6.1 und Lemma 1.6.2, also folgt K = N. Zu (ii): Es sei Dy, ,, = {k € N| k- (m+n) =
(k-m)+(k-n)}. Wegen 0- (m+n)=0=0+0=(0-m)+ (0-n) ist 0 € Dy, . Fiir k € D, ,, gilt

(K)-(m+n) =k-(m+n)+(m+n) = (k-m)+ (k-n)+m+n

=(k-m)+m+(k-n)+n = (k) m+ k) n

und damit &’ € Dy, ,,. Zu (iii): Fiir feste m,n € Nsei Ay, ,, ={k € N|(n-m)-k=n-(m-k)}. Es ist
(n-m)-0=0=n-0=n-(m-0), also 0 € Ay, ,. Fiir k € A, ,, gilt

n-(m-(K)) =n-(m-k+m) & n-(m-k)+n-m= (n-m)-k+n-m = (n-m)- (k')

und damit k' € A, 5. O

Satz 1.6.4 (Nullteilerfreiheit). Aus m,n # 0 folgt n-m # 0.

Beweis.
Nach Satz 1.1.4 gibt es p,q € N mit n = p’ und m = ¢/. Damit gilt

n-m= @) ()= @) q+p = () q+p) #0.

Satz 1.6.5 (Kiirzungsregel). Ist k # 0 und n-k =m -k, so folgt n = m.

Beweis.
Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis, es sei daher n # m angenommen. Nach Satz 1.3.6 ist n < m
oder m < n. O.B.d.A. sei n < m. Nach Satz 1.5.4 gibt es ein [ € N mit n + [ = m, und es ist [ # 0.
Dann gilt:

n-k=m-k=n-k=n+Il)-k=n-k+1-k,

das ist aber nach Satz 1.5.3(iii) nur mit [ - £ = 0 moglich, im Widerspruch zur Nullteilerfreiheit. [

1.7 Die ganzen Zahlen

Wir wiederholen zunéchst einige Grundstrukturen aus der Algebra:

Definition 1.7.1. Es sei X # (). Auf X sei eine (innere) Verkniipfung o, d. h. eine Abbildung
o: X x X = X, (z,y) — x oy definiert.

(i) (X, o) heiit Halbgruppe, falls die Verkniipfung o dem Assoziativgesetz geniigt:

Ve,y,z€ X : (xoy)oz=mo(yoz).

(ii) Ein e € X heifit neutrales Element der Halbgruppe, falls eox = x o e = « fiir alle z € X gilt.

(iii) Ein € X heiBt Einheit, falls es ein Inverses x~! € X mit zoz~! = 27! oz = e gibt.
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(iv) (X, o) heifit abelsche/kommutative Halbgruppe, falls x oy = y o x fiir alle z,y € X gilt.

(v) Jede Halbgruppe mit neutralem Element, die nur Einheiten besitzt, heiit Gruppe.

(N, +) besitzt nach Satz 1.5.4 nur eine einzige Einheit (ndmlich 0), ist also keine Gruppe. (N, +) kann
nun (wie jede kommutative Halbgruppe mit Kiirzungsregel) zu einer Gruppe erweitert werden, der
Gruppe (Z, +) der ganzen Zahlen. Diese Konstruktion soll in diesem Abschnitt durchgefiihrt werden.
Mit den Verkniipfungen + und - bildet Z sogar einen Ring:

Definition 1.7.2. Es sei X # () eine Menge mit zwei inneren Verkniipfungen, der Addition + und
der Multiplikation -, dann definiert man:
(i) (X,+,-) heiit ein Ring, falls gilt:

e (X,+) ist eine abelsche Gruppe,
e (X,-) ist eine Halbgruppe,

e es gelten die Distributivgesetze:

(a+b)-¢c = (a-¢)+(b-c)
c-(a+b) = (c-a)+(c-b)

(ii) Das neutrale Element von (X, +) heifit Null (Schreibweise: 0).

(iii) Besitzt (X, -) ein neutrales Element, so heifit dieses Eins (Schreibweise: 1).
(iv) Ist (X,-) abelsch, so heifit (X, +, ) ein kommutativer Ring.

(v) Der Ring (X, +, ) heiit nullteilerfrei, falls fur alle z,y € X gilt:

x-y=0 = x=00dery=0.
(vi) Ein nullteilerfreier und kommutativer Ring, der mindestens zwei verschiedene Elemente enthlt,
heif3t Integritatsring.
(vii) Ein Integritétsring mit 1, in dem jedes a # 0 eine (multiplikative) Einheit ist, heiit Korper.
Wir beschreiben jetzt die Konstruktion der ganzen Zahlen. Wir beginnen mit der Einfiihrung einer
Aquivalenzrelation auf N x N:

Definition 1.7.3. Zwei Paare (n1,m;) und (ng,m2) heiflen dquivalent , Schreibweise (ni,m;) ~
(ng, mg), genau dann, wenn nq + mo = my + na gilt.

Lemma 1.7.4. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf N x N:

(1) Reflezivitat: (n,m) ~ (n,m) fir alle (n,m) € N x N,
(ii) Symmetrie: (n1, m1) ~ (na,ma) < (n2,ma) ~ (n1,my),

(iii) Transitivitit: Aus (n1,my) ~ (n2, mg) und (ng, ma) ~ (ng, ms) folgt (n1,m1) ~ (n3, ms).
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Beweis.
(i) und (ii) folgen aus der Kommutativitidt der Addition. Zu (iii): Es gilt mit der additiven Kiirzungs-
regel nach Satz 1.5.3(iii)

(n1,m1) ~ (n2,m2) , (n2,m2) ~ (n3,m3) = n1+mg=mi+nz, ng+mg=ms+n3
= ni1+mg+ng+mg=mi+ny+ma+ns3
= ni +ms =mq + ns
= (n1,my) ~ (n3,ms) .

O]

Zu jeder Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge M gehort eine Klasseneinteilung, eine Partition, von
M in Aquivalenzklassen. Diese sind von der Form

n={meM|m~n}.

Je zwei Aquivalenzklassen sind disjunkt oder identisch, und M ist die Vereinigung der Aquivalenz-
klassen.

Definition 1.7.5 (Die ganzen Zahlen). Es ist Z := {(n,m) | n,m € N} mit der Aquivalenzklasse
(n,m) von (n,m) bzgl. der in Definition 1.7.3 gegebenen Aquivalenzrelation.

Im Folgenden seien oo = (n,m) und § = (I, k) Elemente von Z.

Definition 1.7.6. Fiir «, 8 € Z ist

a®f = n+lm+k), a0 :=n-l+m-kn-k+m-l), a<pf e nt+k<m+l
fiir irgend welche (n,m) € o und (1, k) € .

Lemma 1.7.7. Addition, Multiplikation und Anordnung ganzer Zahlen sind wohldefiniert, d. h. sie
sind unabhdngig von der Wahl der Reprdsentanten.

Beweis.

Addition:

Seien o = (n1,m1) = (n2,mz2) und B = (l1,k1) = (lo, k2) vorgelegt. Es ist (n1,m1) ~ (n2, ma) und
(l1,k1) ~ (l2,k2), also ny + mo = my + ny und I + ko = k1 + l. Daraus folgt nq + I3 + ma + ko =
ng + lo + mq + k1, und damit (77,1 +1i,m1 + kl) = (TLQ + Iy, mg + kg).

Multiplikation:
Mit den gleichen Représentanten fiir o und g ergibt sich

ni-li+my-ki4+ne-ko+mo-lo=n1-ki+my-li+no-lo+ms-ky

und damit

(nl‘l1+m1~k1,n1-k1+m1'l1):(ng-lg—f—mg-kg,nz-k2+m2-l2),

also ist auch die Multiplikation unabhingig von der Représentantenwahl.

Anordnung:
Sei (n1,m1) < (I, k1), also ny + k1 < I3 +m;. Dann folgt durch Einsetzen der Aquivalenz zu den mit
2 indizierten Reprasentanten

ni+ki+ns+lot+ko+moe < li+mi+ng+1ls+ ko +mo
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und damit durch Subtraktion der obigen Gleichungen
ng+ ko < lo+mo.
Damit ist auch die Anordnung unabhéngig von der Reprasentantenwahl. O

Definition 1.7.8. Wir definieren die Null durch 0 := (0,0) und die Eins durch 1 := (1,0).

Kiinftig bezeichnen wir Addition und Multiplikation der ganzen Zahlen wie iiblich mit + und -.
Satz 1.7.9. (Z,+, ") ist ein Integrititsring mit der Null O und der Eins 1 aus der vorigen Definition.
Beweis.

Die Rechenregeln fiir Addition und Multiplikation (Kommutativitit, Assoziativitét, Distributivitét)
folgen aus den entsprechenden Regeln fiir die natiirlichen Zahlen. Zudem gilt

(n,m)+ (0,0) = (n+0,m+0) = (n,m) und

(n,m)-(1,0) = (n-14+m-0,n-04+m-1) = (n,m).

Nun sei

(¥): (n,m)-(l,k)=Mm-l+m-kn-k+m-1)=(0,0)

und (I, k) # (0,0) angenommen. Offenbar ist (I, k) = (0, 0) gleichbedeutend mit [ = k, also ist entweder
| < k oder | > k, wir nehmen 0.B.d.A | < k an. Nach Satz 1.5.4 (Existenz der Differenz) gibt es ein
t € N— {0}, so dass [ + ¢ = k ist. Aus der Gleichheit (x) folgt dann n-l+m-k=n-k+m- 1, also
n-l+m-(l+t) =n-(l+t)+m-1. Aus den Distributivgesetzen folgt n-l+m-l+m-t =n-l+n-t+m-I,
und mit der additiven Kiirzungsregel m -t = n - ¢, mit Satz 1.6.5 und t # 0 folgt schliefllich n = m,
also (n,m) = (0,0). Damit ist (Z, +, -) nullteilerfrei. O

Das so konstruierte Z ist bisher keine Erweiterung der natiirlichen Zahlen N. Wir kénnen N in Z
einbetten durch die injektive Abbildung

Durch Nachrechnen zeigt man leicht

Satz 1.7.10. Die Abbildung ® ist relationstreu bzgl. der Operationen +, - und <. Die Anordnung auf
Z ist eine totale Ordnungsrelation.

1.8 Die rationalen Zahlen

Auch die rationalen Zahlen definieren wir durch einen Paarbildungsprozess. Wir erkliren eine Aqui-
valenzrelation auf Z x (Z — {0}) wie folgt:

Definition 1.8.1. Zwei Paare (p,q), (r,s) € Z x (Z — {0}) heiBlen dquivalent, Schreibweise (p,q) ~
(T,S)’ faHSp S = q.r‘
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Dahinter steckt natiirlich die Idee, rationale Zahlen als Briiche von ganzen Zahlen aufzufassen: Die
Menge Q der rationalen Zahlen ist die Menge der Aquivalenzklassen bzgl. dieser Aquivalenzrelation.
Fiir ¢ # 0 bezeichnet man die Aquivalenzklasse (p, ¢) auch kurz mit %. Wir verzichten auf die Details,
und erinnern an die Definition des Quotientenkorpers aus der Vorlesung Algebra I: Die Verkniipfungen
von Z tuibertragen sich auf Q geméif

Die Anordnung auf Q ist gegeben durch % <L & p-s<r-qfir(pq),(rs)€Zx(Z—-{0}).

Satz 1.8.2. Addition, Multiplikation und Anordnung sind auf Q wohldefiniert, d. h. unabhdngig von

der Wahl der Reprisentanten. Q bildet mit diesen Operationen und den neutralen Elementen % bzw.

1 . ..
1 einen Korper.

So wie die Menge N der natiirlichen Zahlen in die Menge Z der ganzen Zahlen eingebettet werden
konnte, kann nun auch die Menge Z in die Menge Q der rationalen Zahlen eingebettet werden. Wir
definieren die injektive Abbildung ® durch

g
<I>:Z—>Q,gb—>(g,1):1.

Durch Nachrechnen zeigt man:

Satz 1.8.3. Die Abbildung ® : 7 — Q ist relationstreu bzgl. der Operationen +, - und <, d. h.

g1+g2=93 < D(g1)+ P(g2) = P(g3)
g-92=g5 & P(g)- (g2) = (g3)
n<g2 & ©(g1) < ©(g2) -

Die Relation < ist auf Q eine totale Ordnungsrelation.

Satz 1.8.4. Fir o, B,y € Q gilt:

(i) a<p & a+y<p+n,
(i) a<fundy>0 = a-vy<f-7,
(iii) Gilt 0 < a < f3, soist B~1 < a1
Beweis.
Der Beweis fiir (i) sei zunéchst fir a, 8,y € Z gefiihrt, also a« = (n,m), 8 = (k,1) und v = (4,7) mit

der Aquivalenzklassenbildung iiber N x N. Dann ist a +v = (n +4,m +j) und B+~ = (k +14,l + j)
mit den Bezeichnungen wie im vorigen Abschnitt. Nach Definition ist

a<p e nt+l<k+m.
Nach Satz 1.5.4 (Existenz der Differenz) gibt es ein r € N, so dass k +m =n + [ + r gilt:
= k+mti+j=n+l+r+i+j = nt+l+i+j<k+m+i+j = at+ty<p+~.
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Riickrichtung: Aus o+ vy < B + « folgt wegen v € Z auch aa+~v+ (—y) < S+ v+ (—7), also a < 5.
Seien nun o = (p,q), B = (r,s) und v = (t,u) mit ¢,s,u > 0 in Q gegeben, d. h. p,q,r,s,t,u € Z.
Dann gilt

a<fpf & p-s < r-q
& p-s-u < req-u

& psu + tqs < rqu + tqs

< (psu+tgs,qsu) < (rqu+tgs,qsu)

< (pu+ttq,qu) < (ru+ts,su) & a+y < B+7.

Die Riickrichtung folgt wie im ganzzahligen Fall. Teil (iii) folgt wegen a = (p,q) = o' = (¢,p). O
Definition 1.8.5 (Der Betrag). Fiir o € Q setzen wir

| = a falls 0<
" l—-a falls a<0’

Satz 1.8.6. Es scien o, 8 € Q, dann gilt:

(i) FEs st stets || >0 und |o| =0 a =0,
(ii) es ist | —al = |af,
(ii) es gilt o] < |8] & —|8] <a < |5
Beweis.

(i) und (ii) zeigt man sofort durch Unterscheidung der Fille 0 < o und o < 0. (iii) zeigt man durch
Unterscheidung der vier Fille

a) 0<a , 0<p
b) 0<a , <0
c) a<0 , 03
d) a<0 , <0

Satz 1.8.7 (Dreiecksungleichung). Fiir alle a, f € Q gilt | + 8| < || + |B].

Beweis.
Fall a):
Es gilt 0 < a+ f und daher |+ 8| = a+ 8 = |a| + |4].

Fall b):

Esgilt a+ 8 = a— 5], also —|f| < a+ 8 < a, mit Satz 1.8.6 daher |a + 5| < max(|a|,|8|) bzw.
la+ B < [af +[B].

Die weiteren Fille sind dhnlich zu zeigen. O

Satz 1.8.8 (Gesetz des Archimedes). Zu «, 5 € Q mit a, B > 0 existiert stets einmn € N mit n-a > f3.
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Beweis.
Es sei @« = (p,q) und B = (r,s) mit p,q,r,s > 0 in Z. Da N kein Maximum besitzt gibt es ein n € N
mit n > q-r. Wegen p-s > 1 folgt n- (p-s) > q-r, das ist aber gleichbedeutend mit (np, q) > (r,s),

also mit n-a > f. O

1.9 Definition der reellen Zahlen mittels Fundamentalfolgen

Die grundlegende Idee fiir die Konstruktion der reellen Zahlen durch Fundamentalfolgen (oder Cauchy-
folgen) wird im Cauchykriterium der Analysis sichtbar.

Definition 1.9.1. Eine rationale Zahlenfolge (kurz: Folge) ist eine Abbildung S: N — Q, n +— s,.

Definition 1.9.2 (Konvergenz rationaler Zahlenfolgen). Es sei S : N — Q, n — s, eine rationale
Zahlenfolge:

(i) Die Folge S konvergiert gegen s € Q genau dann, wenn es fiir alle e > 0 (¢ € Q) ein N € N gibt,
so dass fiir alle n € N mit n > N gilt: |s,, — s| < e.
(ii) S heifit (rationale) Nullfolge genau dann, wenn S gegen 0 konvergiert.

Definition 1.9.3 (Addition von rationalen Folgen). Sind S: N —-Q, n— s, und T: N— Q, n —
ty, rationale Folgen, so verstehen wir unter ihrer Summe S + T (bzw. Differenz S — T') die Folgen
S+T:nw sy+t, (bzw. S =T : n> s, — tp).

Definition 1.9.4. Eine rationale Folge heifit Fundamentalfolge (oder Cauchyfolge), falls es fiir alle
e>0 (e €Q)ein N € N gibt, so dass fiir alle m,n € N mit m,n > N gilt: |s,, — s,| < e.

Wir definieren nun wiederum die reellen Zahlen als Aquivalenzklassen von Fundamentalfolgen.

Definition 1.9.5. Zwei Fundamentalfolgen S und T heiflen dquivalent (geschrieben S ~ T) genau
dann, wenn S — T eine Nullfolge bildet.

Satz 1.9.6. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis.
Reflexivitit:
Esist S — S : n 0, und nach Definition 1.9.2 konvergiert S — S gegen 0.

Symmetrie:

Es seien S : n— s, und T : n — t, Fundamentalfolgen. Sei S — T : n — s, — t, eine Nullfolge.
Damit gibt es fiir alle e > 0 (¢ € Q) ein N € N, so dass |s, — t,| < ¢ fiir alle n > N. Dann ist aber
auch |t, — sp| = |sp — tn| < € fiir alle n > N, also ist auch T'— S : n + t, — s, eine Nullfolge.

Transitivitdt:

Esseien S:nw s,, T: n—t, und U : n +— u, Fundamentalfolgen, sowie S ~ T und T ~ U, also
T—S:n—t,—s,und U —T : n+— u, —t, Nullfolgen. Wir zeigen, dass auch U — S eine Nullfolge
ist, und damit S ~ U. Es sei € > 0 (¢ € Q) beliebig. Dann gibt es N1, N € N, so dass |t, — sp| < 3¢
fiir alle n > Ny und |u, — t,] < %5 fiir alle n > N ist. Es sei N3 := max(Ny, Na). Fiir ein n > N3 ist
dann nach der Dreiecksungleichung die Ungleichung |u, — sp| < |un — tn| + [tn — sn| < 36+ 32 =,
also ist U — S eine Nullfolge. O
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Definition 1.9.7. Die Menge R der reellen Zahlen ist die Menge aller Aquivalenzklassen bzgl. dieser
équivalenzrelation. Die Aquivalenzklasse, der eine Fundamentalfolge S angehort, bezeichnen wir mit

S.

Die Menge der reellen Zahlen kann nun wieder durch Einfiihrung der Rechenoperationen Addition
und Multiplikation, sowie einer Anordnung, zu einem angeordneten Korper gemacht werden.

Lemma 1.9.8. Es gilt:

(i) Die (elementweise) Summe zweier Nullfolgen ist eine Nullfolge.

)
(ii) Das (elementweise) Produkt einer Fundamentalfolge mit einer Nullfolge ist eine Nullfolge.
(iii) Eine Fundamentalfolge S ist beschrankt, d. h. es gibt G € Q, so dass |sy| < G fiir alle n € N ist.
)

(iv) Ist S keine Nullfolge, so gibt es eine Fundamentalfolge T mit S-T ~ (1,1,...).

Beweis.

Diese Aussagen zeigt man wie die entsprechenden Aussagen aus Analysis I fiir reelle Zahlenfolgen. Wir
zeigen exemplarisch (iv): Es sei S : +— s, keine Nullfolge, d. h. es gibt ein g9 > 0 (g9 € Q), so dass fiir
alle N € Nein n > N existiert mit |s,| > 9. Weiter gibt es fiir £; := %50 ein Np, so dass |s;, —sp| < €1
fiir alle m,n > Ny. Sei d > Ny so gewihlt, dass |sg| > 9. Dann ist nach der Dreiecksungleichung
|sn| > |sda|l — [sa — sn| > €0 — €1 = €1 fiir alle n > Ny. Wir definieren die Folge T' = (¢,,) durch:

n sonst

{1 falls n < Ny
t, = o1

Fiir alle m,n > Ny gilt dann:

-1

[t —tal = |55, _S’:L1| = ’3m_5n|"5m5n’71 < “|8m — snl -

Q)
Hl\')‘ =

Also ist T' eine Fundamentalfolge. Wegen s,t,, = 1 fiir n > Ny folgt S-T ~ (1,1,...). O

Wir definieren im Folgenden Addition, Multiplikation und Anordnung auf R. Dazu seien S : n — s,
und T : n — t, Fundamentalfolgen:

Definition 1.9.9. Wir setzen

S+T :=85+T , S T:=S-T , S<T & Fe>0IngVn>ngeN: t, —s, >c¢.

Wir definieren zudem die Null 0 := (0,0, ...) und die Eins 1:= (1,1,...).

Satz 1.9.10. (R,+,-,0,1) ist ein Korper.

Beweis.
Wir zeigen zuniichst die Wohldefiniertheit von Addition, Multiplikation und Anordnung. Dazu seien
im Folgenden

S n»—>s7(11) Sy : n»—>s£L2)
T - nn—)t%l) T - nt—)tg)

Fundamentalfolgen, so dass S1 ~ Se und 17 ~ T3 gilt, d. h. S; — Se und 77 — T5 sind Nullfolgen.
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Addition:
Dann ist auch

(S2+T) = (S1+T1) s (s +82) = (s +160) = (52 — s0) + (12 — 1(D)
eine Nullfolge nach Lemma 1.9.8.

Multiplikation:
Es ist s%z)tg) — s,(})tﬁf) = (522) — SS)) -tg) nach Lemma 1.9.8 eine Nullfolge. Also ist S1T7 ~ SoT7.
Ebenso zeigt man SoT ~ SoT5. Wegen der Transitivitdt von ~ folgt S1T1 ~ SoT5.

Anordnung:
Wir betrachten die Bedingungen U; (j = 1,2):

Ui: 3e>0,NeN: t¥) —si) >e(vn>N).
Wir zeigen: Aus der Bedingung U; folgt die Bedingung Us. Denn es gibt ein N, so dass

\tg) - tg)] < 1 und
|sg) - sg)| < i Vn>N
gilt. Dann ist tg) — sﬁﬁ) = ( 5,,1) — tg)) + (t1(12) — 35,,2)) + (51(12) - 353)). Annahme: Es gibt n > N, so
dass ]tg) — s | < fe ist. Dann gilt nach der Dreiecksungleichung \t,(ll) - sS)| <ile+e+e)<e ein

Widerspruch. Also gilt tg) — sg) > ie.

Die Rechenregeln von Q iibertragen sich auf R. Die Neutralititseigenschaften von 0 und 1 bestétigt
man durch Nachrechnen. Das Negative von a = S ist —a := (0,0,...) — S. Die Existenz des multipli-
kativen Inversen folgt aus Lemma 1.9.8(iv). O

Als néchstes fithren wir wiederum die Einbettung von @Q in R ein. Den Nachweis der Ordnungseigen-
schaften verschieben wir auf die Ubungsaufgaben. Wir definieren die injektive Abbildung ¢ durch

P: Q>R rw— (rr...).

Satz 1.9.11. Die Abbildung ® ist relationstreu (im Sinn von Satz 1.8.3).

Beweis.
Durch Nachrechnen. O

Damit ist der Korper der reellen Zahlen vollstdndig konstruiert. Man kann nun versuchen, den Pro-
zess der Vergroflerung durch Fundamentalfolgen, der von Q zu R gefiihrt hat, fortzusetzen, und durch
Betrachtung von reellen Fundamentalfolgen zu einem noch gréflerem Bereich zu gelangen. Eine solche
Vergroflerung ist wegen der Vollstéandigkeitseigenschaft der reellen Zahlen nicht mehr moglich. Die
Vollstandigkeitseigenschaft der reellen Zahlen, auch als Cauchykriterium bekannt, die von fundamen-
taler Wichtigkeit fiir den Aufbau der Analysis ist, besagt: Jede reelle Fundamentalfolge (Cauchyfolge)
konvergiert.

Wir beginnen mit dem Begriff des Betrags:
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Definition 1.9.12 (Betrag). Fiir alle « € R setzen wir:

| = a falls 0<
@ —a falls a<0’

Satz 1.9.13. FEs seien «, 8 € R, dann gilt:

(i) Es ist stets |a] >0 und |a] =0< a =0,
(i) esist | — a| = |a],

(ii) o] <[8] & —[6] <a <Al

Beweis.
Wie Satz 1.8.6 durch Fallunterscheidung. O

Satz 1.9.14 (Dreiecksungleichung). Fir a, € R gilt: |a + 8] < |a| + |8].

Beweis.
Durch Fallunterscheidung. d

Satz 1.9.15. Es seic > 0 (¢ € Q) und o = S mit einer rationalen Fundamentalfolge S : n +— sp.
Dann gibt es ein N € N, so dass fiir alle m > N gilt: |a — sp| < €.

Beweis.

Es sei g1 > 0 (g1 € Q) gegeben. Es ist o — sy, = (81 — Sm, S2 — Sm, - . .). Wir haben zu zeigen, dass
(S1 — SmyS2 — Smy.-.) < &1 und (Sp, — S1,Sm — S2,...) < €1 gilt. Die beiden Ungleichungen sind nach
Definition der Anordnung adquivalent dazu, dass es ein €2 > 0 gibt, so dass

(%) S+ €1 — 8p > €2 und S, +1 — Sy > €9

fiir geniigend grofle n gilt. Wir setzen e := %51. Da S eine Fundamentalfolge ist, gibt es N € N, so
dass [sm — sn| < €9 ist fiir alle m,n > N. Das ist gleichbedeutend mit —es < 8, — 8y, < £2. Damit gilt

Sm+EL—8, > €1—€2 = g9 und
Spt+E1L—8m > €1 — € = €2

und damit (x). O
Definition 1.9.16. Eine reelle Zahlenfolge S ist eine Abbildung S : N — R, n +— .

Definition 1.9.17 (Konvergenz reeller Zahlenfolgen). Sei S eine reelle Zahlenfolge S: N — R, n —
Q.

(i) S konvergiert gegen o € R genau dann, wenn es fiir alle € > 0 (¢ € R) ein N € N gibt, so dass
fir alle n > N gilt: oy, —af < e.

(ii) S heifit Fundamentalfolge (oder Cauchyfolge) genau dann, wenn es zu jedem € > 0 (¢ € R) ein
N € N gibt, so dass fiir alle m,n > N gilt: |, — an| < €.

Satz 1.9.18. Jede reelle Cauchyfolge konvergiert.
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Beweis.
Essei ¥ : N = R, n — o, eine reelle Fundamentalfolge mit reellen Elementen o,, = S,, und deren
Vertretern S,,. Dann sind die S,, rationale Fundamentalfolgen S, : N — Q, p — sp,,. Zu jedem oy,

gibt es ein p, € N mit
1
(%) lon = spum| < 3

Wir betrachten die Folge S : N — Q, n — s,,, und zeigen, dass es sich um eine (rationale)
Fundamentalfolge handelt. Dazu sei ¢ > 0 (¢ € Q) gegeben. Dann gibt es Ny € N, so dass fiir alle
m,n > Ny gilt: |0y, — op| < %5, und es gibt nach dem Gesetz des Archimedes ein Ny € N, so dass fiir
alle n > Ny gilt: % < %6. Fiir m,n > Ny gilt dann nach der Dreiecksungleichung und (x) auch

$pmm = Spam| < Spmm = Om| + |om — on| + |on — Sp.n| < €.
Also konvergiert die Folge S gegen eine reelle Zahl o. Wir zeigen, dass auch die Folge ¥ gegen o

konvergiert. Es sei € > 0 (¢ € R) gegeben. Nach Satz 1.9.15 gibt es ein N € N, so dass fiir alle m > N

gilt: [0 — sp,..m| < 2eund & < Ie. Dann folgt nach (x) fiir alle m > N:

lom — 0| < om = Sppml| + |Spm — 0 <e.

Damit konvergiert 3 gegen o. O

1.10 Definition der reellen Zahlen mittels Dedekindscher Schnitte

Die Methode von Dedekind wollen wir nur skizzieren. Die Heuristik ist die Folgende: Jede reelle Zahl
zerlegt die rationale Zahlengerade in zwei Klassen:

die Unterklasse U ={r € Q| r < a} und
die Oberklasse O ={reQ|a <r}.

Wir arbeiten nur mit Unterklassen.

Definition 1.10.1. Eine reelle Zahl « ist eine Menge « mit:

(i) lCcacCQ,
(ii) « besitzt kein Maximum, d. h. zu jedem r € « gibt es s € a mit s > r,

(iii) « ist ,abgeschlossen nach unten“, d. h. s € @ und r < s impliziert r € a.

R ist die Menge dieser reellen Zahlen. Wir definieren zunéchst die Anordnung auf R:
Definition 1.10.2. a < 8 bedeutet a C S8, und a < 8 bedeutet o C 3.

Lemma 1.10.3. Fiir jedes reelle o gilt:

(i) a € a und a’ € af impliziert a < d/,

(ii) @' € a® und o’ < x impliziert x € aF.

Bewesis.
Das folgt durch Widerspruch, denn aus @' < a € «a folgt @’ € a nach Definition 1.10.1. Ebenso
impliziert ' < z € a auch d’ € a. O
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Die Anordnung bildet eine totale Ordnungsrelation:

Satz 1.10.4. Seien o, B,y € R. Die Relation < erfillt die folgenden Eigenschaften:

(i) Vergleichbarkeit: Es gilt genau eine der drei Aussagen o < 3, a =, a > [3,
(i

)
(iii) Antisymmetrie: Gilt o < 8 und 5 < «a, so ist a = (.
)

Transitivitdt: Aus o < 8 und 8 < v folgt a < 7,

(iv) Reflexivitit: Es gilt a < a.

Beweis.

Zu (i): Es ist klar, dass die drei Relationen einander ausschlieflen. Sei o £ 3, dann gibt es ein x € aN .
Wegen Lemma 1.10.3 folgt Vb € 5 : b < z € a, also f C a bzw. § < «. Die beiden anderen
Behauptungen folgen aus den entsprechenden Eigenschaften der Relation C. 0

Wiéhrend die Vollstdndigkeit von R bei der Einfithrung mittels Fundamentalfolgen relativ schwierig zu
zeigen ist, ergibt sie sich bei der Einfiihrung durch Dedekindsche Schnitte ziemlich leicht, allerdings in
Form des Supremumprinzips. Aus der Analysis weifl man, dass daraus das Cauchyprinzip abgeleitet
werden kann.

Definition 1.10.5. Mit der Definition der reellen Zahlen nach 1.10.1 setzen wir:

(i) Ein v € R heifit obere Schranke von M C R genau dann wenn gilt: Voo € M : o < .

(ii) v € R heift Supremum oder kleinste obere Schranke von M, falls gilt: v < § fiir alle oberen
Schranken § von M.

(iii) Eine Menge M C R heifit nach oben beschrénkt, wenn sie eine obere Schranke besitzt.

Satz 1.10.6 (Vollstandigkeit von R). Jede nichtleere und nach oben beschrinkte Menge M C R besitzt
eine (eindeutig bestimmte) kleinste obere Schranke.

Beweis.
Es sei M C R und 8* € R eine obere Schranke von M. Jedes oo € M ist nach Definition 1.10.2 eine
Teilmenge von Q. Wir definieren v C Q durch

vi=a

aceM

und zeigen zunéchst, dass « eine reelle Zahl (nach Definition 1.10.1) ist, und dann, dass v ein Supremum
von M ist (die Eindeutigkeit des Supremums ist klar). Es ist v € R, denn

(i) y# 0 wegen Ja e M = 0 C a CH.
(ii) Esist v # Q, denn aus Voo € M : o C * folgt v C 5* # Q.

(iii) ~ ist nach unten abgeschlossen:
s<revy = dJaeM:sca = dreca: s<reaCy = sen.

(iv) + ist eine obere Schranke von M, denn Voo € M : o C 7.
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(v) ~ ist die kleinste obere Schranke von M, denn fiir jede obere Schranke 3 von M gilt:

v=Jac |yB=28

aeM aeM

und damit v < 5.
O

Im Gegensatz zur Vollstandigkeit sind Addition und Multiplikation schwierig zu begriinden. Wir ver-
schieben dies auf die Ubungen.
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Kapitel 2

Fehlerkorrigierende Codes

2.1 Allgemeines

Codes werden bei der Ubertragung und Umsetzung von Nachrichten aller Art verwendet. Das grund-
legende Modell der Nachrichteniibertragung kann wie folgt dargestellt werden:

Datenquelle | — — | Empfinger

Viele Kaniile haben dabei folgende Eigenschaften:

(i) Ubertragen werden Zeichenfolgen aus Zeichen eines endlichen Alphabets.

(ii) Nur gewisse Zeichenfolgen sind Codeworte, andere nicht.

Das Problem der Theorie der fehlerkorrigierenden Codes ist, Fehler in der Ubertragung zu erkennen
und zu korrigieren. Dies ist natiirlich nur dann mdoglich, wenn nicht zu viele Fehler bei der Ubertragung
auftreten.

Beispiel 2.1.1. Ein Absender kommuniziert mit einem Partner per eMail. Der Empfinger erhilt
folgende Botschaft:

Ich moéchte Sie morgen um zehn Uhr in Stuttgalt treffen.

Bei der Ubertragung ist ein Fehler passiert. Das verwendete Alphabet sind die lateinischen Buch-
staben, die Codeworte die Worte der deutschen Sprache. Anstelle des Codeworts Stuttgart wurde
das Nicht-Codewort Stuttgalt empfangen. Dieser Fehler ist jedoch korrigierbar: Erstens kann der
Fehler erkannt werden, denn es gibt kein Wort Stuttgalt in der deutschen Sprache. Zweitens kann
der Fehler korrigiert werden, denn es gibt ein Codewort - und auch nur eines, ndmlich Stuttgart
- das sich von der gesendeten Zeichenfolge nur an einer Stelle unterscheidet. Wir sagen: die beiden
Zeichenfolgen haben Hammingabstand 1. Wir betrachten ein anderes Beispiel: Der Absender mdochte
dem Empfianger folgende Botschaft schicken:

Ich mochte Sie Anfang Juni besuchen.

Bei der Ubertragung entsteht ein einziger Fehler, und der Empfinger erhilt:
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Ich mochte Sie Anfang Juli besuchen.

Hier kann der Fehler weder erkannt noch korrigiert werden: Die Codeworte Juni und Juli besitzen
den Hammingabstand 1, sie konnen durch einen einzigen Fehler ineinander iibergehen.

Aus diesem Beispiel ergibt sich eine erste Forderung an einen guten Code: Um Fehler bei der Uber-
tragung erkennen und moglichst korrigieren zu kénnen, sollten zwei verschiedene Codeworte einen
nicht zu kleinen Hammingabstand haben.

Beispiel 2.1.2. Die einfachsten Codes, die dies erreichen, sind die so genannten Repetition-Codes,
deren Codeworte durch mehrfache Aneinanderhéingung der urspriinglichen Buchstaben der Nachricht
gebildet werden. Der Nachricht Juni wird im Falle eines Repetition-Codes der Ordnung 3 der Code
JJJuuunnniii zugeordnet. Wird nun die Nachricht JJJuuunlniii empfangen, so kann der Fehler
erkannt werden, denn JJJuuunlniii ist kein Codewort (Codeworte sind dann die Wérter der deutschen
Sprache, in denen jeder Buchstabe dreimal geschrieben wird). Er kann auch korrigiert werden: Das
Codewort zur Nachricht Juli ist JJJuuullliii, es besitzt Hammingabstand 2 zum empfangenen
Wort. Das Codewort zur Nachricht Juni ist dagegen JJJuuunnniii, es besitzt den Hammingabstand
1. Der Empfinger wird also schlielen, dass die urspriingliche Nachricht Juni gewesen ist.

Die Repetition-Codes haben den Nachteil, dass sie sehr ineffizient sind. Im obigen Beispiel wird
beim Repetition-Code der Ordnung 3 pro Zeichen nur ein Drittel der Information iibertragen. Der
Repetition-Code enthélt im Verhéltnis zu seiner Lange nur wenige Codeworte. Gute Codes sollten
folgende Eigenschaften haben:

1. Um mdglichst viel Information iibertragen zu koénnen, sollte der Code moglichst viele Codeworte
(im Vergleich zur Lénge) enthalten.

2. Um Fehler bei der Ubertragung nachweisen und korrigieren zu kénnen, sollten zwei verschiedene
Codeworte einen nicht zu kleinen Hammingabstand besitzen.

3. Die Fehlerkorrektur sollte einfach durchfithrbar sein.

2.2 Grundlegende Sitze und Definitionen
Wir betrachten im Folgenden nur Codes, in denen alle Codeworte die gleiche Linge besitzen (so
genannte Blockcodes).

Definition 2.2.1. Es X eine endliche Menge. Der Hammingabstand auf dem Kartesischen Produkt
X" zweier Tupel & = (x1,...,z,) und ¥ = (y1,...,ys) ist definiert durch

d(Z,9) = Hilzi # i}l
Satz 2.2.2. Der Hammingabstand ist eine Metrik auf X", d. h. es gilt

d(7,7) < d(F5) +d(F.7)
dZ,y)= 0 < F=7.
Beweis.
Es seien ¥ = (1,...,2n), ¥ = (Y1,---,Yn) und Z = (21, ..., 2,) Elemente von X". Gilt z; # x;, so ist
notwendigerweise y; # x; oder z; # y;, also gilt {i | z; Zx;} C {i|y; #x;}U{i| 2 # y;} . und damit
die erste Aussage. Die zweite Aussage ist trivial. O
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Definition 2.2.3. Es sei X eine endliche Menge der Michtigkeit ¢ € N. Ein (n, M, d; ¢)-Code (oder
kiirzer (n, M,d)-Code, wenn ¢ klar ist) auf X ist eine M-elementige Teilmenge C' C X", fiir die
d(Z,7) > d fur alle Z, ¢ € C mit & # ¥ gilt, und fiir die es auch Z, ¥ € C mit d(Z, ) = d gibt. Die Zahl
d heifit Minimalabstand des Codes C.

Beispiel 2.2.4. Sei X eine nichtleere Menge mit m Elementen. Der Repetition-Code der Ordnung
n iiber X wird mit RP,, bezeichnet. Er ist ein (n, m,n;m)-Code: dem Buchstaben z € X wird das
Codewort (z,z,...,x) € X" zugeordnet, d. h. RP,, = {(z,...,2) € X™}. Sein Minimalabstand ist
gerade n, denn verschiedene Codeworte unterscheiden sich in allen n Stellen voneinander (dies ist auch
der einzig mogliche Hammingabstand von verschiedenen Wortern in diesem Code).

Beispiel 2.2.5. Sei X = {0,1}, d. h. ¢ = 2, und n € N beliebig mit n > 2. Der Parity-Check-Code der
Ordnung n iiber X wird mit PC,, bezeichnet. Er ist definiert iber PC,, = {(z1,...,zy) | >_ z; gerade}.
PC,, ist ein (n,2""! 2;2)-Code. Sein Minimalabstand ist 2, da er die Worter (0,...,0,1,1) und
(0,...,0,0,0) enthélt, andererseits aber keine zwei Worter den Hammingabstand 1 besitzen kénnen,
da sonst mindestens eines eine ungerade Quersumme (d. h. ,,ungerade Paritét”) besitzen wiirde. Zur
Ordnung n besitzt er 21 Codeworte, da X™ genau 2" Tupel enthiilt, von denen genau die Hilfte
eine gerade Quersumme besitzt.

In gewissem Sinne sind RP-Codes und PC-Codes Extremfille:

1. RP-Codes besitzen den héchstmoglichsten Mindestabstand d = n, bieten aber nur m Codeworte
bei m™ moglichen Wortern in X™.

2. PC-Codes haben den kleinstméglichen noch sinnvollen Mindestabstand 2, schépfen mit 271
Codeworten den maximal moglichen Raum von 2™ Worten aber gut aus.

3. Beide Codes sind sehr einfach zu dekodieren.

Eine Moglichkeit der Abstufung zwischen diesen beiden Extremen bieten die Hamming-Codes:

Beispiel 2.2.6 (Der (7,4)-Hamming-Code). Es sei X = {0,1}. Wir wihlen n = 7 als Lange fiir die
Codeworte und setzen C' = {¥ = (z1,...,27) € X" | (%)} mit

(1) T2+ X3+ x4+ 5 ist gerade
(*): §(2) = + 3+ 24 + 6 ist gerade
(3) =1+ 2 + x4 + x7 ist gerade

Wir bestimmen zunéchst die Méchtigkeit M des Codes C. Sind z1, ..., x4 € {0, 1} vorgegeben, so sind
dadurch x5, zg, 27 eindeutig bestimmt (man sagt, dass der Code 4 Informationsbits und 3 Priifbits
pro Codewort besitzt). Also ist M = 16. Als néichstes bestimmen wir den Minimalabstand. Es seien
= (x1,...,z7) und ¥ = (y1,...,y7) mit & # 7 in C gegeben. Dann muss z; # y; fiir mindestens
ein i € {1,2,3,4} gelten, d. h. ¥ und ¥ miissen sich in mindestens einer der ersten vier Koordinaten
unterscheiden. Es sei d* = [{1 <i <4 | z; # y; }|.

Fall 1: @* =1
Da jede der vier Variablen z1,...,z4 in mindestens zwei Gleichungen vorkommt, muss x; # y; fiir
mindestens zwei Werte ¢ € {5,6, 7} sein.
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Fall 2: d* =2

Es sei also z; # y; und x; # y; fiir verschiedene i, j € {1,2,3,4}. Es gibt eine unter den Gleichungen
aus (x), in der nur eine der beiden Variablen z;, y; auftritt. In dieser Gleichung kommt auch zj mit
k € {5,6,7} vor. Dann muss auch zj # y; gelten.

Man sieht: der Minimalabstand ist d > 3. Andererseits sind & = (0,...,0) und ¥ = (1,1,1,0,0,0,0)
beide in C' mit Abstand d(Z, §) = 3. Der Minimalabstand ist also d = 3, und der (7,4)-Hamming-Code
ist also ein (7,16, 3; 2)-Code. Wir werden spiter diese Tatsache sehr viel einfacher erhalten, indem wir
die Zeichen als Elemente eines Kérpers Fy = {0,1} und damit X7 als Vektorraum iiber Fy ansehen.
Der (7,4)-Hamming-Code wird sich als linearer Code, d. h. als Untervektorraum von X7 erweisen.

Als néchstes diskutieren wir den Zusammenhang zwischen Minimalabstand und Fehlerkorrektur. Wird
bei der Ubertragung einer Nachricht eine Zeichenfolge &’ ¢ C empfangen, die kein Codewort ist, so
wird sie bei der Korrektur durch ein Codewort #; € C' ersetzt, fiir das d(#1,2’) minimal ist. Der
Minimalabstand des Codes C sei d = 2e + 1 fiir ein e € N, und es seien bei der Ubertragung von &
eine Anzahl < e Fehler passiert, d. h. d(Z1,2") < e. Ist Zy € C ein von #; verschiedenes Codewort, so
gilt:

2¢+1 < d(fl,a_ﬁé) < d(fl,f/) + d(f’,fz)

und damit d(Z',Z2) > (2e+1) —d(Z1,7") > e+ 1. Damit wird bei dieser Art von Decodierung Z’ durch
das richtige Codewort &1 ersetzt. Diese Beobachtung liasst die folgende Definition sinnvoll erscheinen:

Definition 2.2.7. Ein (n, M, d)-Code mit d = 2e + 1 heifit ein e-fehlerkorrigierender Code

Beispiel 2.2.8. Der betrachtete Hamming-Code ist ein 1-fehlerkorrigierender Code, da der Minimal-
abstand d = 3 = 2-1+ 1 ist. Es werde beispielsweise an Stelle des Codeworts #1 = (1,1,1,0,0,0,0)
die Zeichenfolge ¥ = (1,1,1,0,1,0,0) empfangen, d. h. an der 5. Stelle tritt ein Fehler auf. Es ist
d(#1,2") = 1. Nach der obigen Diskussion ist damit #; das eindeutig bestimmte Codewort mit mini-
malem Hammingabstand zu Z’. Bei der Fehlerkorrektur wird damit @ durch das richtige Codewort
71 ersetzt. Wir werden spéter diskutieren, wie die Fehlerkorrektur mit wenig Rechenaufwand durch-
gefithrt werden kann.

Im betrachteten Hamming-Code sind in einer Zeichenfolge die drei letzten Ziffern bestimmt, wenn die
ersten vier Ziffern vorgegeben sind, d. h. von den 7 Zeichen wird nur durch 4 Information tibertragen.
Die Rate ist somit

4 1 4 1

- = E-Iog2(2 ) = ﬁlong.

Dies lasst die folgende Definition sinnvoll erscheinen:
Definition 2.2.9. Die Rate eines (n, M, d; q)-Codes ist die Zahl %bgq M.
Bei gleichem Minimalabstand werden wir von zwei Codes den mit der groeren Rate, also der gréferen

Méchtigkeit, als besser ansehen. Daher ist es von Interesse, nach der maximalen Machtigkeit, fiir die
ein (n, M, d; q)-Code existiert, zu fragen.

Definition 2.2.10. Es sei A(n,d;q) = max{M € Ny | 3 (n, M, d;q) — Code}.

Beispiel 2.2.11. Die Existenz des (7,4)-Hamming-Codes zeigt, dass A(7,3;2) > 16 ist. Wir werden
spater sehen, dass A(7,3;2) = 16, der (7,4)-Hamming-Code also in gewissem Sinn bestméglich ist. Im
Folgenden werden wir einige grundlegende Ungleichungen fiir A(n, d; q) diskutieren.

Lemma 2.2.12. Es gilt A(n,d;q) < A(n—1,d—1;q) fird > 2.

30



Beweis.

Gegeben sei ein (n, M, d; q)-Code C. Aus C' erhilt man einen ,,punktierten” Code Cj, indem man aus
jedem Codewort in C' die i-te Koordinate weglisst. Dabei werde & € C zu Z; € C;. Sind nun Z, % € C
mit d(Z, ) = d, so ist d(Z;,y;) > d—1. Fiir d > 2 ist C; ein (n—1, M, d—1; q)-Code (durch Punktieren
aus C konstruiert, falls man fiir ¢ eine Koordinate wihlt, in der sich zwei Codeworte aus C' mit dem

Minimalabstand d unterscheiden).

Satz 2.2.13 (Singleton-Schranke). Es gilt die Abschitzung A(n,d;q) < ¢"~%+1,

Beweis.

O]

Indem man Lemma 2.2.12 genau (d — 1)-mal anwendet, ergibt sich ein (d — 1)-fach punktierter Code,
niamlich ein (n — d + 1, M, 1;¢)-Code, d. h. eine Teilmenge der Michtigkeit M von X"~ %+, Es ist

’andJrl’ < qn7d+1.

Satz 2.2.14 (Kugelpackungsschranke). Es gilt

A(n,2e+1;q) <

Beweis.
Es sei C ein (n, M,2e + 1; q)-Code. Fiir jedes & € C konstruieren wir die ,,Kugel®

K (%) = {ue X" |du,z) <e}.
Wir zeigen, dass fiir verschiedene Z, 2 € C gilt:

(1): Ke(@)NKe(2) = 0.

O]

Dazu sei i € K .(Z)NK,.(Z). Dann gilt nach Satz 2.2.2: d(Z, 2) < d(Z,9)+d(y, Z) < 2e, ein Widerspruch

zu d = 2e + 1. Es gibt offenbar genau

(?) (g -1y

Moglichkeiten, ein Codewort an ¢ Stellen abzuédndern. Damit ist
@l = 1 ()) @ n (1) -
Andererseits ist
cl i@l = 1l (1+ (1) =044 (1) -1 < x1 =

und damit

n
c] < d

s (1) a-v

O]

Definition 2.2.15. Ein Code C, der die Kugelpackungsschranke aus Satz 2.2.14 mit Gleichheit erfiillt,

heifit perfekt.
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Beispiel 2.2.16. Im (7,4)-Hamming-Code ist n =7, ¢ = 2, d = 2e + 1 = 3 und somit

e . 27
(n) (¢—1) = 1+<7> =8, sowie |C|]=— = 16.
im0 \' 1 3

Der (7,4)-Hamming-Code ist also perfekt.

Satz 2.2.17 (Plotkin-Schranke). Es sei 6 = q%ql und d > 6 -n. Dann gilt:

d
A(n,d;q) <
(TL, 7q) = d — gn 9
insbesondere gilt
2d
A(n,d;2) < 57— falls n < 2d .
Beweis.
Wir berechnen die Schranke des durchschnittlichen Abstands zweier Codeworte in einem (n, M, d; q)-
Code. Wir schreiben die M Codeworte 1 = (z11,...,Z1n),---,Zm = (a1, - .., Tam) als die Zeilen
einer (M, n)-Matrix M:
Ti1 ot Tin
M =
TM1 - TMn

In der k-ten Spalte dieser Matrix komme das Symbol s € X genau my, s-mal vor. Es sei

M
S = > d#, )
ij=1
i#]
die Summe aller Absténde von je zwei verschiedenen Codeworten. Wir schitzen S auf zwei Arten ab:
Wegen d(Z;, Z;) > d ist
(H): S>M-(M-1)-d.

Zur anderen Art der Auswertung von S setzen wir

0 falls zp =z, =s
cijh(s) = 1 sonst ’

Es ist .
d(Z;, 7)) < chi7‘j7k(8) und damit
seX k=1
M n n M
S <D D D cigr(s) =Y D D ciguls),
i,j=1s€X k=1 k=1seX i,j=1
i#j i#]
und es ist
M
Z Cijk(s) < mps- (M —mys) , also
ij=1
()
n n
@55 <3 om0t -y = 3 (20 S k)
k=1seX k=1 seX seX
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Wir setzen

Aus der Ungleichung

Z(ka75 —mk)Q > 0 folgt
seX

Zmz’s -2 (me) my + Zmi > 0, also

seX seX seX

3): § < (MQ—;(ka7S)2> <n-0-M.

k=1 seX

> mip, >

seX

|-

Daraus und aus (2) folgt

Aus (1) und (3) folgt nun M - (M — 1) -d < n -6 - M?. Auflssen nach M ergibt die Behauptung des
Satzes. O

2.3 Lineare Codes

Bei linearen Codes weist das verwendete Alphabet eine algebraische Struktur auf, es wird als ein
endlicher Korper mit ¢ Elementen betrachtet. Man kann zeigen, dass ein solcher genau dann existiert
(und bis auf die Namen der Elemente eindeutig ist), falls g eine Primzahlpotenz ist. Er wird mit GF(q)
bezeichnet!. In der Praxis ist fast nur der Fall ¢ = 2™ von Bedeutung, weil dann die Elemente des
Alphabets als Folge von Nullen und Einsen der Linge m geschrieben werden kénnen.

Ein linearer Code C lésst sich dann als linearer Unterraum des Vektorraums GF(q)" beschreiben.

Zur Fehlerkorrektur kénnen Methoden der Linearen Algebra verwendet werden. Auch grundlegen-
de Parameter, wie beispielsweise der Minimalabstand, kénnen einfach bestimmt werden.

Definition 2.3.1. Ein (n, M, d; q)-Code C' iiber GF(q) heifit linear, wenn C ein Unterraum des Vek-
torraums GF(q)" ist.

Satz 2.3.2. Es ist stets M = ¢* mit k = dim(C).

Beweis.
Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass C eine Basis B = {51, ce Ek} mit b; € C besitzt. Dann
ist jedes ¥ € C eindeutig als Linearkombination

k
T =) Nbj, A €GF(g)
j=1

darstellbar. Fiir die Wahl eines jeden A; gibt es ¢ Moglichkeiten. Insgesamt erhalten wir |C| = ¢. O

! Als Abkiirzung fiir ,,Galois Field”, benannt nach Evariste Galois. Auch die Bezeichnung F, ist {iblich.
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Beispiel 2.3.3. Der (7,4)-Hamming-Code kann als linearer Code gedeutet werden, wenn das Alphabet
X = {0,1} mit dem Korper GF(2) = {0, 1} identifiziert wird. Addition und Multiplikation sind auf
GF(2) wie folgt definiert:

— o+
— oo
O R
_ O -
o oo
— O

Die definierenden Bedingungen des Hamming-Codes

(1) To + x3 + x4 + T5 ist gerade
(2) =1 + 23+ x4 4z ist gerade
(3) x1+ o + 24 +x7 ist gerade

konnen dann einfach formuliert werden als lineares Gleichungssystem:

(1) To+ T3+ 24+ x5 = 0
(2) T + 23+ x4 + x¢ =0
(3) w14+x2  +ay +z7 = 0

Oder in Matrixschreibweise: H - # = 0, mit

0111
H=11011
11 01

S O =

0 0
1 0
01
Die Matrix H ist die Kontrollmatrix des (7,4)-Hamming-Codes.

Definition 2.3.4. Es sei C ein linearer (n,q",d;q)-Code. Wenn @y, ...,d eine Basis von C ist, so
heifit die Matrix G mit Zeilen dq, ..., d; eine Generatormatrix fiir C.

Die Kontrollmatrix eines Codes C héngt mit dessen Generatormatrix mittels der Konzepte der Or-
thogonalitit und des zu C dualen Codes C* zusammen.

Definition 2.3.5. Es seien & = (z1,...,2,),¥ = (y1,...,Yn) € GF(q)". Unter dem inneren Produkt
(Z|y) verstehen wir

n
@) = Y vy = 1y 4+ Tl -
=1

Die Vektoren # und % heilen orthogonal, falls (Z|7) = 0 ist.

Lemma 2.3.6. Es sei C ein linearer Code. Die Menge C*+ = {ij € GF(¢q)" | (Z]jj) = 0 VZ € C} st
ebenfalls ein linearer Code, d. h. ein Unterraum von GF(q)".

Beweis.
Das innere Produkt ist offenbar linear in beiden Komponenten, d. h. es gilt insbesondere

(A1 + A2ip) = A1 (Z|7h) + A2 (Z]y2) , N € GF(q) .

Sind daher 7,79, € C*, so ist jede Linearkombination \i%; + Xo%» ebenfalls in C. Wie aus der
Linearen Algebra bekannt ist, erfiillt C+ damit die Kriterien fiir einen Untervektorraum. O
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Definition 2.3.7. Der Code C* heiit der zu C duale Code. Eine Generatormatrix von C* heifit
Kontrollmatrix von C.

Lemma 2.3.8. Es sei C ein linearer Code der Linge n mit der Generatormatriz G iber GF(q). Dann
gilt fiir ij € GF(q)" die Aquivalenz

jeCt & G-4=0.

Wir beweisen dieses Lemma zusammen mit

Satz 2.3.9. Es sei C ein linearer Code der Linge n iiber GF(q), dann ist (C+)*+ = C und dim(C) +
dim(C+) = n.

Beweis.
Eine Generatormatrix von C sei

Ti1 X2 ot Tin
G = :
Tkl Tk2 0 Tkn
mit den Zeilenvektoren ¥1 = (Z11,...,%1n), -+, Tk = (Tk1y- - Tkn)- Es sel §= (y1,...,Yn):
(1):geCt e vzeC: (@N=0= ({i|§) =--- = (Tl7) =0,

da jedes ¥ € C eine Linearkombination & = A7 + - - - + A\ Tk der &; ist. Die letztere Bedingung in (1)
ist dquivalent mit

T11Y1r + Tizye + -+ Tip¥n 0

TE1Y1r + Treye + 0+ Tknln 0

Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass dim(Ct) = n — rg(G) = n — dim(C) ist, also dim(C) +
dim(C*) = n. Ferner gilt fiir ein beliebiges # € C auch (Z|7) = 0 fiir alle i/ € C*, also & € (C*)* nach
Definition. Das impliziert C C (C+)*. Wegen dim(C+) + dim((C+)*) = n ist dim(C) = dim((C+)*)
und damit C = (C+)*+. O

Der Minimalabstand von linearen Codes ldsst sich besonders einfach bestimmen. Wir beschreiben im
Folgenden das Verfahren.

Definition 2.3.10. Es sei ¥ € GF(¢)". Das Gewicht w(Z) ist die Anzahl der Koordinaten ungleich
Null in Z. Das Minimalgewicht von C' ist

min{w(Z) | £ € C — {0}}.

Satz 2.3.11. Frir beliebige Z,y € GF(q)" gilt d(Z,y) = w(Z — ). Insbesondere ist fiir einen linearen
Code der Minimalabstand gleich dem Minimalgewicht.

Beweis.
Seix = (z1,...,2n),y= (Y1,...,yn) und z —y = (1 — Y1, ..., Tn —Yn). Dann gilt offensichtlich genau
dann z; # y; , wenn x; — y; # 0 ist. Dementsprechend gilt d(x,y) = w(x — y).
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Nun sei C ein linearer Code mit Minimalabstand dy und Minimalgewicht wg. Wéhle nun x,y € C' so,
daB d(z,y) = dp gilt. Dann ist auch z —y € C\{0}, und es gilt:

dop = d(z,y) = w(x —y) > wo.
Es sei o das Codewort mit minimalem Gewicht, also w(xp) = wp. Dann gilt
wo = w(.%'o — 0) = d(l’o, 0) Z do.

Insgesamt erhalten wir
do Z wo Z do, also do = wop.

O

Satz 2.3.12. Es sei H eine Kontrollmatriz eines linearen Codes C' der Léinge n iiber GF(q). Dann
gilt fir ¥ € GF(q)":
FfeC & H-i=0.

Beweis.
Nach Satz 2.3.9 ist (C*)* = C. Nach Definition ist H also eine Generatormatrix von C*. Nach Lemma
2.3.8 gilt dann

fe(CHt=C e H- 2=0.

O

Satz 2.3.13. Es sei H die Kontrollmatriz des linearen Codes C'. Dann ist das Minimalgewicht (und
damit der Minimalabstand) von C die kleinste Anzahl d, fiir die es d linear abhingige Spalten in H
gibt.

Beweis.
Es seien 51, ..., §, die Spalten von H, ¥ = (x1,...,2,) € GF(¢)" und I = {i | z; # 0}, also |I| = w(Z).
Es gilt
n
feC e H =0 Y 2,5=0¢ Y 2,5=0 « {5]|icI}lin abh..
i=1 icl
Es gibt daher genau dann d linear abhéngige Spalten, wenn es ein Codewort vom Gewicht d gibt,
woraus die Behauptung des Satzes folgt. O

Beispiel 2.3.14 ((7,4)-Hamming-Code). Die obigen Uberlegungen liefern nun eine wesentlich einfa-
chere Methode, den Minimalabstand des (7,4)-Hamming-Codes zu bestimmen. In der Kontrollmatrix

0111100
H=1]|1011010
1101001

dieses Codes sind je zwei Spalten linear unabhiingig (da sie verschieden und damit keine Vielfachen
voneinander sind). Hingegen ist §; + 85 4+ §3 = 0. Damit gibt es 3 linear abhéngige Spalten, aber keine
zwei, d. h. der Minimalabstand ist 3.

Die Fragen nach der Qualitéit von Codes, die wir im vorigen Abschnitt gestellt haben, kénnen natiirlich
auch fiir lineare Codes gestellt werden. Wie viele Codeworte kann ein linearer Code bei vorgegebener
Lénge und Mindestabstand besitzen? Die oberen Schranken nach Satz 2.2.13 (Singleton) und 2.2.14
(Kugelpackung) gelten natiirlich auch fiir lineare Codes. Wir zeigen nun eine untere Schranke:

36



Satz 2.3.15 (Gilbert-Varshamov-Schranke). Wenn die Ungleichung

> (”;1) (¢-1" < ¢ "

1=0

gilt, dann gibt es einen (n,q", d; q)-Code.

Beweis.

Wir konstruieren den Code mittels seiner Kontrollmatrix H. Nach den Sétzen 2.3.11-2.3.13 geniigt es,
eine ((n — k), n)-Matrix iiber GF(q) zu konstruieren, fiir die je (d — 1) Spalten linear unabhéngig sind.
Als erste Spalte kénnen wir jeden Vektor Z # 0 in V = GF(¢)" " wihlen. Angenommen wir haben
bereits m Spalten von H konstruiert, von denen je d — 1 linear unabhéngig sind. Offensichtlich kann
man aus diesen m Spalten hochstens

sy = 1 la-0 (7)) + =12 () +esa-0t (,)

verschiedene Linearkombinationen bilden, die sich aus hochstens d — 2 Spalten kombinieren lassen.
Wenn f(m) < ¢"~* ist, kann man einen von diesen Linearkombinationen verschiedenen Vektor & € V'
auswahlen. Man sieht leicht, dass ¢ als weitere Spalte von H gewahlt werden kann. Aufgrund unserer
Voraussetzung gilt aber f(m) < ¢"* fiir alle m < n — 1, womit die Existenz der Matrix H gezeigt
ist. O

Beispiel 2.3.16 (Konstruktion eines linearen (7,4, 4;2)-Codes). Die Kontrollmatrix muss die Dimen-
sion (5,7) besitzen, und je 3 Spalten miissen linear unabhéngig sein.

‘Wahl von §7:
Die Bedingung ist hier nur §; # 0. Wir wihlen & = (1,0,0,0,0)T.

Wahl von 35:
Die Bedingung ist nun, dass §; und §3 linear unabhingig sind: 55 # A5} < 3 ¢ {6, 51}
Wir wihlen 5 = (0,1,0,0,0).

Wahl von §3:
Bedingung: 31, 52, §3 linear unabhéngig, also 3 # A181 + Moo, d. h. 55 ¢ {6, 51, 82,81 + Sa}.
Wir wihlen 53 = (0,0, 1,0,0)7.

Wahl von 5y:
Die Bedingung lautet nun, dass die Mengen

{51, 52,53}, {51,352, 54}, {51,53,54}, {52, 353,354}

jeweils linear unabhéngig sind. Das ist gleichbedeutend mit 5y ¢ {6, 51, 82, 83,81 + 82,51 + 83,59 + S3}.
Wir wihlen 54 = (0,0,0,1,0)7T.

Wahl von Ss:
Nun miissen je drei der Vektoren {51, ..., 55} linear unabhéingig sein. Das ist dquivalent zu

55 ¢ {0,351, 52,53,54,51 + 82,...,53+ 84} .

Wir wihlen 55 = (1,1,0,0,1)T.
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Wahl von 55:
Je drei der Vektoren {51,..., 35} miissen linear unabhéngig sein. Das ist dquivalent zu

§6 ¢ {07§1;§27§37§47§57§1 + §27 e 7§4 + §5} .

Beobachtung: alle diese Linearkombinationen haben entweder eine 1 in der 5-ten Zeile, oder eine 0 in
der 5-ten Zeile und hochstens 3 Einsen in den ersten vier Zeilen.
Wir wihlen 55 = (1,1,1,1,0)7.

Wahl von 57:
Je drei der Vektoren {51,..., 57} miissen linear unabhéngig sein. Das ist dquivalent zu

ST ¢ {07 S1, 52, 53, 54, S5, 56, S1 + §2,...,85 + 36} .

Beobachtung: alle diese Linearkombinationen haben entweder eine 0 in der 5-ten Zeile, oder eine 1 in
der 5-ten Zeile und hochstens 3 Einsen in den ersten vier Zeilen. Wir wihlen 57 = (1,1,1,1,1)7.

Damit haben wir die Kontrollmatrix

100 0111
0100111
H=1]10010011
0001011
000 01O01

konstruiert.

Der Code hat nur 4 Codeworte, die wir bestimmen wollen. Dazu miissen wir das lineare Gleichungssys-
tem H - & = 0 l6sen, was im Prinzip durch GauBsche Elimination geschieht. Im vorliegenden Fall hat
das System schon die gewiinschte Endform: durch die Wahl von z; und z7 sind alle iibrigen Koordina-
ten bestimmt. Die zwei Wahlen (z1,z7) = (1,0) und (x1,27) = (0, 1) liefern zwei linear unabhéngige
Codeworte, die als Zeilen einer Generatormatrix dienen konnen: Ist 1 = 1 und z7 = 0, so ist die Glei-
chung H - # = 0 wegen der letzten Zeile von H nur mit 25 = 0 l6sbar. Aus (1, x5, 27) = (1,0,0) folgt
xe = 1 wegen der ersten Zeile von H. Ebenso folgt o = 3 = z4 = 1. Analog kann (z1,z7) = (0,1)
behandelt werden.

Insgesamt gilt

($1,$7):( , éx2:1,x3:1,$4:1,x5:0,x6:1.

1,0)
(:Cl,.CL‘7) = (0,1) = x0=0,z3=1,24=1,25 =1,26 = 0.
Also 71 = (1,1,1,1,0,1,0)7 und & = (0,0,1,1,1,0,1)7.
10
0 1)

Damit haben wir die Generatormatrix
1 1
G = <O 0

und es ist C' = {0, &1, &2, 1 + T2 }.

1 10
1 11

2.4 Fehlerkorrektur bei linearen Codes und Syndrome

Wir kehren zur Diskussion der Fehlerkorrektur aus dem vorigen Abschnitt zuriick. Wird bei der
Ubertragung eine Zeichenfolge ' empfangen, die kein Codewort ist, so wird diese durch dasjenige
Codewort & ersetzt, fiir das d(Z, Z") minimal ist.
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Es miissen also zwei Aufgaben gelost werden:

Fehlererkennung: Es muf} erkannt werden, dass &’ kein Codewort ist.
Fehlerkorrektur: Es muf ein Z € C gefunden werden, fiir das d(Z, Z') minimal ist.

Die grobste Losung dieser Aufgabe besteht in der Durchmusterung aller Codeworte, was wegen des
groflen Aufwands unbefriedigend ist. Bei linearen Codes bieten sich bessere Losungen an: Die Fehler-
erkennung kann mittels der Uberpriifung der Kontrollgleichung

H-7 =0
geschehen. Die Fehlerkorrektur geschieht mittels des so genannten Syndroms

j=H 7.

Der Begriff des Syndroms ist aus der Medizin iibernommen. Ein Syndrom ist eine Sammlung von
Symptomen, die eine Krankheit anzeigen. In der Codierungstheorie ist die Krankheit der Fehler bei
der Ubertragung des Codeworts. Wir erliutern das Verfahren am Beispiel eines 1-Fehler-korrigierenden
Codes. Dazu schreiben wir ¥/ = Z 4+ € und nennen € den Fehlervektor. Wir gehen davon aus, dass bei
der Ubertragung genau ein Fehler gemacht wurde, also ist

€=1(0...010...0)
mit genau einer Eins an der j-ten Stelle fiir ein j. Fiir das Syndrom ¢ = HZ' erhalten wir
HY = H-(¥+¢é) = HT¥+ He = He

da HZ = 0 ist. Hat H die Spaltenvektoren 5

so ist He = §; genau dann, wenn € die Eins an der j-ten Stelle enthélt. Das Syndrom H - ¥ = §; zeigt
also unmittelbar an, dass der Fehler an der j-ten Stelle gemacht wurde. Bei der Korrektur ist daher
die j-te Stelle zu dndern. Allgemein gilt folgender

Satz 2.4.1. Es sei C ein linearer (n, ¢*, d; q)-Code iber GF(q) mit Minimalgewicht d = 2e+1 (e € N)
und der Kontrollmatriz H. Zu ij € GF(q)* gibt es genau ein € € GF(q)" mit w(€) < e und H - € = jj.

Beweis.
Mit rg(H) = k ist auch dim({HZ | © € GF(q)"}) = k. Es seien €1,é> € GF(¢)" mit w(e&;) < e

N

fir i = 1,2 und Héy} = Héy = . Dann ist H - (€1 — é3) = 0, also €] — & € C, und w(é; — é3) <
w(el) + w(éz) < 2e < d. Das ist nur fiir €} = €3 moglich. O

Aufgrund von Satz 2.4.1 kann die Fehlerkorrektur wie folgt vorgenommen werden: Man legt einen
Speicher an, der jedem moglichen Syndrom % das eindeutig bestimmte € mit He = ¢ mit minimalem
Gewicht w(€) zuordnet. Wird dann die Zeichenfolge &’ mit HZ' = i empfangen, so wird & zu & = &' —¢€
korrigiert.
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Beispiel 2.4.2. Beim (7, 4)-Hamming-Code wird statt des Codeworts & das Wort & = (0010001)7
empfangen, wobei ein Fehler gemacht wurde. Man nehme die Fehlerkorrektur vor.

Losung: Es ist

=

13

I
== O
=
O =
— = =
O O =
O = O
— o O

_— O O O = O O
I
—_
I
N

Der Fehler wurde also an der 4. Stelle begangen, d. h. die Zeichenfolge 7’ ist zum Codewort T =
(0011001)T zu korrigieren.
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Kapitel 3

Mathematisches Modellieren

3.1 Ein mathematisches Modell der schwingenden Saite

Unter Verwendung physikalischer Annahmen wird ein mathematisches Modell der schwingenden Saite
hergeleitet. Dieses ist eine partielle Differentialgleichung mit zwei Randbedingungen und zwei An-
fangsbedingungen, welche mit mathematischen Methoden geldst wird.

Wir beginnen mit dem physikalischen Modell:

1.

Eine Drahtsaite ist an zwei festen Punkten der xy-Ebene eingespannt, etwa den Punkten (0, 0)
und (L, 0), und schwingt in der zy-Ebene.

. Jeder Massenpunkt der Drahtsaite schwingt parallel zur y-Achse.

Der Massenpunkt, der mit Abszisse x parallel zur y-Achse schwingt, hat zum Zeitpunkt ¢ eine
Ordinate zur z-Achse, die wir mit u(x,t) bezeichnen. Wir nehmen an, die Funktion u sei jeweils
zweimal nach x und ¢ differenzierbar. Die partiellen Ableitungen schreiben wir als u,, Uz, Ut
und wg.

Der Massenpunkt zur Abszisse x erfihrt zum Zeitpunkt ¢ die Beschleunigung
2
Utt(ajvt) = 661;2U(13,t) :
Wir ersetzen diesen Massenpunkt durch ein kleines Saitenstiick .S zwischen z und = + h, und
nehmen vereinfachend an, dass dort die Beschleunigung konstant ist. Diese Beschleunigung ist
nach dem Newtonschen Gesetz (Kraft=Masse - Beschleunigung) mit der auf das Saitenstiick
wirkenden Kraft verbunden.

Wir betrachten die Krifte, die zum Zeitpunkt ¢ an dem Saitenstiick S zerren. Eine Kraft zerrt
tangential nach links, und eine zerrt tangential nach rechts:

>

B

X x+h
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Die beiden Krifte haben den gleichen (und von x unabhéngigen) Betrag, etwa 7. Die Winkel,
den die Tangenten in x bzw. x 4+ h mit der x-Achse einschliefien, seien mit o bzw. 8 bezeichnet.
Als Kraftkomponente senkrecht zur z-Achse ergibt sich

(1): 7-(sinf —sina) .

Wir machen zudem folgende vereinfachende Annahme: Da die Schwingungsfunktion u(z,t) klein ist,
ist tan o & sin & sowie tan 8 =~ sin . Damit ist die Kraft in (1) ungeféhr

7-(tanf —tana) = 7 (ug(x + h,t) — uz(z,t)) .

Wegen

h,t) — t

lim U@+ 1 t) — ua(2,1) = Ugy(z,1)

h—0 h

gilt fiir kleine h > 0: uz(x + h,t) — ug(z,t) = ugy(x,t). Die Masse des kleinen Drahtstiicks zwischen

x und z + h ist ¢ - h, wobei ¢ die spezifische Massendichte bezeichnet. Das Newton’sche Gesetz liefert
also

T (ug(x + hyt) —uz(x,t)) = 0 h-uy(z,t)

und damit die partielle Differentialgleichung

-
up(x,t) = Eum(w,t) =: 02-um(m,t).

Die Einspannung der Saite in die beiden Punkte (0,0) und (L, 0) liefert die beiden Randbedingungen

Vit u(0,t) = u(L,t) = 0.

Bezeichnet f(x) die Lage der Saite zum Zeitpunkt ¢ = 0, und entspricht g(x) der Geschwindigkeit (bei
t = 0) der zur Abszisse x zur y-Achse parallel schwingenden Massenpunkte, so folgen noch die beiden
Anfangsbedingungen V0 < z < L : u(z,0) = f(z) und u(z,0) = g(z).

Gesucht ist also eine Losung u von:

o uy(z,t) =2 ug(z,t),
o Vt: u(0,t) =u(L,t) =0,
e VO<z<L: u(x,0) = f(x),

o V0 <z <L: u(zr0)=g(z).

3.2 Spezielle Losungen eines vereinfachten Problems

Wir betrachten zunéchst nur das vereinfachte Gleichungssystem, das durch Weglassen der Anfangs-
bedingungen entsteht:

(1) : uge(z,t) = 2 uge(2,t) , Vt: u(0,t) =u(L,t) =0.

Eine wichtige Methode zur Losung von solchen Gleichungen besteht in der Trennung der Variablen.
Man schreibt die gesuchte Funktion als ein Produkt einer Funktion, die nur von x abhéngt und einer
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solchen, die nur von ¢ abhéngt: u(z,t) = X (x)-T(t). Einsetzen in (1) liefert X (z)T"(t) = c2- X" (z)-T(t).
Es folgt also an den Stellen (z,t) mit X (z)T'(t) # 0 die Gleichung

Ty, X

T o X(2)

Da die linke Seite unabhéngig von z ist, ist es auch die rechte Seite, und somit ist die rechte Seite
(und damit wiederum die linke) konstant. Es gibt also eine Zahl A mit

' T”(t) B X”(:C)
®: Ty =< X

fiir alle (z,t) mit X (x)T'(t) # 0. Wegen der Stetigkeit in ¢ folgt die Aussage auch fiir alle ¢:
(3): Vt: T"(t) = NT(t)

und analog

%X

mit den Randbedingungen X (0) = X (L) = 0. Die Funktionen X und T sind somit Eigenfunktionen
des Differentialoperators K : f + f”. Die Theorie der linearen Systeme von Differentialgleichungen
1. Ordnung ergibt, dass sédmtliche Losungen von (4) (ohne die Randbedingung) gegeben sind durch

(a) FallsA<O: Q- cos <mx> + [-sin (@x) ,

4):V0<z<L: X'(x) =

c

(b) falls)\:O: O[x_i_ﬁ’
(c) fallsA>0: a-ePe 4 g.ePa

mit beliebigen Koeffizienten «, 5 € R. Einsetzen der Randbedingungen X (0) = X (L) = 0 ergibt das
Folgende: Falls A < 0 ist, bleibt nur o = 0 (wegen X (0) = 0), sowie

VIAL-L
e

=ne’
wegen X (L) = 0, dafiir ist § € R beliebig. Zusammengefasst also

(a): X(x) = Bsin(n—gac) , NEZL.
Dies entspricht den durch n € Z parametrisierten Eigenwerten \,, = —(nmc/L)? sowie den zugehorigen
Eigenfunktionen sin(nrz/L). Im Falle A = 0 folgt 5 = 0 aus X (0) = 0, sowie a = 0 aus X (L) = aL =
0. Es gibt also nur die triviale Losung X = 0. Im Falle A > 0 ist § = —a wegen X (0) = 0. Die
Randbedingung X (L) = 0 impliziert

veN _VA
a-(ecL—e cL> =0,

und damit o = 8 = 0, da e¥ —e™¥ > 0 ist fiir alle v > 0. Auch in diesem Fall gibt es also nur die
triviale Losung X = 0. Die einzigen von der Nullfunktion verschiedenen Lésungen ergeben sich daher
fiir A < 0, ndmlich die reellen Vielfachen der Funktionen

Xp(z) = sin (% 9:)
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fiir n € Z. Einsetzen der Eigenwerte A, in (3) liefert die Losungen
T.(t) = ay - cos (? -t) +b,, - sin <? -t)
fiir den zweiten Faktor der Funktion u. Somit sind alle Losungen des Randwertproblems

u(z,t) = C2‘“:m(337t)
u(O)t) = U(L,t)

mit der speziellen Forderung u(z,t) = X (z) - T'(t) von der Form
. (/nm cmn . [cmn
u(x,t) = sin (T . x) . (an-cos (T -t) + by, - sin (T : t)) :

3.3 Superposition

Um einfachere Formeln zu erhalten, setzen wir von jetzt an ¢ = 1 und L = . Dies kénnte auch durch

die Substitution
(0,0) = u(Za, 21)
v(x = u(—x, —
’ s

erreicht werden. Das vereinfachte Modell (Weglassen der Anfangsbedingungen) lautet jetzt:
(1) : up(z,t) = ugg(w,t) , Vt: u(0,t) = u(m,t) =0,
und es besitzt die speziellen Lésungen
(2) : ™ (x,t) = sin(nz) - (ap - cos(nt) + by, - sin(nt))

mit n € N und ay,, b, € R. Die Losungsmenge des Randwertproblems (1) hat nun die Eigenschaft der
Superposition: Fiir n Losungen u(V, ..., (™ ist auch jede Linearkombination Aju + -+ 4+ A u(™
eine Losung. Die Losungsmenge bildet einen Untervektorraum des Vektorraums aller auf [0, 7] X
[0, 00) stetigen Funktionen. Es stellt sich nun die Frage: konnen unendliche Linearkombinationen der
speziellen Losungen (2) so gewéhlt werden, dass auch die Anfangsbedingungen

w(,0) = fz) , w(z,0) = g(z)

erfiillt sind? Dies fiithrt zu

w(z,t) = Y sin(nz)-( aycos(nt) + bysin(nt))
n=1
ug(x,t) = Z sin(nx) - (—ay sin(nt) + by, cos(nt)) - n .
n=1
3): f(z) = u (x,0) = Zansin(nx‘) ,
n=1

oo
(4) : g(x) = u(z,0) = ann sin(nzx) .
n=1
Die Darstellungen (3) und (4) sind spezielle Fourierreihen. Es ergibt sich also das Problem der Fou-

rierreihenentwicklung von (weitgehend beliebigen) Funktionen f(x) und g(z). Dieses Problem werden
wir im néchsten Abschnitt behandeln.
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3.4 Innere Produktridume und Orthogonalsysteme von Funktionen

Die Theorie der Fourierreihen ldsst sich in einen weiteren Rahmen stellen, wenn man die trigonometri-
schen Funktionen als Spezialfall eines Orthogonalsystems von Funktionen ansieht. Zunéchst machen
wir der einfacheren Rechnung halber von der Beziehung zwischen trigonometrischen Funktionen und
der Exponentialfunktion Gebrauch:

(1): e = cos(x) + i -sin(x)
(2): cos(z) = (et 4 e~iv)
sin(z) = 5 (e —e)

Definition 3.4.1. Eine Fourierreihe ist eine unendliche Reihe der Form

(3): Z cpe?™me L >0, ¢, €C.

n=-—oo

Wegen (1) und (2) ldsst sich jede Reihe des vorigen Abschnitts

oo oo
Z an cos(2mnLzx) + Z by, sin(2rnLx)

n=0 n=0

in der Form (3) schreiben. Damit ist auch das Problem der schwingenden Saite in der Behandlung
eingeschlossen. Der Einfachheit halber behandeln wir den Spezialfall L = 1 und setzen:

Definition 3.4.2. E(z) = ?™7,

Die Familie der Funktionen (E(mx))m,ez erfiillt die Orthogonalitéitsrelation

1 falls m=n

t?EXnmﬂE(—mwdx - {0
0

sonst

Dieser Begriff ist von der Geometrie her motiviert: Zwei Vektoren €, = (z1,...,2,) und & =
(y1,---,Yyn) des R™ heiflen orthogonal, falls ihr inneres Produkt (€j|€2) = 0 ist. Da wir komplex-
wertige Funktionen betrachten, empfiehlt es sich, in Vektorrdumen iiber C zu arbeiten. Fiihren wir im
Vektorraum V' der auf [0, 1] stetigen komplexwertigen Funktionen das innere Produkt durch

1

(flg) = / f(@)g@)dz

0

ein, so ist das Integral in der Orthogonalitéitsrelation der F(mz) gerade das innere Produkt.

Definition 3.4.3. Ein Vektorraum H iiber C heifit innerer Produktraum (oder unitdrer Raum, falls
jedem Paar von Vektoren &, € H eine komplexe Zahl (Z|) , das innere Produkt, zugeordnet wird,
so dass gilt:

(7]y)
(7]2) + (912)

(a)

(b): (T+9l2) =

(¢): (aFly) = a(Zly) YaeC

(d):  (@z)y > 0 Vi e H

(e) @z = 0 s  #=0.
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Bemerkung 3.4.4. Diese Eigenschaften haben folgende Konsequenzen: Aus (c) folgt, dass <6\g’> =0
ist fiir alle ¥ € H. Aus (a) und (c) folgt, dass (Z¥|ay) = @ (Z|y) ist fir « € C. Aus (a) und (b) folgt das
zweite Distributivgesetz (Z|y + 2) = (Z|y) + (¥]2).

Definition 3.4.5. Die Norm (oder Linge) eines Vektors & € H ist ||Z| = \/(Z|Z), bzw. (¥|7) = || 7||*.

Im Folgenden sei H stets ein innerer Produktraum.

Definition 3.4.6. Eine endliche Folge €1, ..., €, oder abzihlbar unendliche Folge (€;) von Vektoren
€j € H heifit Orthogonalsystem, falls (€;|€;) = 0 ist fiir alle ¢ # j. Sie heifit Orthonormalsystem, falls
zusitzlich (€;|€;) = 1 ist fiir alle i. Bildet die Folge eine Basis eines endlichdimensionalen Unterraums
V von H, so nennt man sie auch Orthonormalbasis von V.

Wir interessieren uns im Folgenden fiir den Abstand eines Vektors ¥ € H zu einem endlichdimen-
sionalen Vektorraum V' C H. Wir setzen dabei voraus, dass V' von einer Orthonormalbasis (ONB)
{€1,...,€,} erzeugt wird.

Definition 3.4.7. Es sei V = {) a;€; | a; € C} ein endlichdimensionaler Unterraum von H mit
Orthonormalbasis B = {é1,...,€,}. Fir ¥ € H nennen wir

n
B) = > a;é , aj = (&)
=1

die Projektion von & auf V. Die a; heiflen auch Fourierkoeffizienten von & bzgl. B.

Definition 3.4.8. Es sei # € H und M C H. Der Abstand d(Z, M) des Vektors & von der Menge M
ist definiert durch
d(Z, M) = inf ||u— 7.
ueM
Satz 3.4.9. Es sei V ein endlichdimensionaler Unterraum von H mit ONB B = {é1,...,€,}, und
Z € H beliebig. Fs ist
(= Py(@)|d) = 0VaeV.

Fira eV gilt
d(z,V)=|Z—1d|| & u=Py(Z),
d. h. unter allen Vektoren @ € V' hat die Projektion @ = Py (Z) den geringsten Abstand zu &, und ist

durch diese Figenschaft eindeutig bestimmit.

Beweis.
Es sei Py (Z) = ) aj€; mit a; = (Z]€;) und @ = ) b;€; mit Koeffizienten b; € C. Dann ist

@ - Pr(@))a) = (3= 45> b))
ZE ZZ (a;€i|bje;) = Zajgj — Zajgj =0.
=1 =1 =1

i=1 j=1
Es sei @ = Py (Z) + W fiir ein o € V, dann ist
la—2|? = (Pv (%) + & — Z| Py (T) + @ — 7)
= (Pv(@) —2|Pv(2) — 2) + (Py (ﬂ)—Qf!@ +2<Pv(f)—f\1ﬁ>+<u7\1ﬁ>
= 1Py (Z) — Z[° + [lw|] .

Also ist ||@ — Z| = || Py (¥) — || genau dann, wenn @ = 0 ist baw. @ = Py (Z). O
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Unser Hauptinteresse gilt unendlichdimensionalen inneren Produktrdumen H, in denen unendliche
ONB B = (€}) gegeben sind, so dass sich jedes & € H beliebig gut durch Linearkombinationen von
endlich vielen € approximieren ldsst.

Definition 3.4.10. Es sei B = (€;) ein abzéhlbar unendliches Orthonormalsystem. Fiir n € N sei
H, = (e1,...,é) ={ €1+ -+ A\é, | \i € C}. Die Basis B heifit vollstéindig, falls es fiir alle ¥ € H
und jedes € > 0 ein n = n(e) € N und ein &, € H, gibt mit |7 — Z,| < e.

Satz 3.4.11. Es sei B = (€)) ein abzdhlbar unendliches volllstindiges Orthonormalsystem von H.
Fiir alle ¥ € H gilt dann:
lim ||# — Py, (Z)|| = 0.

n—o0

Beweis.
Es sei € > 0 gegeben. Nach Definition der Vollsténdigkeit gibt es ng = n(¢) und @,, € Hy,, so dass
| % — @, || < € ist. Fiir n > ng gilt nach Satz 3.4.9:

1# = Pr, (D) < (|7 = Pr,,, (D) < (|7 — Tl < €.

Also ist konvergiert die (reelle) Folge (||Z — Pg,, (Z)||) gegen Null fiir n — oo. O

3.5 Vollstindigkeit des Systems der trigonometrischen Funktionen,
Fourierreihen

Wir betrachten nun den inneren Produktraum C = {f : [0,1] — C | f stetig} mit dem inneren

Produkt .

(1) : (flg) = / f(@)g@)dz
0

und dem Orthonormalsystem

I = (En)2 E,: x— E(nx)

n=-—oo

Die Funktionen E,, (mit n € Z) kénnen zu einer Folge [, mit n € N gemacht werden, wenn Iy, = E,,
und lo,4+1 = F_, gesetzt wird. Wie in der allgemeinen Diskussion des vorigen Abschnitts kénnen wir
endlichdimensionale Unterrdume

Cy = <E,N,E,N+1,...,1:Eo,El,...,EN> ccC

betrachten und folgendes Problem behandeln: Es sei f € C gegeben. Fiir welche Sy € Cy ist das
durch (1) definierte Quadrat des Abstands

1

/ f(2) - Sx(@)Pde

0

von f zu Cxy minimal? Nach Satz 3.4.9 ist als Sy die Projektion von f auf Cy zu wihlen:



Man kann nun erwarten, dass in vielen Féallen

lim Sy(z) = f(x)

N—o0

fiir alle = € [0, 1] ist, d. h. dass f durch seine Fourierreihe

o0

flz) = Z anEn ()

n=—00
dargestellt wird. Dies gibt Anlass zu folgender

Definition 3.5.1. Es sei f : [0,1] — C stetig. Unter dem Fourierkoeffizienten f(n) von f verstehen
wir

1

fo) = [ @Bz,

0
unter der N-ten Partialsumme
N
Sn(x) = D f(n)Ea(x)
n=—N
und unter der Fourierreihe von f
Y f(n)En()

die Folge der Partialsummen Spy.

Wir zeigen zuniichst die Vollstédndigkeit des Orthonormalsystems [. Hierfiir muss gezeigt werden, dass
jedes f € C im quadratischen Mittel beliebig gut durch Funktionen aus der Folge der Vektorrdume
Cy approximiert werden kann: Sind f € C und € > 0 gegeben, so gibt es N und fy € Cy mit
fol |f(z) — fn(2)|? dz < e. Dafiir wire es hinreichend zu zeigen: sind f € C und € > 0 gegeben, so gibt
es N und fy € Cn mit sup,ejoq) | f(2) — fn(2)| < € Dies ist nicht immer mit der Wahl fx = Sy
moglich, aber wie Féjer gezeigt hat stets mit fy = T, wobei die Ty die arithmetischen Mittel der
Sn bedeuten. Um die Partialsummen Sy bzw. deren arithmetisches Mittel Ty auszudriicken, benétigt
man den Dirichletkern und den Féjerkern, die wir im folgenden definieren wollen:

Definition 3.5.2. Der N-te Dirichletkern D,,(x) ist gegeben durch

N
Dy(z) = Y En(x)
n=—N
Der N-te Féjerkern F,,(z) ist gegeben durch
1 N
Fn(z) = szn($)
n=0
Ferner setzen wir
1 N
T = —
W) = g 2 S

Ein entscheidender Vorzug des Féjerkerns gegeniiber dem Dirichletkern ist, dass Fiy stets nichtnegativ
ist.
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Satz 3.5.3. FEs gilt:

; 1
Kerndarstellung :  Dy(x) = sin(2m(N+3)z)

sin(7x)
sin?(r(N+1)z
FN(x) = N}Fl ! S(ing(ﬂ:(:)) )
1
Faltungseigenschaft : Sy(z) = [f(¢t)Dn(z —t)dt
0
1
Tn(z) = [ft)Fn(z—t)dt
0
1 1
Normierung : /DN(m —t)dt = /FN(x —t)dt =1 Vzel0,1].
0 0

Beweis.
Aus der Formel fiir die endliche geometrische Reihe ergibt sich
E(2N+1)z)—1  B(N+3)z)—EB(—(N+1)z)  sin@r(N + 1)2)

Dy(z) = E(—Nx) - Bl) -1 = E(%x) _ E(—%m) - sin(mx)

Die Formel fiir Fiy ergibt sich aus der fiir Dy durch nochmalige Anwendung der Summenformel fiir
die geometrische Reihe. Es ist zudem

1 1 N N 1 N
/ F(H)Dy(x — t)dt = / f0 Y Eaw—tidt = Y Ea(x) / FOE(—Ddt = 3 f(n)E
0 0 n=-N n=—N 0 n=—N

wobei der letzte Ausdruck nach Definition gerade Sy (x) ist. Analog ist

1 N 1
[1OFs@ -t = 5> [f0D(e - ar :NHZSN — Ty().
0 n:OO
Zudem ist
1 1 1 1 N 1
Dy(x —t)d ZE n(t)dt =1, [Fy(z—t)dt = ——> [Dy(x—t)dt = 1.
S L STy e

Satz 3.5.4. Sei f: [0,1] — C stetig. Dann konvergiert die Folge der arithmetischen Mittel T der
Partialsummen gleichmdflig auf [0,1] gegen f.

Beweis.

Es sei ¢ > 0 gegeben. Die stetige Funktion f ist auf dem kompakten Intervall [0, 1] beschrénkt, und
gleichméBig stetig. Daher gibt es ein M > 0, so dass | f(t)| < M ist fiir alle ¢ € [0, 1], sowie ein § = d(¢),
so dass fiir alle z € [0, 1] gilt:

If(t) — f(z)| <e falls |t —z| < 4.
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Wegen

1 1
F —t)| < .
[Fn(@ =) < sin2(7r5) N+1

falls |z — t| > 9
folgt
(1) :  lim / f)Fy(x—t)dt | = 0 und

N—oo
lz—t>6

(2) :  lim / flz)Fn(x—t)dt | =0

N—oo
lz—t|>6

und aus der Normierung von F folgt

3): / (F(t) — () Fx(x — )| < e

lz—t|<é

Es ist
1

1
/f(t)FN(a;—t)dt _ / FO) Fx(x — t)dt + / F(O) (o — t)dt = /0 F(@)Fy(z — 1) dt

0 |z—t|<6 lz—t|>5

| t@rs@-vies [ (40 - fanFve-vits [ foP - oa.
|z—t|>d |z—t| <6 |z—t|>8
Mit (1), (2) und (3) folgt dann

N—oo

1 1
lim /f(t)FN(m—t)dt = [f(x)FN(x—t)dt = f(x).

Satz 3.5.5 (Konvergenz im quadratischen Mittel). Es sei f : [0,1] — C stetig. Dann ist

i:hm/|f z)?dz = 0,

N—oo

und es gilt die Parsevalsche Gleichung

@) [If@Pde = Y 17

0 n=—oo

Beweis.
Es sei € > 0 gegeben. Nach Satz 3.5.4 gibt es Ny = Ny(e), so dass fiir N > Ny gilt: [T (z) — f(z)| < e

fiir alle = € [0, 1]. Daraus folgt
1

[1zn@) -~ f@)Pds < 2.

0
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Wegen Ty € Cy besitzt das System der E, nach Definition 3.4.10 die Eigenschaft der Vollstandigkeit.
Aussage (i) folgt somit aus Satz 3.4.11. Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt nun:

1 1 %
/f(x)(f(x)—SN(w))dw < /\f(x)2d:v / (@) — Sy(x)dr |
0

0

also

1
Jim [ £@)TF@) — Sn(@ds = 0
0

und somit
1

JiC \dw—ngnOO/f S ()

0
Ahnlich folgt

Jim /sN ~ Sn(z))dz = 0

und

n=—oo

1 1 .
A}i_r)réo/f(x)SN(m)dx - ]Vlgrlm/|SN(m)|2dx = ) i)
0 0
O]

Die Beziehung (i) heifit auch Konvergenz im quadratischen Mittel. Aus ihr folgt nicht die punktweise
Konvergenz. Es gibt Beispiele von stetigen Funktionen f, deren Fourierreihe nicht iiberall gegen f
konvergiert. Wir schliefen mit ein paar Sétzen aus der umfangreichen Theorie der Konvergenz der
Fourierreihen:

Satz 3.5.6. Es sei f: [0,1] — C stetig. Gilt

lim Sy(z) = S(z)

N—o0

fiir ein x € [0, 1], so folgt S(x) = f(x). Wenn also die Fourierreihe einer stetigen Funktion f in einem
Punkt x konvergiert, so konvergiert sie gegen den ,richtigen Wert* f(x).

Beweis.
Aus dem Cauchyschen Grenzwertsatz folgt mit der Voraussetzung dann

]\}EHOOTN(x) = S(x).

Nach Satz 3.5.4 ist dann S(z) = f(z). O

Satz 3.5.7. Es sei f: [0,1] — C stetig differenzierbar und f(0) = f(1). Dann gilt
lim Sy(z) = f(x)
N—o0

fir alle x € [0,1].
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Beweis.
Durch partielle Integration folgt

1 1
/f'(m)E(—rm)dm = [f(z)- E(—nx)](l) + 27Tin/f(aj)E(—n:U)d$ = 27rinf(n).
0 0

Nach der Parsevalschen Gleichung fiir f/(z) ist

o0

S w2 f(n)P < oo,

n=—oo

damit gibt es fiir jedes € > 0 ein Ny = Ny(e), so dass fiir alle N > Ny gilt:

2

> < .

n|>N

Es folgt

>, fmEm) < > 1w S 1| <eathn

2k No<|n|<2k+1 N 2k No<|n|<2k+1 Ny 2k No<|n|<2k+1 N,

N
(NI

Damit ist die Folge Sy (x) gleichméfig konvergent auf [0, 1] und konvergiert damit gegen eine stetige
Funktion S(z). Nach Satz 3.5.6 ist S(z) = f(x) fiir alle z € [0, 1]. O

Bemerkung 3.5.8. Die Behauptung von Satz 3.5.7 gilt auch, wenn die Funktion f nur als stiickweise
stetig differenzierbar vorausgesetzt wird.
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Kapitel 4

Fraktale Mengen und Dimensionen

4.1 Einleitung

Das Maf} von Objekten war schon immer ein zentraler Begriff in Mathematik und Naturwissenschaften.
Je nach der Dimension des Objekts war dieses Mafl unter dem Namen Lénge, Fliche oder Volumen
bekannt. Der Zusammenhang zwischen Mafl und Dimension ist durch die Skalierungseigenschaft ge-
geben: Ist F' C R™ ein n-dimensionales Objekt, so kann man sein Mafl mit dem des dhnlichen Objekts
AF vergleichen. Die Dimension ist aus dem Exponenten des Skalierungsgesetzes

(1) m(\F) = \-m(F) (A>0)

ersichtlich. Dieses Gesetz ist eine Folge von mehreren Eigenschaften des Mafles:
(2) Additivitét: Ist (F})i=1..00 eine Folge von paarweise disjunkten Mengen, sie alle ein Maf} besitzen

(d. h. messbar sind), so ist
m (U F) = ) m(F),
i=1

i=1

sowie

(3) Translationsinvarianz: Ist F' C R™ und ¢ € R", so ist m(F + ¢) = m(F'), und

(4) die Uberdeckung der n-dimensionalen Grundfigur des n-dimensionalen Wiirfels durch #hnliche
Wiirfel (Selbstihnlichkeit). Eine Ahnlichkeitsabbildung ist eine Abbildung S : D — D fiir D C R”

mit

1S(2) — S| = N -7 VE,FER™, A>0.
Sind Si,...,S,, Ahnlichkeitsabbildungen, so heifit eine Menge F' invariant unter Si, ..., Sy, falls

F = Qsi(p) .

FEin n-dimensionaler Wiirfel W kann fiir jedes N € N in N™ Teilwiirfel W; unterteilt werden. Jeder
Teilwiirfel ist das Bild des gesamten Wiirfels unter einer Ahnlichkeitsabbildung S; von der Form

1
Si: & o TG (L<i<NT).

Nimmt man zusétzlich zu den Eigenschaften (2) und (3) noch an, dass die Rédnder der Teilwiirfel das
Maf} 0 besitzen, so folgt

A
m(W) = > m(W;) und m(N"'W) = N -m(W).
=1
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Ein Skalierungsgesetz von der Form (1) m(AF) = A*m(F') kann also nur fiir s = n richtig sein. In diesen
Beispielen ist die Dimension n stets eine positive ganze Zahl. In diesem Kapitel sollen nun Gebilde
mit nichtganzer Dimension zur Sprache kommen, so genannte fraktale Mengen. Das moglicherweise
wichtigste Beispiel gibt

Definition 4.1.1. Die Cantor-Menge C ist definiert als der Durchschnitt einer absteigenden Kette
von Mengen:

o0
C =()Cimit Co 2C; 2Cp 2 -
i=0
Diese Kette wird rekursiv definiert. Cy = [0, 1], und C;41 entsteht aus C; wie folgt: Ist
066)
¢ = |Jr
j=0

fiir abgeschlossene Intervalle 1 2-(‘7 ), so ist

1(3)
Cit1 = U (Ii(,jl) U 1572)) ,
j=1
wobei I z.(ﬂ) und Iz(JQ) aus [ i(j ) durch Entfernung des offenen mittleren Drittels entstehen (C;; ist wieder
eine Vereinigung abgeschlossener Intervalle).

Es gilt also Cp = 0.1], €1 = [0,3] U[3,1], G = 0.3 U3 U, §] U]

— -

Wir haben die Erscheinung der Selbstihnlichkeit: Die Teilmengen C N[0, 2] und C'N[2, 1] sind Bilder
von C unter der Ahnlichkeitsabbildung Sy : z — %x bzw. Sy : x — %x + %, es ist also

C = 51(C) U S(C).

Ist nun m(-) irgend ein Maf}, das die Skalierungseigenschaft (1) m(AF) = A* - m(F') und die Eigen-
schaften (2) und (3) (Additivitdt und Translationsinvarianz) besitzt, so ist

m(©) = m(S(C) + misi() = 2 () -m(C).

Soll m(C') # 0 gelten, so folgt

_ log(2)
log(3) -
In Analogie zu dem Beispiel der Wiirfel hiitte also C' die (fraktale) Dimension %gggg Hausdorff hat ein

solches Maf konstruiert. Es besitzt die Eigenschaft (2) der Additivitét, was schwierig zu beweisen ist,
und wir nicht zeigen wollen. Es ist schwierig zu berechnen. Ein einfacher zu bestimmendes Maf} hat
Minkowski konstruiert. Im Gegensatz zu Hausdorffs Maf} besitzt es die Eigenschaft (2) der Additivitét
nur fiir endliche Folgen von disjunkten Mengen. Wihrend frither fraktale Mengen als Kuriositédten gal-
ten, haben sie in der jiingeren Vergangenheit in vielen Wissenschaftszweigen an Bedeutung gewonnen.
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4.2 Hausdorff-Maf} und -Dimension

Definition 4.2.1. Der Durchmesser einer nichtleeren Teilmenge U C R" ist durch
\U| = sup{||& -9l | %,y € U}

definiert. Ist {U;} eine abzihlbare (oder endliche) Auswahl von Mengen, deren Durchmesser jeweils
hochstens 0 betréigt, und die eine Menge F' C R” iiberdecken (d. h. FF C UyUUsU- - mit 0 < |U;| <),
so heifit {U;} eine §-Uberdeckung von F.

Definition 4.2.2. Es sei F' C R™ und s > 0. Fiir jedes ¢ > 0 definieren wir
o0
H{(F) = inf {Z U;|* | {U;} ist 6-Uberdeckung von F} .
i=1
Bemerkung 4.2.3. Ist Y |U;|* = oo fiir alle -Uberdeckungen von F, so setzen wir H§(F) = oc.
Satz 4.2.4. Es sei FF C R™ und s > 0. H§(F) ist monoton nichtwachsend in § und der Grenzwert

lim Hi(F
513(1) 5(F)

existiert.

Beweis.
Fiir 6; < 65 ist jede 6;-Uberdeckung von F' auch eine d,-Uberdeckung, und es ist

lim H{(F) = inf H{(F).
lim H3(F) = inf Hy(F)
Definition 4.2.5. Es sei FF C R™ und s > 0. Der Wert

H*(F) := lim H{(F)

0—0

heilt s-dimensionales Hausdorff-Maf} von F'.
Satz 4.2.6 (Skalierungseigenschaft). Wenn F C R"™ und A > 0 ist, dann gilt

HP(\F) = NH*(F).
Beweis.

{U;} ist eine 6-Uberdeckung von F genau dann, wenn {\U;} eine (AJ)-Uberdeckung von AF ist. Also
gilt

H35(A\F) = inf {Z IAU;|® | {AU;} ist (A\6)-Uberdeckung von )\F}

=1

= \°.inf {Z |U;|* | {U;} ist 6-Uberdeckung von F} = NHJ(F).
i=1
Daraus folgt
HYO\F) = lim Hi;(\F) = X*lim Hi(F) = AH*(F).
6—0 0—0

55



Satz 4.2.7 (Monotonieeigenschaft). Es sei F C G CR"™, n € N und s > 0. Dann ist H*(F) < H*(G).

Beweis.
Die Behauptung ist offensichtlich, da jede 6-Uberdeckung von G auch eine von F ist. 0

Das Hausdorff-Maf erfiillt die abzahlbare Additivitat: Ist {F;}7°, ein abzéhlbare Folge von paarweise

disjunkten Mengen, so ist
(o.9] o0
w(Un) = L.
i=1

i=1

Dies ist schwierig zu beweisen. Wir beschrinken uns hier auf den Fall endlich vieler kompakter und
paarweise disjunkter Mengen:

Satz 4.2.8. Es seien Fi,..., F, C R® kompakt und paarweise disjunkt und s > 0. Dann ist
m m
w(Un) = S,
i=1 i=1

Beweis.
Es geniigt offenbar, die Behauptung fiir m = 2 zu beweisen. Es sei {U;} eine 5-Uberdeckung von
F1 UF,. Ist 0 > 0 geniigend klein, so gilt wegen der Kompaktheit der F; fiir jedes i

UNF, =0 oder UyNFy, = 0.

Dann ist U' = {U; | U; N Fy # 0} eine 6-Uberdeckung von Fy und U? = {U; | U; N Fy # ()} eine von

Fy, d. h.
SUP+ Yoo < > Ul
=1

Ueul Uel?

Daraus folgt
HS(Fl) + HS(FQ) < HS(Fl UFQ) .

Die umgekehrte Ungleichung gilt trivialerweise, woraus der Satz folgt. O

Die Definition der Hausdorff-Dimension beruht auf der folgenden Eigenschaft des Hausdorff-Mafes:
Satz 4.2.9. Es sei F' C R". H*(F') ist monoton nichtwachsend in s, und es ist H*(F) =0 fir s > n.
Ist 0 < HY(F) < o0, so ist H*(F) =0 fiir alle s > d und H*(F) = oo fiir s < d.

Bewets.
Da |U;|* monoton nichtwachsend in s ist gilt das auch fiir

H§(F) = inf{ g \U:|* | {U;} ist 6-Uberdeckung von F} und fiir H°(F) = %in% H;(F).
—>
i=1

Wir beweisen zunichst, dass H*(R™) = 0 fiir s > n ist. Fiir beliebige F' C R" folgt die Behauptung
dann aus der Monotonie. Es sei

N—Z", ir— (m@,...,mﬁ?)
irgend ein bijektive Abbildung, und W; der Wiirfel
W; = {f: (x1,...,2,)" € R™ | mg-i) <z < mg-i)—i-l} .
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Das ist eine Uberdeckung des R mit Wiirfeln der Kantenlinge 1. Es sei (IN;) eine Folge natiirlicher
Zahlen. Jedes W; kann durch N;* achsenparallele Wiirfel W; ; der Kantenlénge NZ-_1 iiberdeckt werden.
Der Durchmesser dieser ergibt sich zu anfl mit ¢, = /n. Fiir s > n ist

D Wil < e

1<j<NP
Setzen wir jetzt N; = 2¢Np, so folgt
o o0 )
ST W < e S o
i=1 1<j <N i=1 No—oo

da die letzte Summe wegen —(s —n) < 0 eine geometrische Reihe endlichen Werts ist. Daraus folgt
H*(R™) = 0. Nun sei H(F) = a fiir 0 < a < oo. Dann gibt es dy > 0, so dass fiir § < g gilt:
Es gibt eine §- Uberdeckung {U;} von F' mit

e}
1) D Ul < 2a.
=1

Fiir alle -Uberdeckungen {V;} von F gilt

o0

1
@) YWl > ga.
i=1
Es sei s > d und {U;} eine 6-Uberdeckung, fiir die (1) gilt. Wegen |U;| < 6 und s — d > 0 folgt
Ui < |Ui|- 6579, also
YU < 2a-6 = Hi(F) <2-6% = H(F) = lim H3(F) = 0.
4>
i=1
Es sei nun s < d, und {V;} eine 6-Umgebung fiir die (2) gilt. Wegen |V;| < 6 und s —d < 0 gilt
[Vil* > V4|4 - 6579, also jetzt
= s 1 s—d ] 1 s—d s : s
Wil = a6 = Hi(F) > za-6*% = H(F) = limHj(F) = .
pt 2 2 6—0

O

Bemerkung 4.2.10. Es gibt also héchstens einen , richtigen“ Exponenten d, fiir welchen das Hausdorft-
Maf} einen endlichen Wert annimmt. Insbesondere folgt

inf{s | H*(F) =0} = sup{s|H*(F) =00} .

Definition 4.2.11. Fir n € N und F' C R" ist die Hausdorff-Dimension definiert durch

dimy(F) = inf{s | H°(F) =0} = sup{s| H*(F)= oo} .

Satz 4.2.12. FEs sei C die Cantor-Menge, dann ist

: log(2)
dimg(C) < 0g(3) °
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Beweis.
Nach Definition ist

C:ﬂ mit ¢4 DCy D - D Cl D e,
k=1

wobei C}, jeweils eine Vereinigung von 2F Intervallen der Linge 37 ist. Es existiert damit zu jedem k
eine 6;-Uberdeckung mit d;, = 37 durch 2 Mengen U;. Es folgt:

log(2) 2" log(2)

0g d d kro—k\ e

d = = H{(C) < E U;|* < 27(37%)le® = 1

10g(3) 5( ) P ’ ’ ( )

und somit Hd(F) <1< oo. O

Es ist haufig sehr viel einfacher, obere Schranken fiir die Hausdorff-Dimension einer Menge anzugeben,
als untere Schranken, oder die Hausdorff-Dimension exakt zu berechnen. Der Grund dafiir ist der
folgende: Fiir den Beweis, dass dimpy (F) < so ist geniigt es zu zeigen, dass Hj3(F') — 0 strebt fiir
0 — 0 und ein s < sg. Dazu geniigt eine obere Schranke der Form

() HF(F) < g(d)

fiir irgend eine Funktion g mit g(J) — 0 fiir § — 0. Nun ist aber

H3(F) = inf {Z \U:|* | {U;} ist 6-Uberdeckung von F}
i=1

als Infimum definiert. Fiir den Nachweis einer oberen Schranke fiir die Hausdorff-Dimension einer
Menge geniigt es daher, eine einzige Familie von Uberdeckungen geeignet auszuwihlen. Die analogen
Argumente machen deutlich, dass es fiir den Nachweis einer unteren Schranke notig ist, sémtliche
Uberdeckungen zu kontrollieren. Wir geben noch ein Beispiel eines fraktalen Objekts: die Koch-Kurve
(nach von Koch). Unter einer Kurve stellt man sich im Allgemeinen ein Objekt der Dimension 1
vor. Es kann tatséichlich gezeigt werden, dass die Triégermenge einer glatten Kurve (d. h. das Bild
einer stetig differenzierbaren Abbildung auf einem kompakten Intervall) die Hausdorff-Dimension 1
besitzt. Die Kochkurve ist das Bild des Einheitsintervalls I = [0, 1] unter einer stetigen aber nicht
differenzierbaren Abbildung f : [0,1] — R2. Wir erhalten f als Grenzwert einer Folge (f,) von
stiickweise linearen Funktionen. Die f; werden rekursiv definiert:

k=0
fo(t) = (to)7 fiir alle t € 1.
k—k+1
Das Intervall T wird in 4% Teilintervalle
. ] 4+ 1 )
Lik = [ajk,bjk] mit ajp = ka » bk = ]47 0<j<ab -1

unterteilt. Auf I ist fj durch eine lineare Funktion f;; definiert, die ihrerseits durch den Anfangswert
fr(a; ) und den Einheitsvektor @, bestimmt ist. Es ist fi(aox) = (0,0)7. Fiir t = a;x +4*u € L
mit 0 < u <1 ist

(*) fut) = fulaze) + ubjp-37".

Dabei ergeben sich die 0, rekursiv wie folgt:

k=0

Es ist 17170 = (1,O)T.
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k—1—>k
Esseij=4m+Imit 0 <1 < 3. Fiirl = 0ist v, = 0 ,—1. Fiir [ = 1 geht v, aus ¥ 1 durch Drehung
um %77 in positivem Sinn hervor. Fiir [ = 2 durch Drehung um %7? in negativem Sinn. Insgesamt wird

das mittlere Drittel der Verbindungsstrecke durch ein gleichseitiges Dreieck ersetzt.

Aus (x) ergibt sich |fx(t) — fe_1(t)| < 37%. Damit ist (f;) sogar gleichmiBig konvergent gegen
ein f = lim fy, das dann wie die f; auch stetig ist. Wir setzen Kj = {fx(¢f) | 0 < ¢t < 1} und
K = {f(t) | 0 <t < 1}. Man sieht leicht, dass K durch ein Quadrat der Seitenldnge 1 {iberdeckt
werden kann.

Jedes K, besteht aus 4% Teilstrecken der Linge 37%. Da die von den Endpunkten jeder Teilstrecke
begrenzte Teilmenge zur Gesamtmenge K #hnlich ist folgt, dass K, von 4¥ Quadraten der Linge 37%

iiberdeckt werden kann. Also gilt mit 6, = 37% und d = Egg%

log(4)

4k
Hi (K) < ) |U|* = V2. 45(37F) =@ = V2
=

o log(4)
und damit dimg(K) < 102(3)'

4.3 Dynamische Systeme

Dynamische Systeme treten in den verschiedensten Bereichen der Wissenschaft auf. Der Name ist
urspriinglich von den Beispielen in der Physik motiviert. Wir beginnen mit einem Modell aus der
Biologie, mit der die Populationsentwicklung einer bestimmten Tierart modelliert werden soll. Wenn
die Population zum Ende eines Jahres x betrigt, so wird angenommen, dass sie am Ende des folgenden
Jahres f(x) ist. Wir erhalten dadurch eine Folge (z,,) mit x,+1 = f(z,). Wir haben besonderes
Interesse an Fixpunkten f(x) = z und periodischen Orbits. Ein periodischer Orbit der Lénge 2 ist zum
Beispiel durch ein Paar (z1,2z2) gegeben mit f(z1) = x2 und f(z2) = x1. Die Populationsentwicklung
hat dann die Periode 2 und es ist

x1 flir n ungerade
Ty = ..
x9 fiir n gerade

Beispiel 4.3.1.

1 1
50) y=F{f(x))
y=Ff(x _
0.5 ¥R 0.5
0.6 0.6
0.4 0.4
024 0.2
0 02 04 06 05 1 0 02 04 06 08 1

S
IS

f(z) = 4(z — 2?) besitzt den Fixpunkt z = 3 und die Periode 1 = 2 + %2, 29 =

oolen
|
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Von Interesse ist auch die Frage, wie sich die Folge xz, f(x), f(f(z)),... der Iterierten f((z) fiir
verschiedene Startwerte x verhélt.

Definition 4.3.2. Es sei D C R” und f : D — D stetig. Die Folge der Iterierten {f(™} ist definiert
durch f = fund fF**tY) = fo (), {f (”)} heifit diskretes dynamisches System. Eine Teilmenge F' C
D heifit Attraktor von f, falls F' eine abgeschlossene Menge ist, die invariant bzgl. f ist, d. h. f(F) = F,
so dass es eine offene Menge V' gibt, welche F' enthilt, so dass der Abstand von f (”)(:c) zu F fir
n — oo fiir alle z € V gegen Null konvergiert. Die Menge V heifit dann ein Attraktionsgebiet von f.
Entsprechend heifit ein abgeschlossenes F' C D ein Repeller, wenn F' invariant ist und es eine offene

Menge V D F gibt, so dass der Abstand f() (z) zu F fiir n — oo gegen oo strebt fiir alle x € V\ F

Attraktoren und Repeller bilden oft selbst fraktale Mengen, wie folgendes Beispiel zeigt:

Definition 4.3.3. Die Abbildung f : R — R, f(z) = 3(1 — |22 — 1|) heift (wegen der Form des
Graphen) Zelt-Abbildung.

067

067

0.47

0.27]

o D2 04 0E 08 )
Die Zelt-Abbildung.

Satz 4.3.4. Die Cantor-Menge C' ist ein Repeller der Zelt-Abbildung.

Beweis.

Essei C = CoynNC1NCyN--- die Cantor-Menge. Fiir die Ahnlichkeitsabbildungen S;(z) = %:c und
So(z) =1— %x gilt offensichtlich f(S1(z)) = = und f(Sa2(z)) = =z auf [0,1]. Fiir diese Abbildungen
gilt aber Cgy1 = S1(Ck) U S2(Cy), d. h. jedes z € Ckyq wird durch f in Cj abgebildet. Da ein x € C
aber in allen C}, liegt, ist auch f(z) € C, d. h. C ist invariant. Ist 2 < 0, so strebt (™ (z) — —oo fiir
n — 00, ebenso f(™(z) — —oo fiir n — oo falls z > 1. Ist = € [0,1]\C, so gibt es mindestens ein &k mit
z ¢ Cy. Da Cj,_; sogar das surjektive Bild von Cy, unter f ist folgt f(z) ¢ Cy_1, ebenso f)(x) ¢ Cy_
usw. SchlieBlich erhalten wir f(z) ¢ Cy = [0,1] fiir n groB genug, also f™ — +oo fiir n — oco.
Damit ist C ein Repeller fiir die Zelt-Abbildung, und der Abstoungsbereich ist ganz R. O
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Null (reelle Zahlen), 21 Vektorabstand, 46
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Ordnungsrelation, 7

orthogonal, 34, 45 Wohldefiniertheit, 16
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Orthogonalsystem, 46
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Orthonormalsystem, 46
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Zahlen, natiirliche, 5
Zahlen, rationale, 18
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Produktraum, 45
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