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Kapitel 1

Einfiihrung, reelle Zahlen

1.1 Allgemeines

Die Analysis ist neben der Linearen Algebra eine der zwei Grunddisziplinen der Mathema-
tik. Fast alle weiterfithrenden mathematischen Theorien bauen auf ihnen auf. Somit gelten
auch fiir die Analysis die Prinzipien fiir den Aufbau einer mathematischen Theorie. Eine
mathematische Theorie besteht aus folgenden Bestandteilen:

1. Axiome

2. Definitionen

3. Lehrsétze
Wir kommen nun zur Beschreibung dieser Bestandteile:

1. Axiome:
Dies sind Aussagen, die ohne Beweis als giiltig angenommen werden. Die Aussagen wer-
den iiber Objekte getroffen, {iber deren Natur nichts weiter ausgesagt wird. Als einer
der ersten ist Euklid in seinen ”Elementen” auf diese Weise vorgegangen (um ca. 300 v.
Chr.). Objekte, iiber die in den Euklidischen Axiomen Aussagen gemacht werden, sind
unter anderem Punkte und Geraden.

Ein Axiom (A) lautet:

(A) Durch je zwei verschiedene Punkte geht genau eine Gerade.

Euklids Auffassung war, dal unmittelbar einleuchtend ist, was unter Punkten und Gera-
den zu verstehen ist und daf} auch die Aussage (A) unmittelbar einleuchtend ist. Punkte
und Geraden wurden dabei als Gegenstéinde der Natur angesehen. In der modernen Ma-
thematik herrscht diese Auffassung nicht mehr:



Mathematik ist keine Naturwissenschaft!

Ist in einer Theorie von Punkten und Geraden die Rede, so existieren sie unabhéngig
von der Natur. Macht man Aussagen iiber Gegenstidnde der Natur, wie zum Beispiel:

e Licht breitet sich geradlinig aus, oder

e die Bahn eines unbeschleunigten Korpers ist eine Gerade,

so besagt dies, da3 die mathematische Theorie ”Euklidische Geometrie” gut geeignet
ist, die Ausbreitung des Lichts oder die Bewegung von unbeschleunigten Korpern zu
beschreiben.

Geraden sind gute Modelle fiir die Ausbreitung des Lichts oder die Bewegung eines
unbeschleunigten Korpers. Jedoch ist eine Gerade nichts, was in der Natur vorkommt.
Diese Unabhéngigkeit der Axiome von der Natur hat zur Folge, dal zum Beweis von
mathematischen Tatsachen nur die Axiome und was aus ihnen rein logisch abgeleitet
wurde, beniitzt werden diirfen, nicht jedoch die sogenannte ” Anschauung”, die auf Na-
turerfahrung beruht.

. Definitionen:

Diese sind im Grunde nichts anderes als Vereinbarungen, welche Namen gewisse Objek-
te, Tatsachen oder Eigenschaften, die in der Theorie vorkommen, haben sollen.

Wir werden uns zum Beispiel in dieser Vorlesung auf den Standpunkt stellen, dafl wir
nicht wissen, was der Begriff 2 ("zwei”) bedeutet, bevor er nicht definiert wurde. Die
Existenz des Objekts 1 (eins”) wird in den Axiomen gefordert werden, weiter auch die
Existenz der Summe.

Die Definition 2: =14 1 ist dann keine mathematische Aussage, sondern eine Verein-
barung, welchen Namen die Summe 1 + 1 bekommen soll.

. Lehrsétze:

Ein Lehrsatz (kurz: Satz, manchmal auch Lemma (Hilfssatz)) besteht aus drei Teilen:
Voraussetzung, Behauptung und Beweis.

Die Behauptung macht Aussagen iiber gewisse Objekte der Theorie (z.B. Punkte, Ge-
raden oder Zahlen). Diese Aussage gilt im allgemeinen nur, wenn die Objekte gewis-
se Voraussetzungen erfiillen. Die Bedeutung der Objekte mufl klar sein, d.h. sofern sie
nicht schon in den Axiomen vorkommen, muf} schon eine Definition vorliegen. Im Beweis
wird dann die Wahrheit der Aussage durch eine Kette von Schliissen bewiesen. Dabei
diirfen nur Tatsachen beniitzt werden, die entweder in den Axiomen festgestellt wurden
oder deren Wahrheit schon frither bewiesen wurde. Berufung auf die Anschauung, etwa
"Es ist doch klar, dafl durch zwei verschiedene Punkte genau eine Gerade geht” sind
nicht zuléssig.

Dies bedeutet jedoch nicht, dal die Anschauung wertlos ist. Sie gibt haufig Ideen, wie
Beweise zu fiihren sind, kann als Erinnerungsstiitze dienen oder Hinweise liefern, wie die
Theorie aufzubauen ist. Wir werden in dieser Vorlesung oft Sachverhalte durch Skizzen
veranschaulichen; haufig sind es Skizzen von Graphen von Funktionen. Die Ableitung
einer Funktion kann man sich zum Beispiel als Steigung der Tangente an den Graph der




Funktion vorstellen. Diese Skizzen werden jedoch niemals als Beweismittel verwendet
werden.

Wir werden beim Aufbau der Theorie nur von Dingen sprechen, die wir schon von ei-
nem fritheren Teil der Vorlesung kennen. Bei der Wahl der Beispiele, mit denen wir die
Theorie illustrieren, und auch bei den Ubungsaufgaben werden wir gelegentlich anders
verfahren. Um interessante Beispiele zu bekommen, werden wir dann wohlbekannte Din-
ge, wie etwa die Grundrechenarten, voraussetzen, auch wenn wir sie in der Vorlesung
noch nicht besprochen hatten.

1.2 Mengen, Relationen, Abbildungen

Die Objekte einer mathematischen Theorie werden zu Mengen zusammengefafit. Die Objekte
sind dann Elemente dieser Menge. Der Begriinder der Mengenlehre, Georg Cantor, gab fol-
gende Beschreibung:

” Definition:”

(i) Unter einer Menge X verstehen wir jede Zusammenfassung von bestimmten wohlun-
terschiedenen Objekten z,y, ... unserer Anschauung oder unseres Denkens, welche die
Elemente von X genannt werden, zu einem Ganzen, einem neuen Objekt X = {z,y,...}
unseres Denkens.

(ii) Fiir "z ist Element von X" schreiben wir 2 € X und fiir 7z ist nicht Element von X7
dann z ¢ X.

Diese ”Definition” werden wir nicht weiter beniitzen. Die in ihr vorkommenden Begriffe
”Zusammenfassung”, ” Anschauung” oder ”"Denken” sind nicht klarer als der zu definieren-
de Begriff "Menge”. Wir nehmen an, wir wissen, was eine Menge ist. Sie wird in dem
Axiomensystem der reellen Zahlen ein Grundbegriff sein, braucht also nicht definiert zu wer-
den.

Mengen konnen auf verschiedene Weisen beschrieben werden: die Auflistung ihrer Elemente
in geschweiften Klammern oder durch eine charakterisierende Eigenschaft.

Beispiel 1.2.1. Die Menge X = {12,13, 14,15} kann auch als
X = {x| z ist eine natiirliche Zahl mit 12 < z < 15}
beschrieben werden.

Definition 1.2.1. Wir definieren:

(i) Die Menge, die kein Element enthiilt, heifit leere Menge und wird mit () bezeichnet.



(ii) Eine Menge X heifit genau dann Teilmenge einer Menge Y oder in der Menge Y ent-
halten (Schreibweise: X C Y'), wenn alle Elemente von X auch Elemente von Y sind,
in Zeichen: z € X =z €Y.

Lemma 1.2.1. Fiir jede beliebige Menge X gilt ) C X.

Beweis. Nach Definition 1.2.1 (i7) muf} gezeigt werden: z € ) = z € X.
Dieser Schluf} ist richtig, weil die Voraussetzung x € () fiir alle x falsch ist. O

Mengen konnen verkniipft werden, &hnlich wie Zahlen durch Addition oder Multiplikation
verkniipft werden konnen. Die wichtigsten Verkniipfungen sind Vereinigung und Durchschnitt.

Definition 1.2.2. Es seien X und Y Mengen.

(i) Unter der Vereinigung X UY der Mengen X und Y verstehen wir die Menge aller
Elemente, die zu X oder zu Y (oder zu beiden) gehoéren:

XUY :={z|z € X oder x € Y}.

(ii) Unter dem Durchschnitt X N'Y der Mengen X und Y verstehen wir die Menge aller
Elemente, die zu X und zu Y gehoren.

Sind gewisse Mengen selbst Elemente einer Menge M, so lassen sich die Vereinigung und der
Durchschnitt all dieser Mengen erkldren. Um eine kiirzere Schreibweise zu erhalten, fithren
wir Abkiirzungen fiir die sogenannten Quantoren ”es gibt ein” und ”fiir alle” ein:
Schreibweise:

Es ist 9 eine Abkiirzung fiir "es gibt” und V eine Abkiirzung fiir ”fiir alle”.

Definition 1.2.3. Es sei M eine Menge von Mengen.

(i) Unter der Vereinigung |J, . X verstehen wir:

U X :={a|IweM: 2eX}.
zeEM

(i) Unter dem Durchschnitt (), X verstehen wir:

m X :={z|VeeM: ze X}
xeM

Definition 1.2.4. Es seien X und Y Mengen. Die Differenz von X und Y ist
X\Y ={z|]zeXundz ¢ Y}

Falls Y C X, dann heifit die Differenz X'\Y auch Komplement von Y in X.
Schreibweise:
v .= X\Y.



Definition 1.2.5. Mengen X und Y heiflen disjunkt, wenn sie keine gemeinsamen Elemente
besitzen, wenn also X NY = () gilt.

Fiir die Verkniipfung von Mengen gelten elementare Gesetze:
Satz 1.2.1 (Elementare Mengengesetze). Es seien X,Y, Z Mengen. Dann gelten die folgenden

Gesetze:

(i) XUY =Y UX und XNY =Y NX (Kommutativgestz)

(i) (XUY)UZ=XU(Y UZ) und
(XNY)NZ=Xn(YNZ) (Assoziativgestz)

(ii)) X U(YNZ)=(XUY)N(XUZ) und
XNYUuZ)=(XNY)U(XNZ) (Distributivgesetz)

(iv) Z\(XUY) = (Z\X)N(Z\Y) und
Z\(XNY)=(Z\X)U(Z\Y) (de Morgansche Regeln)

Beweis. Wir zeigen nur (¢) und einen Teil von (7i7):
(i) Es gilt:
reXUY & re€XoderzeVY
Def. 1.2.2 (i)

& rz€Y oderxeX & reY UX.
Def. 1.2.2 (i)

Alsoist XUY =Y UX.
reXnNnY & reXundzxreY
Def. 1.2.2 (ii)

= zeY und x € X & reYnNnX.
Def. 1.2.2 (ii)

Damit ist auch X NY =Y N X.

(17i) Wir zeigen lediglich X N (YU Z) C (XNY)U (X NZ):
reXNYUZ)=zeXundze (YUZ)

Insbesondere gilt z € Y oder x € Z.

1. Fall: x € Y
= ze€XundxeY = reXnNnY.
Def. 1.2.2 (ii)
= ze(XNY)Uu(XnZ).
2. Fall: x € Z
= zgze€Xundze”Z = reXNZ
Def. 1.2.2 (ii)
= ze(XNY)Uu(XnNZ).
In beiden Fillen gilt also die Behauptung. O



Definition 1.2.6. Es seien z,y Objekte. Unter dem Paar (z,y) verstehen wir die Menge

(z,9): = {{z}, {=,y}}.

Bemerkung 1.2.1. Im Unterschied zu der Menge {x, y}, bei der es auf die Reihenfolge der
x und y nicht ankommt, es ist ndmlich {z,y} = {y,z}, kommt es beim Paar (z,y) sehr wohl
auf die Reihenfolge an: x steht an erster Stelle, y an zweiter Stelle. Die Begriffe ” Reihenfolge”,
"erste Stelle” bzw. ”zweite Stelle” sind jedoch keine Grundbegriffe. Als Mathematiker wissen
wir bisher noch nicht, was sie bedeuten. Es bleibt also nur die M6glichkeit, den Begriff ” Paar”
auf eine kompliziert anmutende Weise, wie z. B. durch Definition 1.2.6 zu definieren.

Definition 1.2.7. Es seien X und Y Mengen. Unter dem kartesischen Produkt X x Y ver-
stehen wir die Menge aller Paare (z,y) mit z € X und y € Y, also

XxY: ={(z,y)lze X,yeY}.
Wir schreiben X?: = X x X.
Beispiel 1.2.2. Es sei A = {a,b} und B = {0, 1,w}. Dann ist
A x B ={(a,0),(a,1),(a,w), (b,0),(b,1), (b,w)}.

Definition 1.2.8. Es seien X und Y Mengen. Unter einer Relation von X zu Y versteht man
eine Teilmenge R C X x Y. Dabei steht € X in R- Relation zu y € Y, wenn (z,y) € R gilt,
in Zeichen zRy. Ist X =Y, so heifit R eine Relation auf X.

Wie Mengen koénnen auch Relationen durch charakterisierende Eigenschaften beschrieben
werden.

Beispiel 1.2.3. Es sei X = {0,2,4} und Y = {0, 1,2,3}. Wir definieren die Relation D:

xDy & x =2y,

oder: z ist das Doppelte von y.
So ist
D= {(0?0)7 (27 1)a (47 2)}

Definition 1.2.9. Ist R eine Relation von X zu Y, so ist die inverse Relation R~ als Relation
von Y zu X durch

R ={(y,z) €Y x X| (z,9) € R}
erklart.
Beispiel 1.2.4. Es sei X = {1,2,7,8} und R :="<" auf X.
Dann ist R~! =7">". Also ist
R={(z,y) € X*| v <y} ={(1,2),(1,7),(1,8),(2,7),(2,8),(7,8)}
und

R~ = {(y,x) € X2| x < y} - {(27 1)a (77 1)7 (87 1)7 (7’ 2)7 (872)7 (87 7)}
= {(y.x) € X?| (2,y) € R}.



Definition 1.2.10. Eine Relation R auf einer Menge X heifjt

e reflexiv, wenn Vx € X gilt: xRz,
e symmetrisch, wenn Vz,y € X gilt: xRy = yRz,

e transitiv, wenn Vz,y,z € X gilt: xRy und yRz = zRz.

Eine Relation, die zugleich reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, heiit Aquivalenzrelation.

Definition 1.2.11. Es seien X,Y Mengen. Eine Relation f C X X Y heifit Abbildung oder
Funktion von X in Y, wenn es zu jedem z € X genau ein y € Y mit xfy gibt. In diesem Fall
schreiben wir auch: y = f(z).

Die Menge X heifit Definitionsbereich und Y heifit Wertebereich von f. Man nennt y = f(z) €
Y das Bild von x € X, und z heifit Urbild von y = f(z).

Definition 1.2.12. Es seien X,Y Mengen und f eine Abbildung von X in Y.

(i) Das Bild einer Teilmenge A C X ist die Menge der Bilder aller Elemente aus A:
f(A) =={y € A Fx € Amit y = f(z)}.
(ii) Das Bild des gesamten Definitionsbereichs, f(X) heifit Bild von f und wird mit Imf
bezeichnet.
(iii) Das Urbild von B C Y ist die Menge aller Elemente = € X, deren Bilder in B liegen:
f7H(B) = {z € X| f(x) € B}.

Definition 1.2.13. Es seien A C X und B C Y. Eine Abbildung ¢g: A — B mit g(z) = f(z)
und f(z) € B fiir alle x € A heifit eine Restriktion oder Einschriankung von f. Umgekehrt ist
f eine Erweiterung von g.
Die Abbildung

flar A=Y mit fla(z) = f(z) fir z€A

nennt man die Restriktion von f auf A.

Definition 1.2.14. Eine Funktion f: X — Y heifit

e injektiv (eineindeutig), falls aus f(z1) = f(z2) die Aussage z1 = x2 folgt,
e surjektiv, falls Imf =Y gilt,
e bijektiv, falls f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.
Satz 1.2.2. Es seien X,Y Mengen und f eine Abbildung von X in Y. Die zu f inverse

Relation f~1 ist genau dann eine Abbildung, wenn f bijektiv ist.
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Beweis. f~! Abbildung Def?Z I Vy € Y 3 genau ein € X mit yf 'z

Deﬁ.lg Yy € Y J genau ein x € X mit xfy f e f bijektiv. O

Beispiel 1.2.5. Wir werden uns spéter ausschliefllich mit dem Fall XY C R befassen.
Funktionen werden dann z. B. so notiert:

f:00,3] = R, z— Tx.
Dabei bedeutet [0, 3] das Intervall [0,3] = {z| 0 < x < 3}.
Die Funktion f ist injektiv wegen

f(a;l) = f(xg) S Try=Try & 11 = T9.
Aber f ist nicht surjektiv aufgrund
0<z<3 & 0<Txr <21,

Es ist Imf = [0,21], aber nicht Imf = R.
Die Abbildung g: [0,3] — [0,21], x — 7x ist bijektiv.

Beispiel 1.2.6. Die Abbildung
f:R—-R, z— 2

ist weder injektiv noch surjektiv.
Bsist f(z) = f(—x), z. B. f~'({16}) = {—2,2}. AuBlerdem gilt stets f(z) > 0, also ist nicht
Imf = R. Die Restriktion f ] ist injektiv.

Definition 1.2.15. Es seien X, Y7, Y, Z Mengen sowie g: X — Y7 und f: Yo — Z Abbildun-
gen mit g(X) C Ys. Dann versteht man unter der Komposition von f und g die Abbildung
fog: X = Z mit (fog)(z):= f(g(x)).

Beispiel 1.2.7. Es seien

g: R—=R mit gx)=2zx+1

f: R—=R mit f(y) =y
Dann ist

(fog)(x) = fl9(x)) = f(2x +1) = 2z + 1)*.

Definition 1.2.16. Es sei X eine Menge. Die Abbildung id : X — X, x — z heifit die
Identitdt auf X.

Satz 1.2.3. Es seien X,Y Mengen und f eine bijektive Abbildung von X in'Y mit inverser
Abbildung f~': Y — X. Dann ist

fof7=ftof=
Also ist f(f~Y(z)) =z und f~1(f(x)) = 2.
Beweis. Nach Definition 1.2.9 (inverse Abbildung) ist y = f(x) < = = f~(y). Also gilt
y=f(f"@) & [THe) =) Ty I Hx)) =

-1 bijektiv
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1.3 Die reellen Zahlen

Wir kommen nun zu den Axiomen (unbewiesenen Grundtatsachen) fiir die reellen Zahlen.
Diese Axiome lassen sich in drei Gruppen gliedern. Die erste Gruppe, die Kérperaxiome, be-
schreiben, wie mit reellen Zahlen gerechnet wird, d.h. die Addition und die Multiplikation
reeller Zahlen. Dadurch sind die reellen Zahlen aber noch lange nicht charakterisiert. Es gibt
Korper, das sind Strukturen, die ebenfalls die Kérperaxiome erfiillen, die vollig anders ausse-
hen als die reellen Zahlen. Die zweite Gruppe, die Anordnungsaxiome zeigen, daf die reellen
Zahlen der Grofle nach verglichen werden kénnen. Sie bilden einen angeordneten Korper. Es
gibt wiederum angeordnete Korper, die andere Eigenschaften aufweisen als die reellen Zah-
len, etwa die rationalen Zahlen. Die dritte Gruppe, die nur aus einem einzigen Axiom, dem
Vollstandigkeitsaxiom, besteht, schliefit die Charakterisierung ab.

Ein Korper ist eine Menge mit zwei inneren Verkniipfungen, Addition und Multiplikation
genannt. Wir sollten daher zuerst klaren, was unter einer Verkniipfung zu verstehen ist.

Definition 1.3.1. Eine Verkniipfung o auf einer Menge X ist eine Abbildung o: X x X —
X. Das Bild eines Paares (x,y) wird das Ergebnis der Verkniipfung genannt und mit z oy
bezeichnet. Verkniipfungen kénnen mit jedem beliebigen Symbol (neben o) bezeichnet werden.
Ist das Symbol + (Pluszeichen), so heifit die Verkniipfung Addition, und das Ergebnis x 4+ y
wird als Summe von = und y bezeichnet. Ist das Symbol - (Multiplikationspunkt), so heifit
diese Multiplikation, und dementsprechend wird das Ergebnis x - y als Produkt von = und y
bezeichnet.

Wichtige Strukturen mit einer Verkniipfung sind die Gruppen:

Definition 1.3.2. Eine Gruppe ist ein Paar (G, o) bestehend aus einer Menge G und einer
Verkniipfung o auf G, so daf§ gilt:

(G1) ao(boc)=(aob)oc fiir alle a,b,c € G (Assoziativgesetz).

(G2) Es existiert ein Element e, neutrales Element (oder Einselement) genannt, so dafi eoa =
a fir alle a € G.

(G3) Ist ein neutrales Element e € G gegeben, so gibt es zu jedem a € G ein inverses Element
aleG, sodaBaloa=e.

Gilt zusétzlich noch, dafi das Ergebnis der Verkniipfung von der Reihenfolge der Faktoren
unabhéngig ist, so heifit G eine kommutative oder abelsche Gruppe (nach N. H. Abel). Es
gilt also

(G4) aob=boa fiir alle a,b € G (Kommutativgesetz).
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Bemerkung 1.3.1. Wird die Verkniipfung als Addition geschrieben, so wird das neutrale
Element auch als Null bezeichnet (Schreibweise: 0). Das inverse Element eines Elements a
wird dann mit —a bezeichnet und heifit das Negative von a. Wird die Verkniipfung als Mul-
tiplikation geschrieben, so wird das neutrale Element auch als Eins bezeichnet (Schreibweise:
1).

Ein Korper ist ein Paar ((K,+),-), wobei (K, +) eine abelsche Gruppe, deren Verkniipfung
+ Addition genannt wird, mit neutralem Element 0 ist, wihrend - eine weitere Verkniipfung
auf K ist, Multiplikation genannt, so daf§ (K'\{0}, -} eine abelsche Gruppe ist.

Addition und Multiplikation sind durch das Distributivgesetz verbunden:

a-(b+c)=(a-b)+(a-c).

Die erste Gruppe von Axiomen fiir die Menge R der reellen Zahlen sind also folgende Kérperaxiome:

Auf R existieren zwei Verkniipfungen + (Addition) und - (Multiplikation), sowie Elemente 0
(Null) und 1 (Eins) mit 0 # 1, so dafl folgende Gesetze gelten:

K1) (a+b)+c=a+(b+c)und (a-b)-c=a-(b-c). (Assoziativgesetz).

K2) a+b=b+aund a-b=>b-a. (Kommutativgesetz).

(K1)

(K2)

(K3) a-(b+c¢) = (a-b)+ (a-c) (Distributivgesetz).

(K4) a+0=a und a-1 = a (Existenz neutraler Elemente).
(K5)

K5) Fiir alle a € R3(—a) € R mit a + (—a) = 0 und
fiir alle @ € R\{0} 3 a~! mit a-a~! =1 (Existenz inverser Elemente).

Definition 1.3.3. Das multiplikative Inverse a~! wird auch Reziprokes oder Kehrwert von
a genannt und ”a hoch minus eins” gelesen.

Wir lassen kiinftig die Multiplikationspunkte weg und folgen der Regel ”Punkt vor Strich”,
d.h. wenn keine Klammern das Gegenteil besagen, wird die Multiplikation vor der Addition
ausgefiihrt, so kann z. B. das Distributivgesetz als a(b + ¢) = ab + ac formuliert werden.

Die zweite Gruppe von Axiomen sind folgende Anordnungsaxiome:

Es gibt eine Relation ”<” (sprich: kleiner) auf R zu R, so dafl folgende Gesetze gelten:

(A1) Fiir a,b € R gilt stets eine und nur eine der Beziehungen a < b, a = b und b < a.
(Trichotomiegesetz).

(A2) a <bund b < c= a < c. (Transitivitdtsgesetz).
(A3) Ista < b,sogilt a+c < b+cVe € Rund ac < beV e € Rmit 0 < ¢. (Monotoniegesetze).

Definition 1.3.4. Die zu der Relation ”<” inverse Relation ist die Relation ”>" (grofer).
Die Zeichen ”<” bzw. ”>" bedeuten kleiner oder gleich bzw. grofler oder gleich.
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Bemerkung 1.3.2. Jeder Korper, der auler den Koérperaxiomen (K1) — (K5) auch noch die
Anordnungsaxiome (A1) — (A3) erfiillt, heifit angeordneter Korper.

Zur Formulierung des letzten Axioms, des Vollstdndigkeitsaxioms, brauchen wir zunéchst
folgende

Definition 1.3.5. Es sei X C R und s € R. Dann heiflt s eine obere Schranke von X, falls
x < s fir alle x € X gilt. Falls eine obere Schranke von X existiert, heiit X C R nach
oben beschrinkt. Man nennt s kleinste obere Schranke oder Supremum von X, falls s eine
obere Schranke von X ist und fiir alle oberen Schranken ¢ von X gilt, daf§ s <t ist.

Nun koénnen wir noch unser letztes Axiom formulieren:

(V) Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge besitzt ein Supremum
(Vollsténdigkeitsaxiom, Supremumsaxiom).

1.4 Ungleichungen, Rechenregeln, Betrag

Wir zeigen nun einige unmittelbare Folgerungen aus den Axiomen fiir die reellen Zahlen. Es
werden sich vertraute Regeln iiber die Umformung von Ungleichungen und Regeln iiber das
”Bruchrechnen” ergeben.

Satz 1.4.1. (Kiirzungsregel)
Es seien a,b,c € R. Dann gilt

(i) a+c=b+c=a=h.

(ii) Ist ¢ # 0, so gilt ac = bc = a =b.

Beweis. (i) a+c=b+c (I:<>5) (a+c¢)+ (—c) = (b+c¢)+ (—¢) ([:(>1) a+ (c+ (—c¢) =
b+ (c+(—¢)=a+0=b0+0 = a=0.
(K4)

(ii) ac=bc = (ac)c ! = (be)c™' = alc-c ) =blc-cV)=a-1=b-1 a=bh.

=
(K5) (K1) (K4)
O

Bevor wir fortfahren, miissen wir einen Punkt kldren, der leicht zu iibersehen ist. In den
Axiomen (K4) und (K5) wurde zwar die Existenz der neutralen Elemente (0 und 1) sowie
die Existenz der Inversen gefordert. Es wurde jedoch nicht die Eindeutigkeit dieser Objekte
gefordert. Dies ergibt sich jedoch als Folgerung.

Satz 1.4.2. (Findeutigkeit der neutralen Elemente und der Inversen)
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(i) (Eindeutigkeit der Null):

a+0 =a firem a€R = 0 =0.
(i) (Eindeutigkeit der Eins):
a-1"=a firem ac€cR = 1 =1.

(iii) (Findeutigkeit der Negativen):

VoeR: a+z=0 =z=—a.

(iv) (Findeutigkeit des Kehrwerts):
VaeR\{0}: a-z=1 =z=a

Beweis. Die Beweise von Satz 1.4.2 (i), (ii) ergeben sich aus der Kiirzungsregel (Satz 1.4.1):

(i)a+0 =a=a+0 = 0 =0.
S.1.4.1(i)

(i) a-"=a=a-1 = 1=1
S.1.4.1(id)

(iii) a+x =0 ?5) (—a)+ (a+2) =0+ (—a) (1?1) (—a+a)+xz=0+(—a) (K4),(K5)

(iv) Beweisskizze: Multiplikation mit a~!. Sonst analog zu (iii).

Satz 1.4.3. Fira,b e R gilt:

(i) a-0=0-a=0
(ii) (—a)-b=a-(~b) = —(ab)

(iii) (—a) - (—b) = ab

(i) a-(b—c)=(b—c)-a=ab—ac
(v) —(—a) =a.

Beweis. Es ist

(i) a-0 (;4) 0+ (a-0) =a-(0+0) (;3) (a-0)+(a-0), also 0+ (a-0) = (a-0)+(a-0) 5.1.?1(1‘)

a-0=0.
15



(ii) O (:) 0-b=(a+(—a))-b=ab+(—a)-b. Aus der Eindeutigkeit des Negativen (Satz 1.4.2
(ii)) folgt: (—a) - b = —(ab). Es folgt a - (—b) = —(ab) wegen a - (—b) = (—b) - a durhh

?Umbenennen” daraus.

(iif) 0;(»(—@ = (a+(=a))(=b) = a-(=b)+(-a)(=b) = —(ab) + (-a)(-D)

= =
(K5) (K3) (id) S5.1.4.2(ii)
(—a)(—b) = ab.

(iv) ohne Beweis

(v) ohne Beweis

O

Bemerkung 1.4.1. Wir vereinbaren auch fiir das Minuszeichen eine Punkt- vor- Strich- Regel:

ab—cd := (a-b) — (c-d).
Unter a — b verstehen wir a + (—b).

Definition 1.4.1. Es sei a € R und b € R\{0}. Wir schreiben
% =ab L.
Insbesondere ist % =b"1.

Satz 1.4.4. (Bruchrechnen) Es seien a,b,c,d € R, b,d # 0. Dann gilt:

L a ad
(i) b bd
. 1 1
W
c ad =+ be
07 T
C ac

(iii)
(iv)

d bd

(v) (%)71 = S, falls auch a # 0.

e o e

Beweis. Ubungen O

Definition 1.4.2. Man nennt a € R

e positiv, wenn a > 0 und

e negativ, wenn a < 0.
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Satz 1.4.5. Es seien a,b € R. Dann gilt

(i) 0 <1

(ii) a<bsb—a>0
(i1i) a <0< —a >0

(v) a<be —b< —a

(W) 0<a<b=1>3
Beweis. Wir beweisen nur (i7): b—a>0(<A:>3) (b—a)+a>0+a<b>0. O

Satz 1.4.6. (Addition von gleichsinnigen Ungleichungen)
Aus a < b und c < d folgt a +c < b+d.

Beweis. Aus der Monotonie (A3) folgt a + ¢ < b+ cund b+ ¢ < b+ d. Mit der Transitivitét
(A2) gilt dann a + ¢ < b+ d. O

Satz 1.4.7. (Durchmultiplikation von Ungleichungen)
Es seien a,b,c € R, und es sei a < b.

(i) Ist ¢ > 0, so folgt ac < be.

(ii) Ist ¢ <0, so folgt be < ac.

Beweis. (i) ist Axiom (A3) (Monotoniegesetz)
(ii) Nach Satz 1.4.5 (ii) ist —c > 0. Dann gilt

a<b & b—a>0 < (b—a)(—c)>0<(a—b)-¢>0

5.1.4.5(id) —c>0
(43)
& ac—bc>0 &  be<ac.
5.1.4.3(iv) 5.1.4.5(ii)
O
Satz 1.4.8. Es seien a,b € R Dann folgt
ab>0 <& (a>0undb>0) oder (a<0undb<O0).
Beweis. ohne Beweis ]

Satz 1.4.9. Es seien a,b € R und b # 0. Dann gilt

%>0 < (a>0undb>0) oder (a<0 undb<D0).
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Beweis. Wir zeigen zunéchst
1
(*) b>0=>0.

Nach (A1) (Trichotomie) gilt genau einer der Félle

1 1
-<0, ==0, =>0
b b ’
Annahme:
° %:0:>1:b-%:OimWiderspruChzuO;él.
° % <0 = b % <0-b = 1<0im Widerspruch zu Satz 1.4.5.
(A3) 5.1.4.3(i)

Also gilt ().

Wir kommen nun zum Beweis der Behauptung:

’7<::77
Fall 1.
1 a
a>0,b>0=a>0, ->0 = —>0.
(%) b (A3) b
Fall 2:
1
a<0,b<0 = —a>0, =b>0=—-a>0, —— >0
5.1.4.5(ii) (%) b
= 450 = 20
(A3) —b S.1.4.4(ii) b
’7::77
Zunichst folgt 0,d =0 = L=
unéchst folgt a # enn a S12500) a- 3
Annahme:

Die Behauptung (a > 0 und b > 0) oder (a < 0 und b < 0) ist falsch.
Dann mufl wegen (A1) (Trichotomie) einer der folgenden Félle zutreffen:

Falll: a>0und b< 0

Fall 2: a < Ound b >0
Diese beiden Falle schlielen wir der Reihe nach aus.

Fall1l: a >0, b < 0= —a <0, b <0. Nach der schon bewiesenen Richtung ”<«:" folgt dann
—% > 0= 7 <0 im Widerspruch zur Voraussetzung.
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Fall2: ¢ < OQund b > 0= —a >0, -b<0 = = <0 =
"t S.1.4.4(v)

Widerspruch.

Definition 1.4.3. (Vorzeichen, Absolutbetrag)

Es sei a € R. Dann heiflt
1, fir a>0

sgn(a) = 0, fiir a=0
-1, fir a<0.

das Vorzeichen oder Signum von a.
Der Absolutbetrag (kurz: Betrag, Schreibweise: |a|) von a € R ist durch

a, fir a>0
—a, fir a<0

la] := sgn(a) - a = {

erklart.

Satz 1.4.10. (Eigenschaften des Absolutbetrages)
Fir alle a,b € R ist

(i) la] > 0 und |a| = 0 < a = 0 (Definitheit)
(ii) |a-b| = |a| - |b|] (Multiplikativitdt)

(i) |a+ b| < |a| + |b| (Dreiecksungleichung)

Beweis. Wir beweisen nur (7i7):
Es sei € :=sgn(a +b). Wegen a < |a] und | £ 1| =1 folgt

la+ bl =e(a+0b) =ea+eb<leal + |eb] = |a| + |b].

Satz 1.4.11. Fir alle a,b,c € R gelten die folgenden FEigenschaften:

(i) a < |al

(ii) Fiir a # 0 gilt a*> = (—a)? = |a|> > 0.
(iii) Fiir a # 0 gilt |a=!| = |a| 1.

(iv) llal - [Bl] < |a— ]

Beweis. ohne Beweis

Wichtige Teilmengen von R sind die Intervalle.
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Definition 1.4.4. (Intervalle)
Es seien a < b € R. Die folgenden Mengen heiflen Intervalle:

[a,b] :={x € R| a <z <b}

und falls a < b

[a,b) = {reR|a<z<b}
(a,b] = {xreR|a<z<b}
(a,b) = {zeRla<xz<b}

Dann heifit [a, b] abgeschlossenes, auch kompaktes Intervall, (a,b) heifit offen und [a, b) bzw.
(a,b] heiBlen halboffen. Die Eigenschaften abgeschlossen, kompakt und offen von Teilmengen
von R werden spéter allgemein definiert werden.

Definition 1.4.5. (unendliche Intervalle)
Diese Intervalle werden mittels der Symbole oo und —oo (sprich: unendlich und minus unendlich)
definiert. Es seien a,b € R. Wir definieren:

[a,00) = {zeR|a<uz}
(a,00) = {xeRla<uz}
(—00,b] = {zeR|z<b}
(—o0,b) = {xeR|z<b}
(—00,00) = R.

Definition 1.4.6. (Maximum, Minimum)

Es sei X C R. Dann heifit m Minimum von X (Schreibweise: min X), falls m € X und m < x
fiir alle x € X gilt, und M heift Maximum von X (Schreibweise: max X), falls M € X und
z < M fir alle z € X ist.

Satz 1.4.12. Fiir alle a,b,c € R gilt

(i) la] < c<a € (—cc)

(i) b—a|<cebe(a—ca+c)

Beweis. ohne Beweis O

1.5 Natiirliche Zahlen, vollstindige Induktion

Nun koénnen wir die natiirlichen Zahlen einfiihren, die wir bisher noch nicht kennen.

Definition 1.5.1. (i) Eine induktive Menge I reeller Zahlen ist eine Menge mit folgenden
Eigenschaften:
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(1) 1e1I
2y nel=n+lel

(ii) Die Menge der natiirlichen Zahlen, bezeichnet als N, ist der Durchschnitt aller induktiven Teilmengen
von R.

Satz 1.5.1. Es gilt:

(i) N#0, N ist induktiv
(ii) Jede induktive Teilmenge von N ist N.
(#%i) min N =1
(iv) Firn €N gibt es kein m € N mit n <m <n+ 1.
(v) n,meN=n+meNundn-meN

(vi) Es seienn € N und m € [1,00). Dann ist n —m € N& m € N und m < n.

Zur Vorbereitung des Beweises zeigen wir zunéchst:

Lemma 1.5.1. Der Durchschnitt einer beliebigen Menge induktiver Teilmengen von R ist
induktiv.

Beweis. Es sei J eine Menge von induktiven Teilmengen von R und M = (. ; /. Dann ist

1) lelfirallel € J = 1 I=M.
(1) L€ I fiir alle I'€ Def.1.2.3(ii) €MNrey

(2) ne M = nel,VIeJ = n+lel VielJ = n+1leM.
Def.1.2.3(i1) Tinduktiv Def.1.2.3(ii)

Beweis. (Beweis von Satz 1.5.1) Es sei J die Menge aller induktiven Teilmengen von R.

(i) Nach Lemma 1.5.1 ist N induktiv und damit 1 € N, also N # (.
(ii) Es sei M eine induktive Teilmenge von N. Dann gilt:

(1) M CN. Nunist N=(;;I,also NC I, VI € J. Da M C J ist, folgt
(2) NC M.

Also ist N = M.
(iii) Wegen 1 € [1,00) und n > 1 (Z) n+1>1ist [1,00) induktiv. Also ist N C [1,00) =

n > 1 fiir alle n € N.
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(iv) Es sei

K:={neN AnecN mit n<m<n+1}.

Wir zeigen, dafl K induktiv ist:

Es sei M; := N\(1,1+ 1). dann ist M; induktiv, also M7 = N. Es ist Ny (1,1 + 1) = 0.
Damit ist 1 € K.

Nun sei n € K:

Setze My+1:=N\(n+1,n+1+1). Wiederum ist M,,41 induktiv, da 1 € M, ist und
aus m € My folgt, dan € K ist, m ¢ (n,n+1) ist. Alsoist m+1¢ (n+1,n+1+1)
und folglich m+1 e N\(n+1,n+1+4+1) = M,4;.

Damit ist M, 1 = N. Alsoist Ny(n+1,n+1+1)=0und n+1 € K. Also ist K = N.

(v) Fir n € N betrachten wir die Menge L,, := {m € N| n +m € N}. Diese Menge
ist induktiv, denn n € L, N:>J n+1 ¢ N. Alsoist 1 € L,. Es sei m € L,, also
€

n+m€NN:>J (n+m)+1 (;)n—l—(m—i—l) € L,. Also ist m + 1 € L,,. Damit ist
€ 1
L,=N.

Wir verzichten auf den Beweis des zweiten Teils und auf den Beweis von Teil (vi). O

Bemerkung 1.5.1. Das Beweisverfahren in Satz 1.5.1, Teil (iv) und (v) ist der Beweis durch
vollstdndige Induktion:

Es ist eine Aussage A(n) zu beweisen, die von der natiirlichen Zahl n abhéngt. Eigentlich
handelt es sich um eine Folge von Aussagen A(n), wie zum Beispiel in (iv) die Aussage A(n):
Es gibt kein m € N mit m € (n,n+1). Man definiert die Menge W aller n, fiir die die Aussage
A(n) wahr ist und zeigt, daf diese Menge induktiv ist, d.h.

(i) 1 € W: A(1) ist wahr

(i) ne W = (n+1) € W: Wenn A(n) wahr ist, dann ist auch A(n + 1) wahr.

Nach Satz 1.5.1 (i7) folgt dann: W = N, d.h. A(n) ist fiir alle n € N wahr.
FEin Beweis durch vollstdndige Induktion geht also nach folgendem Schema:

(i) n» = 1: (Induktionsanfang): A(1) ist wahr.

(ii) » — n+ 1 (Induktionsschritt): Wenn A(n) wahr ist (Induktionshypothese), dann ist
auch A(n + 1) wahr.

Definition 1.5.2. (i) Mengen X und Y sind gleichméchtig (Schreibweise: X ~ Y'), falls
es eine injektive Abbildung f: X — Y und ¢g: Y — X gibt.

(ii) Die Menge X heifit von kleinerer Méchtigkeit als die Menge Y (Schreibweise X < Y),
falls es eine injektive Abbildung f: X — Y, aber keine injektive Abbildung g: ¥ — X
gibt.
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(iii) Fiir n € N sei der Abschnitt bis n (Schreibweise: N(n)) durch N(n) := {m € N| m <n}
definiert.

Eien Menge X heifit endlich, falls es ein n € N gibt, so da} X ~ N(n), andernfalls unendlich.
Man nennt X abzéhlbar unendlich, falls X ~ N und abzéahlbar, falls X endlich oder abzihlbar
unendlich ist, andernfalls iiberabzéihlbar.

Satz 1.5.2. Es seien X,Y,Z Mengen.

(i) X ~Y < 3f: X =Y, f bijektiv
(ii)) X <Y undY < Z=X<Z

(i11) X # O erfiillt genau eine der folgenden Mdiglichkeiten: X endlich, X abzihlbar unenend-
lich, X tiberabzdhlbar

(iv) Ist X endlich, so gibt es genau ein n € N mit X ~ N(n).

Beweis. Ubungen O

Definition 1.5.3.
2:=141,3:=24+1,4:=3+1,...,9:=84+1, 10:=9+1,...

Definition 1.5.4. Es sei X eine endliche Menge. Ist n € N die nach Satz 1.5.2 eindeutig
bestimmte natiirliche Zahl mit X ~ N(n), so schreiben wir |X| = n und sagen, X hat
n_Elemente.

Beispiel 1.5.1. Es sei X = {a,b,c}. Fiir n > 3 haben wir eine bijektive Abbildung f: X —
N@3) = {1,2,3} mit f(a) := 1, f(b) := 2 und f(c) := 3. Also ist |X| = 3, d.h. X hat drei
Elemente.

Satz 1.5.3. (i) Jede nichtleere Teilmenge von N besitzt ein Minimum (Wohlordnungssatz).

(ii) Jede endliche Teilmenge von R besitzt Mazimum und Minimum.

Beweis. ohne Beweis. O

Definition 1.5.5. Wir setzen Ny := N U {0}.
Die Mengen Z der ganzen Zahlen und Q der rationalen Zahlen sind durch Z := NoU{—n|n €

N} und Q = {g\ re’z,se Z\{O}} definiert.

Man zeigt leicht:
Satz 1.5.4. (i) (Z,+) ist eine kommutative Gruppe.

(i1) (Q,+,-) ist ein Korper.
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Beweis. Durch Nachrechnen. O

Definition 1.5.6. Unter einer Folge a, von Elementen einer Menge X verstehen wir eine
Abbildung f: N = X, n — a, oder f: Ny = X, n — a,. Dabei heifit a,, auch das n- te
Glied der Folge und n heifit Folgenindex (kurz: Index). Statt n kann auch jedes andere Symbol
verwendet werden. Unter einer endlichen Folge verstehen wir eine Abbildung f: N(n) — X.
Wir betrachten meist den Fall X = R, also Folgen reeller Zahlen. Kiinfig soll unter einer
Folge stets eine Folge reeller Zahlen gemeint sein, falls nichts anderes vereinbart ist. Eine
Folge kann durch eine Gleichung, z. B. a,, = 5n + 2, beschrieben werden. Sie kann auch durch
vollstéandige Induktion definiert werden.

Beispiel 1.5.2. (Folge der Fibonacci- Zahlen)
Es sei (ay) durch
ap=1, a1=1, ap, =an_1+ap_o fir n>2

gegeben. Die ersten Glieder der Folge berechnen sich zu

apg = 1
ag = 1
as = a1+a=1+1=2
a3 = as+a;=2+1=3
ag = az3+ay=3+2=5

Summen und Produkte einer beliebigen Anzahl von Gliedern einer Folge kénnen induktiv
definiert werden.

n
Definition 1.5.7. Es sei (a,): N — R eine Folge. Dann definieren wir die Folge (Z ak>

k=1
der n- ten Partialsummen induktiv durch

(i) n=1:
1

E ar — ai

k=1

(ii) n > n+1:
n+1 n
Zak = ( ak) + Qp41-
k=1 k=1

n
In Z ay, heifit k£ die Summationsvariable, 1 (bzw. n) die untere (bzw. obere) Summationsgrenze,
k=1
und {m € N| 1 <m < n} heifit auch Summationsintervall. Die Sprechweise ist: Summe k = 0
bis n, ai. Fiir die Summationsvariable kann auch jedes andere Symbol beniitzt werden. All-

n n
gemeiner kénnen auch Summen Zak, falls (an): Ng — R, oder Z ay induktiv definiert
k=0 k=m
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werden. Summen konnen auch fiir endliche Folgen definiert werden. Wir verzeichten auf die
Einzelheiten der Definition.

Durch vollstédndige Induktion beweist man leicht:
Satz 1.5.5. Es seien a,ai,...,an,b1,...,b, € R. Dann gilt:
n

(i) > an+ > be=>_(ar+b)
=1 k=l

k=1
n n
(ii) aZak = Zaak
k=1 k=1

(iii) < Z < |ag| (Dreiecksungleichung)

k=1

n
D

k=1

Beweis. ohne Beweis.

Definition 1.5.8. Es sei (a,): N — R eine Folge. Dann definieren wir die Folge (H ak>
k=1

der n- ten Partialprodukte induktiv durch

(i) n=1:

1
H a = ay
k=1

n+1 n
H ap ‘= ag | - Qg+1-
k=1 1

k=

(i) n > n+1:

Es gelten die entsprechenden Bemerkungen wie bei der Definition der Partialsummen.

n n
In Ausdriicken der Form Z a bzw. H a, bei denen der Folgenindex fehlt, werden die Parti-
k=1 k=1
alsummen bzw. Partialprodukte von der konstanten Folge (ay) mit ay = a fiir alle k& gebildet.

Der Fall der Partialprodukte fithrt zur Definition der Potenzen:

Definition 1.5.9. (n- te Potenzen)
n
Es sei a € R und n € N. Dann ist die n- te Potenz a™ (lies: a hoch n) durch H a definiert.

k=1
Es ist a® = 1 und fiir a # 0 sei a™" := ..
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Satz 1.5.6. (Potenzgesetze)
Es seien a,b € R und m,n € Z. Dann gelten folgende Regeln (vorausgesetzt die Ausdriicke
sind definiert):

(i) (ab)™ =a™-b"
(,”) am+n =a™m.q”
(i17) (a™)" = a™™
Beweis. ohne Beweis. O

Satz 1.5.7. (Monotonie, Definitheit)
Es seien a < b € RT und n € Z. Dann gilt

(i) a™ < b", fallsn >0
(i1) a™ > b", falls n <0

(iii) a®> >0 und a®> = 0 < a = 0.

Beweis. ohne Beweis. O

Definition 1.5.10. (Fakultdt und Binomialkoeffizient)
Fiir n € N ist n! (lies: n Fakultét) durch

definiert. Weiter ist 0! := 1.
Der Binomialkoeffizient (}) (lies: n iiber k) ist fiir k,n € Ng und 0 < k < n durch

<

Eine wichtige Technik im Rechnen mit Summenzeichen ist die Indexverschiebung. Bevor wir
diese Technik in einem Satz formulieren, geben wir zwei Beispiele:

Beispiel 1.5.3. Es ist

definiert.

n
dm=2)=2-2)+...+(n—2).
m=2
Wir fiithren eine neue Summationsvariable ein: & = m — 2. Diese Substitution ist mit einer
bijektiven Abbildung f des urspriinglichen Summationsintervalls {m € N| 2 < m < n} auf
das neue Summationsintervall {n € N| 0 < k < n — 2} verbunden. Damit ist

n n—2
dm=2)=2-2)+..+(n-2)=0+...+(n-2)=> k
k=0

m=2
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Eine der bekanntesten Anwendungen ist die Summenformel fiir die endliche geometrische Reihe.

Beispiel 1.5.4. Essei ¢ € R\{1} und N € N. Wir betrachten die endliche geometrische Reihe:

N
S::anzl—i—q—l—...—}—qN.

n=0

Eine ”skizzenhafte” Behandlung des Problems sieht wie folgt aus:
Differenzenbildung ergibt:

s =1 +q¢ +... +¢V
qS = q +... ¢V 4N
=(1-q95 =1 —
Somit ergibt sich: S = 171{\2;1

Die mathematisch strenge Behandlung sieht wie folgt aus: es ist

N
S=> q" (1)
n=0

N N
Nach dem Distributivgesetz (Satz 1.5.5 (ii)) ist ¢S = Zq g = Z ¢Vt Wir fithren die
n=0 n=0

neue Summationsvariable m = n + 1 ein und erhalten

N+1 N+1

¢S=> q"=> " (2)

mit Zuriickbenennung m — n. Aus (1) und (2) erhalten wir

N+1

N
1=g)S=) ¢ =) "
n=0 n=1

Die Summationsintervalle in beiden Summen sind {n € N0 <n < N} bzw. {n e N| 1 <n <
N + 1}. Wir spalten die beiden Indizes, die nicht im Durchschnitt liegen, ab und erhalten

N N

2 d = 1+

n=0 n=1

N+1 N
ST WAR
n=0 n=1
Differenzenbildung ergibt:

N
1=)S=1+ (¢"—q") —¢"" =1-¢"*,

n=1
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also Nt
1— +

g 1-d"

l—q

Satz 1.5.8. Es sei (ay) eine Folge (oder eine endliche Folge). Es sei m,n € Ng mit m <n

und p,q € N. Dann ist

n-+p n—q
E ap = E Qp—p = E Qft-q-
k=m-+p k=m—q

Beweis. ohne Beweis.

n
Beispiel 1.5.5. Wir wollen T}, := Z m bestimmen. Wir betrachten .S,

berechnen die Differenzen S,,+1 — S, auf zwei verschiedene Weisen:
Es ist

Spt1 = Zm+n+ =S, +(n+1)%
also
Spi1— Sp = (n+1)>2
Die Berechnung mittels Indexverschiebung lautet:

n+1 n n n

O

n
= g m? und
m=1

Spi1 = Zm =Y (k+1)2=> (m+1)* =) (m*+2m+1)
k=0

m=0 m=0
n
= Zm2+22m+21:sn+2Tn+n+1-
m=0 m=0 m=0

Damit ist

Vergleich von (1) und (2) ergibt
(n+1)?2=2T, +n+1,

also

n 2
n“+n 1
Tn:Zm: 5 :§n(n—|—1).

m=1

Die Behauptung B(n) 148t sich auch durch vollstindige Induktion beweisen:

Induktionsanfang n = 1:

1
1
Zmzl und 5-1-(1+1):1, also ist B(1) wahr.
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Induktionsschritt n — n + 1:
Sei die Induktionshypothese fiir ein n richtig. Dann gilt

n+1 n 1
mzlm mz1m+(n+ ) =T, +n+ i sn(n+1)+n+

(n+1) (;n—i- 1> = %(n—i— 1)(n+2)
also ist B(n) wahr.

Wir schlielen mit Beispielen fiir Induktionsbeweise:

Satz 1.5.9. (Bernoullische Ungleichung)
Es sei x > —1 und n € N. Dann ist

(1+2)" > 1+ nz.

Beweis. (Beweis durch vollstindige Induktion)
Induktionsanfang n = 1:
1+2) =1+uz

Induktionsschritt n — n + 1:
Sei die Induktionshypothese fiir ein n richtig. Es gilt

(1+2)" = (1 +2)"(1+2)

nach Definition 1.5.8 und 1.5.9. Wegen z > —1 ist (1 + x) > 0. Nach (A3) (Monotonie) und
der Induktionshypothese folgt:

1+2)"0+2)>0+nx)1+2)=1+n+Dz+nz*>1+ (n+ 1z
nach Satz 1.5.7 (Definitheit). O
Als letztes wollen wir eine Regel iiber die Berechnung von (a+5b)", den Binomischen Lehrsatz

beweisen.
Zur Vorbereitung zeigen wir eine Beziehung zwischen Binomialkoeffizienten.

Lemma 1.5.2. Es seik,n e Nmit 0 <k <n—1. Dann ist
n n n+1
+ = .
k k+1 k+1
Beweis. Nach Definition 1.5.10 ist
(k+1)!=k(k+1) und (n—k)!l=Mn—-k—-1!(n—k)
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Nach Definition 1.5.10 und Satz 1.4.4 (Bruchrechnen) folgt:

<Z> * <kil> = M- /-c—ml)!(n—k) T 1)(:2!—k— 0!

B nl(k+1) nl(n — k)
 (k+DIn—k)!  (E+1D!(n—k)
nl(n+1) (n+1)!

(k+D!n—k)!  ((n+1)— (k+1)(k+1)!
_ n+1
B <k+1>'

Satz 1.5.10. (Binomischer Lehrsatz)
Es seien a,b € R und n € N. Dann st

e =3 ()

Beweis. Wir fithren den Beweis durch vollstdndige Induktion:
Induktionsanfang n = 1:

(a+b)t = al+0t

1
L\ ki L\ 0,1, (1) 150
2 <k>a (())a + 1 a a+

Induktionsschritt n — n + 1:
Sei die Induktionshypothese fiir ein n richtig. Es gilt

nal _ n _ "\ kyn—k
(a+b) T (a+b)"(a+Db) i k) a"b" "(a+b)
k=0
_ = (n k+1pn—k — (n kpn—k+1
Satz 1.5.5(id) Z <k> “ * (k) ¢ '
Det. 1.5.0 k=0 k=0

Also ist

n

(a + b>n+l — Z <Z> ak‘-i—lbn—k + - (Z) akb”_k+1.
k=0

k=0

(1)

Wir spalten von der ersten Summe den Term k& = n und von der zweiten Summe den Term

k = 0 ab und fithren eine Indexverschiebung durch. Wir erhalten

n n—1
Z <Z> okt ipn—k — Z <Z> aF LD —=(k+1) | o+l
k=0 k=0
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und
kin+l—k _ in+1 k+1p(n+1)—(k+1)
b =b b . 3
> (1)s > (k+1> ®)

Aus (1), (2), (3) und Lemma 1.5.2 erhalten wir

(a+b)"t = bn+1+z (( > <k+ >> afHipnt)—(k+1) 4 n+l

_ gy ”+1> AL =(k+1) | ntl

E+1

=1

— bn—i—l (n+1> kbn+1 k+an+1

_ (” +1 akfpnti-k

1.6 Die komplexen Zahlen

Die komplexen Zahlen sind kein eigentlicher Bestandteil dieser Vorlesung. Viele Begriffe aus
der reellen Analysis, wie Grenzwerte, Stetigkeit, usw., lassen sich auf die komplexe Analysis
iibertragen. Wir werden dies gelegentlich in Hinweisen andeuten. Jedoch ist die komplexe Analysis
ein eigenstindiges Gebiet und besitzt viele Ziige, die in der reellen Analysis keine Paralellen
haben. Sie ist Gegenstand der Vorlesung Analysis IV.

Definition 1.6.1. Die Menge C der komplexen Zahlen ist die Menge aller Paare reeller
Zahlen:

C:={(z,y)| =,y € R}.

Addition und Multiplikation sind wie folgt definiert:

(1) (z1,91) + (z2,92) = (21 + 22,91 + Y2)

(i) (z1,91) - (z2,92) = (T122 — Y12, T1Y2 + T2Y1).

Diese Regeln werden durch folgende Definition iibersichtlich:

Definition 1.6.2.
i=1(0,1).
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Aus Definition 1.6.1 (i), (ii) ergibt sich dann die folgende Regel:
i2 = (~1,0).

Die Menge R der reellen Zahlen kann nun durch eine leichte Anderung der Definition 1.6.1
zu einer Teilmenge der komplexen Zahlen gemacht werden.

Definition 1.6.3. Es sei C = ({C\{(z,0): z € R})UR.

(Wir ”werfen die Elemente (z,0) hinaus” und ersetzen sie durch die reellen Zahlen z. Die
Regel i2 = (—1,0) wird zu i2 = —1 und (x,y) kann als (x,y) = = + iy geschrieben werden.)
Die Rechenregeln lassen sich wie folgt sehr leicht merken:

Es gelten die iiblichen Regeln (Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze), und es ist
i =—1.

Beispiel 1.6.1. Es ist

(44 30)(T+5i) =4-T+4-5+7-3i + (3i) - (5i) = 28 + 15i* + (4 -5+ 7 - 3)i 2= 13 + 41i.
Satz 1.6.1. Die Struktur (C,+,-) ist ein Korper mit der Null 0 und der Eins 1.

Fiir x 4+ 1y # 0 haben wir

1_ Ty

@i = p
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Kapitel 2

Folgen und Reihen

2.1 Folgen und Grenzwerte

Definition 2.1.1. (Grenzwert, Limes)
Eine Zahl a heifit Grenzwert (Limes) der Folge (ay,), (Schreibweise: lima,, = a, a, — a
(n — o0), wenn gilt:

Ve >0 3dng=np(e) €N, sodal Vn>ng gilt |a, —al <eVn >ny.

Man sagt dann auch:
Die Folge (a,,) konvergiert gegen a oder (ay,) ist eine konvergente Folge.
Hat (a,) keinen Grenzwert, so heifit (a,) divergent oder (a,) divergiert.

Definition 2.1.2. Es sei € > 0 und a € R. Unter der e- Umgebung U (a) versteht man
Ue(a) :=={z| |z — a|] < €}.

Man sagt: Eine Eigenschaft gilt fiir fast alle Elemente einer Menge bzw. Glieder einer Folge,
falls es hochstens endlich viele Elemente der Menge bzw. Glieder der Folge gibt, fiir die sie
nicht gilt.

Bemerkung 2.1.1. Die Eigenschaft der Konvergenz 148t sich auch so ausdriicken:
Man nennt a den Grenzwert von (ay), wenn in jeder e- Umgebung Uc(a) fast alle Glieder der
Folge (ay,) liegen.

Satz 2.1.1. Eine Folge (a,) hat hichstens einen Grenzwert.

Beweis. Annahme:
Es sei limy, 00 a, = @ und lim,,_, o a,, = b mit a < b. Wir setzen € := 1/2(b — a). Es ist also

b—a=2¢ (1)
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Nach Definition 2.1.1 gibt es ein ny = ng(€), so daB fiir n > ng gilt:

lan, —a| < € (2)
und ein n; = ny(e), so daf fiir n > ny gilt:

|b—a,| <e. (3)

Es sei n > max{ng,n1}. Aus (2) und (3) folgt nach der Dreiecksungleichung (Satz 1.4.10
|b—a|l <|(b—an)+ (an—a)| <|b—an|+|a—an| < 2
im Widerspruch zu (1). O

Satz 2.1.2. (Grenzwerte von konstanten Folgen)

Firce R ist lim ¢ = c.
n—00

Beweis. Wir setzen ¢, := c fiir alle n. Dann ist |¢, — ¢| = 0 < € fiir alle ¢ > 0 und fiir alle
n. t

Definition 2.1.3. Gilt lim a, = 0 fiir eine Folge (a,,), so heifit (a,) eine Nullfolge.
n—oo -

oo

1 1
Satz 2.1.3. Die Folge <> st eine Nullfolge, d.h. es ist lim — = 0.
n

n=1 n—oo N

1
Beweis. Nach dem Vollstandigkeitsaxiom (V) besitzt die Menge X = {—\ n e N} ein Su-
n

premum S. Wegen —% < 0 fiir alle n ist 0 eine obere Schranke von (—l), also ist S < 0.

n
Annahme: S <0
Nach der Definition des Supremums existiert ein n mit —% > %S . Dann ist aber —% > %S >
S, ein Widerspruch.
Damit ist sup {(—1)|n €N} = 0, d.h. Ve > 0 Ing = no(e) mit —nio > —e und somit
1 1 1 e
O<n—0<e.Wegen0<5§n—ofurn2ng folgt

1

<€, Vn>mnp(e).
n

Nach Definition 2.1.1 ist lim l =0. O

n—oo n

Definition 2.1.4. (Beschréinktheit)

Eine Folge (a;,) heifit nach oben beschrénkt, wenn 34 € R mit a, < A Vn € N, bzw.
nach unten beschrénkt, wenn 3B € R mit a,, > B ¥n € N. Man nennt (a,) beschrénkt, falls
es nach oben und nach unten beschrankt ist.

Satz 2.1.4. (i) Die Folge (n)22, ist nach oben unbeschrinkt.

n=1
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(i) Eien Folge (ay) ist genau dann beschrankt, wenn 3S € R, so daf$ |a,| < S Vn € N.

Beweis. (i) Annahme:
Die Folge (n) ist beschriankt, d.h. es gibt ein S € R mit n < S fiir alle n € N. Dann
folgt % > S~ > 0 fiir alle n € N im Widerspruch zu lim,,_sso % =0 (Satz 2.1.3).

(ii) Nach Definition 2.1.3 ist (a,,) genau dann beschrénkt, wenn A, B € R mit
B<a,<A VYneN (1)
existieren. Setze S := max{|A|, |B|}. Aus (1) folgt
la,| <8 VneN. (2)

Umgekehrt folgt aus (2) mit S > 0, daB —S < a,, < S, also die Beschrinktheit von (a,).
L]

Satz 2.1.5. Fine konvergente Folge ist beschrdnkt.

Beweis. Es sei limy,_,« a, = a. Nach Definition 2.1.1 mit € = 1 existiert ein ng = ng(1), so
daf3
lap, —al <1 fur n>ng. (1)

Aus (1) folgt
|an| < laf +1. (2)

Nach Satz 1.5.3 (i7) existiert M := max{|ay|, n < no}U{|a|]+1}. Aus (2) folgt dann: |a,| < M
fiir alle n € N. O

Es ist oft einfacher, Beweise iiber die Konvergenz von Folgen zu fiihren, indem man nicht
direkt auf die Definition 2.1.1 zuriickgeht, sondern den folgenden Satz verwendet:

Satz 2.1.6. Fir die Folge (ay,) sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) nl;ngoan =a.

(i) 3C >0, so daff Ve > 0 Ing = no(€) mit |a, — a| < Ce Vn > ng(e).

Beweis. "=":

Es sei € > 0 gegeben. Nach Definition 2.1.1 gibt es fiir alle ¢ > 0 ein ng = ng(€’), so daB
lap, — a| < € fiir alle n > ng(€') ist. Dies gilt insbesondere auch fiir ¢ = Ce. Es gilt also
lan, — a| < € = Ce fiir n > no(€).

” <:77:
Es sei € > 0 gegeben. Wir setzen € = C~'e. Dann gibt es nach Voraussetzung ein ng = ng(¢),
so daB |a, — a| < C€' = € fiir alle € > 0 ist. Nach Definition 2.1.1 ist lim, o0 a,, = a. O
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Satz 2.1.7. (Grenzwertsitze)
FEs seien (ap) und (b,) Folgen mit lim a, = a und lim b, =b. Dann ist
n—oo n— o0

(i)
(ii)
(iii)

lim (a,, + b,) = lim a, + lim b, =a+b
n—00 n—00 n—00

nli_{I;O(an “bp) = (lim an> . ( lim bn> =ab

n—o0 n—o0

lim 2% =2 falls b #0.

n—o0 by, b’

Beweis. (i) Es sei € > 0. Nach Definition 2.1.1 gibt es ng = ng(e) und n; = ny(e) € N,

(i)

(iii)

so daB |a, — a|] < € fir alle n > ng(e) und |b, — b| < € fiir alle n > ny(e). Es sei
ng := max{ng, n; }. Dann ist fiir n > ng nach der Dreiecksungleichung (Satz 1.4.10 (7))
dann |(ay, + by) — (@ + )| = |(an, — a) + (b, — b)| < |an, — a| + |by, — b| < 2¢. Nach Satz
2.1.3 folgt lim (a, +b,) =a+Db.
n—oo
Nach Satz 2.1.5 ist die Folge (b,,) beschrénkt, d.h. 3B € R mit
|bp| < B VneN. (1)

Es sei € > 0. Nach Definition 2.1.1 existiert ein ng = no(€) und n; = nj(e) € N mit

la, —al <€ Yn > ng, (2)

|bp, — bl <€ Vn>mn;. (3)

Es sei ng := max{ng,n1}. Dann ist fiir alle n > ng

|anby, — ab| = |anby, — aby, + ab, — abl
< lan — al|by| + |al|b, — b]
A—Ugl.
< (B + |al)e.

1,

—~
N
~

,(3)

Nach Definition 2.1.1 gibt es ng € N, so da$ |b, — b| < 1/2]b] fiir alle n > ny ist, und
damit gilt nach Satz 1.4.11 (iv)

1
|bp, — b| > §|b| Vn > ng. (1)
Nach Definition 2.1.1 gibt es n; = ni(e) bzw. ne = na(e), so daf fiir alle n > ny(€) bzw.
fiir alle n > no(e) gilt, daB |a, — a|] < € bzw. |b, — b| < e. Wir setzen n3 := max{nj, na}
und erhalten

lan, —al <€, |b,—bl <e VYn>ns. (2)
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Es folgt

a, a 1 1
on 2 = b b+ ab— ab
bo b oo 140~ @bal = g tlanb = ab+ ab = abi|
1
< bllan, — al + |a||b, — b
5 bl —al + lallb, = b)
< ot (lal+ )
< — (la €.
(2 (b
O
Satz 2.1.8. (Erhaltung von Ungleichungen)
Es seien (ap) und (by,) Folgen mit hm ap, = a und lim b, = b sowie a, < by, fir alle n.
n—oo
Dann ist a < b, also lim a, < lim b
n—oo n—oo
Beweis. Annahme: a > b
Wir setzen
2¢:=a —b. (1)
Nach Definition 2.1.1 existiert ng = ng(€), so daB fiir alle n > ng(e) gilt:
lap, —al <e und |b, —b| <e. (2)
Aus (2) folgt
ap,>a—¢€¢ und b, <b+e Vn>nyg. (3)
Aus (1) und (3) folgt b, < ay, fiir alle n > ng, ein Widerspruch. Nach Axiom (A1) (Trichoto-
miegesetz) folgt a < b. O
Bemerkung 2.1.2. Aus der scharfen Ungleichung a < b kann nicht lim a, < hm b, ge-
n—oo
folgert werden, sondern auch nur lim a, < lim b,. Die sieht man am Beispiel an = 0 und
n—o0 n—oo
b, = =. Es ist a,, < by, aber lim a, = lim b,.
n—o0 n—oo

Satz 2.1.9. Es seiq € R und |q| < 1. Dann ist lim ¢" = 0.
n—oo

Beweis. Fall 1: ¢ =10

Dann ist hm q = lim 0=0.
n—oo n—oo

Fall 2:

Es sei Q := |¢|~!. Dann ist Q = 14 7 mit i > 0. Nach der Bernoullischen Ungleichung (Satz
1.5.9) ist Q" = (1 +7)" > 1+ nn. Also ist [¢]* = Q™ < (1 +nn)~! <n~n~! und damit
—n~In7t < ¢" < np~'n~!l. Nach den Sitzen 2.1.4, 2.1.7 und 2.1.8 ist
0= lim (—nilnfl) < lim ¢" = lim n 'n"t =0,
n—oo

n—oo n—0o0

also lim ¢" = 0. O

n—o0
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Beispiel 2.1.1. Es sei a, =1+ 1 +1076(-1)".
Wir untersuchen, ob das Konvergenzkriterium von Definition 2.1.1 fiir a = 1 erfiillt ist.
Fall 1:

Es sei € > 107%. Dann koénnen wir schreiben: ¢ = 1076 + 5 mit ; > 0. Wir wihlen ng =
no(e) € N, so daf nyg > 771_1 ist. Fir n > ng haben wir dann

1
lan — 1] = ’n +107 (=) <1076 + 1 =e.

Fall 2:
Es sei € <1079, z.B. € = 107 — 15 mit 175 > 0. Wir withlen ny = n1(e) € N, so da n; > 172_1.
Fiir n > ny haben wir dann

1
lan, — 1| = ‘n +1075(=1)" > 107 =y = €.

Damit ist das Kriterium von Definition 2.1.1 mit @ = 1 zwar im Fall € > 1076 erfiillt, aber
nicht im Falle ¢ < 107%. Somit konvergiert a,, nicht gegen 1.

Es gibt auch keinen anderen Grenzwert a.
Es sei a € R. Nach der Dreieicksungleichung ist

2:10°=[(1410°%-a) - (1-10°—a)|<[1+10°—a|+[1-107° —ql.

Daraus folgt: Fiir alle a € R gilt einer der folgenden Fille:

Fall a: |a — (14 107%)| > 107° oder
Fall b: |a — (1 —1075)| > 1075.

Wir zeigen, dal in Fall a) die Zahl a nicht der Grenzwert von (a,) sein kann. Fall b) wird
analog behandelt.

Es sei n > 2-10%. Dann ist fiir alle geraden n folglich |a, —a| > 1076 — % > % 1079,
Fiir ¢ = 1079 ist das Kriterium von Definition 2.1.1 nicht erfiillt: es gibt kein ng(e),
fiir n > ng(e) dann |a, — a| < € gilt. Also ist a nicht Grenzwert von (ay,).

so daf

Es gibt jedoch Zahlen, ndmlich [ = 1—107% und Iy = 1+ 1079, die schwichere Eigenschaften
als das Konvergenzkriterium erfiillen. In beliebigen e- Umgebungen Uc(l1) bzw. Uc(l2) liegen
zwar nicht fast alle Glieder der Folge (a,), aber doch unendlich viele. Die Zahlen [y, sind
Beispiele von Haufungswerten.

Definition 2.1.5. Es sei (ay) eine Folge. Dann heifit a Haufungswert (HW) von (a,,), falls
es fiir jedes € > 0 unendlich viele n € N mit a,, € Uc(a) gibt.

Satz 2.1.10. Es sei (a,) eine Folge und a € R. Dann ist a genau dann Hiufungswert von
(an), wenn es eine Teilfolge (an,)peq von (an) mit klim an, = a gibt.
EE— —00
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Beweis. "=":
Es sei @ Hiufungswert von (ay). Wir definieren durch vollstindige Induktion eine Folge (ng)

mit ng € N, ngpq > ng, so dal |ap,, —a| < —:

k
k=1:
1
Nach Definition 2.1.5 gibt es ein ny mit |a,, —a| < T
kE—k+1:

1
Es sei ny schon definiert und | |a,, —a| < T Nach Definition 2.1.5 gibt es ngiq > ng mit

1
‘ankH — a‘ < ——. Nach Definition 2.1.1 ist lim, o an, = a.

k+1
2 <:77:
Es sei limy,—so0 an, = a. Es sei € > 0. Dann gibt es nach Definition 2.1.1 ein ko = ko(€), so daf3
lan, — a| < € fiir co- viele k. O

1
Beispiel 2.1.2. Es sei a, = 1+ — +1075(—1)" wie in Beispiel 2.1.1. Dann ist
n

lim ag, = 1+10%=1 und
k—o0

lim a2k+1 = 1-— 1076 = ll.

k—o0

Definition 2.1.6. (Infimum, Supremum)

Es sei X C R und u € R. Dann heifit v untere Schranke von X, falls © < z fiir alle z € X
gilt. Falls eine untere Schranke von X existiert, heifit X nach unten beschrankt. Man nennt
grofite untere Schranke oder Infimum von X (Schreibweise: inf X)), falls u eine untere Schranke
von X ist und fiir alle unteren Schranken ¢ von X gilt, dafl t < w ist. Man nennt X beschrénkt,
falls X nach oben und unten beschréankt ist. Fiir das Supremum von X (Definition 1.3.5)
schreiben wir sup X.

Satz 2.1.11. (Existenz von Infimum und Supremum)

(i) Eine nach oben beschrinkte Menge reeller Zahlen hat stets ein Supremum.

(ii) Eine nach unten beschrdinkte Menge reeller Zahlen hat stets ein Infimum.

Beweis. (i) Dies ist das Vollsténdigkeitsaxiom (V).

(ii) Man betrachte die Menge —X := {—z| z € X }. Dann gilt: s ist untere Schranke von X
& —s ist obere Schranke von —X. Also ist inf X = sup(—X), und sup(—X) existiert
nach (7).

O

Definition 2.1.7. (Monotonie)
Die Folge (ay) heift monoton wachsend (bzw. monoton fallend), wenn a,+1 > ay fiir alle
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n (bzw. ant1 < a, fir alle n) gilt. Gilt die scharfe Ungleichung a,+1 > a, (bzw. ap41 <
ay), so heiit (a,) streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend). Eine Folge heifit
monoton, wenn sie monoton wachsend oder monoton fallend ist. Ist lim,,~ a, = @ und (ay)
monoton wachsend (bzw. fallend), so schreiben wir auch a,, 1 a (bzw. a, | a).

Satz 2.1.12. (Monotoniekriterium)
Eine beschrinkte monotone Folge ist konvergent.

Beweis. Fall 1: (a,) ist monoton wachsend:

Nach Satz 2.1.11 hat X := {a,| n € N} ein Supremum s. Es sei ¢ > 0. Nach der Definition
des Supremums gibt es ein ng = np(e€), so daB a,, > s — e. Wegen der Monotonie ist dann
s —e€ < ap < s fir alle n > ng. Nach Definition 2.1.1 folgt lim, o a, = s.

Fall 2: (a,) ist monoton fallend:

Dann ist (—ay) monoton wachsend, und es ist lim,,_ o0 @y, = — limy, 00 (—ay). d

Definition 2.1.8. Unter der Lénge eines Intervalls I = [a, b] mit a,b € R (Schreibweise: |I]),
versteht man |[I| =b — a.

Definition 2.1.9. (Intervallschachtelung)
Eine Folge (I,,) von kompakten Intervallen heifit Intervallschachtelung, wenn

(i) Lny1 C I
(ii) nh—>I£>lo|I”| = 0.

Satz 2.1.13. Es sei (1) eine Intervallschachtelung, und I, = [ay,b,]. Dann existiert genau
ein a € R mit a, T a und b, | a mit n — oco.

Beweis. Es sei I, = [ay,b,]. Dann ist die Folge (a,) monoton wachsend und die Folge (by,)
monoton fallend. Also ist a, < b, fiir alle n € N, und somit ist (a,,) beschrinkt. Nach Satz
2.1.12 ist (a,) konvergent, d.h. lim, o a, = a fiir a € R. Wegen a,, < a, fiir alle n > ng
folgt nach Satz 2.1.8, daBl ay, = limy, 00 @, < limy, o0 @y = a ist, also ist ap, < a fiir alle ny.
Analog zeigt man, dafi die Folge b, konvergiert. Es sei lim;,, oo b, = b. Dann ist b < b, fiir
allen € N. Alsoist 0 < b—a < b, —a, fiir alle n € N. Aus lim,, ,o0 b, —a, =0 folgt b—a =0
und daraus a = b. O

Satz 2.1.14. (Bolzano- Weierstraf)
Eine beschrdankte Folge hat mindestens einen Hdaufungspunkt.

Beweis. Es sei
s<c, <t firalle neN und s,tecR. (1)

Wir zeigen durch vollstdndige Induktion, daf eine Intervallschachtelung (I,,) mit || =
(t—s)-27™ und ¢, € I, fiir unendlich viele n existiert:

m = 0:

Wir setzen Iy := [s,t]. Wegen (1) gilt ¢, € I fiir alle n.
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m— m + 1:

Es sei |I,| = (t —s)-27™, L, = [am,bn] und ¢, € I, fiir unendlich viele n. Dann ist
I, = Iy1 Ulpe mit Iy = [am,W] und I, 2 = [%,bm]. Fir mindestens ein
Jj € {1,2} ist a, € I, ; fir unendlich viele n. Wir setzen Ip,11 = Iy j. Es ist [Ipq1| =
| = (t—s)- 2-(m+1) Nach Satz 2.1.9 ist |I,,,] — 0 fiir m — co. Nach Satz 2.1.13 gibt es
ein a € R mit a, 1 a und b, | a.

Es sei € > 0. Wegen |I;,] — 0 fiir m — oo existiert ein m mit |I,,| < e. Fiir die unendlich
vielen n mit ¢, € I, gilt: ay, < ¢ < byy,. Es folgt |¢, — a| < e. Damit ist a Haufungswert von
(cn). O

Definition 2.1.10. Eine Folge (a,) heifit Cauchyfolge, falls fiir alle € > 0 ein ng = ng(e)
existiert, so daB fiir alle Paare (m,n) € N2 mit m > ng und n > ng gilt, da8 |a,, — a,| < e.

Satz 2.1.15. (Cauchykriterium)
Eine Folge ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

Beweis. 7=":
Es sei lim a, = a.
n—oo
Es sei € > 0. Nach Definition 2.1.1 existiert ein ng = no(€e/2), so daf |a, — a| < €/2 fiir alle
n > ng ist. Es sei m > ng und n > ng mit m,n € N. Aus |a,, —a|] < €/2 und |a, —a| < €/2
folgt
lam — an| = |(am —a) — (ap, —a)] < |am —a|l + |an, —a] <e.
A-Ugl.
Damit ist (ay) eine Cauchyfolge.
T
Es sei (a,) eine Cauchyfolge.
Wenn wir in Definition 2.1.10 € = 1 setzen, erhalten wir ein ng € N, so daf§ |a,, — a,| < 1 fur
alle (m,n) mit m > no und n > ng ist. Es sei M := max{a,| n < ng}. Dann ist fiir n > ng
gerade |ap| < |an,| + 1. Also ist |a,| < max{M, |an,|+ 1} fiir alle n € N, und damit ist (ay)
beschréinkt. Nach Satz 2.1.14 (Bolzano- Weierstral) hat (a,) einen Haufungswert a.
Es sei € > 0. Da (a,) eine Cauchyfolge ist, gibt es ng = ng(€), so dafl fiir m,n > ng(e) gilt

lam — an| < €. (1)
Da a Haufungswert von (ay,) ist, gibt es ein mg € N, mg > ng, mit
|am, — al < e. (2)

Da (1) auch fiir m = myg gilt, ist
|Gmg — an| <€ (3)

fiir alle n > ng. Aus (2) und (3) folgt

la —an| <|a—amg + ame —an| < |a—amg| + |amg — an| < 2€
A—-Ugl.

fiir alle n > ng. Nach Satz 2.1.6 ist lim a, = a. ]

n—o0
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Satz 2.1.16. Die Menge H der Hdaufungspunkte einer beschrinkten Folge ist beschrdnkt.

Beweis. Es sei s eine obere Schranke der Folge (ay,), d.h. a, < s fiir alle n. Weiter sei a = s+¢
mit € > 0. Dann ist a,, ¢ Uc(a) fiir alle n. Also ist a kein Hiufungswert von (a,). Fiir jeden
Héaufungswert a von (a,) gilt also a < s.

Analog zeigt man: a > u fiir jede untere Schranke u von (ay). O

Definition 2.1.11. Es sei (a,,) eine beschrinkte Folge und H die Menge aller Hiufungswerte
von (a,). Dann definiert man

lim a, = limsupa,:=supH und
n—o0 n—00

lim a,, = liminfa, :=inf H

n—oo n—oo

(Sprich: Limes Superior und Limes Inferior).

Satz 2.1.17. Flir eine beschrinkte Folge (ay) existieren stets limsup a,, und liminf a,, und
n—00 Nn—00

sind eindeutig bestimmd.
Insbesondere sind limsup a,, und liminf a,, der gréfite bzw. der kleinste Hdufungswert von
n—oo

(an)' n—00

Beweis. Die Existenz folgt aus Satz 2.1.16 und die Eindeutigkeit aus der Eindeutigkeit des
Supremums und des Infimums.

Es sei H die Menge der Héufungswerte von (a,) und [ := limsup a,, also nach Definition
n—oo

2.1.11 ist [ = sup H. Es sei € > 0. Da [ nach Definition 1.3.5 die kleinste obere Schranke von
H ist, gibt es einen Haufungswert w von (a,) mit | — €/2 < w < [. Nach Definition 2.1.5 gibt
es unendlich viele n, so da88 a,, € U, jp(w). Fiir diese n gilt

lan — 1| < [(ap —w)+ (w—=1)| < |ap—w|+|w—-1I <e
A-Ugl.

Also ist a,, € Uc(l).Damit ist [ € H, also ist | = max H.
Analog zeigt man, daf liminfa, € H. O

n—oo

Satz 2.1.18. Es sei (a,) eine beschrinkte Folge und | € R.

(i) FEs ist genau dann | = limsup a,,, wenn es fir alle e > 0 unendlich viele n mit a, > l—e,
n—oo

aber hochstens endlich viele n mit an, > | + € gibt. (x)

(ii) Es ist genau dann | = liIr_1>inf ap, wenn es fir alle e > 0 unendlich viele n mit a, < [+,
n—oo

aber hochstens endlich viele n mit ap, <l — € gibt.
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Beweis. Wir zeigen nur (7).
7 @”:
Es sei [ = limsupa, und € > 0. Nach Satz 2.1.17 ist | ein Hiufungswert von (a,). Nach

n—oo

Definition 2.1.5 gibt es unendlich viele n mit a,, € Uc(l) = (I — ¢, + €). Fiir diese n gilt
insbesondere a,, > [ — €.

Annahme: es existieren unendlich viele n mit a,, > { + €.

Es sei X = {n| a, > [ + €}. Dann ist X eine unendliche Menge. Es sei X = {ni| k € N}
mit ny < ngq1. Dann ist (ay, )2, eine unendliche beschriankte Teilfolge von (ay). Diese hat
nach Satz 2.1.14 (Bolzano- Weierstraf) einen Hiufungswert . Wire I’ < [, so giibe es keine
ng mit an,, € Ue(l') im Widerspruch zur Definition von I’ als Haufungswert von (ay, ). Also
muf} I’ > [ sein, was im Widerspruch zur Tatsache, dafl [ der gréfite Hiufungswert von (a,,)
ist, steht. Damit gilt (x).

V=T

Wir nehmen die Giiltigkeit von (%) an. Dann ist [ ein Haufungswert von (a,). Es sei I! =

[ + 2¢ mit € > 0. Dann gibt es hochstens endlich viele n mit a, € U (). Also ist I’ kein
H&aufungswert. O

Bemerkung 2.1.3. Fiir [ = limsup a,, gibt es nach Satz 2.1.18 hochstens endlich viele n mit

n—oo
an > | + €. Es kann jedoch unendlich viele n mit a,, > [ geben, wie das Beispiel a,, = % und

[ = 0 zeigt.

Satz 2.1.19. FEs sei (ay,) eine beschrdnkte Folge. Die Folge ist genau dann konvergent, wenn
sie nur einen einzigen Hdaufungswert besitzt.
In diesem Fall ist dann
limsup a,, = liminfa, = lim a,.
n—00 n—00 n—00
Beweis. 7<":
Es sei H = {l} mit [ € R. Dann ist inf H = sup H = [, also

[ = limsup a,, = liminf a,.
n—o0 n—00

Es sei € > 0. Nach Satz 2.1.18 gibt es hochstens endlich viele n mit a, > 1 + € (Teil (7)) und
hochstens endlich viele n mit a,, <! — € (Teil (ii)). Also gilt fiir fast alle n:

an € (I —€,l4+¢€) =U().

Nach Definition 2.1.1 bedeutet dies lim a,, = I.
n—oo

R :>77 .

Es sei a = lim a,. Dann ist nach Satz 2.1.18 sowohl a = limsup a,, als auch ¢ = liminf a,,.
n—oo n—oo n—oQ

Damit ist H = {a}. O

Man kann nun die in diesem Abschnitt definierten Konzepte noch erweitern, indem man
die Menge R zur Menge R = R U {—00, 00} mit den neuen Elementen oo (unendlich) und
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—oo (minus unendlich) erweitert. Diese Objekte co und —oo konnen dann als uneigentliche
Grenzwerte, Hiufungswerte, etc. auftreten.

Definition 2.1.12. (Umgebungen von oo und —oo)
Es sei ¢ € R. Unter der ¢- Umgebung von oo (U.(o0)) bzw. der ¢- Umgebung von —oo
(Uc(—00)) versteht man

Ue(0) = (c¢,00) ={z| z>c} baw.
U(—o0) = (—00,¢) ={z| z < c}.

Definition 2.1.13. Es sei (a,,) eine Folge. Man sagt, (a,) divergiert gegen co bzw. gegen

—oo (Schreibweise: lim a, = oo, a, — oo fir n — oo bzw. lim a, = —o0, a, — —oo fiir
n—oo n—oo

n — 00), wenn fiir alle ¢ > 0 fiir fast alle n gilt, dal a,, € U.(c0) bzw. a,, € Uc(—00) ist.
Dann heiflen oo bzw. —oo uneigentlicher Grenzwert von (a,).

Beispiel 2.1.3. Nach Satz 2.1.4 ist lim n = oo, n — oo fiir n — oo.
n—oo

Definition 2.1.14. Man nennt oo bzw. —oo uneigentliche Hiufungswerte der Folge (ay,),
wenn fiir alle ¢ > 0 es unendlich viele n mit a,, € Uc(o0) bzw. a,, € U.(—00) gibt.

Definition 2.1.15. Es sei X C R nach oben (bzw. nach unten) unbeschrénkt. Dann schreiben
wir sup X = oo (bzw. inf X = —o0).

Definition 2.1.16. Es sei (a,,) eine Folge , H die Menge der eigentlichen und uneigentlichen
Héaufungswerte von (a,). Dann setzen wir
limsupa, =supH und liminfa, = inf H.

n—00 n—00

2.2 Die n- te Wurzel

Satz 2.2.1. Es sein € N und x € [0,00). Dann gibt es genau ein y > 0, so daf y™ = x ist.

Beweis. Es sei W := {z| z € [0,00),2" < x}. Nach der Bernoullischen Ungleichung (Satz
1.5.9) ist fiir z > 14 T

n
z"z<1+f) S14n-L—zt1>a
n n

Damit ist W beschrinkt und nach Satz 2.1.11 existiert yg := sup W.

Wir zeigen im folgenden: yj = x.

Annahme: y7 < z:
Dann gibt es ein § > 0, so dafl = yj + . Wir setzen

n—1
M = Z(Z)y'o“

k=0

N I S
€ = min 5(5M 1 und
z = yYo+te
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Wegen € < 1 ist €™ < e fiir alle m € N. Nach dem Binomischen Lehrsatz (Satz 1.5.10) ist
dann

n—1
n k n—k 1
Zn:(yo+€)":y3+k§_:o<k>yoen <y + Me<yf+ 50 <.

Damit ist z € W mit z > yg, ein Widerspruch.

Annahme: yg > z:
Dann gibt es ein § > 0 mit « = (1 —4). Es sei € := min {1n716, 3} und z = yo(1 — §). Nach
der Bernoullischen Ungleichung ist

2" =y (1 —e)" > yg(1 — ne) > x.

Damit ist z eine obere Schranke von W mit z < yo, ein Widerspruch.
Es ist also yj = .
Weiter ist

O0<z<y = 2'<yi==x
2>y = Z'>yj==x.

Also ist
y'=x,y >0y = yo.

2.3 Unendliche Reihen

Definition 2.3.1. Es sei (a,) eine Zahlenfolge. Unter der unendlichen Reihe (kurz: Rei-

he) Z @, (sprich: Summe m = 1 bis unendlich a,,) versteht man die Folge (5,)52, der

m=1

n oo
Partialsummen S,, = Z am. Die Reihe Z am heiit konvergent, falls

m=1 m=1

n
lim S, = lim E am =: S
n—oo n—oo

m=1

oo
existiert. Man schreibt dann Z a;, = s und nennt S den Wert der unendlichen Reihe. Ist

m=1

o0
Z a., nicht konvergent, so heifit es divergent.

m=1
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[ee]
Bemerkung 2.3.1. Man kann allgemeiner auch unendliche Reihen der Form Z Ay, Mit

m=k

k € Ny betrachten. Die Anderung in der Definition ist offensichtlich.

Definition 2.3.2. Es sei ¢ € R. Unter der (unendlichen) geometrischen Reihe versteht man

00
>
n=0

o0
1
Satz 2.3.1. Fiir |q| <1 ist Zq” =—.
l—q
n=0
oo
Fir |q| > 1 ist Zq" divergent.

n=0

k
Beweis. Fiir die Folge der Partialsummen Sy := Zq" gilt: Sp11 — Sk = ¢**!. Nach dem
n=0
Cauchykriterium (2.1.15) ist die unendliche Reihe héchstens dann konvergent, wenn Siiq —
Sk — 0 fir k — oo, also fiir |¢| < 1.

1— k+1

Nach Beispiel 1.5.4 ist S = 2% Nach Satz 2.1.9 ist klim "t =0 fiir |¢| < 1. Es gilt

- . q —00
also "= fiir |q| < 1.

T;q T, fur ld
Fiir |g| > 1 ist die unendliche Reihe divergent. O

= 1

Beispiel 2.3.1. Wir bestimmen —_— .

P ; (k+1)
Es ist

1 1 1

Folglich ist

3

Also ist

Satz 2.3.2. (Grenzwertsitze)
o0 o

Es seien Zak und Zbk konvergente Rethen, und es sei a € R. Dann konvergieren die

k=1 k=1
o oo
Reihen Z(ak + by) und Z a - ag, und es gilt
k=1 k=1
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oo oo

(i) Y (ar+bp) =D ar+» by
k=1

k=1 k=1
(ii) aZak = Za-ak
k=1 k=1
(iii) Ist ap < by fir alle k € N, dann gilt Zak < Zbk.

k=1 k=1

Beweis. Wir beweisen nur (7):

n n
Es seien S, := Z ap und T}, := Z by die Partialsummen der beiden Reihen. Nach Definition

k=1 k=1
2.3.1 ist
00 n s =
Q(ak be) = Jim, (Z_:(ak ! bk)) = Jim (Sn +Tn) S217 o o ¥ g Tn = ; o kz—l "
]

2.4 Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen

o0
Satz 2.4.1. Fir eine konvergente Reihe Z an ist lim a, = 0.
n—oo

n=1

k
Beweis. Mit S, = Zan ist Sp41 — Sk = Gpy1-

n=1

Die Behauptung folgt nach

oo
Bemerkung 2.4.1. Aus lim a, = 0 folgt nicht die Konvergenz von Z an, wie wir bald in
n—oo -
n=1
Beispielen sehen werden.

Definition 2.4.1. (absolute Konvergenz)

o0 [e.e]
Eine unendliche Reihe Z ap, heifit absolut konvergent, wenn Z |a,| konvergiert.

n=1 n=1

o)
Satz 2.4.2. (i) Eine absolut konvergente Reihe Z ay, 1st konvergent und es ist

n=1

o0
< Z|an|-
n=1

)
>_an
n=1
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oo
(i) Die Reihe Z an st genau dann absolut konvergent, wenn die Folge der Partialsummen

n=1

n
Z |am| beschrinkt ist.

m=1

Beweis. (i) Wir wenden das Cauchykriterium (Satz 2.1.15) auf die konvergente Reihe

o0
Z lak| an. Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein ny = ng(e), so daf Z lax| < €
k=1 n1<k<ng

fir alle n1,ny > ng. Aus der Dreiecksungleichung folgt

Z ar < Z lax| < e.

n1<k<nsg ni<k<ng

oo
Aus der anderen Richtung des Cauchykriteriums folgt die Konvergenz von Z ar. Es

k=1
n

seien S, := Z a und T}, := Z |ax|. Nach der Dreiecksungleichung ist |S,| < T),. Nach

k=1 k=1
Satz 2.1.8 (Erhaltung von Ungleichungen) folgt

00
P
k=1

= ‘ lim S,
n—oo

e}
< Jim o =)l
k=1

(ii) Die Folge (T,) ist monoton wachsend. Die Behauptung folgt aus Satz 2.1.5 und Satz
2.1.12 (Monotoniekriterium).

O
Satz 2.4.3. (Leibnizkriterium)
o

Es sei ay | 0. Dann ist Z(—l)”an konvergent.

n=0
k
Beweis. Es sei Sy = Z(—l)”an. Weiter ist
n=0
Soms1 = Som + (=1)2"ag, 1 < Som
Somt+s = Somi1+ (—1)*™ 2 (agmi2 — a2mi3) > Somi1
Somia = Som + (=1 (agma2 — azms1) < Som

Wir setzen I, := [Sam+1, Sam), fiir das wegen den obigen Ungleichungen I,,+1 C I, folgt.

Es ist [In| = |S2m — S2m+1| = |azm| } 0. Nach Definition 2.1.9 ist die Folge (I,,) eine
Intervallschachtelung. Nach Satz 2.1.13 existiert genau ein a¢ € R mit So, 11 T @ und Son, |
a. ]
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Satz 2.4.4. (Majorantenkriterium)

o oo
Es seien (a,) und (by,) Folgen mit |a,| < by,. Es sei Z by, konvergent. Dann ist Z ap, absolut

n=1 n=1

o0 o0
konvergent, und es ist Z lan| < Z by,

n=1 n=1

n
Beweis. Fiir die Folge der Partialsummen S, := Z lam| gilt:

Damit ist (S,,) beschrénkt und konvergiert nach Satz 2.1.12 (Monotoniekriterium). O

o [e.9]
Definition 2.4.2. Die Reihe Z by, heifit konvergente Majorante der Reihe Z Q-

n=1 n=1

oo
1
Beispiel 2.4.1. Wir betrachten Z w7z
k=1

1 2 — 2
Aus der Ungleichung k+1 S 2k folgt ? S m Nach BeiSpiel 2.3.11ist ; m =2

o0
1
eine konvergente Majorante von Z w2 Nach Satz 2.4.4 ist

o
Damit ist die Reihe Z .
k=1 k=1

2
— k(k+1)

oo
1
Z 72 konvergent.
k=1

Bemerkung 2.4.2. Mit dem Majorantenkriterium kann die Frage der Konvergenz einer un-

endlichen Reihe entschieden werden. Der Wert der Reihe kann jedoch nicht bestimmt werden.

oo
2
In Beispiel 2.4.1 ist der Wert der Majorante ; k(T

= 2 sehr einfach zu bestimmen,
+1)

o0
1
nicht jedoch der Wert von Z w2
k=1

Satz 2.4.5. (Minorantenkriterium)
[o¢] [o¢]
Es seien (an) und (b,) Folgen mit 0 < a, < b,. Es sei Zan divergent. Dann ist an

n=1 n=1
divergent.

oo o
Beweis. Annahme: Z b, konvergiert. Dann ist nach dem Majorantenkriterium Zan kon-

n=1 n=1
vergent, ein Widerspruch. O
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[ee] o0
Definition 2.4.3. Die Reihe Z a, heilt divergente Minorante der Reihe Z by,

n=1 n=1

o0
Definition 2.4.4. Es sei (a,) eine Folge und a,, > 0. Ist Z a, konvergent, so schreibt man

n=1

o0
auch Z ay, < 00.

n=1
o] o
Ist E a, divergent, so schreibt man auch g ap = 00.
n=1 n=1

Zwei wichtige Kriterien, das Quotientenkriterium und das Wurzelkriterium erhdlt man, wenn
man eine Reihe mit der geometrischen Reihe als Majorante oder Minorante vergleicht.

Satz 2.4.6. (Quotientenkriterium)
Es sei (an)p>; eine Folge mit a, # 0.

an+1

o0
<1, so ist Z an absolut konvergent.

n=1

(i) Ist limsup

n—oo

Gn

o0
> 1 fiir alle n > ng, so ist Z an divergent.

n=1

(ii) Ist

An41
an

. . . . An+1
Beweis. (i) Es sei | := limsup | —=—
n—oo

. Dann ist | =1 — 2¢ mit ¢ > 0. Es sei ¢ := 1 —e.

Qan

Nach Satz 2.1.18 gibt es ein ng, so dafl ‘am_l

< ¢ fiir n > ng ist. Durch vollstdndige

an
Induktion nach k zeigt man, daB |an, x| < |an,|¢* fiir alle k € N ist. Somit ist

no+k no

o
Z |an| < Z |an| + Z |an, |q" < 0.
n=1 n=1 k=1

N )
Die Folge der Partialsummen Z |ay| ist also beschréankt. Damit ist Z |ay| konvergent.

n=1 n=1

An+1

(ii) Aus > 1 fiir alle n > ng folgt |an| > |an,| fiir alle n > ng. Damit ist das

Qn
o

Konvergenzkriterium lim a, = 0 von Satz 2.4.1 nicht erfiillt, und damit ist Zan
n—oo el

divergent.

O]
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Satz 2.4.7. (Wurzelkriterium)
Es sei (a,)5, eine Folge. Es seil :=limsup {/|ay,|. Dann gilt
n—oo

oo
(i) Wenn I <1 ist, dann konvergiert Zan absolut.

n=1

[o.¢]
(ii) Wennl > 1 ist, dann divergiert Z .

n=1

Beweis. (1) Ausl < 1folgt I =1 —2¢ mit € > 0. Es sei g := 1 — €. Nach Satz 2.1.18 gibt es
ein ng, so dafi {/|a,| < ¢ fiir n > ng ist. Also ist |a,| < ¢™ fiir n > ng. Somit ist

N no [e'e)
D lanl D lanl+ > ¢" < .
n=1 n=1

n=ng+1
N o
Die Folge der Partialsummen Z |ay| ist also beschrankt. Damit ist Z ar, konvergent.
n=1 n=1

(ii) Aus ! > 1folgt | = 1+ € mit € > 0. Nach Satz 2.1.18 gibt es ein ng, so dai {/|a,| > 1 fiir
n > ng ist. Damit ist das Konvergenzkriterium ILm an = 0 von Satz 2.4.1 nicht erfiillt,
n—oo

o0
und damit ist Z a, divergent.
n=1

O]

Es gibt Félle, in denen weder das Quotienten- noch das Wurzelkriterium geeignet sind, die
Frage der Konvergenz oder Divergenz einer unendlichen Reihe zu entscheiden. In diesen Fillen
fithren oft andere Kriterien zur Antwort. Wir werden spéter die sogenannten Integralkriterien
kennenlernen.

Wir begniigen uns zunéichst mit

Satz 2.4.8. (Cauchyscher Verdichtungssatz)

o0

Es sei (an )52, monoton fallend und a, > 0. Dann ist die Reihe Z an genau dann konvergent,

n=1
o0
wenn die (verdichtete) Reihe Z 2"agn konvergiert.
n=0
2N+1
Bewets. Wir schreiben die Partialsumme Sovi1 = Z ap mit N € N in der Form
n=1
N+1 N N
Soni1 = Z Son Z Son = Z (82n+1 — Sgn) + 51.
n=0 n=0 n=0

o1



Es ist

2n+1

> 2na n+1

S2n+l - Sgn = Z ak { - 2

< 2"agn
k=211 < 2%agnp

Deshalb folgt, dafl
1 N 1 N+1 a
82N+1 > 5 Z 2n+1a2n+1 + a1 = 5 Z 2”a2n —+ ?1
n=0 n=0

und

N N
Sont1 < Z 2"agny1 + a1 < Z 2"agn + aj.

oo
Also ist die Folge (Son+1)3_, genau dann beschréinkt, wenn die Reihe Z 2"agn beschrénkt ist.
n=0
Weil die Folge (Sj)32; monoton wéchst, ist (k)32 genau dann beschrankt, wenn (S,v+1)3_
beschrénkt ist.
Die Behauptung folgt nach Satz 2.4.2 (7). O

[oe)
1
Definition 2.4.5. Die Reihe E — heif3t harmonische Reihe.
n

n=1

oo
1
Satz 2.4.9. Die harmonische Reihe ist divergent: E — = 00.
n

n=1

[e.e]
1
Beweis. Nach Satz 2.4.8 (Cauchyscher Verdichtungssatz) ist E — genau dann divergent,
n

n=1

[ee]
1
wenn die ”verdichtete Reihe” Z 2"27 divergiert. Dies ist der Fall. O

n=1
Bemerkung 2.4.3. Die harmonische Reihe liefert ein Beispiel dafiir, dafi die Umkehrung
o

von Satz 2.4.1 nicht gilt: Setzen wir a,, = %, so ist lim a, = 0, aber Zan divergiert.
n—oo 1
Weiter 148t sich aus der harmonischen Reihe ein Beispiel fiir eine Reihe angeben, die kon-
o
-1 n+1
vergiert, aber nicht absolut konvergiert. Die ”alternierende harmonische Reihe” Z L
n
n=1
konvergiert nach Satz 2.4.3 (Leibnizkriterium). Durch Bildung der Absolutbetrige entsteht
jedoch die harmonische Reihe, welche divergiert.
Die Divergenz der harmonischen Reihe kann weder mit dem Quotienten- noch mit dem Wur-

zelkriterium entschieden werden, wie wir gleich sehen werden.

Wir wollen im folgenden Wurzel- und Quotientenkriterium vergleichen:
Als Vorbereitung beweisen wir
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Satz 2.4.10. Fiir a > 0 ist lim {/a = 1.
n—oo

Beweis. (i) Wir nehmen zunéchst ¢ > 1 an:
Es sei {/a = 1+ ¢, mit ¢, > 0. Nach der Bernoullischen Ungleichung ist a = (1+4¢€,)" >
1+ ney, also €, < 21, Damit ist lim e, =0 und lim {/a = 1.
n—oo n—oo

(ii) Ist a < 1, so wenden wir (7) mit % an.

(iii) Fiir @ =1 ist die Behauptung klar.

Satz 2.4.11. Es sei (a,) eine Folge mit a, > 0 fir alle n € N. Dann gilt:

An41

(i) limsup a,, < limsup

n—00 n—oo  Qnp

(ii) liminf fnt1 < liminf /a,
n—o0

Qanp, n—o00

. An+1 .. L. .
(iii) Wenn der Grenzwert lim "L emistiert, dann existiert auch der Grenzwert lim /ay,,

n—00  Qp n—o0
. . . Un+1
und es gilt lim a, = lim .
n—o00 n—00 (A

Beweis. Wir beweisen nur (7):
@+l ynd 6 > 0. Nach Satz 2.1.18 gibt es ein ng = ng(d), so daB T < ¢

Es sei [ := limsup
n—oo  QAn

fiir alle n > ng ist. Durch vollstéindige Induktion folgt % < ¢ fiir alle | € N. Wir setzen
70
n :=ng + [ und erhalten a,, <"~ a,,. Es folgt /a, < q{/q¢ ™a,,. Wegen n11_>rrgo V@ M0 an,

gibt es zu jedem € > 0 ein n1 = ny(e€), so daf /a,, < g+ € fiir alle n > ny ist. O
o0

Beispiel 2.4.2. Die unendliche Reihe Z on ist konvergent, denn
n=1

n2r 1 1\ 1
lim 90t gy, (RED2T L <1+>=2<1.
n

n—oo  Qy n—oo 2ntlp 2 n—oo

Beispiel 2.4.3. Es sei a,, = % und b, = #
Weder Quotienten- noch Wurzelkriterium sind geeignet, die Frage der Konvergenz der (diver-

oo oo
genten) Reihe Z an oder der (konvergenten) Reihe Z by, zu entscheiden. Es ist

n=1 n=1
2
. Gpgl . n . bnt . n
lim —* = lim =1, lim "= lim — =
n—o0o  Qy n—oon + 1 n—oo by, n—00 (n + 1)

und auch nlg{.lo Yap, =1 und nlggo /by, =1 (nach Satz 2.4.11 (7)).

Nach Satz 2.4.11 (i) ist limsup a,, < limsup fnt1

n—00 n—oo  Qdn
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Kann daher die Konvergenz einer Reihe mit dem Quotientenkriterium nachgewiesen werden
An+1

< 1), so auch mit dem Wurzelkriterium. Die Umkehrung gilt nicht, wie das
folgende Beispiel zeigt. Das Wurzelkriterium ist also stérker als das Quotientenkriterium.

. : 27", flir n=2m |
Beispiel 2.4.4. Es sei m € N und a,, = { N2 fir n=2m41 es ist

1
Domtl —(2m+1) — oo, also limsup Intl _ .
A2m 2 n—oo Qn
Es ist aber
1
lim 2m+{/ (2m +1)2-@m+) = =
n—00 2
i /e = L
n—o00 2
und damit

1
lim Vay = 5 < 1.

n—oo

Das Wurzelkriterium zeigt also die Konvergenz der unendlichen Reihe, wihrend das Quoti-
entenkriterium keine Antwort liefert.

2.5 Bedingte und unbedingte Konvergenz, Produktreihen

Definition 2.5.1. Unter der Umordnung einer unendlichen Reihe Z an versteht man eine

n=1
o0
Reihe Zamw wobei ny, durch eine bijektive Abbildung 7: N — N, k& — 7(k) = n; gegeben
k=1
ist.
o0 n+1 o0
Beispiel 2.5.1. Es sei die alternierende harmonische Reihe Z Z ap mit a, =

n=1

(Gl i )n i gegeben. Die bijektive Abbildung 7: N — N, k — 7(k) = ny, sei durch

T(3m) = 2m
73 —2) = 4m—3 und
TB3m—1) = 4m—1

fiir alle m € N definiert. Dann haben wir die Umordnung

Za = +— LI D S .-
e 2 5 7 4911 6

oo
Diese umgeordnete Reihe kann auch folgendermafien erhalten werden: Es sei s = Z an, also

n=1
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o [oe)
Die umgeordnete Reihe Z ap,, hat also einen anderen Wert als die urspriingliche Reihe Z an.-

n=1 n=1
Definition 2.5.2. Eine konvergente Reihe heifit unbedingt konvergent, wenn jede Umord-
nung von ihr gegen denselben Wert konvergiert, sonst bedingt konvergent.

Satz 2.5.1. (Umordnungssatz)
Eine Reihe ist genau dann unbedingt konvergent, wenn sie absolut konvergiert.

Beweis. ohne Beweis. O
Definition 2.5.3. (Cauchyprodukt)
[ee]

Es seien Zan und an unendliche Reihen: das Cauchyprodukt ist durch ch, wobei

n=0 " n=0 " n=0
Cp = Z arpb; = Zakbn,k = Zan,lbl definiert ist.
k+l=n k=0 1=0
o o o0
Satz 2.5.2. Sind Zan und Z by absolut konvergent, so ist das Cauchyprodukt ch mat
n=0 n=0 n=0
Cnp = Z arb; absolut konvergent, und es gilt die Cauchysche Produktformel
k+l=n

5 (55
n=0 n=0 n=0
Beweis. ohne Beweis. ]

2.6 Dezimalbruchentwicklung

Definition 2.6.1. Es sei ¢ € N und g > 2. Unter der g- Bruchentwicklung von a € [0, c0)
versteht man eine Darstellung der Form

n

a= Z amg"™ + Z bng™ ", (%)

wobei a,, € {0,1,...,9—1}und b, € {0,1,...,g— 1} mit a,, # 0 fiir m > 0 ist und folgende
Form ausgeschlossen ist: b, = g — 1 fiir alle n > ny.
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Bemerkung 2.6.1. Fiir ¢ = 10 erhélt man die vertraute Dezimalbruchentwicklung;:

Fiir o = § erhalten wir a = » 3-107" =0,33... =0,3.
n=1

Es ist also in (%) dann g = 10, a,, = 0 fiir alle m > 0 und b,, = 3 fiir alle n € N.

Satz 2.6.1. Es seig € N und g > 2. Jedes a € [0,00) besitzt genau eine g- Bruchentwicklung
der Form ().
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Kapitel 3

Stetigkeit, Differenzierbarkeit

3.1 Grenzwerte von Funktionen

Definition 3.1.1. (H&ufungspunkt)

Es sei D C R. Dann heifit £ € R Hiufungspunkt (HP) von D, wenn in jeder Umgebung U (&)
ein x € D\{¢{} liegt.

Ein ¢ € D, das nicht Haufungspunkt von D ist, heifit isolierter Punkt.

Bemerkung 3.1.1. Ein Haufungspunkt von D braucht nicht zu D gehéren. Ist D = (a,b)
mit a < b € R, so sind ¢ und b Hiufungspunkte von D, gehéren aber nicht zu D.

Definition 3.1.2. EsseiD C R, f: D — R, x — f(x) eine Funktion und z( ein Hiufungspunkt
von D.

Dann heifit a € R Grenzwert der Funktion f an der Stelle zy (Schreibweise: li_>m flx) =a
T—x0

oder f(z) — a, (x — o), falls gilt, daf} fiir alle ¢ > 0 ein 6 = J§(e) > 0 existiert, so daf
|f(z) — a] < e fiir alle z mit 0 < |z — 2] < § gilt.

Ein wichtiges Hilfsmittel zum Beweis von Aussagen iiber Grenzwerte von Funktionen ist das
Folgenkriterium. Dadurch kénnen die aus Kapitel 2 bekannten Tatsachen iiber die Grenzwerte
von Folgen zur Anwendung gebracht werden.

Satz 3.1.1. (Folgenkriterium)
Es sei D CR, f: D— R und xg ein HP von D. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) lim f(z)=a

Tr—IQ

(i) Fir jede Folge (z,)5% 1 mit z, € D\{zo} und li_}In Zn = 0 gilt:
n—oo

lim f(z,) = a.

n—oo
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Beweis. (i) = (i1):
Es sei (z,)0% eine Folge mit z, € D\{zo} und Tllggo Zn = Tp.
Es sei € > 0 gegeben. Nach Definition 3.1.2 existiert ein § = d(¢), so daB fiir alle z € D mit
0 < |z —zo] < 9 gilt:
[f(x) —af <e (%)

Nach Definition 2.1.1 existiert ein ng = ng(9), so daf fiir alle n > ng gilt: |z, —xg| < J. Wegen
(%) ist dann auch |f(z,) — a| < € fiir alle n > ng. Nach Definition 2.1.1 bedeutet dies

lim f(z,) = a.
n—oo
(11) = (4):
Annahme: Die Aussage 1i_>m f(z) = a ist falsch.
T—T0

Dann existiert ein € > 0, so daB fiir alle n € N ein z, mit |z, — zo| < L mit z, € D\{zo} und
| f(zn) — a| > € existiert. Dann ist nach Definition 2.1.1 die Aussage lim f(z,) = a falsch, ein
n—oo

Widerspruch. O

Satz 3.1.2. (Eindeutigkeit des Grenzwerts)
Es sei f: D — R und xg ein HP von D. Dann hat die Funktion f hochstens einen Grenzwert
an der Stelle a.

Beweis. Dies folgt aus dem Folgenkriterium (Satz 3.1.1) und der Eindeutigkeit des Grenzwerts
fiir Folgen (Satz 2.1.1). O

Satz 3.1.3. (Grenzwertsdtze)
Es sei D C R, xg ein HP von D und f,g: D — R Funktionen. Die Grenzwerte lim f(x)

T—T0
und lim g(x) mdgen existieren. Dann existieren auch die Grenzwerte
T—T0

lim (f(z) +g(x)) wund lim (f(z)-g(z)),

T—x0 T—xQ

und es ist
Jim () +9(e)) = Jim Ja) + lim g(x)
Jim (5@ -9(@) = Jim f(@)- Jim ofa).

Ist lim g(x) # 0, so gibt es eine Umgebung Us(xg), so daf g(x) # 0 fir alle x € DN Us(x).
Tr—T0
Es sei h = gl{xl g(x)£0ynp- Dann ist

lim f(z)
. T—T0
lim h(z) = —/——.
z—o lim g(x)
T—T0
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[b]

Beweis. Es sei b:= lim g(x) # 0. Wir wenden Definition 3.1.2 mit ¢ = 5 an. Dann existiert
Tr—T0

ein § > 0, so daB fiir alle z € Us(xo) gilt: |g(z) —b| < % und damit g(x) # 0.
Alle anderen Aussagen werden bewiesen, indem man das Folgenkriterium und die entspre-
chenden Grenzwertsitze fiir Folgen (Satz 2.1.7) anwendet. O

3.2 Stetigkeit

Definition 3.2.1. Essei D C R, f: D — R und zg € D. Dann heifit f stetig im Punkt zg,
wenn fiir alle € > 0 ein § = d(xp,€) > 0 gibt, so daB |f(x) — f(zo)| < € fiir alle z € D mit
|z — x| < 6.

Bemerkung 3.2.1. Ist zq ein isolierter Punkt von D, so ist jede auf D definierte Funktion
f stetig in xzg.

Satz 3.2.1. Es sei f: D — R und zg € D ein HP von D. Dann ist f im Punkt xo genau
dann stetig, wenn lim f(x) = f(xo) ist.
T—T0

Beweis. Das folgt unmittelbar aus Definition 3.1.2 fiir den Grenzwert und aus Definition 3.2.1
fir die Stetigkeit. O

Bemerkung 3.2.2. Der Wert der Funktion im Punkt xg, ndmlich f(z¢), spielt bei der Be-
stimmung des Grenzwerts lgn f(x) keine Rolle, wohl aber bei der Frage, ob f im Punkt xg
T—x0

stetig ist. Der Grenzwert lim f(z) kann selbst dann existieren, wenn f(zo) gar nicht definiert
T—T0

ist. Aber f ist stetig in o, wenn lim f(x) existiert und mit dem Wert der Funktion f(zo)
T—T0

iibereinstimmt.

Beispiel 3.2.1. Wir betrachten drei Beispiele einander sehr dhnlicher Funktionen:

a) Essei f: D; — R, z — 2z mit D; = R. Aus dem Folgenkriterium fiir Grenzwerte folgt,
dafl 1ir% f(z) = 0 ist. Daher ist f stetig im Punkt 0, da lir% f(z) = f(0) ist.
T—> Tr—

b) Nun sei g: Dy — R, z — 22 mit Dy = R\{0}. Es ist 0 ¢ Dy, aber 0 ist Hiufungspunkt
von Dy. Da f|p, = g, folgt ilg}) flx) = ilg%)g(:n) = 0. Aber g ist nicht stetig in 0, da
0 nicht zum Definitionsbereich von g gehort. Allerdings kann g durch die Definition
g(0) = 0 stetig im Punkt 0 fortgesetzt werden. Damit wird der Definitionsbereich Dy
zu D; erweitert und g mit f identifiziert.

c¢) SchlieBlich sei h: D1 — R, 2 — h(x) mit h(z) = { 2133 iﬁi iiﬁg

Es ist lir% h(z) = 0 # h(0). Also ist h nicht stetig in = = 0.
T—r

Aus dem Folgenkriterium fiir Grenzwerte 143t sich leicht das Folgenkriterium fiir Stetigkeit
gewinnen:
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Satz 3.2.2. (Folgenkriterium fiir Stetigkeit)
Es sei D C R und xg ein HP von D. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Funktion f ist stetig in xg.

(i) Fir jede Folge (z,)5% mit z, € D\{zo} und li_}In Zn = 0 gilt: 1i_>m f(zn) = f(x0).

Beweis. Das folgt unmittelbar aus dem Folgenkriterium fiir Grenzwerte (Satz 3.1.1) und der
Definition der Stetigkeit (Definition 3.2.1). O

Bemerkung 3.2.3. Satz 3.2.2 gibt ein Beispiel fiir die Vertauschbarkeit zweier Operationen:
Die eine Operation ist die Grenzwertoperation. Von einer Folge (a,) wird der Grenzwert
lim,, o0 ay, gebildet. Die zweite Operation ist die Bildung des Funktionswertes z — f(x).
Satz 3.2.2 sagt, daf bei stetigen Funktionen f diese Operationen vertauscht werden kénnen.

Esist lim f(z,) = f ( lim zn). Bei unstetigen Funktionen ist eine Vertauschung i.a. nicht
n—oo n—oo

2¢ fir x#0

moglich. Fiir die Funktion aus Beispiel 3.2.1 ¢) h(z) = { 1 fir 220

und die Folge (z,)

mit z, = % haben wir

1
lim h(zp) = lim 2-— =0 aber h ( lim zn) = h(0) = 1.

n—00 n— o0 n n—00

Satz 3.2.3. Es sei D C R und x¢g € D. Die Funktionen f,g: D — R seien im Punkt xg
stetig. Dann sind auch die Funktionen f + g und f - g in xo stetig. Ist g(xo) # 0, so gibt es
eine Umgebung Us(xg), so daf g(x) # 0 fiir alle x € DN Us(xg). Es sei h = £|{x| () £0}D-
Dann ist h im Punkt xq stetig.

Beweis. Mann kann zunéchst annehmen, dafl xg ein HP von D ist, da Funktionen in isolierten
Punkten ihres Definitionsbereichs immer stetig sind. Nach Voraussetzung ist lim f(z) =
T—T0

f(xg) und lgn g(x) = g(xp). Nach Satz 3.1.3 (Grenzwertsétze) folgt h_)m (f(x) + g(z)) =
T—rX0 T—T0
f(zo) + g(xo) und damit die Stetigkeit von f + g in xo.

Die anderen Teile der Behauptung folgen ebenfalls aus Satz 3.1.3. O
Wir kommen nun zur Komposition stetiger Funktionen:

Satz 3.2.4. (Kettenregel fiir stetige Funktionen)
Es seien D,E CR und f: D — & sowie g: £ — R. Es sei f in xg € D stetig und g stetig in
yo = f(xo) € €. Dann ist die Funktion go f: D - R, z — (go f)(z) = g(f(x)) in xy stetig.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dafl zy ein HP von f ist. Es sei (2,,) eine Folge mit lim z, =
n—0o0
xo. Nach dem Folgenkriterium fiir Stetigkeit (Satz 3.2.2) ist lim f(z,) = f(z0) = wo.
n—oo
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Wiederum nach dem Folgenkriterium, angewandt auf g, gilt fiir die Folge (f(z,)) dann
le 9(f(zn)) = g9(yo) = g(f(x0)). Also gilt fiir jede Folge (z,) mit ILm zn, = xo dann

lim (g0 f)(zn) = (g0 /) ( im z) = (g0 /) (o).

n—o0

Nach dem Folgenkriterium ist g o f in x( stetig. O

3.3 Einseitige und uneigentliche Grenzwerte, einseitige Ste-
tigkeit

Definition 3.3.1. Essei D C R, f: D — R und zy € R ein HP von D.

(i) So heifit a € R rechtsseitiger Limes von f an der Stelle zy (Schreibweise: lim+ f(z) =a),

CL’*}IO
falls 2o HP von D N (zp, o) ist, und wenn die Restiktion

g = f|Dﬁ($o,oo): Dn (xo, OO) —-R

den Limes a besitzt, d.h. wenn 1i_>m g(z) = a gilt.
T—T0
(ii) Analog wird der linksseitige Limes von f an der Stelle xo definiert.
(Schreibweise: lim f(x) = a).

x—)xo

(iii) Um Grenzwerte von einseitigen Grenzwerten zu unterscheiden, nennt man Grenzwerte
im Sinne von Definition 3.1.2 auch beidseitige Grenzwerte.

Satz 3.3.1. Es sei f: D — R und z¢ sei HP sowohl von D N (xg,00), als auch von D N
(—00,x0). Dann ezistiert lim f(z) genau dann, wenn der rechtsseitige und der linksseitige
T—T

Limes von f an der Stelle xg existieren und tbereinstimmen. In diesem Fall ist

lim f(z)= lim f(x)= lim+ f(x).

=0 Tz T,

Beweis. ohne Beweis. O

Definition 3.3.2. (i) Eine Funktion f: D — R heifit im Punkt z¢ € D rechtsseitig stetig,
wenn die Restiktion g := f|Dm[a;0,oo) in x( stetig ist.

(ii) Analog wird linksseitige Stetigkeit definiert.

Satz 3.3.2. Es sei f: D — R und xg € D. Dann ist f in o genau dann stetig, wenn es in
xq rechts- und linksseitig stetig ist.

Beweis. ohne Beweis. O
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Es besteht nun noch die Moglichkeit, (ein- oder beidseitige) Grenzwerte fiir x — oo oder
x — —o0 zu definieren, bzw. co oder —oo als Grenzwert zuzulassen.

Definition 3.3.3. (i) Es sei X C R. Dann heifit co (bzw —o0) uneigentlicher HP von X,
wenn in jeder Umgebung U, (00) = (¢,00) (bzw. Ue(—00 = (—00,¢)) ein x € X liegt.

(ii) Es sei f: D — R und oo ein HP von D. Dann ist lim f(z) = a fiir a € R, falls fiir alle
T—r00

€ > 0 ein ¢ = c(e) existiert, so dafl |f(z) — a| < € fiir alle z mit x € Ug(00) ist.
(iii) Analog wird lim f(x) definiert.
Tr—r—00

Definition 3.3.4. (i) EsseiD C R, f: D — R und xg ein HP von D. Man sagt lim f(x) =
T—T0

00, falls fiir alle ¢ > 0 ein § = 6(c) > 0 existiert, so da f(z) > ¢, d.h. f(x) € Uc(oc0) fiir
alle z mit |z — xo| < ¢ gilt.

(ii) Es sei D C R und z¢ ein HP von D N (z9,00). Man sagt lim f(z) = oo, falls fiir

I‘)IO
9= flpn(zo,00) Eilt: xli_)rélo g(r) = co.
(iii) Analog werden die Beziehungen

i F() = o, (@) = oo, lim f(z) =400 bow. i f(r) =00

definiert.
Beispiel 3.3.1. Es sei D = R\{0} und f: D - R, z = f(z) = 1. Fiir alle ¢ > 0 gilt
fa)y=~L>ce0<z<cund f(z) =L < —ce —c! <z <0. Also ist

Iim — =00 und lim — = —o0.
rz—0t+ T z—0— T

3.4 Polynome und rationale Funktionen

Definition 3.4.1. Es sei D C R.

(i) Eine Funktion P: D — R, z — P(z) mit P(z) = Zakazk mit ap € Rund 0 <k <n

k=0
heifit Polynom. Die aj heiflen Koeffizienten des Polynoms. Ist a,, # 0, so heifit n der
Grad des Polynoms, n = gradP. Ist ap = 0 fiir 0 < k < n, so heiffit P das Nullpolynom
und man setzt gradP := —oo.

(ii) Es seien P,@Q: D — R Polynome. Es sei E C {z € D| Q(z) # 0} # 0. Dann heifit

P(z)
Q(x)

R:E—R, z—R(z)=

rationale Funktion.

62



Satz 3.4.1. Polynome und rationale Funktionen sind in jedem Punkt thres Definitionsberei-
ches stetige Funktionen.

Beweis. (i) Zunichst zeigen wir die Aussage fiir Polynome:
Wir kénnen annehmen, dal g € D ein HP von D ist. Konstante Funktionen ¢ mit
c(x) = c fiir alle x € D sind nach dem Folgenkriterium (Satz 3.2.2) in z¢ € D stetig.
Fiir jede Folge (z,) mit 2z, € D und nh_)rrolo Zn = xo ist ¢(z,) = ¢ fiir alle n und damit
lim ¢(z,) = ¢ = ¢(xo).
n—oo
Ebenso folgt die Stetigkeit der Identitét: id: © — id(z) = =.
Mit vollstéindiger Induktion folgt nach Satz 3.2.3, da die Monome M: x — z* stetig
sind. Nach Satz 3.2.3 sind dann auch die konstanten Vielfachen z — ¢;z* stetig. Durch
vollstédndige Induktion (nach der Anzahl der Summanden) folgt schliefilich die Stetigkeit
von P(x).

(ii) Die Aussage fiir rationale Funktionen folgt aus Satz 3.2.3 (ii).

O]

2 fir z € (—o0,1]

20 —1 fir z € (1,00] definiert. In welchen

Beispiel 3.4.1. Es sei f durch f(z) = {
xg € R ist f stetig?

Losung:

Nach Satz 3.4.1 sind f|(_so,1) b2W. f|(1,00) I allen zg € (—00,1) bzw. ¢ € (1, 00) stetig. Also
ist f in R\{1} stetig. In allen z¢ # 1 existieren also die beidseitigen Grenzwerte und stimmen
mit dem Funktionswert f(x) tiberein. Also ist f stetig fiir xg # 1. Weiter ist

lim f(z) = lim 22=12=1

z—1- z—1~

li = lm2z—-1)=2-1-1=1.
AT = g Gem

Alosist lim f(z) = lim f(x) = lim f(x) = f(1).
z—1— z—1t z—1
Also ist f auch im Punkt xg = 1 stetig. Damit ist f in allen ¢ € R stetig.

7r  fir x € (—o00,2)

23— 4 fir ze[2 00 definiert. In welchen

Beispiel 3.4.2. Es sei g durch g(z) = {
o € R ist g stetig?

Losung:
Nach Satz 3.4.1 sind g|(_u 2) b2W. g)(2,00) in allen zg € (—00,2) bzw. ¢ € (2, 00) stetig. Also
ist g in R\{2} stetig. Es ist

lim g(z) = lim 7Tz =14

T2~ T2~

li = lim (2°—4)=8—-4=4.
lim g(z) Jim (2% —4)

Also existiert lim2 g(z) nicht. Damit ist g in x¢ = 2nichtstetig.
Tr—r -
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Wir kommen nun zur Frage, inwieweit die Koeffizienten und der Grad eines Polynoms ein-
deutig bestimmt sind.

Beispiel 3.4.3. Es sei D = {0,1}, f: D > R, z — f(z) mit f(z) = (1) gi zi? So
kann f auf unendlich viele Arten als Polynom geschrieben werden. Fiir jedes n € N stimmt
das Polynom P,: D — R, x — 2" mit f iiberein. Die Differenz P, ,, := g —gm: v — 2" —2™

stellen stets das Nullpolynom auf D dar, 0 und 1 sind Nullstellen des Polynoms P, .

Diese Vieldeutigkeit hat ihre Ursache darin, dafl der Definitionsbereich D sehr klein ist. Wir
wollen als erstes priifen, wieviele Nullstellen ein Polynom haben kann.

Definition 3.4.2. Es sei f: D — R. Ein 29 € D mit f(xg) = 0 heifit Nullstelle von f.
Ist f(z) = c fiir alle x € D, so schreiben wir auch f(z) = ¢ (auf D).
Das Polynom P: D — R mit P(x) = 0 (auf D) heifit Nullpolynom (auf D).

n
Satz 3.4.2. Es sein € N und P: D — R, x — P(z) ein Polynom mit P(x) = Zakxk mit
k=0

n—1
ar € R und a,, # 0. Fiir xog € D gibt es dann ein Polynom Q(x) = Z bpa® mit by, € R und
k=0
bn_1 = an, so daf
P(z) = (z —x0)Q(x) + P(xo) fir allex € D gilt. (%)

Ist insbesondere xq eine Nullstelle von P, so ist P(x) = (x — 29)Q(x) fiir alle x € D.

Beweis. Wir fithren vollsténdige Induktion nach n durch:
Induktionsanfang n = 1:

Dann haben wir das Polynom P(z) = ajx + ag mit a1 # 0 gegeben.
Es ist P(x) = a1(x — x0) + a1xo + ao. Es gilt also (%) mit Q(z) = ay.
Induktionsschritt n — n + 1:

n+1
Es gelte die Induktionshypothese, und es sei P(x) = Zakxk mit ar € R. Dann ist mit
n k=0
R(z) = Zakﬂﬂfk
k=0
P(x) = (z — x0)R(x) + 2o R(x) + ap. (1)

n—1
Nach Induktionshypothese gibt es ¢; € R, so dal mit S(x) = Z cra gilt:
k=0

R(z) = (z — z9)S(z) + R(xo). (2)
Aus (1) und (2) folgt
P(z) = (v — 20)Q(z) + P(zg) mit Q(z) := R(x) + z0S5(z).
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Satz 3.4.3. Es sein € N. Fin Polynom vom Grad n hat hochstens n Nullstellen.

Beweis. Esseien x1,...,x, € R verschiedene Nullstellen von P(x). Wir zeigen zunéchst durch
vollstdndige Induktion nach k:

Esist P(z) = (x —x1) -+ (x — k) - Qn—i(z) mit einem Polynom Q,,_; vom Grad n—k. (1)

Induktionsanfang k = 1:

Dies ist Satz 3.4.2.
Induktionsschritt & — k + 1:
Nach Induktionshypothese ist

P(z)=(x—x1) - (x — xg) - Qn_i(z) mit einem Polynom @Q,_j vom Grad n — k.  (2)

Nach Satz 1.4.8 ist i

[T —2) #0

=1
und damit @, k(1) = 0 ebenfalls nach Satz 1.4.8. Nach Satz 3.4.2 ist

Qn-k(z) = (¥ — Tp41)Qn—(h11)(7) (3)
mit gradQy,—_(+1)(r) =n — (k+1). Aus (2) und (3) folgt

k+1
P(z) = [[ (= = 2)Qu—rs1) (),
=1
womit (1) gezeigt ist.
Fir k = n ergibt sich

n

P(z) =a, H(x — 1)

=1
mit a, € R\{0}. Wiederum nach Satz 1.4.8 folgt
Plz)=0<ze{x,...,zn}.
O
Satz 3.4.4. (Identititssatz fiir Polynome)

n
Es sei D C R und P,Q: D — R Polynome. Mit n € N und ay, by, € R seien P(z) = Zakxk
k=0

n
und Q(z) = Zakxk gegeben. Weiterhin gebe es (n + 1) Elemente x1,...,xn+1 € D mit
k=
P(z;) = Q(a:j)ofdr 1 <j<n+1 Dann ist ap = by fir 0 < k < n. Ist P(x;) = 0 fir
1<j<n+1, soist P das Nullpolynom.
Insbesondere sind der Grad und die Koeffizienten eines Polynoms durch seine Werte auf einer
unendlichen Menge eindeutig bestimmt. Ist P(x) = 0 fiir unendlich viele Werte von x, so ist
P das Nullpolynom.
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Beweis. Man wendet Satz 3.4.3 auf das Polynom P — @) an. O

Satz 3.4.2 ist ein Spezialfall des Euklidischen Algorithmus:

Satz 3.4.5. (Euklidischer Algorithmus)

Es sei D C R, |D| = 0o und P,Q # 0 zwei Polynome auf D. Dann gibt es zwei eindeutig
bestimmte Polynome S, R mit gradR < gradQ, so dafi P(x) = S(z)Q(x) + R(x) fir alle
x €D ist.

Beweis. ohne Beweis. O
Beispiel 3.4.4. Es sei P(r) = 32° + 2% + 1 und Q(x) = 23 + 2. Division ergibt

325 + a3 1= (23 +2) (322 +1) + (=622 — 1).

Es gelten der Faktorisierungssatz und der Satz von der Partialbruchzerlegung.

Satz 3.4.6. (Faktorisierungssatz)

Es sei P ein Polynom vom Gradn > 1 mit paarweise verschiedenen Nullstellen x1, ...,z € R
und den Vielfachheiten v1,...,vp € N. Ist v1 + ...+ v, < n, so gibt es eindeutig bestimmite,
paarweise verschiedene normierte Polynome Py(x) = 2? + bix +c1,..., P(x) = 2> + iz + ¢
vom Grad 2, welche keine reelle Nullstelle besitzen, d.h. es gilt 4c; —b? >0 firl <j<lI, und
es gibt eindeutig bestimmte Zahlen p1, ..., € N, so daff P die Produktdarstellung

P(z) = an(z —21)" ... (& — z)" (Pr(x)" .. (P(x)"
besitzt. Es gilt vi + ...+ vk +2(p1 + ... + ) = n.

Beweis. ohne Beweis. O

Satz 3.4.7. (Partialbruchzerlegung)
Es seien P,@Q Polynome mit gradP < grad@. Auflerdem habe Q die (nach Satz 3.4.6 exis-
tierende) Produktdarstellung

Q@) = (x —a1)" - (= 2)™ - (2 + brw + ) -+ (2 + by + ).

Dann besitzt R eine Partialbruchdarstellung der Form

k A(l) A(Vz) l Bj(l)l‘ + Cj(l) Bj(“])$ + C](:U‘7)
R(z) = IR — Y
T\T T (. — )7 o 22+ bz + ¢; (2 + bjx + cj)Hi

Wir schliefen mit der Diskussion von Grenzwerten von Polynomen und rationalen Funktionen:
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n
Satz 3.4.8. (i) Es sei P: R — R ein Polynom vom Grad n, P(x) := Zakznk mit a € R

k=0
und a, = 1. Dann ist

lim P(z) =00 wund lim P(z)=

T—r00 T—r—00

oo, falls n gerade
—o00, falls n ungerade ist.

P
(ii) Es sei R(x) := QEQJCI; mit Polynomen P,Q mit gradP < gradQ.
Dann ist lim R(z)=0.
T—300

(iii) Es sei xg € R und n € N. Dann ist fiir gerades n

lim (z —2z9)™" = o0

T—xQ
und fiir ungerades n
lim (z —x9) " =00 wnd lim (z —x0) " = -0
x~>:v0+ T—=T)

(iv) Es seien R, S rationale Funktionen und o € RU {—o00,00}. Es sei li_>rn R(z) = £o00
T—T0
und Ii_>m =c e R\{0}. Es sei T'(z) := R(z) + S(x) und U(x) := R(x) - S(z). Dann ist
T—x0

lim T'(x) = lim R(z) wund lim U(x)=

T—T0 T—T0 Tr—x0

limg g, R(x), falls ¢>0
—limg_,, R(x), falls c¢<O.

Dabei ist —(—o0) = oo gesetzt.
Fiir einseitige Grenzwerte gelten entsprechende Ausagen.

Beweis. ohne Beweis. O

Die Behandlung von uneigentlichen (ein- oder beidseitigen) Grenzwerten rationaler Funk-
tionen oder Grenzwerte fiir x+ — 400 kann zusammen mit dem Euklidischen Algorithmus,
Faktorisierung und Partialbruchzerlegung auf Satz 3.4.8 zuriickgefiihrt werden.

3.5 Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen

Definition 3.5.1. Es sei f: D — R eine Funktion, £ C D. Dann heifit f stetig auf &, falls
f in jedem Punkt x € & stetig ist. Weiter heifit f nach oben beschrinkt auf &, falls es
eine obere Schranke s € R gibt, so daf |f(z)| < s fur alle z € D gilt. Entsprechend wird
“nach unten beschrinkt” definiert. Man nennt f dann beschrinkt auf £, falls es nach oben
und nach unten beschriankt ist.
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Satz 3.5.1. (Stetigkeit auf kompakten Intervallen)
FEs seia<beR, I=1[ab] und f: I — R stetig auf I. Dann gilt:

(i) Die Funktion f ist beschrinkt auf £.

(ii) Die Funktion f nimmt auf I Maximum und Minimum an, d.h. es existieren m, M € R
und Tuin, Tmax € I, $0 daff f(Tmin) = m, f(Tmax) = M und m < f(x) < M fir alle
x € [a,b] gilt.

Beweis. Es sei M € R U {oo} das Supremum des Bildes f(I) = {f(z)| x € I}. Dann gibt
es eine Folge (x,)0%, so dafl lim f(z,) = M ist. Ist M = oo, so ist der Limes uneigent-
n—oo

lich. Nach dem Satz von Bolzano- Weiterstrafl (Satz 2.1.14) hat die Folge (z,)52 ; mindes-
tens einen HAufungswert zg. Damit ist zg Haufungspunkt von I. Also enthilt I alle seine
Héufungspunkte, somit ist zp € I. Nach Satz 2.1.10 gibt es eine Teilfolge (zy, )22, von (x)
mit hm 0 Ty = 20- Nach dem Folgenkriterium fiir Stetigkeit (Satz 3.2.2) ist f(zp) = s. Damit

folgt M € R, d.h. M # oo. Hiermit ist die Beschranktheit nach oben und die Existenz des
Maximums gezeigt. Beniitzt man diese Tatsachen fiir — f anstelle von f, so folgt die Existenz
des Minimums und die Beschrénktheit nach unten. O

Definition 3.5.2. Es sei f: D — R eine Funktion, £ C D. Dann heifit f gleichmiBig stetig
auf &, falls fur alle € > 0 ein § = 0(¢) existiert, so dafl |f(x) — f(xo)| < € fur alle x,z9 € D
mit |x — o] < J gilt.

Bemerkung 3.5.1. Jede auf £ gleichmifig stetige Funktion ist dort auch stetig. Dies folgt
aus Definition 3.2.1. Die Zahl § = d(¢) > 0 wird dann im allgemeinen jedoch nicht nur von e,
sondern auch von zg abhéngen. Ist £ kein kompaktes Intervall, so braucht eine auf £ stetige
Funktion nicht gleichméfig stetig zu sein, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 3.5.1. EsseiD =€ = (0,1) und f: D = R, 2 — f(z) = 1. Dann ist f auf & stetig,
aber nicht gleichméfig stetig.
Es sei € > 0 gegeben. Es ist

und damit
|f(@) = f(mo)| = € & |2 — mo| > €|a||zol.

Dies zeigt, daB fiir beliebige § > 0 die Aussage |f(z) — f(x0)| < € hochstens dann gilt, wenn
|z — zo| < €|xo| ist. Also ist |f(x) — f(zo)| < € fiir |z — o] < d(€, 2p) mit I(e, z9) < €|ag]
erfiillt, also fiir kein § > 0, das nur von € abhéngt.

Auf kompakten Intervallen sind stetige Funktionen hingegen gleichméfig stetig. Dieses Er-
gebnis ist eine Folgerung des Uberdeckungssatzes von Heine- Borel. Zunéchst definieren wir
den Begriff der Uberdeckung:
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Definition 3.5.3. Es seien I, X C R. Fiir alle x € X sei U(x) := Uy (7) mit €(z) > 0 eine
¢(x)- Umgebung von x. Die Menge U = {U.(z)| x € X} heiBt eine Uberdeckung von I, wenn
IC U U(x).

zeX
Man nennt V eine Teiliiberdeckung von U, falls V = {U(z)| € Y} mit Y € X und I C

U U(z) ist.
€Y
Ist dazu Y endlich, so heiffit V eine endliche Teiliiberdeckung von U.

Satz 3.5.2. (Uberdeckungssatz von Heine- Borel)
Es setUd eine Uberdeckung des kompakten Intervalls I. Dann besitzt U eine endliche Teiliiberdeckunyg.

Beweis. Es sei I = [a,b].

Annahme: Es gibt eine Uberdeckung ¢/ von I, die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt.
Esseid :={U(x)| x € X} mit X C R. Wir definieren nun durch vollstdndige Induktion eine
Folge (I,,) von Intervallen mit folgenden Eigenschaften:

(i) Es bildet (I,,) eine Intervallschachtelung.
(i1) Es gilt: |I,,| = |I] - 27"
(iii) Die Uberdeckung U von I besitzt keine endliche Teiliiberdeckung.

Induktionsanfang: n = 1:

Dann ist I = 1.

Induktionsschritt: n — n + 1:

Nach der Induktionshypothese besitzt die Uberdeckung U von I,, := [ay, by, keine endliche
Teiliiberdeckung, und es ist |I,,| = |I| - 27™. Dann ist ¢ auch eine Uberdeckung fiir die zwei
Halften I, 1 := [an, %] und I, 2 := [%, bn]. Fiir mindestens eine der zwei Halften I, ;
mit 7 € {1, 2} existiert dann ebenfalls keine endliche Teiliiberdeckung von &. Dann setzen wir
Int1 = I, ;. Damit erfiillt die Folge ([,,) die Bedingungen (), (4¢) und (¢ii). Nach Satz 2.1.3
existiert ein zy € R, das allen Intervallen angehort. Da U eine Uberdeckung von I ist, gibt es
x € X mit zgp € U(z). Dann gibt es ein € > 0, so da Uc(z9) C U(x) ist. Weiter existiert ein
no, so daf fiir alle n > ng gilt: I, C U(zp). Diese I,, werden aber von der einzigen Umgebung
Uc(zp) iiberdeckt, im Widerspruch dazu, da8 fiir die keine endliche Teiliiberdeckung von U
existiert,. ]

Satz 3.5.3. Es sei I ein kompaktes Intervall und f: I — R stetig auf I. Dann ist f auf I
gleichmdfig stetig.

Beweis. Es sei € > 0. Zu jedem xg € I gibt es ein § = d(e,x0) > 0, so daB fiir alle z € Usg
gilt:
€
£(@) ~ fao)] < & 1)

Wir setzen

Ul(xo) = Us(o). (2)
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Es bildet U = {U(xg)| o € I} eine Uberdeckung von I. Nach Satz 3.5.2 besitzt U eine
endliche Teiliiberdeckung. Es gilt also x1,x2,...,Tm € I, so daf es fiir alle x € I ein k mit
1 <k <mund z € U(zg) = Us(e, zi) gibt. Wir setzen ¢ := min{d(e, z1),...,0(e, zp}. Es
seien nun z, 2’ € I mit |z — 2/| < §. Dann gibt es k,l mit 1 < k,l < m mit € U(xy) und
x' € U(x;). Es ist (nach der Dreiecksungleichung, Satz 1.4.10) dann

‘-Tk —J}l| < \xk —ac] + ]x—x’] + ]w' —.%'l’ < 36.
Wegen (1) und (2) folgt |f(xx) — f(21)| < §. SchlieBlich ist
(@) = f@)] <|f(@) = flae)l + £ (@) = f@)]+ |f (@) — f@)] <e

Also ist |f(z) — f(a')| < € fiir alle z,2" € I mit |x — 2| < 0, die gleichmiBige Stetigkeit. [

Satz 3.5.4. (Zwischenwertsatz)
Esseia <beR, I=]ab], und f: I — R sei stetig auf I. Es sei f(a) < ¢ < f(b). Dann
gibt es ein & € (a,b) mit f(§) = ¢, d.h. es gilt [f(a), f(D)] C f(I).

Bewets. Wir betrachten die Menge
X ={zla<z<b: f(zx)<e, Yz € [a,z]}.

Esist z # 0, da a € X. Wegen X C [a,b] ist X beschrinkt. Also existiert s = sup X.

(i) Wir zeigen zunéchst: f(s) <ec.
Es sei z;, = s — *-%. Wegen a < z,, < s ist f(zy) < c. Wegen li_>m T, = § ist nach dem
n oo
Folgenkriterium lim f(z,) = f(s) und wegen f(z,) < cist f(s) = lim f(z,) <ec.
n—00 n—o0
Damit ist (i) gezeigt.

(ii) Annahme: f(s) < c.
Dann gibt es ein € > 0, so da} f(s) = ¢ — 2¢ gilt. Wegen der Stetigkeit von f existiert
ein 0 = d(a), so daB fiir alle x € Us(s) = (s — d,s + 0) gilt: |f(x) — f(s)| < € und somit
|f(x)| < ¢—e. Damit ist aber [a,s+d)N[a,b] C X im Widerspruch zu sup X = s. Also
ist f(s) > ec.

Zusammengefafit folgt f(s) = c. O

3.6 Monotone Funktionen, Umkehrfunktion

Definition 3.6.1. Es sei D C R und f: D — R. Dann heiflit f monoton wachsend, wenn
f(z1) < f(xo) fur alle 1,29 € D mit x; < 9 ist, und f heifft streng monoton wachsend,
wenn f(z1) < f(x2) gilt. Entsprechend wird monoton fallend bzw. streng monoton fallend
definiert.
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Satz 3.6.1. Es seia <b € R und I = [a,b]. Es sei f: I — R stetig und f(a) < f(b). Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Funktion f besitzt eine auf [f(a), f(b)] definierte Inverse f=%, d.h. die Gleichung
f(z) = c besitzt fiir alle ¢ € [f(a), f(b)] eine eindeutig bestimmte Lisung x = f~1(c).
(i) Die Funktion f ist injektiv.

(iii) Die Funktion f ist streng monoton wachsend.

Beweis. ohne Beweis. O

Satz 3.6.2. Es seia < b€ R und I = [a,b]. Es sei f: I — R eine stetige, streng monoton
wachsende Funktion auf dem kompakten Intervall I.
Dann ist die Inverse f~': [f(a), f(b)] — [a,b] eine stetige, streng monoton wachsende Funk-

tion auf [f(a), f(b)].
Beweis. ohne Beweis. O

Satz 3.6.3. Es sein € N. Die n- te Wurzelfunktion g: [0,00) = R, x — g(z) = ¥/ ist auf
[0,00) stetig.

Beweis. Dies folgt aus Satz 3.6.2, wenn wir fiir f die streng monoton wachsende Funktion
f:[0,b] = R, x — 2™ wihlen. Sie hat die Inverse f~!: [0,b"] — R, x — {/z. Die Behauptung
folgt mit ¢ := f~!, da b beliebig grol gewihlt werden kann. O

3.7 Differenzierbarkeit

Definition 3.7.1. (i) Essei I C R ein beliebiges Intervall. Dann heiit f: I — R in z9 € [
differenzierbar, falls der Grenzwert

existiert. Er heiffit Ableitung oder Differentialquotient von f an der Stelle xg.
df dy
%(l‘o) =0
(ii) Ist f fiir jedes xo € I differenzierbar, so heifit f differenzierbar auf I.
Die Funktion f': I — R, 2 — f’(x) heiit die Ableitung von f.

Schreibweise: f'(zg) =

Satz 3.7.1. Es sei I C R ein beliebiges Intervall, f: I — R und x¢ € 1. Folgende Aussagen
sind dquivalent:

(i) Die Funktion f besitzt an der Stelle xo die Ableitung f'(xo).
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(ii) Es existiert eine Funktion r: I — R, x — r(x), wobei r in xq stetig und r(xg) = 0 ist,
so dafs

f@) = f(zo) + f'(xo) (2 — m0) + r(x) (2 — o). (%)

Beweis. (i) — (ii):
Wir setzen

sy S = flo)
ra) = LT i)
Dann ist (x) fur o # x¢ erfiillt, und es ist
lim 7(z) = lim o) = flzo) f'(zo) = 0.

T—T0 T—xTQ €T — :L‘O

Wir definieren
o ={ 7 it
(id) = (i):
Es gilt
tim LI iy (/(0) 4 1) = £/(@0).

Tr—T0 r — X T—T0

O]

Bemerkung 3.7.1. Satz 3.7.1 besagt, daf fiir kleine Werte von |z — x| die Funktion f
sehr gut durch die lineare Funktion (Polynom 1. Grades) Ls: x — L¢(x) approximiert wird.
Dabei ist L¢(x) die lineare Approximation von f. Wir werden spéter Approximationen durch
Polynome hoheren Grades, sogenannte Taylorpolynome kennenlernen. Der Graph von Ly ist
eine Gerade , die Tangente an der Kurve y = f(x) im Punkt (xq, f(x¢)). Weiter ist f/(zg) die
Steigung der Tangente. Sie ist der Grenzwert der Differentialquotienten

f(@) = f(2o)

x—xz9

der Steigungen der Sekanten der Kurve y = f(x) durch die Punkte (z¢, f(z0)) und (z, f(x)).
Eine grobere Approximation ist durch die konstante Funktion C¢(z) = f(zo) (Polynom null-
ten Grades) gegeben. Ihr Graph ist die horizontale Gerade durch (zo, f(xo)). Es ist f(x) =
Ct(x) + s(x) mit Ili_}rg}lo s(z) = 0. Diese existiert auch fiir stetige Funktionen.

Satz 3.7.2. (FEindeutigkeit der linearen Approximation)
Es sei I C R ein beliebiges Intervall, f: I — R und xg € 1. Gilt f(x) = f(xo) + c(x — x0) +
r(z)(x —xo) mit c € R, r stetig in xg und r(xo) =0, so ist f differenzierbar in xo, und es ist

c= f'(xo).
Beweis. Aus f(z) = f(zo) + c¢(x — o) + r(z)(x — x0) folgt
f(z) = flxo)

P =c+r(x).
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Also ist

lim @) = J(@o) =c+ lim r(z)=c.
T—rT0 Tr — X T—rT0
Nach Definition 3.7.1 ist ¢ = f'(z0). O

Satz 3.7.3. (Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit)
Es sei I C R ein beliebiges Intervall, f: I — R und xg € I. Ist f in xq differenzierbar, so ist
es dort auch stetig.

Beweis. Aus (x) aus Satz 3.7.1 folgt

lim f(z) = f(zo) + Jim f'(z0)(w — 20) + lim r(a)(z — o) = f(wo)

T—T0 Tr—TQ

nach Satz 3.1.3. Nach Satz 3.2.1 folgt die Stetigkeit von f in xg. O

Bemerkung 3.7.2. Die Umkehrung von Satz 3.7.3 gilt nicht. Die Betragsfunktion f: R — R,
x — |z| ist in xp = 0 stetig, aber nicht differenzierbar. Es ist

lim M = lim — =1, aber
z—0* xr—0 rz—0t T
fim TE=FO T
x—0~ z—0 x—0— T
Also existiert lim M nicht.

z—0 x—0

3.8 Ableitungsregeln

Satz 3.8.1. Es sei I C R ein Intervall. Die Funktionen f,g: I — R seien in zo € R differen-
zierbar. Es seien a,b € R. Dann sind die Funktionen af + bg und f - g in xo differenzierbar,
und es gilt

(i) (af +bg) (zo) = af'(xo) + bg'(x¢) (Linearitit)

(ii) (f-9)(x0) = f'(w0)g(xo) + f(w0)g'(x0) (Produktregel)

Beweis. Wir beweisen nur (i7):
Fiir x € I mit x # xg gilt

f(z)g(z) — f(20)g(o) f(x)g(z) = f(x0)g(x) | f(wo)g(w) — f(z0)g(x0)

T — X0 - Tr — X + Tr — X
= M T00) ) 4 pa L2
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Also ist

i 1 @)9(@) — f(zo)g(o) i 7@ = fl@o) o(z) + Tim f(zo) lim g(x) — g(o)

T—T0 T — X T—IQ T — X T—T0 T—IQ T—rx0 r — X

= f(w0)g(zo) + f(x0)g (o).

O
Satz 3.8.2. (Ableitung von Polynomen)
n
EsseineN, und P: R - R, z — P(z) = Zakxk mit ar € R sei ein Polynom.
k=0
n
Dann ist P fiir alle x € R differenzierbar, und es ist P'(z) = Z kapaz*~t.
d k=1
Spezialfall: Es ist —a" =n-z" 1.
—_— dx
Beweis. Wir betrachten zunéichst die Ableitung der Identitét id: z — z. Es ist
id(z) — id —
id'(z0) = lim id(z) — id(xo) T g
T—To T — X0 Tr — X0
Der Spezialfall ergibt sich dann durch vollstédndige Induktion nach n.
Der allgemeine Fall folgt aus der Linearitét. O

Satz 3.8.3. Es sei I C R ein Intervall, und es seien f,g: I — R in xzg € I differenzier-
bar. Auflerdem sei g(z) # 0 fir x € I. Dann ist 5 in xg differenzierbar, und es gilt die
Quotientenregel

(f)/ (o) = 9(@o) ['(w0) — f(20)g'(x0)
g 9% (o) '

Beweis. Fiir x,xg € I und = # xq gilt

2@ = 2@ p@glwo) — flao)gle) _ (1) = flwo) 9@) —glao)) 1
e~ (M= s — e 2 ) S
Der Grenziibergang = — x¢ liefert die Behauptung. O

Satz 3.8.4. Es seien I,J C R Intervalle, f: I — J sei im Punkt xo € I differenzierbar und
g: J — R sei im Punkt yo = f(xo) € J differenzierbar. Dann ist go f: I — R im Punkt xg
differenzierbar, und es gilt die Kettenregel

(90 f)(x0) = ¢'(yo) - f'(x0)-
Beweis. Nach Satz 3.7.1 ist fiir alle x €
f(z) = f(zo) + f'(z0)(z — w0) + 7(x)(z — x0) (1)
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mit 7 stetig in zp sowie r(xg) = 0 und

9(y) = 9(yo) + 9" (o) (¥ — vo) + 5(¥) (v — vo)- (2)

fiir alle y € J mit s stetig in yo und s(yo) = 0.
Indem wir in (2) dann y = f(x) setzen, erhalten wir aus (1)

9(f(x)) = g(f (o)) +¢' (o) (f'(z0) (x —x0) +7(x)(z—20)) +5(f () (' (w0) +7(2) (x—20)). (3)

Es sei
t(x) == g'(yo)r(x) + s(f(2))(f'(z0) + r(x)).
Die Funktion f ist stetig in z = xp und wegen s(f(xo)) = s(yo) = 0 folgt t(zp) = 0. Also folgt
aus (3)
(g0 f)(x) = (go f)(wo) + ¢ (o) [ (xo)(x — wo) + t(x)(x — o)

mit ¢ stetig in x = xo und t(z9) = 0. Aus Satz 3.7.1 und 3.7.2 folgt g o f ist differenzierbar in
xo, und es ist (go f) (xo) = ¢'(y) [ (x0). O

Satz 3.8.5. (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion)
Es seien I,J Intervalle. Es sei f: I — J bijektiv und xg € I. Es sei f im Punkt xq diffe-
renzierbar, und es sei f'(xq) # 0. Dann ist die inverse Funktion f~': J — I in yo = f(z0)

differenzierbar, und es ist
1

1y _
() o) = iy

Beweis. Es sei (yn)o2; mit y, € J\{yo} und lim y, = yo. Die Folge (x,)52 sei durch
n—oo

Yn = f($n) < Tn = f_l(yn)

definiert. Wegen der Stetigkeit von f~! ist dann

lim z, = f~!( lim yn) = fﬁl(yo) = Zo-

n—oo (n%oo

nach dem Folgenkriterium ist

Fln) = fw) _ o wn—w0 <hm f(an>—f<wo>>‘1_1
n—r00 Ip — IO

lim =
e n—oo f(xg — f(xo)

Wieder ist nach dem Folgenkriterium

1
f(zo)

(FY) (wo) =
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Beispiel 3.8.1. Die Funktion f: (0,00) — (0,00), z — 22 hat die Umkehrfunktion f~*: (0, 00) —
(0,00), y — /y. Nach Satz 3.8.5 ist fiir yo € (0,00) dann
1 1
7 (o) = = -
U )= 5160 = 243

Also ist, wenn wir wieder = statt y schreiben:

3.9 Mittelwertsatz, Monotonie

Definition 3.9.1. Es sei I ein Intervall. Fiir das Innere von I schreiben wir ; .

Essei f: I — Rund ¢ € I. Man sagt: f besitzt in £ ein relatives Maximum (bzw. relatives Minimum),
falls es ein § > 0 gibt, so daB f(z) < f(&) (bzw. f(x) > f(£)) fiir alle z € Us(§), (d.h. fiir alle

x € I mit |z — | < §), gibt. Die Funktion f besitzt in £ ein relatives Extremum, falls es dort

ein relatives Maximum oder Minimum besitzt.

Satz 3.9.1. Es sei I ein Intervall, f: I — R und & € I. Zudem sei f in & differenzierbar.
Besitzt f in & ein relatives Extremum, so ist f'(£) = 0.

Beweis. Wir konnen, falls wir notigenfalls f durch —f ersetzen, annehmen, dafl f in & ein
relatives Maximum besitzt. Es ist dann

) — 1 LD IO

z—Et T — f

, (1)

.
£ = i 19219 < )

dawg()fﬁrx<§ist.

Aus (1) und (2) folgt /(&) = 0. O

Satz 3.9.2. (Satz von Rolle)

Es seia <b e R und I = [a,b]. Die Funktion f: I — R sei auf I stetig und auf I = (a,b)
differenzierbar. Es sei f(a) = f(b) = 0. Dann gibt es ein & € (a,b) mit f'(§) = 0.

Beweis. Nach Satz 3.5.1 nimmt f auf I sein Maximum M und sein Minimum m an. Ist
f=0,s0ist f'(§) = 0 fiir alle £ € (a,b). Andernfalls ist M > 0 oder m < 0. Wir nehmen

f(&) = M > 0 an. Wegen f(a) = f(b) = 0 ist £ ¢ {a,b}, also ist £ € = (a,b). Nach Satz
3.9.1 ist f/(€) = 0. O
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Satz 3.9.3. (1. Mittelwertsatz)

Es seia <beR und I =a,b]. Weiter sei f: I — R auf I stetig und auf I differenzierbar.
Dann gibt es € € (a,b) mit

Beweis. Es sei

o(@) = 1) ~ fa) ~ (@~ /DT

Dann ist g(a) = ¢g(b) = 0. Nach dem Satz von Rolle (Satz 3.9.2) gibt es ein £ € (a,b) mit
g =0 f(§ ="
O
Bemerkung 3.9.1. Der Satz von Rolle und der 1. Mittelwertsatz lassen sich geometrisch
so deuten, dafl es mindestens einen Punkt £ im Inneren des Intervalls [a, b] gibt, so dal die

Tangente an die Kurve y = f(z) in (&, f(§)) parallel zur Sekante durch die Punkte (a, f(a))
und (b, f(b)) ist.

Satz 3.9.4. (2. Mittelwertsatz)

Es seia < b € R und I = [a,b]. Es seien f,g: I — R auf [a,b] stetig und auf (a,b)
differenzierbar. Es sei g'(x) # 0 fiir alle © € (a,b). Dann ist g(a) # g(b), und es gibt ein
¢ € (a,b) mit

Beweis. Wegen des Satzes von Rolle (Satz 3.9.2) ist g(b) # g(a). Die Funktion h: I — R sei

durch
f(b) — f(a)

W) = flz) - (f(a) T (9(x) g(a»)

definiert. Dann ist h(a) = h(b) = 0. Nach dem Satz von Rolle gibt es ein £ € (a,b) mit
h'(§) =0, d.h.

0=w(© =16 - L=
Wegen ¢'(£) # 0 folgt die Behauptung. O

Satz 3.9.5. Es sei I ein beliebiges Intervall und f: I — R stetig in I und differenzierbar in
I. Dann gilt
f(x) =0 fir allex € I < f = const. auf I.
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Beweis. "=": 5
Es sei f/(x) = 0 fiir alle x € I. es seien x1,z9 € I und x1 < 3. Nach dem Mittelwertsatz gilt
dann

f(x2) = f(x1) = f1(€)(x2 —21) =0
fiir ein £ € (1, 22). Deshalb ist f(x) = const.
’7<:7’:
Klar. B

Satz 3.9.6. (Monotonietest)

Es sei I ein beliebiges Intervall und f: I — R in I stetig und in I differenzierbar. Dann gilt

(i) Es gilt
f'(x) >0 fiirallex € I < f ist monoton wachsend.

(ii) Es gilt

[e]
f'(x) >0 fiir allex € I = f ist streng monoton wachsend.
Entsprechende Aussagen gelten fiir monoton fallenden Funktionen.

Beweis. (i) "=":
Es seien 9,29 € I. Nach dem Mittelwertsatz (Satz 3.9.3) gibt es £ € (z1, z2), so dal

ey 1 (@2) = f(z1)
[ = R f'(?)éo far) < fl22).
77¢’7: S
Es sei xg € I. Es ist

Fon) — tim T@) = @0,

T—T0 T — X0

Wegen f(x) > f(xo) fiir x > xg ist f'(z) > 0.

(ii) ohne Beweis.

O]

Bemerkung 3.9.2. Die Riickrichtung in (i7) gilt nicht. Dies zeigt das Beispiel f: R — R,
x — x3. Obwohl f auf R streng monoton wachsend ist, ist f/(0) = 0.

Beispiel 3.9.1. Es sei f: R = R,  — f() := 2% — 32. Man finde maximale Intervalle, auf
denen f streng monoton wichst bzw. streng monoton fillt.

Losung;:

Es ist f/(x) =322 =3 =3(x — 1)(x + 1). es ist f’(z) = 0 fiir 21 = —1 und x5 = 1. Somit ist
f(xz) > 0 fiir z € (—o0,1) U (1,00). Es ist f'(x) < 0 fiir z € (—1,1). Nach Satz 3.9.6 ist f
streng monoton wachsend auf (—oo, 1) und auf (1, 00) und strng monoton fallend auf (—1,1).
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3.10 Ho6here Ableitungen, Taylorpolynome

Definition 3.10.1. Es sei I C R ein Intervall und f: I — R, dessen Ableitung f' auf I
existiere.

(i) Ist f’ auf I stetig, so heiit f stetig differenzierbar auf I (Schreibweise: f € C1(I)).

(ii) Die Ableitung (f’)(zo) existiere in xy € I. Dann heifit

) = Then) = (oo = (5 (L)) aw

die zweite Ableitung (oder Ableitung 2. Ordnung) von f an der Stelle x.

(iii) Falls f”(z) fur alle 2 € I existiert, dann heiit f zweimal differenzierbar auf I.

(iv) Ist zusétzlich f” auf I stetig, dann heifit f zweimal stetig differenzierbar auf I (Schreib-
weise: f € C%(I)).

(v) Allgemein wird ducrh vollsténdige Induktion nach n die n- te Ableitung (oder Ableitung

mn

d
n- ter Ordnung) f™(z) = daT{(xo) definiert und die Klasse C™(I) der
n- mal stetig differenzierbaren Funktionen auf I.
AuBerdem setzen wir f©(zq) := f(z0).

(vi) Existiert f(") (o) fiir alle n € N, so heift f unendlich oft differenzierbar in .

(vii) TIst £ (z) fiir alle n € N und fiir alle = € I erklért, so heifit f unendlich oft differenzierbar
in I (Schreibweise: f € C*°(I)). In diesem Fall sind alle Ableitungen automatisch stetig,
also ist f unendlich oft stetig differenzierbar.

Wir haben in Satz 3.7.1 gesehen, daf3 die erste Ableitung einer Funktion f fiir die lineare
Approximation von f von Bedeutung ist. Es ist

f(x) = Ly (z) +r(x)(z = 20)

mit Ly(2(= f(2o) + f'(z0)(x — 20).

Es ist Ly(zo) = f(zo) und L(z0) = f'(z0). So ist Ly das eindeutig bestimmte Polynom
vom Grad < 1, das in zg dieselbe Ableitung bis zur 1. Ordnung besitzt wie f. Es ist nun zu
erwarten, dafl das Polynom hochstens n- ten Grades, das in xy dieselbe Ableitungen bis zur
n- ten Ordnung besitzt wie f, eine besonders gute Approxiomation von f liefert.

Definition 3.10.2. Es sei I C R ein Intervall. es sei f: I — R in 29 € I dann n- mal
differenzierbar. Dann heifit

k=0 ’

das n- te Taylorpolynom von f mit Entwicklungspunkt zg.
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Satz 3.10.1. Es sei I C R ein Intervall. Es sei f: I — R in xg € I genau n- mal differen-
zierbar und P ein Polynom vom Grad hochstens n. dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) P*9(z0) = f®)(29) mit 0 <k <n
(i) P(z) =T f(xo, ).

Satz 3.10.2. (Satz von Taylor)
FEs sein € N und I CR ein kompaktes Intervall. Gegeben sei die Funktion f: I — R, welche

(n+ 1)- mal stetig differenzierbar auf I sei und n- mal stetig differenzierbar auf I. Dann gilt
die Taylorsche Formel

n k) (n+1)
fe) = kZ_O : k:(!xO) (z — w0)" + f(n+1()£!)(x — z0)" ! = T™ (20, 2) + Rng1 (20, )

fiir alle x € I und x # xo. Dabei ist £ = xo + t(x — x0) fir eint € (0,1) und

f(n+1) (5) (JJ o .ZL‘())n—H

Rn-l—l(x()ax) = (TL+ 1)|

das Restglied von Lagrange.

Beweis. ohne Beweis. O
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