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Kapitel 1

Charaktere und Gleichverteilung auf
Gruppen

1.1 Gruppen und ihre Charaktere
Durch die analytische Zahlentheorie zieht sich wie ein roter Faden die Idee der Gleichverteilung von
Folgen auf Gruppen und das Studium der Gleichverteilung durch Charaktere dieser Gruppen.

Definition 1.1.1. Es seien (G, o) und (H,x) Gruppen mit den Verkniipfungen o und x. Eine Abbil-
dung ®: G — H heifit Gruppenhomomorphismus, falls

®(g1092) = P(g1) x P(g2)

fiir alle g1, 92 € G gilt (Relationstreue).

In dieser Vorlesung wird die Gruppe G stets abelsch und die Gruppe H stets H = C* = {z € C| |z| =
1} mit der Multiplikation sein. Ist die Gruppe G endlich, so versteht man unter einem Charakter y
von G einen Homomorphismus x: G — C*. Auch fiir unendliche Gruppen G kann der Begriff des
Charakters definiert werden, falls die Gruppe G eine topologische Gruppe ist. Ein Charakter y von
G ist dann ein stetiger Homomorphismus y: G — C*.

Wir werden den Begriff der topologischen Gruppe in dieser Vorlesung nicht benttigen, da wir nur we-
nige Beispiele von unendlichen Gruppen betrachten. In jedem Fall wird klar sein, was unter Stetigkeit
zu verstehen ist.

Satz 1.1.1. FEs sei (G,0) eine endliche Gruppe. Fir jeden Charakter x von G und fiir alle g € G ist
dann x(g) eine |G|- te Finheitswurzel. Insbesondere gibt es nur endlich viele Charaktere von G.

Definition 1.1.2. Es sei ¢(a) := 2™,

Wir schlieflen diesen ersten Abschnitt mit einer Liste der Beispiele, mit der wir uns in dieser Vorlesung
beschiéftigen werden:

Beispiel 1.1.1. 1. Es sei ¢ € Nund (Z/qZ,+) die Gruppe der Restklassen mod ¢ mit der Ad-
dition als Verkniipfung. Fiir m € {0,1,...,q — 1} ergeben sich die Charaktere

em.q {Z/qZ—>(C*: r mod q — (T)}



2. Essei ¢ € Nund G = (Z/qZ,-)* die Gruppe der zu q teilerfremden Restklassen mod ¢ bzgl.
der Multiplikation. Die Charaktere von G = (Z/qZ,-)* heiflen Dirichletcharaktere mod g¢. IThre
Konstruktion ist komplizierter. Wir geben ein Beispiel: Es sei ¢ eine Primzahl. Jede Primzahl
besitzt eine Primitivwurzel, so besitzt etwa ¢ = 7 die Primitivwurzel r = 3. Es ist (Z/7Z,-)*
die zyklische Gruppe

(Z/7Z,-)* = {3" mod 7,3 mod 7,...,3° mod 7} .

Ein Dirichletcharakter y kann nun dadurch definiert werden, indem man fiir x(3) eine beliebige

sechste Einheitswurzel wahlt: wir setzen xm,(3) = e (%) Wegen der Relationstreue ist dann
km

Xm vollstindig durch x,,(3%) = e ( B ) bestimmt.

Nun zu unendlichen Gruppen:

3. Es sei G = (C*,-). Jedes z € C* hat eine Darstellung z = e(a), wobei a durch die Forderung
a € [0,27) eindeutig bestimmt ist. Fiir n € Z ist die Abbildung

en: C*— C*, e(a) — e(na)
ein Charakter von G. Die Forderung der Stetigkeit ist offenbar erfiillt.
4. Es sei G = (R, +). Fiir v € R ist die Abbildung
ev: R—C* t — e(vt)

ein Charakter.

Wir werden (zum Teil in Ubungsaufgaben) zeigen, daf wir in den Beispielen stets simtliche Charak-
tere der jeweiligen Gruppen beschrieben haben.

1.2 Gruppe der Charaktere, Orthogonalititsrelation

Bis auf weiteres sei (G,-) eine endliche abelsche Gruppe mit neutralem Element e. Es sei G =
{917 <. 7gn}-

Definition 1.2.1. Es sei G die Menge aller Charaktere von G. Es seien x1, y2 € G zwei Charaktere
von G. Dann definieren wir das Produkt yi - x2 durch (x1x2)(9) = x1(9) - x2(g) fir alle g € G. man
sieht unmittelbar, dal x1 - x2 wieder ein Charakter ist.

Satz 1.2.1. Es ist G eine endliche Gruppe bzgl. der Multiplikation von Charakteren.
Beweis. Der Charakter xo: G — C*, g — 1 ist offenbar ein neutrales Element der Multiplikation.

Das Inverse zu x € G ist der konjugiert komplexe Charakter xY: G — C*, g — x(g), da x(¢) o x(g) =
Ix(g)| =1 fiir alle g € G ist. -

Definition 1.2.2. Das neutrale Element yo der Gruppe G heiBt auch der triviale Charakter von G.
Bei Dirichletcharakteren (G = (Z/qZ,-)*) spricht man auch vom Hauptcharakter. Ein x € G mit
X # Xo heit auch nichttrivialer Charakter.

Wir wollen nun die Anzahl der Charaktere |G| bestimmen. Dazu bendtigen wir zunichst

Lemma 1.2.1. Fir g € G — {e} gibt es stets ein x € G mit x(g) # 1.



Beweis. Es sei U = (g) die von g erzeugte zyklische Untergruppe von G, also U = {e,g,...,g™ '},
somit |[U| =m. Essei G=U-hy UU-hg U...UU - h die Zerlegung von G in Rechtsnebenklassen
der Untergruppe U. Dann hat jedes | € G eine eindeutige Darstellung [ = ¢g° - hy. Wir definieren dann

x durch x(I) = e (£). Man sieht dann leicht, da§ x ein Charakter von G ist. Es ist x(g) = e (%) #
1. ]

Satz 1.2.2. (i) Firx € G ist

G|, falls x =X
> x(g) = {
2 0, falls x# xo
(ii) Fir g e G ist
_ [ 1G], falls g=e
Z xlg) = { 0, falls g+#e
x€G

Beweis. (i) Der Fall x = xo ist klar. Falls x # xo ist, gibt es ein g, € G mit x(gy) # 1. Mit g
durchléuft auch g, - g alle Elemente von G. Damit ist

D ox(9) =D xlgc-9) = x(9x) D x(9)-

geG geG geG

Wegen x(gy) # 1 folgt deG x(g) = 0.

(ii) Der Fall g = e ist klar. Ist g # e, so gibt es nach Lemma 1.2.1 ein x4 € G mit Xg(g) # 1. Mit
x durchlduft auch x, - x alle Elemente von G. Damit ist

D xl9) =D (e )(9) = xg(9) Y x(9)-

XGG XEG XEG

Wegen xg4(g) # 1 folgt >- .4 x(g9) = 0.

Satz 1.2.3. Es ist |G| = |G].

Beweis. Es ist

D3 x(@) = xol)+ DD x(g).

xeG 9€CG geG X#x0 g€G

Nach Satz 1.2.2 (i) verschwindet die Doppelsumme. Also ist

@ > xt9) =Ial.

Xeé geG

Weiter ist

DY x9) =D xe)+ > x(g)

xeG 9€CG xEG g7e xyel
Nach Satz 1.2.2 (ii) verschwindet auch diese Doppelsumme. Also ist

2 YD xt9)=I6Gl.

xeé geG



Aus (1) und (2) folgt die Behauptung. O

Definition 1.2.3. Es sei F(G,C) = {f: G — C} der Vektorraum iiber C aller Funktionen vom
Grad n. Wir definieren E}, fiir 1 < k£ < n durch

1, fir g=gk
0, sonst

Ey(g) =
und nennen B := {E,..., E,} die ”"Standardbasis” von F'(G,C). Wir definieren auf F'(G,C) durch

1 _
(foh) = > fg)n(g)

geG

fiir alle f,h € F(G,C) ein inneres Produkt.

Satz 1.2.4. Esist dim F(G,C) =n und f = Zf(gk)Ek
k=1
Mit dem inneren Produkt (-,-) ist F(G,C) ein unitdrer Vektorraum.

n
Beweis. Man sieht unmittelbar, da8 fiir ff = Z ck By, dann f(gi) = ¢y, gilt.

k=1
Damit ist klar, dal die obige Form die einzige Darstellung von f als Linearkombination der Ej, ist.

Also ist B eine Basis und dim(F(G,C)) = n.

Die Eigenschaften eines inneren Produkts werden leicht nachgepriift. O

Aus Satz 1.2.2 (i) folgt nun leicht, daf G eine Orthonormalbasis von F(G, C) ist.

Satz 1.2.5. (i) (Orthogonalititsrelation 1. Art:)
Es seien x1,x2 € G. Dann ist

_J L, falls x1=x2
(X1, x2) = { 0, sonst,

das heifst

_ [ 1G], falls x1= X2
S -{ G

sonst.
gelG

(ii) (Orthogonalititsrelation 2. Art:)
Es seien g1,92 € G. Dann ist

_ [ |G|, falls g1=g
Zx(gl)x(gz)—{ 0. Lo

/ sonst.
XEG

Beweis. (i) Wir wenden Satz 1.2.2 (i) fiir den Charakter y = x1%z an. Es ist genau dann x = xo,
wenn x1 = X2 ist.
(ii) Nun wenden wir Satz 1.2.2 (ii) fiir g = g1g5 ' an.
O

Bemerkung 1.2.1. Der Teil (ii) von Satz 1.2.5 kann aus Teil (i) erhalten werden, wenn in Teil (7)

die Gruppe G durch die Gruppe ' ersetzt wird und man beachtet, da G' mit G durch g(x) := x(9)
identifiziert werden kann.



Satz 1.2.5 besagt, daB G eine Orthonormalbasis (ONB) des Vektorraums F(G,C) ist. Soweit ist es
moglich, jedes f € F(G,C) als Linearkombination der x auszudriicken:

f= Zf(x)x oder Z (xj)x;, falls G = {X1s---sXn} (1)

xeG

ist.
Wie auf jedem unitdren Vektorraum koénnen die Koeffizienten beziiglich einer ONB durch Bildung
des inneren Produkts erhalten werden. Dann folgt aus (1):

(foxk) = Zf (0) (G xk) = £ Oxw)-
7j=1

Definition 1.2.4. Es sei f € F(G,C). Fiir x € G heifen die inneren Produkte (f,x) (verallgemei-
nerte) Fourierkoeffizienten von f. Die Summe Z F(xX)x heiBt (verallgemeinerte) Fourierreihe von

xEG

f
Die obige Diskussion ergibt folgenden
Satz 1.2.6. Es wird f € F(G,C) durch seine Fourierreihe dargestellt:
F=>F00x
xX€eG
Satz 1.2.7. Fir f € F(G,C) gilt die Parsevalsche Gleichung:

oL@ = Y 1f 0P

geqG XGG

Beweis. Es ist nach Satz 1.2.6:

M Il = <Z (x1)x1, Z >

gEG E

= > ftwf <X1,x2 L= D Ifoor
ONBXeG'

Wir kommen nun zu den unendlichen Gruppen in unseren Beispielen:
G=(C*-) mit G={e,:neZl}

wobei e: e(a) — e(na).
Es stellt sich zunéchst die Frage nach den Orthogonalitétsrelationen. Im Falle der endlichen abelschen
Gruppen basieren diese auf Satz 1.2.2 (i):

Fiir y € G ist
{ |G|, falls x = xo
QZGGX 0, falls x # xo



Wir erhalten ein Analogon fiir den Fall G = (C*, ), wenn wir die Summe durch ein Integral ersetzen:

' e(na) da = 1, fir n=0 d.h. e, trivialer Charakter
0 N 0, fir n#0

Daraus ergeben sich leicht ”Orthogonalitdtsrelationen 1. Art”:

1, fir ni=mno

1
/0 e(nia)e(—ngar) da = { 0, fir ny #ne

Das innere Produkt zweier Funktionen auf G sollte also als

1
(f.9) = /0 f(a)g(a) da

definiert werden. Es bleibt die Frage nach der Menge der Funktionen, die betrachtet werden. Will
man mit dem Riemann- Integral auskommen, so mufi man sich natiirlich auf Riemann- integrierbare
Funktionen beschréinken. In der reellen Analysis, wo man das Lebesque- Integral zur Verfiigung hat,

wihlt man den Vektorraum L?(C*), den Vektorraum der Lebesque- integrierbaren Funktionen f mit
endlicher L2- Norm:

1
/ 1£(0)2 dar < 0.
0

Man erhélt die klassische Theorie der Fourierreihe:
Es sei f € L?(C*). Die Fourierreihe von f ist

Y f(n)e(na)

n=—oo

mit den Fourierkoeffizienten

fn) = /O Fa)e(—na) da.

Die Frage, ob f durch die Fourierreihe dargestellt wird, ist hier wesentlich komplizierter als bei
endlichen Gruppen. Es gilt stets Konvergenz im quadratischen Mittel, d.h.

2
do = 0.

N

fl@)= Y f(n)e(na)

n=—N

1
lim
N—oo 0

Die punktweise Konvergenz kann jedoch nur unter starken Zusatzbedingungen, nédmlich stetige Dif-
ferenzierbarkeit, garantiert werden. Es gibt Beispiele fiir nur stetige Funktionen, bei denen sie nicht
gilt.

Die ”Orthogonalitétsrelationen 2. Art” sind:

. _ 1, falls a1 =«
lim N7 Z e(n(mozz)):{ 0, sonst. 1 i

N—o0
—N<n<N

Es ist G = (R,+) mit G = {e,| v € R}, wobei e,: R — C*, ¢ — e(vt).

Die ”Orthogonalitéitsrelationen 1. Art” sind hier:

. I 1, falls 11 =1»
lim /_ ey, (t)ey, (t) dt—{ 0. somst.



An die Stelle der Fourierreihe tritt das Fourierintegral

/ h f(t)e(wt) dt

mit der Fouriertransformierten

f(t) = / P w)e(—vt) dv.

1.3 Gleichverteilung auf Gruppen

Definition 1.3.1. Es sei (G, o) eine endliche Gruppe, (g,)5%, mit g, € G eine Folge von Gruppen-
elementen. Fiir g € G und = > 0 sei

N(z,g) = {n < z| gn = g}

Die Folge (gy,) heifit gleichverteilt auf G, falls fiir alle g € G gilt:

lim 2~ 'N(z,g) = |G|,

T—00

d.h. die Folge (g,,) nimmt jeden moglichen Wert asymptotisch gleich oft an.

Fine Grundidee der analytischen Zahlentheorie ist, die Gleichverteilung von Folgen auf Gruppen zur
Grofle von Charaktersummen in Beziehung zu setzen.

Satz 1.3.1. Es sei (G,0) eine endliche Gruppe mit Charaktergruppe é, dessen neutrales Element
der triviale Charakter xo ist. Es sei (gn)oe eine Folge von Elementen von G. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Die Folge (gyn) ist gleichverteilt auf G.

(ii) Fir jeden Charakter x # xo gilt:

lim 27* Zx(gk) =0.

T—00
k<z

Beweis. (i) — (ii) :
Es sei x # xo. Dann ist

Tim 2ty x(g) = Y limat Y x(g)= ) x(9) lim 27 N(z,g)

k<z geqG k<z meG
9k=9
1
= 7 > x(g)=0
meG

(i3) — (i) :

Es sei g € G. Nach den Orthogonalitétsrelationen 2. Art (Satz 1.2.5 (ii)) ist

N(z.g) = lez@zx@mm

k<z Xeé k<z
9=9
1 — 1
= Xo(g)@ > xolge) + Y X(g)@ > x(gr)-
h<z X#X0 h<z

10



Wegen xo(g) = 1 und wegen (i) folgt:

1
: -1 I T
lim o N (og) = g Jim @
1
|Gl

11



Kapitel 2

Die Riemannsche Zeta-Funktion und
der Primzahlsatz

2.1 Einleitung

Die Primzahlen standen seit jeher im Mittelpunkt des Interesses vieler Mathematiker. Euklid konnte
um 300 v.Chr. die Existenz von unendlich vielen Primzahlen beweisen. Zur feineren Untersuchung
fiihrt man die Primzahlzéhlfunktion

(x) = Hpﬁx: pprim}‘ = Zl

p<z

ein. Hierbei gilt die Konvention, an die wir uns auch kiinftig halten wollen, dafl der Buchstabe p unter
einem Summen- bzw. Produktzeichen bedeutet, dafl die Summe bzw. das Produkt nur iiber Prim-
zahlen erstreckt wird. Der Primzahlsatz, der 1792 von Gaufl vermutet, aber erst 1896 von Hadamard
und de la Vallée-Poussin unabhéngig voneinander bewiesen werden konnte, besagt, dafl

im 771-(%) =
% o/ loa(@) |

ist. Die Beweise von Hadamard und de la Vallée-Poussin waren funktionentheoretischer Natur und
beruhten auf der Beziehung zwischen Primzahlen und der Riemannschen Zeta-Funktion. Diese Bezie-
hung wurde als erstes von Euler im 18. Jahrhundert entdeckt, der die Zeta-Funktion nur als Funktion
einer reellen Variable betrachtete:

Definition 2.1.1. Die Zeta-Funktion ist

(e}

((s) = > n*
n=1

fir s > 1.

Satz 2.1.1 (Euler). Die Zeta-Funktion besitzt fir s > 1 die Produktdarstellung

¢ =l

p

Bemerkung 2.1.1. Dieses Produkt wird auch Eulerprodukt genannt.

12



Beweis. Die Produktdarstellung ist eine Folge des Fundamentalsatzes der Arithmetik: jede natiirliche
Zahl n € N 148t sich eindeutig als Produkt von Primzahlpotenzen darstellen:

n = Hpo‘(p) , a(p) € Ng und a(p) > 0 nur fiir endlich viele p .
2

Wir betrachten nun das Produkt

H 1 :H(l—i—p*s-i-p*%-i-'”)-

1—p—s
p<y p<y

Da die endlich vielen geometrischen Reihen in dem Produkt absolut konvergieren, darf das Produkt
ausmultipliziert und die Summanden beliebig angeordnet werden:

[l = S0

p<y

wobei in ¥/ simtliche Produkte von Primzahlpotenzen p?j mit p; <y vorkommen. Nach dem Fun-
damentalsatz der Arithmetik ergibt sich

1 _
1_[1_])_S _ Z//n s’

p<y

wobei in X" sdmtliche natiirlichen Zahlen n vorkommen, die nur Primfaktoren p < y besitzen,
insbesondere auch alle n < y. Damit folgt

H 1_1 — —in_s < Zn‘s, also Hl_l — = lim H 1_1 — = in_s = ((s).
p<y p n=1 n>y D p y_mpﬁy p n=1

O]

Riemann betrachtete 1859 die Zeta-Funktion erstmals als Funktion der komplexen Variablen s € C,
und zeigte unter anderem, daf} sich ((s) auf ganz C meromorph fortsetzen 148t. Er stellte aufler-
dem einige Vermutungen auf, die zum Teil 1894 von v. Mangoldt bewiesen wurden. Die berithmte
Riemannsche Vermutung bleibt bis heute unbewiesen. Im Jahre 1896 bewiesen dann Hadamard und
de la Vallée-Poussin den Primzahlsatz unter Verwendung der analytischen Eigenschaften von ((s).
Wir werden in diesem Kapitel die grundlegenden analytischen Eigenschaften der Riemannschen Zeta-
Funktion besprechen und dann den Beweis des Primzahlsatzes geben. Wir werden dabei jedoch nicht
der Methode von Hadamard und de la Vallée-Poussin folgen, sondern im wesentlichen eine Methode
von Edmund Landau beniitzen. Zunéchst werden wir einige elementare Hilfsmittel besprechen.

2.2 Die Verwendung der Symbole O und o

Der Primzahlsatz
m(z)

% 7/ log(@)
1488t sich auch folgendermaflen formulieren: Fiir z > 2 gilt

w(z) = logl;x) + R(z),

13



wobei fir das Restglied R(x) gilt:
lim M =0.
o5 7/ log ()
Der Term 7 heifit Hauptglied. Beziehungen der Form
g(z) —_—s
Unbekannte Funktion = Hauptglied + Restglied,

wobei das Hauptglied explizit bekannt ist, wihrend fiir das Restglied eine Abschéitzung gegeben ist,
sind zentral in der analytischen Zahlentheorie. Zur Vereinfachung der Formulierung hat E. Landau
die nach ihm benannten O- und o- Symbole eingefiihrt. Diese alternative Beziehung wird mittels
dieser Symbole folgendermafien formuliert:

(x) = logm(x) + 0(@) (x — 00)
oder auch .
w(x) = Tog(@) (I+0(1)) (x— 00).

Definition 2.2.1. Es seien f(z) und g(x) zwei Funktionen, die fiir geniigend grofie positive x definiert
sind, und es sei f(z) beliebig komplex, g(x) > 0, eventuell nur fiir geniigend grofie . Dann soll

f(x) = O(g(x)) bzw. f(z) = o(g(x)) (z— o0)
bedeuten, daf fiir geniigend grofie x gilt:

|f ()]
g(z) s v

|f(z)] < A-g(x) fiir passendes A >0 bzw.

Analog moégen die Beziehungen
f(x) = O(g(x)) bzw. f(x) = o(g9(z)) (z—a+) oder (x— a—)
definiert sein, wobei g(z) > 0 fiir  nahe bei a vorausgesetzt ist.

Beispiel 2.2.1. Es gilt
S 1

Bemerkung 2.2.1. Manchmal hiangt die im O- Symbol implizierte Konstante auch noch von anderen
Parametern ab. Diese konnen dann in Indexform an das O- Symbol angehéngt werden, etwa O(f(z)).

2.3 Abelsche partielle Summation und Eulersche Summenformel

Satz 2.3.1. (Abelsche partielle Summation)

Es seien a < b reelle Zahlen und c1,ca, ... komplexe Zahlen. Es sei ¢(x) = Z Cp-

a<n<z
Dann gilt:

(i) (diskrete Version)
Es seien fi,... fn komplexe Zahlen mit (Af), = fat1 — fn. Dann gilt:

Z Cnfn = c<b)f[b] - Z c(n) (Af)n :

a<n<b a<n<b—1

14



(ii) (kontinuierliche Version)
Es gilt

b
> udu=cl®)i(®) - [ el (O

a<n<b

Beweis. (i) Es ist

S cafa = Y (eln) —eln—1) fu

a<n<b a<n<b
= Z c(n)fn — Z c(n) fota
a<n<b a<n<b—1
= cfy— D cm)(forr—fa).
a<n<b—1

Dies beweist Teil (7).

(ii) Es seien die Voraussetzungen von Teil (i7) erfiillt. Zudem setzen wir f,, := f(n).
n+1
Fir t € [n,n+1) ist ¢(t) = ¢(n), und es ist fo41 — frn = / f'(t) dt, also
n+1
) (fun = f) = [ el @) )

AuBlerdem ist

(0]
Y eakn = C(b)f(b)—(C(b)f(b)—C([b])f([b]))—/ c(t)f'(t) dt

a<n<b

Satz 2.3.2. (Eulersche Summenformel)
Es seien a < x reelle Zahlen. Die Funktion g: [a,x] — C sei stetig und (stickweise) stetig differen-
zierbar auf [a, x]. Wir setzen Py(x) := x — [x] — 1/2. Dann ist

S g = [ gdut [ R @) du - o) Re) + g@)R).

a

Beweis. Ubungen. O
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2.4 Dirichletsche Reihen

Bevor wir zur Diskussion der Riemannschen Zeta-Funktion als Funktion der komplexen Variablen s €
C kommen, wollen wir die allgemeine Funktionsklasse diskutieren, der die Zeta-Funktion angehort,
die Dirichletschen Reihen.

Definition 2.4.1. Eine Dirichletreihe ist eine unendliche Reihe der Form

o
D(s) = Zann_s , ap, €C, seC.
n=1

Es stellt sich sofort die Frage nach dem Konvergenzbereich von D(s) und nach den analytischen
Eigenschaften - insbesondere Holomorphie - von D(s) in diesem Bereich. Im Zusammenhang mit
Dirichletschen Reihen ist die Schreibweise s = o + it, 0 = Re(s), t = Im(s) tiblich (oder, falls eine
Folge vorliegt, s; = o, + it;).

Satz 2.4.1. Es sei -
D(s) = Zcznrf‘S
n=1

in einem Punkt so konvergent, dann konvergiert D(s) gleichmdf$ig in dem Winkelraum | arg(s—sg)| <
im —§ fir festes § > 0. Die Funktion D(s) ist in der Halbebene {o > oo} holomorph.

Beweis. Mit partieller Summation (Satz 2.3.1) folgt

E apn~® = g apn_ %0n%0~*8

M<n<N M<n<N
N
= N°%7° g anpn*° —/ E ann ™% | (so — s)u*® " tdu.
M<n<N M M<n<u

Es ist |[N%0~%| = N90=7 < 1. Wegen der Konvergenz von ) a,n~% ist

im Winkelraum | arg(s — so)| < 37 — 6. Es ist

L
sin(d)

o—og—1

’(50 - s)uso*s*ll < (o —0op)u

und damit
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Damit folgt der erste Teil des Satzes. Jede kompakte Teilmenge von {s = o + it : o > op} ist fiir
ein geniigend kleines § > 0 im Winkelraum |arg(s — so)| < 3m —  enthalten. Die Reihe

o
g apn”*®
n=1

ist damit kompakt konvergent in {o > o¢}, und damit holomorph. O

Satz 2.4.2. Zu jeder Dirichletreihe
oo
D(s) = Zann_s
n=1

gibt es stets ein o, € RU {00}, so daff D(s) fir alle s = o + it mit o > o, konvergiert, und fir
o < o, divergiert.

Beweis. Man setze
0. = inf {a eR: ds=0 +it: Zannfs konvergiert} ,
Die Behauptung folgt dann aus dem vorigen Satz. O

Definition 2.4.2. Der Wert o, heifit Konvergenzabszisse der Dirichletreihe D(s).

Die Fille 0. = 00 konnen eintreten:

Beispiel 2.4.1. Die Dirichletreihe

konvergiert fiir kein s € C, hat also die Konvergenzabszisse 0. = co. Dagegen konvergiert

o0
E e "n"®
n=1

fiir alle s € C und hat die Konvergenzabszisse o, = —oo. Auch alle Dirichletpolynome

(0.0]
Z ann”® , an, # 0 nur endlich oft
n=1

haben die Konvergenzabszisse . = —o0.

2.5 Arithmetische Funktionen und ihre Erzeugenden Dirichlet- Rei-
hen

Definition 2.5.1. Eine arithmetische Funktion ist eine Abbildung f: N — C von den natiirlichen
Zahlen in die komplexen Zahlen. Eine arithmetische Funktion f heifit additiv, falls f(mn) = f(m) +
f(n) fir ggT(m,n) = 1 ist bzw. multiplikativ, falls f(1) = 1 und f(mn) = f(m)f(n) fir ggT'(m,n) =
1 ist. Vollstiandig additiv bzw. vollstindig multiplikativ heiit f, falls die Gleichungen f(mn) = f(m)+
f(n) bzw. f(mn) = f(m)f(n) auch ohne die Zusatzbedingung ggT'(m,n) =1 gelten.

Im folgenden werden einige Beispiele arithmetischer Funktionen definiert:
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Definition 2.5.2. 1. In der Analysis vorkommende Besipiele vollstindig additiver bzw. multipli-
kativer Funktionen sind logn bzw. n® fir a € R.

2. Die Funktion

e(n) = 1, falls n=1,
1 0, sonst

ist vollstdndig multiplikativ.
3. Die Funktion 1 mit 1(n) := 1 fiir alle n € N ist ebenfalls vollstdndig multiplikativ.

4. Sei Q(n) = 3, a die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von n (mit Vielfachheit
gezéhlt) und w(n) := 3, 1 die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von n. Dann ist €2
vollstdndig additiv und w additiv.

5. Die Eulersche - Funktion ist multiplikativ.

6. Die Mobiusfunktion p ist durch

u(n) = { (=1)“™) falls n quadratfrei ist,

0, sonst
definiert. Wir werden zeigen, dafl ;4 multiplikativ ist.

7. Die Teilerfunktion 7(n) := 3_,,, 1, die Anzahl der (positiven) Teiler von n, ist, wie wir zeigen
werden, multiplikativ.

Definition 2.5.3. Seien f und g arithmetische Funktionen. Unter der Faltung f x g von f und g
versteht man die arithmetische Funktion

(Fx9)m) = f(@)g (%)

dln
Unter der Summe f + g von f und g versteht man die arithmetische Funktion
(f +9)(n) = f(n) + g(n).
Beispiel 2.5.1. Esist 7(n) =y, 1 =>4, 1(d) - 1(3), also 7 =1+ 1.

Satz 2.5.1. Die Menge A aller arithmetischen Funktionen bildet mit der Addition und der Faltung
als Multiplikation einen kommutativen Ring mit Finselelement €.

Beweis. Die Menge A bildet offenbar unter der Addition von Funktionen eine abelsche Gruppe. Das
Distributivgesetz f x (g 4+ h) = (f xg) + (f x h) ist klar.
Es bleibt die Kommutativitdt und Assoziativitdt der Faltung zu zeigen, sowie daf} € Einselement ist:

o Esist (fxg)(n) =g, f(d)g(7). Durchléuft d alle Teiler von n, so auch d =15, Also ist

(f*9)(n Zf(d,) = (g f)(n).

d'|n
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e Seien f, g, h arithmetische Funktionen. Dann ist

(Frx)m) = S (Fxd-n(5)

din

= XY s () (5)

dn dy|d

> f(d)g(da)h(ds).

dy,d2,ds
didads=n

d=d1d2,%=d3

Derselbe Ausdruck ergibt sich fiir (f x (g *h)) (n). Alsoist (f xg)xh) = f*(g*h).

e Esist (exg)(n) =g, e(d)f(Z) =€()f(n) = f(n). Alsoist ex f = f.

Satz 2.5.2. Die Faltung zweier multiplikativer Funktionen ist multiplikativ.

Beweis. Es seien f, g € A multiplikativ und F' = f x g. Sei ggT'(m,n) = 1. Dann ist

Fion) = S f(d)g(ds).
dy,d2
dido=mn

Wir schreiben d; = ejes mit ey = ggT'(dy,m) und es = ggT(di,n) sowie do = eszeq mit ez =
99T (d2,m) und e4 = ggT'(d2,n). Dies ist bei gegebenem d; und ds auf genau eine Art méglich. Dann
ist eye3 = m und esey = n.

Also ist wegen der Multiplikativitdt von f und g

F(mn) = Y. fleea)gleses)

€1,€2,€3,64
ejez3=m,ege4=n

— > fle1)f(e2)g(es)g(eq)

€1,€2,€3,€4
eje3=m,ezeq4=n

= > flengles) D flea)glea) = F(m)- F(n).

e1,e3 €2,€4
ere3=m eses=n

Satz 2.5.3. Die Teilerfunktion ist multiplikativ.

Beweis. Aus Satz 2.5.2 ergibt sich mit d = 1x1 ein Beweis fiir die Multiplikativitdt der Teilerfunktion.
O

Beispiel 2.5.2. Es sei ox(n) := de. Es ist o), = f 1 mit f(n) = n¥: Nach Satz 2.5.2 ist oy,

dln
multiplikativ.

Satz 2.5.4. Es ist ux1 =e.
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Beweis. Nach Satz 2.5.2 ist pu* 1 multiplikativ. Es bleibt, die Werte von p 1 fiir Primzahlpotenzen
zu bestimmen: Fir oo > 1 ist

(07

(ux1) (p*) =D u (pﬁ) =1+p(p)=0.
B=0

Also ist ux1 =e. O

Satz 2.5.5. (Mobiussche Umkehrformel)
Seien f und g arithmetische Funktionen. Die folgenden Beziehungen sind dquivalent:

1. F(n) = Zf(d) fiir alle n € N

din

2. f(n)= Zu(d)F (%) fiir allen € N

dn

Beweis. "=":
Nach der Definition der Faltung haben wir F' = 1 x f. Daraus folgt nach Satz 2.5.1 und 2.5.4

prk F =k (1 f) = (ux 1)« f=exf = [.

Also ist Yy, n(d)F(3) = f(n).

77<:77:
Es ist also ux F' = f. Dann ist

frl=1x(pxF)=(1%p)xF =exF =F,

also 3y, f(d) = F(n). O

Satz 2.5.6. (2. Mdébiussche Umkehrformel)
Die Funktionen F und G seien auf [1,00) definiert. Die folgenden Beziehungen sind dquivalent:

1. F(m)zZG(%) firx>1

2. G(z) = Z,u(n)F (%) firx > 1

n<zx

Beweis. "=":
Fir z > 1 gilt

S a0p (2) = a0 3 0(5) = X0 (F) 5

n<z n<lz m<z/n k<z mn=k

Nach Satz 2.5.4 hat die innere Summe den Wert €(k).
T
Daher ist F(2) = Ga).
aher is Zu(n) - (x)

n<x
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R ¢77:
Fir xz > 1 gilt

S0(2) =X 5 wmr ()= X5 () 3 o

n<lzx n<z m<z/n k<z mn=k

Wie oben folgt dann: Z G (%) = F(x). O

n<x

o0
Definition 2.5.4. Es sei f eine arithmetische Funktion. Fiir alle s € C, fiir die F(s) = Z f(n)n™*
n=1

konvergiert, heiit F'(s) die Erzeugende Dirichletreihe von f.

Satz 2.5.7. Seien f,g,h arithmetische Funktionen, so dafi h = f x g ist. Die Erzeugenden Dirich-
letrethen seien F,G,H. Falls F und G in sy € C absolut konvergieren, so ist fiir dieses sog auch H
absolut konvergent, und es ist H(sg) = F(s9)G(s0)-

Beweis. Nach dem Groflen Umordnunggsatz ist

F(so)Glso) — <Zf(k)k‘s°> (zg<m>m—30>:z(z f(k)g(m)(km)‘5°>
k=1

m=1 n=1 \km=n
= >~ h(n)n~ = H(so),
n=1

und letztere unendliche Reihe ist absolut konvergent. O

Ist die Funktion f multiplikativ, so kann die Erzeugende Dirichletreihe von f unter gewissen Voraus-
setzungen als sogenanntes Eulerprodukt dargestellt werden.

oo
Satz 2.5.8. Sei f eine multiplikative Funktion und s € C. Ist F(s) = Z f(n)n™* absolut konvergent,
n=1

so ist

Fs) =1 (Z / <pa>pas> .
P a=0

o0
Beweis. Aus der absoluten Konvergenz von Z f(n)n™? folgt die Konvergenz von Z Z ! f (pa)pfas‘
n=1 p a>1

[e.9]
und daraus die Konvergenz des unendlichen Produkts M := H (1 + Z f (po‘)p_‘”) . Sei pT(n) der
P a=1
grofite Primfaktor von n. dann gilt fiir alle x > 1

Do fn =TI fep™| =] Y flan=* <Y [f(m)n~0).
n=1

p<zx a=0 pt(n)>z n>x

Daraus folgt die Behauptung, wenn x — oo. O

-1
Bemerkung 2.5.1. Ist f vollstdndig multiplikativ, so nimmt das Produkt die einfache Form H <1 — Jt(?)
p
P
an.
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2.6 Die Riemannsche Zeta-Funktion

Definition 2.6.1. Die Riemannsche Zeta-Funktion ((s) ist durch

e}

((s) = > n*
n=1

fiir o > 1 definiert.

Satz 2.6.1. Die Riemannsche Zeta-Funktion stellt fiir o > 1 eine holomorphe Funktion dar. Sie
besitzt dort das Fulerprodukt
1
C(S) = Hl_pfs °

p

Insbesondere ist ((s) # 0, und es ist ("' (s) = Z,u(n)n_s.
n=1

Beweis. Die Reihe
o0
> 7’
n=1

konvergiert fiir o > 1. Die Existenz des Eulerprodukts wird wie im reellen Fall (Satz 2.1.1) bewiesen.
Aus den Sétzen 2.5.4 und 2.5.7 folgt

() S umn =3 e =1
n=1 n=1

O

Die Untersuchung der Primzahlverteilung wird durch die Tatsache ermoglicht, daf3 die Zeta-Funktion
meromorph fortgesetzt werden kann. In einem ersten Schritt setzen wir sie auf den Bereich {o > 0}
fort.

Satz 2.6.2. Die Riemannsche Zeta-Funktion lifst sich meromorph fortsetzen auf den Bereich {o >
0}. Die einzige Singularitit ist ein Pol erster Ordnung in s = 1 mit Residuum 1.

Beweis. Anwendung der Eulerschen Summenformel (Satz 2.3.2) fiir R(s) > 1 und € > 0 beliebig klein
ergibt

s) = Oon_sz Oou_sdu s - wWu" " du —€)7 %, —€
) = 3 / +s [ Rt T A (e

—€ —€

oo oo 1
= / uw du+s / Po(u)u_s_1 du 4+ —
e—0 1 1 2

1 ©u— |u] -3 1
1

s—1 ustl 2

Wegen |Py(u)| = |u— |u] — 3| < % ist die Folge

/lNu—LuJ—édu

us+1
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kompakt konvergent in der Halbebene R(s) > 0. Also stellt

s/ Po(u)u="t du
1

eine in R(s) > 0 holomorphe Funktion dar. Die iibrigen Summanden sind dort ebenfalls holomorph,
aufler in s = 1, da dort .= einen Pol erster Ordnung mit Residuum eins aufweist. O

2.7 Fouriertheorie und Poissonsche Summenformel

Wir behandeln nun einige Einzelheiten der Theorie der Fourierreihen auf G = C*.

Die Grundideen zentraler Definitionen, wie z. B. des Dirichletkerns werden durch Vergleich mit dem

in Kapitel I behandelten Fall der endlichen abelschen Gruppen G deutlicher.

Jede Funktion f: R — C mit Periode 1 kann durch die Definition f(z) = f(e(z)) mit einer Funk-

tion auf C* identifiziert werden. Es stellt sich die Farge, wann f durch seine in Kapitel I definierte
o0

1
Fourierreihe Z f(n)e(nz) mit den Fourierkoeffizienten f = / f(z)e(—nx) dz dargestellt wird.
n=-—00 0
Fiir ¢ € N betrachten wir die Partition I, := {g: 0<r<qg- 1} des Intervalls I = [0, 1]. Die Funkti-
on f: [0,1] — C kann zunichst durch Restiktion mit der Funktion f,): I, — C mit e f (g) auf I,

verglichen werden. Diese kann wiederum mit der Funktion fy;s.: (Z/qZ),+) — C, r mod ¢ — f (g),

die auf (Z/qZ),+) definiert ist, identifiziert werden.
1

Approximiert man in der Darstellung f(n) = / f(z)e(—nz) dr das Integral durch die zur Partition

I, gehérende Riemannsche Summe, so ergeben sich gerade die in Definition 1.2.3 definierten Fourier-
koeffizienten

qg—1
faise(en 222 ( ) ( Zr> :; Z fq(rmod gq)e,(r mod g).

rmod ¢
Nach Satz 1.2.4 besitzt f die Darstellung
g—1
faise =Y, f(k mod q)E} (1)
k=0

mit der ”Standardbasis”
1 fir rmod ¢g=kmod ¢

Ey(r) = { 0 sonst,

Nach der Orthogonalitétsrelation 2. Art ist

Ej(r mod q) qz < (—S)) (2)

Aus (3) und (4) ergibt sich die Darstellung

1(E) -2 () pu (-4

mit dem "diskreten Dirichletkern”




Dieser Vergleich legt nahe, bei der Untersuchung des Falls G = C* den Dirichletkern Dy (x) =

N
Z e(nx) zugrunde zu legen.
n=—N

Definition 2.7.1. Es sei N € Z. Der N- te Dirichletkern Dy ist durch

DN<LL') =
[n|<|N|

gegeben. Fiir N > 0 ist der n- te Fejérkern Fy durch

gegeben.

Z e(nx)

FEine erste Parallele zwischen ”diskretem Dirichletkern” und Dirichletkern liefert der néchste Satz.
Wihrend der ”diskrete Dirichletkern” in (2) vollig in einem Punkt des Definitionsbereiches kon-
zentriert ist, ist der Dirichletkern Dy weitgehend in einer beliebig klein werdenden Umgebung (fiir
N — o) von z = 0 konzentriert. Diese Konzentration ist beim Fejérkern noch stirker ausgeprigt.

Satz 2.7.1. Es sei N € Ny und x € (—1/2,1/2). Es gelten fiir x # 0 die Darstellungen

(N +1/2)z) — e(—(N +1/2))

D) e(1/22) — e(—1/2z) und
Fy(z) = 1 e((N+1/2)z) — e(—(N 4+ 1/2)x) >
NEZ 9N 11 e(1/22) — e(—1/2x)
o~ N —nl
= ZN m@(nx).
Zudem gilt
. 1 B 1 fir z=0
ym sy D) = { 0 fir x20 M
.1 - 1 fir =
]\}gnoo NFN(m) N { 0 fir z#0
1/2
sowie Fn(x) > 0 fir alle x und Fy(x)dx = 1.
1/2

Es gibt eine absolute Konstante C > 0, so daf

1/2
iy P(@)da < CN~ 152
|z|>6
Insbesondere gilt bei festem § > 0
1/2
]\}gnoo 1/ Fn(z)dx =0
|z|>8



Beweis. Einsetzen der Formel fiir die endliche geometrische Reihe ergibt

2N
Dyfw) = e(=N)}_e(nz) = e(—Nx>6((2JeV<;> .
n=0

e((N +1/2)x) —e(—(N +1/2)x)
e(1/2x) — e(—1/2x) '
Die Darstellung fiir den Fejérkern ergibt sich durch eine analoge Rechnung. Die Voraussetzung x # 0

ist notwendig, da sonst die Nenner e(1/2z) — e(—1/2z) und e(x) — 1 verschwinden. Man sieht aber,
daf sich alle Ausdriicke stetig nach x = 0 fortsetzen lassen. Es ist

1/2 1/2
Fy(x)dx = /_ 2N+ Z Z

—-1/2 1/2

n=—N |j|<Inl
N n 1/2 1/2
: [pcuodet [
= x)dx +
2N + 1 HZZ—:N jz—:’n 1/2 1/2
i#0
N . 1/2
=
S ) e e

J#0

1
T N f1 z_: =1

n=

Fiir x € [§,1/2] gilt nach der Euler- Identitiit ¢® = cos(¢) + isin(¢) und der Monotonie des Sinus
auf [0, 7/2] die Abschétzung

1
2N +1

1 1
2N +1 sin(md)?

sin((2N + 1)7z) |2

sin(mz)

[Fn(2)| =

Daraus folgt fiir jedes feste § € (0,1/2) der Ubergang

1/2 1/2—0 1
< . .
/5 Fx@)de < 50 Gairon2

Die Uberlegungen gelten analog fiir das Intervall (—1/2, —6). O

Es ist nun moglich, die Partialsummen Sy(x, N) mittels des Dirichletkerns Dy darzustellen. Die
arithmetischen Mittel der Partialsummen kénnen dann mittels der Fejérkerne dargestellt werden.

Satz 2.7.2. Es sei N € Ng. Dann ist

1
Sy, N) = [ r0Dx@ =1y ar

sowtie
N

1 1
2N—|—1nz Sf(xv”)Z/O f(t)Fn(z —t)dt.

—-N
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Beweis. Es gilt

[ o0ata = 35 ([ soet-niyir) e = 3 foetnn) = 50

Satz 2.7.3. Es sei f: R — C zweimal stetig-differenzierbar mit Periode 1, dann gilt
lim S N) =
Ngnoo f(xa ) f([E)

fiir alle x € R.

Die Behauptung gilt auch schon, wenn f nur einmal stetig-differenzierbar ist, erfordert aber zu ihrem
Beweis grofleren Aufwand.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, daf die Fourierkoeffizienten f (n) schnell gegen null streben: Zweimalige
partielle Integration ergibt

1 1 1
foy = [ Fret-ntyir = [mf(;;jj]o + o [ et-ntya
0 T’ 0
1
= _4ﬂin2/f’/(t)e(—nt)dt = 0(55) (n—o0).

0

Damit konvergieren die Partialsummen gleichmé8ig

N
= Y Fetnr) — g(a) (1)
n=—N

gegen eine Grenzfunktion g(z), und es bleibt f(x) = g(x) zu zeigen. Aus (3) folgt, dafl auch die Folge
der arithmetischen Mittel der Sy(x, N) gegen g(x) konvergiert:

1
N 2N+1|¥N5f mn) = g(@). 2)

Nach den Sétzen 2.7.1 und 2.7.2 folgt fiir festes 6 > 0

T+3 z+0

N;OO2N1+1 Z Sf(z,n) = lim /f(t)FN(x—t )dt = lim /f (t)Fn(z —t)d (3)

N—o0

Wegen der Stetigkeit von f fiir ¢ = x kénnen wir zu beliebigem £ > 0 ein § = §(¢) so bestimmen, daf
|f(t) — f(x)] < eist fiir |z —t| <. Mit (4) und (1) folgt

+6
l9(z) — f(@)] < e- /FN(:c—t)dt < e
r—0

und folglich g(z) = f(x) tiberall. O
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Definition 2.7.2. Es sei f: R — C integrierbar mit

/|f(t)|dt < 00
Dann nennt man
FiR—C, flu) = /f(t)e(—ut)dt

die Fouriertransformierte von f.

Satz 2.7.4. (Poissonsche Summenformel)
Es sei f: R — C zweimal stetig-differenzierbar und mit einer Konstanten C > 0 gelte

1

@) + @] + @) < Cr s

Dann st

Yo f) = Y f).

n=—oo n=—odo

Beweis. Die Funktion

F@) = Y fla+n)

n=—0oo

besitzt offenbar die Periode 1. Wegen der Bedingung (1) konvergiert auch

i F(z + k)

k=—o0

gleichméBig fiir m = 0,1,2. Also ist F(z) zweimal stetig-differenzierbar. Nach Satz 2.7.3 konvergiert
die Fourierreihe Sp(x, N) gleichméBig gegen F'(z), also

o0 o0 1

F(z) = Y F(ne(nz) = > /F(t)e(—nt)dt e(nx)

n=—00 n=—00
0

o0 o0 1

- Z Z /f(t+k‘)e(—n(t+k‘))dt e(nx)

n=—oo szooo
0o 0o k+1

= > 1> / f(t)e(—nt)dt | e(nz)

n=-—oo k=—oc0 L

o oo (o.9]
-3 / Fte(=nt)it | e(na) = 3 fln)e(nz) .
n=—o0 \ ‘g n=-—o0o
Die Behauptung folgt nun, wenn wir x = 0 einsetzen. O
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2.8 Die Gamma-Funktion

Definition 2.8.1. Die Gamma-Funktion I' ist iiber

I'(z) = /tZ1etdt
0

mit *~! = exp((z — 1) log(t)) definiert.

Satz 2.8.1. Die Gamma-Funktion I'(z) ist fir R(z) > 0 holomorph, und auf ganz C meromorph

fortsetzbar. Sie besitzt Pole genau in den Stellen {0,—1,—2,—-3,...}. Es sind Pole erster Ordnung,

das Residuum in —n ist 2" Die FunktionI'(z) geniigt der Funktionalgleichung I'(z+1) = z-I'(z),

n

und es ist T'(n + 1) = n! fiir n € Ny.

Beweis. Die Folge

n

I, = / t*letat

1
n

ist fiir R(z) > 0 kompakt konvergent und besitzt daher eine holomorphe Grenzfunktion I'(z). Durch
partielle Integration erhalten wir fiir #(z) > 0

I'z+1) = /tze_tdt = [—tze_t]go + z/tz_le_tdt = z-T'(2)
0 0
und damit durch Induktion
r(s) = I'z+n+1) (1)

Die rechte Seite ist nun meromorph fiir ®(z) > —(n+1) und ist dort holomorph bis auf die Nullstellen
{0,—1,—2,...} des Nenners, die Pole erster Ordnung konstituieren. Da n beliebig gew#hlt werden
kann, ergibt sich die meromorphe Fortsetzbarkeit in die gesamte komplexe Ebene. Es ist

) = /etdt =1
0

woraus mit (2) die Darstellung I'(n + 1) = n! fir n € Ny folgt. Das Residuum des Pols in z = —n
ergibt sich aus (2) zu

Res(I) = lim <(z+n)-z Fz+n+l) ) (=L

z=—n z5—n (z+1)---(2+n) n!
O
Satz 2.8.2. Firzec C—7Z gilt -
()T -2) = sin(7z)
Beweis. Fiir #(z) > 0 haben wir
0(z)| < / e tdt = / Rl g — D(R(2)) .
0 0
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Daher ist I'(z) in jedem Vertikalstreifen {z : § < R(z) < b} mit 0 < 6 < b beschriankt. Aus der

Rekursion
I'(z+n+1)

z2(z+1)---(2+mn)
folgt dann, dafl T'(z) auch auf jeder Menge der Gestalt

I'(z) =

{z: a<Re(z) <b, [Im(z)| > 1} (1)
beschriankt ist. Wir betrachten nun die Funktion

flz) = T -2) -

™

sin(7z)

im Vertikalstreifen V' = {z : 0 < R(z) < 2}. In der Menge V; = V N {Im(z) > 1} der Gestalt (3)
ist f(z) beschriankt. Die Funktionen I'(2)I'(1 — z) und —7— haben in den Stellen z = 0, 1,2 Pole

sin(7z)
erster Ordnung mit denselben Residuen. Damit ist f im Vertikalstreifen V' holomorph in V' sogar

beschriankt, da V' — V; kompakt ist. Da f die Periode 2 besitzt ist f auf ganz C holomorph aber
auch beschriankt, und daher nach dem Satz von Liouville konstant. Wegen f(—z) = —f(z) bleibt nur
f(z) =0, woraus die Behauptung folgt. O

Satz 2.8.3. Die Gamma-Funktion I'(z) hat keine Nullstellen, d.h. ﬁ ist eine ganze Funktion.

Beweis. Dies folgt aus den Satzen 2.8.1 und 2.8.2. 0

2.9 Die Funktionalgleichung der Riemannschen Zeta-Funktion

Mittels der Funktionalgleichung kann die Riemannsche Zeta-Funktion, die wir bereits in die Halbebe-
ne R(s) > 0 meromorph fortgesetzt haben, in die gesamte komplexe Ebene meromorph fortgesetzt
werden. In dieser Funktionalgleichung tritt auch die Gamma-Funktion auf.

Definition 2.9.1. Die Theta-Reihe und die Psi-Reihe 9,1 : (0,00) — R sind durch

o0

Ba) = Y e ) = D = S(0(w) - 1)
n=1

n=—00
definiert.

Lemma 2.9.1. Die Reihen ¥(x) und 1p(x) sind zweimal stetig-differenzierbar in (0,00). Die unend-
liche Reihe ¢¥(x) konvergiert gleichmdfig auf jedem kompakten Teilintervall von (0,00).

Beweis. Es sei M > 1 beliebig. Auf [M !, M] haben die Reihen

oo o0 o0

_n2 2 2
g e "™ bzw. E n’me™™ ™ bzw. g nigle T
n=1 n=1 n=1

die konvergenten Majoranten

o0 o o0

2 -1 .2 -1 .2 -1
E e TMT By E n2re M7 by E nige ™M
n=1 n=1 n=1

Daraus folgt, dal die beiden ersten Ableitungen durch gliedweises Ableiten erhalten werden kénnen
sowie die Stetigkeit der beiden ersten Ableitungen. Entsprechendes gilt fiir 9(x) = 2¢(x) + 1. O
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Lemma 2.9.2. Die Funktionen 9(x) und ¢ (x) erfillen fir x > 0 die Funktionalgleichungen

9) = =9 (1) (1)
2(x) +1 = %-(2;@ (1) +1) (2)
sowie die Abschitzungen
@) = 0(Jz) (@—04) (3)
P(x) = O(e_”) (x — 00) . (4)

Beweis. Es geniigt (4) zu zeigen, denn (2) folgt aus (4), (4) folgt aus der Reihendarstellung von (),
und (3) folgt aus (2) und (4). Wir wenden dazu auf J(x) die Poissonsche Summenformel (Satz 2.7.4)
an: es ist

Iz) = D f(n) mit f(t) = e O

Die Bedingung (1) von Satz 2.7.4

1

OISO O < €10

ist offenbar erfiillt. Zur Berechnung der Fouriertransformierten f verwenden wir die bekannte Bezie-
hung

o

/e_tZdt = 7.
oo
Die Substitution ¢ — t - \/mz ergibt
y 1
—tir
/e dt = ﬁ .
oo

Verschiebung des Integrationswegs (—oo,00) auf (—oo + iy, 00 + iy) fiir festes y € R mittels des
Cauchyschen Integralsatzes ergibt

co+1y
—t2nx 1
dt = —
/ ‘ Nz
—oo+1iy
Wir erhalten
[e.e] [e.e]
" 9 . w2 2
flu) = / exp(—t°mx) exp(—2miut)dt = / exp (—ﬂ'ﬂ:(t—f— )T — 71'%) dt
—0o0 —00
oo+%”
1
= / exp (—t27rx) dt - exp(—w“;) = =exp (—77”?2)
_Oo_;'_%

und damit

o) = 3 f) = > fo) = =0 (d).

T
n=-—00 n=—00
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Lemma 2.9.3. Fiir o > 1 gilt
T2 T (3) - /¢ 235 L .

Beweis. Es sei M > 1 beliebig. Wegen der gleichmifBigen Konvergenz von ¢(z) auf [M !, M] haben
wir

o M
/1/) gy = Z /:L“;s_le_"de;r. (1)
n:1M71

Aus den Schranken 1 (x) = O(-==) fiir  — 0+ bzw. ¢(z) = O(e™™) fiir  — oo (Lemma 2.9.2) folgt

G
fiir die Summanden
M 00
1
lim 22" Ly(z)de = /x25—11/1(x)d:£ . (2)
M—o00
M-1 0

Wir fithren den Grenziibergang auf der rechten Seite von (1) im Integral aus: Es sei 6 = d(¢) > 0 so
gewiihlt, daB 2o(2 — §) > 1 ist (das ist méglich, da o > 1 ist), und schéitzen

M—l

1. 2
/.’L’QS 16 nETL 1.

0

ab. Firn < M 3 erhalten wir

—1

M
/wés_le_”zmdx = O, (M_%U>
0

und damit
-1

M
S /:C%s_le_"de:c = 0, (M7727) (3)
0

n<M?2-36

die Summe geht also gegen Null fiir M — oo, da ﬁ — %0 <0ist. Firn> M 5 erhalten wir

M1 n—(2—6) M1
1o 9 2 1.9 2 _
/1)28 16 nImL 1. S / 135 16 nETE 1. + / 1328 1 nmcdl,
0 0 n—(2-9)

= O, (n 20(2- 5)) + O, (exp(—n‘s)M_%”)
durch Abschitzung der Faktoren der Integranden. Es folgt
M71
1s—1_—n2nz
Z / x2" e def — O, (4)
) M—o0
n>M2-35 | 0
weiter strebt

Z z2s e gyl = 0, (M%UG_WM) (5)

n=1

2~—23
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(o) M o o
1 2 1
1 =s—1_—n“mx — =s—1 nenx
Mgnoo E / 2% e dx g /m2 e dx

n= M-1 n=1 0

00 o0
_ -3 -5 . —t,ls—1 _ -3 s
L5 T (E n ) /e t2 Mt = 72T (5) - ((s)
n=1 0
Damit und mit (1) und (2) folgt die Behauptung. O

Satz 2.9.1 (Funktionalgleichung der Riemannschen Zeta-Funktion). Die Riemannsche Zeta-Funktion
besitzt eine Fortsetzung in die ganze komplexe Ebene mit einem Pol erster Ordnung und Residuum
ems i s = 1. Die vollstindige Zeta-Funktion

&(s) = T(3) 7 2-((s)

erfillt die Funktionalgleichung £(s) = £(1 — s). Es besitzt ((s) keine Nullstellen fir R(s) > 1 und
fir R(s) < 0 genau die Nullstellen —2,—4,—6,.... Fir die Nullstellen im kritischen Streifen {0 <
R(s) <1} gilt ((s) =0« ((1—s)=0.

Beweis. Nach den Lemmata 2.9.2 und 2.9.3 gilt fiir ¢ > 1

£(s) =

Wegen 9(z) = O(e”™) nach Lemma 2.9.2 ist die Folge

N

I(N,s) = /(w_és_é—l—:vés_l) Y(z)dx

kompakt konvergent in C, und

1 1

I(s) = /(x_53_2 +:L“§s_1) Y(x)dx

stellt eine ganze Funktion dar. Die Funktion £(s) ist damit holomorph auf C\{0,1} und erfiillt
offenbar die Funktionalgleichung &(s) = &(1 — s). Damit gilt auch £(s) = 0 < (1 —s) = 0. Da
£(s) # 0 fiir o > 1 ist folgt £(s) # O fiir 0 < 0. Wegen I'(5) # 0 auf C (Satz 2.8.3) besitzt ((s)
Nullstellen in den Polstellen von I'(5) mit Ausnahme von s = 0, nach Satz 2.8.1 also in —2, —4, —6, ...
wie behauptet. ]
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2.10 Die Koeffizientensumme einer Dirichletreihe

Entscheidend fiir den funktionentheoretischen Beweis des Primzahlsatzes ist die Moglichkeit, die Ko-
effizientensummen von Dirichletreihen durch Kurvenintegrale auszudriicken, die wir hier behandeln
wollen.

Satz 2.10.1. Es se: -
D(s) = Zann_s
n=1
fir o > 1 absolut konvergent. Mit einer fiir x > xg monoton wachsenden und positiven Funktion

®(x) und einer Konstanten C > 0 sei |a,| < C - ®(x) fir alle n < x. Es sei

[e.9]

D anln™ = 0 ((e—1)"%) (0 —1+4)

n=1
fiir ein festes a > 0 sowie ¢ > 1, x > 1, © ¢ Z sowie T > 0, dann gilt

c+iT

n<x

c—1

fiir T — oo, wobei ||z|| den Abstand von x zur nichsten ganzen Zahl bedeute.

Zur Vorbereitung beweisen wir

Lemma 2.10.1. Es seic>0,T >0 undy > 0, dann st fir T — oo

c+iT c
ysds _ { 1 + O(m), falls Yy > 1,
S

5 _ oy
c—iT O(T'|10g(y)‘ )a falls 0< y < 1

Beweis. Es sei y > 1. Fiir U > 0 ist nach dem Residuensatz

il eHil ~UHiIT ~U—iT
1 s
— / Las + / Y as + / Y ds + / Y ds| = Res (L) =1
2me s s s s s=0 * 8
—~U—iT c—iT c+iT —U+iT

wenn im positiven Sinn {iber die geradlinigen Verbindungsstrecken integriert wird. Es ist

—U+iT 1 c
y* ye
“—ds| < /y”da = O<>
/ s T T - [log(y)|
c+1iT —0o0
und analog
c—1T
y° ye
—ds| = O < )
/, s T - log(y)|
—U—iT
—U+4T
s U
/ Y s :0<Ty ) —5 0
s |log(y)| ) U—oo
-U—iT

33



Also ist
c+1iT

1 y° y°
— | Zds = 1+0( —L2——) .
2mi s " (T'Ilog(y)\>

c—iT
Es sei 0 < y < 1: Fiir U > 0 ist nach dem Cauchyschen Integralsatz

c+1iT U+4iT —iT

S
/yds+/yds+/yds+/yds =0,
27
—iT T c+iT U+T
wobei wiederum iiber die geradlinigen Verbindungsstrecken integriert wird. Es ist
U+iT s e} . c—iT < .
T < 7 v = 0 (i) - | [ 5| = © (2 Tiogam) =
—ds| < = [ydo = O =————— ] , “ds| = O =——=—— | sowie
/ s T T - |log(y)| s T - [log(y)|
c+iT c U—iT
U-+iT
s T . U
/ Las| = 0 ) — 0
s |log(y)| ) U—oo
U—iT
woraus die Behauptung des Lemmas folgt. O

Beweis von Satz 2.10.1. Wegen der gleichméfigen Konvergenz von
o0
> b
n=1

auf [c — T, ¢ +iT] erhalten wir mit Lemma 2.10.1

1 c+iT 1 c+iT . ‘ ‘
xS _ ‘,1’: Qn
o [ o= Sk [ @re) - Sao(55 ) o

c—iT c—iT n<e

Wir spalten die Summe

auf in
Yo = X1+ X2+ 23

|an| |an| |an|
¥ = Mo = —, X3 = — -
2 ne - |log(3)| 2 ne - [log(%)| 2 ne - |log(;)|

n<g n>2x 5<n<2z

mit

Fiir n < § und n > 2z ist |log(£)| > log(2), also

S+ %, = (Z |“"|> = 0((c—1)) (2)

nach Voraussetzung. Wir kommen zum schwierigsten Teil, der Abschétzung von 3. Es sei N eine
natiirliche Zahl, die x am néchsten liegt. Fiir N < n < 2z sei r = n— N. Wir haben wegen x < N—l—%

die Abschétzung
N +r r—1
log (%) > 1 = log [ 1+ 2.
i+ w(325) (20
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Im folgenden seien cg, ¢; > 0 feste Konstanten. Aus dem Mittelwertsatz schlieen wir, dafl log(14u) >

cou fiir 0 < wu <1 ist, und erhalten
r—3 r—1 r
log | 1 2| > 2 S oo
Og<+N—|—% fCON+%f01x
Also haben wir
|an| 1- 1 1-
—~— = 0| ®(22) -2 ¢ - = O(®2x) -2~ °-log(2x 3
Analog folgt
|an| 1—
— = O (®(2z) -2~ °-log(2z)) . 4
IgNnc,HOg(nN (®(22) (22)) (4)
5<
Fiir n = N erhalten wir
n d(N O(2z) - 21—
Cl M) Ry 5
Ne - |log()] Ne - [log(1 4 *5~)| [E4]
Aus den Abschétzungen (1)-(5) folgt die Behauptung des Satzes. O

2.11 Der Primzahlsatz

Die Primzahlzahlfunktion
m(x) = Zl
p<x

<) der negativen logarithmischen Ableitung der Rie-

ist eng mit der Koeffizientensumme von — 5)

mannschen Zeta-Funktion, verkniipft.

Definition 2.11.1. Die Funktion
logp, falls

n = p™ fiir eine Primzahl p,
A:N%R,A(n):{ oo P

heiit Mangoldtsche Funktion. Die summatorischen Funktionen

Y(x) = Y An) bzw. d(z) = ) log(p)

p<z

n<x

heien Tschebyscheffsche 1-Funktion bzw. Tschebyscheffsche ¥-Funktion.

Lemma 2.11.1. FEs gilt die Asymptotik
W(x) —dz) = O (x% .1og(x)2) (z — o).

Beweis. Es gilt
@) —v(@) = Y D log(p) < (2% +--+a%) - log(r).

m=2pm<z
1
wobei ko so gewshlt ist, daBl 3 < zF0 < 2 st (es ist ko = O(log(z)) fiir z — 00). Also folgt
W(a) —dx) = O (x% ~log(a:)2> .
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Satz 2.11.1. Fiir o > 1 gilt

zunéchst fiir s € R mit s > 1. Logarithmieren ergibt

log(¢(s)) = = log(1—p~*)

und Differentiation dann

o0

_CC/((5; _ Z 110_g;p_)5p_5 = Z (Z p—m8> log(p) = ZA(n)n_s.
p m=1 n—1

P

Aus dem Identitétssatz fiir Potenzreihen folgt, daf dies fiir alle s € C mit (s) > 1 gilt.

Satz 2.11.2. Der Primzahlsatz

m(z) = — +0(

log(z)

log()

) (x — o0)
ist jeweils dquivalent zu den Behauptungen
P(z) = x + o(z) (z— 00)

dz) =z + o(x) (x— o0)
fiir die Tschebyscheffschen Funktionen.

(PZ0a)

(PZ0b)

(PZ0c)

Beweis. Die Behauptungen (PZ0c) und (PZ0b) sind dquivalent nach Lemma 2.11.1, wir zeigen noch

die Aquivalenz von (PZ0a) mit (PZ0c):

(PZ0a)=(PZ0c):
Mit abelscher partieller Summation (Satz 2.3.1) ist

T

(@) = 3 log(p) = () log(x) — / ”ff)dt.

p<w

N W

Es ist

ol

x

7@% < [W(tt)dt + 0 7@6“ - O<10g:ix>) |

2 T

Also folgt ¥(x) = x + o(x) aus (PZ0a).

(NI
[N
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(PZ0c)=(PZ0a):
Wiederum mit abelscher partieller Summation gilt

() = Zlog(p) _ ¥ (x) +/ 9(t) g — I(x) ) / dt

= log(p) log(x) t - log(t)? log(x) log(t)?
p< s 3
Dabel ist )
T x2 x
/ dt / dt / dt T
= + =0 —= ) .
a2~ ) Tog(02 T/ Toa(0)? log(2)?
3 3 1
2 2 xr2

O]

Zum Beweis des Primzahlsatzes geniigt es also, ¢(x) = x + o(z) nachzuweisen. Dazu wenden wir den
Satz 2.10.1 iiber die Koeffizientensumme auf die Dirichletreihe

C(S) — iA(n)n—s
n=1

!
D(s) = —

®) =~
an, deren Koeffizientensumme gerade ¢ (x) ist. Wir werden tatséchlich (PZ0b) mit einem schérferen

Restglied beweisen, was auch ein schiirferes Restglied im Primzahlsatz (PZ0a) zur Folge hat. Dabei
muf} dann allerdings die einfache Néherungsfunktion % durch den Integrallogarithmus

xT

| dt
li(z) = / el

2

ersetzt werden.

Lemma 2.11.2. Es seix =m+ % firm € N und ¢ = c(z) =1+ @. Dann ist
L (e e log )’
s)\ z x - log(z
= — — —d O|————|.
o) = o | () S v o ()

Beweis. Wir wenden Satz 2.10.1 mit a,, = A(n) auf

mit der Koeffizientenbeschrinkung ®(z) = log(z) an. Da D(s) einen Pol erster Ordnung in s = 1
besitzt, folgt

D(s) = —

YA = 0((c-1)7") (0 —14).

Es kann also o = 1 im Satz 2.10.1 gewahlt werden. Die drei Restglieder des Satzes sind alle durch

o (x : 10;3(1‘)2)

beschrénkt. 0
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Wir werden im folgenden den Integrationsweg [c —iT, ¢+ iT] zu einer geschlossenen Kurve ergénzen,
die ein Rechteck R im positiven Sinne berandet, und zwar zur Kurve

v = [e—iT,c+iT) U [c+iT,a+iT) U [a+iT,a —iT| U [a —iT,c —iT|

flir a < 1 < ¢. Die einzige Singularitéit des Integranden —% : %s im Innern des Rechtecks R soll der

Pol in s = 1 sein. Das Integral
1 ¢'(s) z°
— - —d
27 ( C(s) ) s §

~

wird dann durch den Residuensatz ausgewertet. Dazu muf} sichergestellt werden, dafl (s) im Innern
von R keine Nullstellen besitzt, d.h. zum Beweis des Primzahlsatzes bendtigt man die Existenz einer
nullstellenfreien Zone. Diese wollen wir im folgenden diskutieren. Wir wissen nach Satz 2.6.1, daf3
((s) # 0 fir o > 1 ist. Entscheidend fiir den Beweis des Primzahlsatzes durch Hadamard und de
la Vallée-Poussin im Jahre 1896 war die Tatsache, dafl ((s) auch auf der Geraden o = 1 keine
Nullstellen besitzt. Diese Tatsache reicht fiir den Beweis des Primzahlsatzes aus, liefert jedoch nur
die Asymptotik. Der Beweis fiir ((1 + it) # 0 beinhaltet jedoch auch die Grundidee fiir den Beweis
des Primzahlsatzes, daher wollen wir damit beginnen:

Satz 2.11.3 (Hadamard und de la Vallée-Pussin). Fiirt # 0 ist (1 + it) # 0.

Beweis. Wir verwenden die Ungleichung
3+ 4cos(f) +cos(20) > 0 (VO eR). (1)

Angenommen ((s) besitzt eine Nullstelle der Ordnung m; > 1 in s = 1 4 47 fiir ein 7 € R und eine
Nullstelle der Ordnung me > 0 in s = 1 + 2iy. Fiir 0 > 1 sei

(8 (s +iy) | (s 2i)
=3 T i) Tran

Diese Funktion besitzt in s = 1 die Laurententwicklung

©(s)

3 4m1 meo
_3—1+s—1+s—1+h(8)

p(s) =

mit einer in s = 1 holomorphen Funktion A(s). Es folgt

i (R(g(0))) = oo. 2)

Andererseits ist nach Satz 2.11.1
plo) = — i An)n™7 (3440~ +n727) |

n=1

also wegen (1)
R(p(o)) = — i A(n)n™7 (3 4+ 4 cos(ylog(n)) + cos(2ylog(n))) < 0
n=1

im Widerspruch zu (2). O

Es ist nun moglich, die Nullstellenfreiheit auch fiir ein Gebiet links von der Geraden ¢ = 1 zu
beweisen. Wir stellen zunéchst einige Hilfsmittel aus der Funktionentheorie bereit.
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Satz 2.11.4 (Borel-Carathéodory). Die Funktion f sei holomorph auf einem Gebiet, das die Kreis-
scheibe |s| < R enthilt. Es sei f(0) = 0 und R(f(s)) < M fir alle |s| < R. Fir |s| <r < R gilt

dann

2Mr 2MR
< ! < — .
|f(8)‘ -~ R—r ’ ’f (S)’ — (R—T)Z
Beweis. Wir zeigen zunéchst
fPo)| _ 2M
‘ u < 3 fiir alle k> 1. (1)

Die Substitution s = R - () ergibt mittels der Cauchyschen Integralformel

1

[r@-coyaw = o [ 165 = 10) = 0. &)

211
0 |5‘:R

Fir £ > 0 haben wir

1

—k
/f(R-e(G))e(kH)d@ = ];m_ / f(s)s*tds = 0 (3)
0 |s|=R
und
! k k (k)
/f(R-e(e))e(—ke)de = % / f(s)s*tds = Rfk!(o). (4)
0 |s|=R

Indem wir eine Linearkombination von (2),(3) und (4) bilden, erhalten wir fiir beliebige ¢ € R

1

/f(R -e(0))(1 + cos(2m (kO + ¢)))dO =

0

R -e(—) - 19)(0)
2k!

und

LRk (=) FB)
Re<2R ) /00)

1
> < M/(1+cos(27r(k9+¢)))d9 — M (5)
0

fiir alle & > 0. Wir wihlen ¢ so, da8 e(—¢)f*)(0) = |f*)(0)| ist. Die Gleichung (1) folgt dann aus
(5). Aus (1) folgt weiter

f(s) < / k!( Mok < oM S (5)" = RJ;
k=1 k=1
sowie
: =SBkt 2M K -1 2MR
|f (5)| < ; Kl S R;]{(R) = (R—r)Q
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Lemma 2.11.3. Es sei f holomorph in einem Gebiet, das die Kreisscheibe |s — so| < r umfaft. Es
sei M > 1 so gewdihlt, dafs

M

< e

' f(s)
f(s0)
auf der Kreisscheibe |s — so| < r gilt. Dann ist mit einer absoluten Konstante A > 0

f'(s) _ 1
f(s) 2

o s—e

A-M
fiir |s — so| < ir,

r

wobei o alle Nullstellen von f mit |p — so| < %7“ entsprechend ihrer Vielfachheit durchliuft.

Beweis. Die Funktion .

s§—0

g(s) = f(s)-11

ist fiir [s — so| < r holomorph und auf der kleineren Kreisscheibe |s — so| < 27 von null verschieden.
Auf dem Rand [s — so| = 7 gilt [s — 0| > 37 > |s9 — 0|, und damit

50— 0
. 1;[ b

M

< e

IN

' f(s)
f(s0)

nach Voraussetzung. Nach dem Maximumsprinzip gilt diese Ungleichung dann auch auf der Kreis-

scheibe |s — so| < r. Wir setzen
9(s)
h(s) = Log( > ,
(#) 9(s0)

wobei Log die holomorphe Funktion sei, die aus log : (0,00) — R durch analytische Fortsetzung
hervorgeht. Dann ist /(s) holomorph fiir |s — so| < £r. Zudem ist h(sg) = 0 und R(h(s)) = M. Nach
Satz 2.11.4 ist
2M - 3r A-M

1,.\2 S
r—7) r

[ (s)] < (

fiir |s — so| < 1, woraus die Behauptung folgt. O

N[

Lemma 2.11.4. Die Funktion f sei in einem Gebiet, das die Kreisscheibe |s — so| < r umfaft,
holomorph. Es set mit M > 1

M

f(s)
< e

'f(So)

fir |s — so| < r, und f habe keine Nullstellen im Halbkreis {|s — so| < r | R(s) > R(so)}. Dann gilt

*(r) < ®

Hat f eine Nullstelle oo auf der Strecke zwischen sg — %7’ und sg, so gilt

_§R<f/(80)> cAM 1 (2)

f(s0) r so— 00

Dabei ist A eine absolute Konstante.
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Beweis. Nach Lemma 2.11.3 gilt

() <5, T 2

lo—so|<ir

Aus Re( ;) = 0 fiir alle ¢ in der Summe folgt die Behauptung. O

Lemma 2.11.5. Es seim € Z und 6 > 0. Firoc=—m+ 9§ und |s — 1| > 1 ist
((5) = Omy (™)
fiir |t] — oo.
Beweis. Mit der allgemeinen Eulerschen Summenformel besitzt ((s) fir ¢ > 1 mit ¢ < 3 und
g(u) =u*, g®(u) = (~1)Fs(s +1)--- (s + k — 1)u~ %) die Darstellung

T

lim / du+2 D g @) Pie) - 69 (1= P = 2) + ()" [ D @) P ()

T—00
1-e 1—e
. ]- 1_ —s m B k+1 . *(S+k) .
Soh Al <s_1 +5 = Do)z +;( DR ls(s+1) - (s+k—1(x Py(z) — Py(1))
+(=1)"s(s+1)---(s+m /u (stmt) p o (u)du
1
1 1 & °°
= s—1 +§+Z(_1)kpk(1)3(8+1)(S—{-kﬁ— 1) + (—1)m/u_(5+m+1)Pm(u)du‘ (1)
k=1 |
Da das Integral

/u(s+m+l)Pm(u)du

1

fiir 0 > —m konvergiert, gilt die Darstellung (1) fiir ¢ > —m. Nun ist
/u<s+m+1>Pm(u)du = 01) , s(s+1)---(s+k—1) = On(t/*) (|t| = o)

fir 1 <k <m+ 1. Daraus folgt die Behauptung. O

Definition 2.11.2. Es sei T' > 0. Mit N(T') bezeichnen wir die Anzahl der Nullstellen von ((s) mit
0 <Re(s) <1lund 0 <Im(s) <T.

Lemma 2.11.6. Esist N(I'+1)— N(T') = O(log(T)) fiir T — oco. Es sei m € N. Fiir alle s = o+t
mit o > —m und t > 0 und ((s) # 0 gilt

o _ oy 1@ + Om(log(t)) (t — o).

) i< ®
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Beweis. Wir wenden Lemma 2.11.3 an mit
f(s) = (), so = 2+it ,r = 4(m+3).

Es ist . ;
= EEE— .

Nach Lemma 2.11.5 sind die Voraussetzungen von Lemma 2.11.3 mit M = 4(m + 4) log(¢) erfiillt,
falls t > to geniigend grof ist. Lemma 2.11.3 ergibt fiir |s — so| < m + 3 dann

¢'(s) 1
¢(s) zg: 5—0

wobei g alle Nullstellen von ((s) mit |0 — so| < 2(m + 3) entsprechend ihrer Vielfachheit durchlauft.
Wir wenden (1) zunéchst mit s = sp und m = 2 an: wegen %((SS(;))) = 0O(1) fiir t — oo erhalten wir

= Om(log(t)) , (1)

RS ) = Ottt 2)

8 —
lo—sol<10 20~ @

g}g( 1 >:§R<§0_§2>:2_52.
So— 0 |so — o |so — 0

Esist 2— 3> 1 und |sg — o|? < 100, also
R(——) > =
so—o/) — 100

N(t+1) — N(t) = O(log(t)) . (3)
Aus (1) folgt schlieBlich fiir |s — so| < m die Abschétzung

Fiir o = B + iy ist

Mit (2) folgt

¢'(s) ! !
_ ——| = Op(log(t)) + O, —— | = Om(log(t))
¢(s) Igszolgl sTe 1§|980|ZS2(m+3) Tl
wegen (3). O

Wir formulieren nun einen allgemeinen Zusammenhang zwischen der Gréfienordnung der Riemann-
schen Zeta-Funktion in der Néhe von o = 1, sowie der Weite der nullstellenfreie Zone von ((s):

Satz 2.11.5 (Nullstellenfreie Zone der Zeta-Funktion, allgemeines Ergebnis). FEs gibt eine absolute
Konstante Ay > 0 mit der folgenden FEigenschaft: Es sei ((s) < e®® fiir t — oo in dem Gebiet

1-0(t) <o <2, t>1, wobei D(t) und ﬁ positiv und monoton wachsend in t seien, sowie

firt — oco. Es gelte zudem

ot+1) _ . 20+1)
e O(t) oo B(1)
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Dann hat ((s) keine Nullstellen im Gebiet

021—2A1-m. (NZ1)
Zudem qil
gult g D(2t) N ¢'(s) _O<‘I)(2t).1 (t)> (NZ2)
7= L 902 sy \a@y YY)

Beweis. Es sei 8 + iy eine Nullstelle von ((s) in der oberen Halbebene. Die Konstanten Ay > 0 fiir
k > 2 werden im folgenden absolut sein. Es sei o beliebig mit

1+ 2@t < 55 <2 (1)

sowie
so = oo +iy , Sy = oo+ 2iy (2)

und
r=6002y+1). (3)

Da 6(t) monoton fallend ist, liegen die Kreisscheiben |s — so| < r und |s — s3] < r im Bereich
{o+it|o>1-0(t)} Wegen |((so)|™! < exp(A®(2y + 1)) bzw. |((sh)|™* < exp(AP(2y + 1)) fiir
geniigend grofles A existiert eine Konstante A, so daf

‘C(S) < A2+ ’C(S)
SQ) '

¢( ¢(50)

gilt auf den Kreisscheiben |s — so| < r bzw. |s — sp| < r. Wir wenden jetzt Lemma 2.11.4 an mit
M = Ay®(2y + 1) und erhalten

< A22(2v+1) (4)

¢'(o0 + 2i'y)> 2y +1)
R | < A3———F. 5
( C(o0 + 2i7) 02y +1) ®)
Wir behandeln zunéchst
Fall I: 8> o9 — 37
Wir erhalten wegen Lemma 2.11.4 in diesem Fall
('(o0 + iv)) P(2y+1) 1
-RlZ0——-"7) < A — . 6
(C(00+Z’Y) 92y +1) 00— B (©)
Es ist ,

C(o0) o9 —1
mit a = a(op) — 1 fiir o9 — 1. Wie im Beweis fiir (1 +it) # 0 (Satz 2.11.3) verwenden wir nun die

Ungleichung
! ! - ! -
58 (0) AR <C (00+?7)> R <C (00+2.W)) > 0
¢(o0) ¢(oo +17) ¢(oo + 2i)
fiir o > 1. Wir wenden (8) an mit ¢ = 0y und erhalten mit (5), (6) und (7) dann

(8)

3a N 5A3P(2y +1) 4

— >0,
oo — 1 9(274—1) oo—fB —
also .
3a 5A3 P(2y+1)\
_ > .
c0—Ff = (4(00—1)+ 1 )
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und somit

A — D (2y+1)-(op—1
]._ﬁ > < 3a 5 3 @(2'}/4—1)) ' (() —]_) = 1_%CL—%A3% Jfl)O) (9)
‘ 0 a A P(2v+1 :
( ’ 1) ! 0(27 1) 4(% -1) % 37 9((2’;/}[4,-1))

Fiir hinreichend grofle v kénnen wir wegen (1)

1 0(2y+1)
-1 = . 1
70 4045 B2y + 1) (10)

und wegen (7) a = 2 wihlen. Wir erhalten aus (9)

6(2v+1)

1-8 > Aj—=1T2)
sz o2y +1)

, also (NZ1) .

Fall II:
Es gelte
1 1 02v+1) 1
< op—-r =1 - _ =
fsoo=gr =14 04 s@y+1) 2
Daraus folgt ebenso die Behauptung (NZ1). Fir

6(2y+1). (11)

. 6(2t)
7= L3 (21)
folgt wegen (NZ1) die Abschéitzung
‘8 o ‘71 > (I)(2t)
¢ 6(2t)

fiir alle Nullstellen o von ((s) mit [Im(g) —t| < 1. Die Behauptung (NZ2) folgt mit Lemma 2.11.6. [

Wir benutzen nun das - relativ einfache - Ergebnis von Lemma 2.11.5 iiber die Gréflenordnung
von ((s) um daraus ein - ebenfalls einfaches - Resultat iiber die nullstellenfreie Zone von ((s) im
néchsten Satz zu erhalten, um daraus eine erste einfache Version des Primzahlsatzes mit Restglied zu
folgern. Wir werden dann im folgenden durch die Verwendung von Weylschen Exponentialsummen
die Ergebnisse von Lemma 2.11.5 iiber die Groflenordnung von ((s) wiederholt verbessern. Dies wird
dann auch zu Verbesserungen in den Folgerungen fithren: wir erhalten eine gréflere nullstellenfreie
Zone als in Satz 2.11.5 und ein besseres Restglied im Primzahlsatz.

Satz 2.11.6 (Nullstellenfreie Zone, 1. Version). Es gibt eine absolute Konstante Ay > 0, so dass

C(s)#0 firt>0undo >1— 15;:1(%) ist. Firo>1-— 1&2&) gilt

= O (log(t)?) .

Beweis. Wir wenden Satz 2.11.5 an mit § = % Nach Lemma 2.11.5 ist die Voraussetzung von Satz
2.11.5 ¢(s) < e®® fiir t — oo im Streifen 1 — 0(t) < o < 2 erfiillt mit ®(¢) = C - log(t) fiir ein festes
C>0. O

Definition 2.11.3. Der Integrallogarithmus li(x) ist fiir > 2 durch

xT

, dt
life) = / log(t)

2

definiert.
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Satz 2.11.7 (Primzahlsatz mit Restglied, 1. Version). Es gibt Konstanten cy,c1 > 0, so daff gilt:
Y(x) =z + O (a:-exp(—co log(x)%)> , (PZ1a)

m(x) = li(x) + O (w-exp(—cl log(:v)%)) . (PZ1Db)

Beweis. Es sei zunéichst T = T(z) > 1, ¢ = c(z) = 1 +log(z)™', 2 = m + 3 mit m € N. T wird
spater so gewihlt, dass wir das optimale Ergebnis erhalten. Nach Lemma 2.11.2 ist

W(w) = 1 (—C/(S)> Cds + 0 (“W> . (1)
o (s ) s T

c—iT

Wir ergénzen den Integrationsweg [c — i1, ¢ + iT] zur geschlossenen Kurve

C =lc—iT,c+iT) U [c+iT,a+iT) U [a+iT,a —iT] U [a —iT,c —iT]

mit ¢ =1 — 10?%7 wobei Ag die Konstante aus Satz 2.11.6 ist. Es ist nach dem Residuensatz und
Satz 2.11.6
RO (s) a*\
2, (“Gy) 5 = B (e ) = )
W) e log (T)?
_ 5>xds_o<x‘°g ) (3)
T )
I ((s) /) s
T e log (T)?
s)\ x x - log
[ (@) 5m = o(57) @
a—iT
sowie
a+iT
SONET . g Jog(x) 3
/T (— C(3)> ?ds =0 (x exp( Aolog(T)) log(T") ) . (5)

Die Restglieder in (3) und (4) sind monoton fallend in 7" = T'(z), wihrend das Restglied in (5) in
T monoton wichst. Das optimale Resultat wird erreicht, wenn 71" so gewéhlt wird, dafl beide etwa
gleich grof} sind, d.h. wenn

T rex _ log(w)
T~ P\ T log(7)
gilt (die anderen Terme ignorieren wir), also fiir
1
log(T') = (log(x))2 . (6)

Aus (1)-(6) folgt
b(@) = 2+ 0 (v exp (—collog(x)?))) - (7)

Man sieht leicht, dass die Bedingung x = m + % entfallen kann. Die Behauptung (PZ1b) folgt aus
(PZ1a) mittels partieller Summation (wobei die Konstante ¢g leicht abgeéndert wird). O
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2.12 Primzahlverteilung und Nullstellen, Riemannsche Vermutung

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, daf3 die Qualitit des Restglieds im Primzahlsatz wesentlich
von der Existenz einer nullstellenfreien Zone fiir die Riemannsche Zeta-Funktion abhéngt. Wir werden
nun Ausdriicke fiir ¢(x) betrachten, in denen die Nullstellen der Zeta-Funktion direkt auftreten.

Satz 2.12.1. Es sei x = m + % mit m € N. o = B + iy bedeute eine Nullstelle von ((s) mit
B =Re(o) € (0,1) und v =Im(p). Dann gilt firz > 1 und 1 <T <z

b(z) = o — ””g+o($'k’g(“")2>. (1)

[y|<T e r

Beweis. Wir verwenden die Darstellung von 1 (x) als komplexes Kurvenintegral (Lemma 2.11.2):

(o) = L <_</(S)> s + 0 <$'10g(w)2> (2)
2ri {5 ) s T

c—iT

mit ¢ = ¢(z) = 1+ log(x) . Den vertikalen Integrationsweg [c — T, ¢ + iT] ergéinzen wir dieses Mal
zu einem Rechteck, das die Nullstellen von ((s) umfasst. Nach Lemma 2.11.6 gilt fiir die Anzahl
der Nullstellen ¢ = 3 + iy mit |y — T| < 3: N(T + 3) — N(T — 3) = O(log(T)). Es gibt eine feste
Konstante ¢o > 0 und ein 7 € [T — 3, T + 1], so daB

[y = T'| > colog(T')~! (3)

fiir alle Nullstellen p = 5+ von ((s) gilt. Ersetzen wir in (1) die Summe ) | % itber die Nullstellen

mit |y| < T durch die Summe
70

i

[y|<T" e

so ist der Unterschied beschrinkt durch
0 0 Joe (T’
DDA il R <xng<>> ,
[vI<T © [ <T" ¢

Es geniigt daher, (1) fiir 77 anstelle von T' zu zeigen. Wir schreiben im folgenden wieder T statt T’
und setzen anstelle von (3’) nun
[y —=T| > colog(T) ™ (3)

voraus fiir alle Nullstellen ¢ = 5+ iy von ((s). Wir ergidnzen den Integrationsweg [¢ —iT, ¢+ iT| zur
geschlossenen Kurve

C = [c—iT,c+il| U [c+iT,—% +iT) U [-4 +iT,—% —iT| U [-4 —iT,c —iT].

Fiir s € [c 4 iT, —3% + ¢T] haben wir nach Lemma 2.11.6 und wegen (3) die Abschéitzung

CC/((S; = Z 8%+O(log(T)) = O((N(T +1) = N(T — 1)) log(T))+O(log(T)) = O (log(T)?)
|8—-T|<1
und damit
— 2 +iT
d\a, (2 log(T)?
[T () T = o () W
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und ebenso
c—1iT

[ (@) 5w -o(=57). ©

1 .
—5—iT

Fiir s = —% + it mit t € [T, 7] ist nach Lemma 2.11.6

) gt
und damit
—5+HiT
SONEST 1
/ (— C(5)> ?ds = O(x log(T)Q) . (6)
— 1T

Nach dem Residuensatz ist
RGO C(s) Cls) 2\ _ 2
2l <_<<S>>Sd5 T (‘«s) ) ps 1565(‘«8) ) om0

und die Behauptung folgt aus (2)-(7). O

v

Zwischen dem Restglied im Primzahlsatz und der horizontalen Verteilung der Nullstellen von ((s)
besteht eine enge Beziehung, insbesondere auch zur Riemannschen Vermutung:

Vermutung 2.12.1 (Riemannsche Vermutung). Alle Nullstellen von ((s) im kritischen Streifen

0 < Re(s) < 1 liegen auf der kritischen Geraden Re(s) = 1.

Satz 2.12.2. Es seien
01 = inf{a : Ve>0: ¢(z) =x+ 0. (")}
0 = inf{a : Ve>0: n(z) =li(z) + O (z*7°)}
05 = sup{B : Jo=p+1iy: ((0) =0}.

Dann gilt 01 = 03 = 03, insbesondere ist die Riemannsche Vermutung jeweils dquivalent zu
Ve>0: ¢(z) = x+ O, (x%“) bzw. Ve >0: n(z) = li(x) + O <w%+5> :

Bemerkung 2.12.1. Man kann zeigen, dafl im kritischen Streifen unendlich viele Nullstellen von
¢(s) liegen. Nach deren Imaginirteil geordnet ergeben sich die ersten sechs Nullstellen als

o = 3+14.13i
02 = 3+21.02
03 = 3+25.01
01 = 3 +30.42
05 = 3 +32.94
06 = 3+ 37.59

X. Gourdon und P. Demicki haben 2004 rechnerisch bestétigt, dass Re(g,) = % ist fiir n < 1013,
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Beweis von Satz 2.12.2. Die Identitat #; = 0y folgt durch partielle Summation, wir verzichten auf

die Rechnung. Es geniigt daher, 61 = 03 zu zeigen. Wir zeigen zunéchst

91 S (93:
Dazu wenden wir Satz 2.12.1 an mit T' = x. Wir erhalten, falls x = m + % mit m € N ist:

20
Y(r) = z— Z ~— + O (log(2)?) .
<z
Es ist |22 < 2% und
|z°] 0 1
o <P Y 40
19<a |

Wir wihlen J so, dafl 2/ < z < 27%! ist und erhalten
J

J
3 1Ny ST = Y27 (V@) - N(2))

159<e | G20 2ich<aitt §=0

Nach Lemma 2.11.6 ist N(2/T1) — N(27) = O(j27), also

Mit (1), (2) und (3) folgt

fiir alle € > 0, also 07 < 0s.

93 § 91:
Es sei

Fir o > 1 setzen wir

Partielle Summation ergibt fiir o > 1

,C/(S) — ZA(n)n_s = /@D(:U)x_s_ldx
1

und damit ~
¢(s) 1 / o1
F(s) = — 22 - — )z - .
0 = G = W) e = G)
1
Aus der Abschétzung (4) folgt nun, daff die Folge

N

Gn(s) = /(w(ac) —x)z 5 dx

1

in der Ebene ¢ > 6; kompakt gegen G(s) konvergiert. Damit ist G(s) holomorph fiir o > 6;. Damit

besitzt auch F(s) keinen Pol fiir o > 61, d.h. {(s) # 0 fiir o > 6;, woraus 03 < 6; folgt.
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Kapitel 3

Weylsche Exponentialsummen

3.1 Gleichverteilung und Exponentialsummen

Wir haben in Kapitel 1 gesehen, dafl die Gleichverteilung von Folgen auf Gruppen eng mit den
Charaktergruppen dieser Gruppen verkniipft ist. In diesem Kapitel betrachten wir endliche Folgen
auf der Kreisgruppe G = (C*,-) und Summen iiber ihre Charaktere e,: C* — C*, e(a) — e(na)
mit n € Z. Die Gleichverteilung wurde in Abschnitt 1.3 nur qualitativ iiber eine Grenzwertbeziehung
definiert. Hier wollen wir ein Maf fiir die Giite der Gleichverteilung erhalten. Ein solches Maf ist die
Diskrepanz.

Definition 3.1.1. Es sei & = (x1,...,zy) eine endliche Folge mit x; € [0,1] mit 1 < i < N. Fiir
0<a<pB<1lsei Na,f)={n: 1<n<N:x, € [a,p)} Unter der Diskrepanz Dy der Folge ¥
versteht man

N(a,B)

0<a<p<1

Die Folge (x1,...,zy) ist von der Gleichverteilung maximal entfernt, wenn z; = xo = ... = zy ist.
Der néchste Satz zeigt, dafl genau in diesem Fall die Diskrepanz ihren maximalen Wert annimmt.

Satz 3.1.1. Es ist 0 < Dy < 1, und es ist genau dann Dy = 1, wenn e(x1) = e(x2) = ... = e(xy)
15t.

Beweis. Es ist 0 < w <1 fiir 0 < S — «a < 1. Daraus folgt die erste Behauptung.

Es ist Dy =1 in einem der folgenden Félle.

Fall 1:

Fiir alle € > 0 existiert (o, 8) mit 0 < a < <1, s0 dal N(«a,5) =0 und 5 —« > 1 —e. Dies ist nur
moglich, wenn x1,za,...,zy € {0,1} ist.

Fall 2:

Fiir alle € > 0 existiert («, 8) mit N(a, 3) = N und  — « < €. Dies ist nur moglich, wenn x; = x9 =
... =any gilt. O

Es erweist sich als niitzlich, noch einen zweiten Diskrepanzbegriff einzufiihren.

Definition 3.1.2. Unter der Sterndiskrepanz D}, der Folge & = (z1,...,zn) versteht man den
Ausdruck N(O
Dy = Dy (%) = sup (’a)—a‘.
0<a<i| N
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Satz 3.1.2. Zwischen Diskrepanz Dy und Sterndiskrepanz D7y, bestehen die Ungleichungen

D% < Dy < 2D%.

Beweis. Die erste Ungleichung folgt unmittelbar aus den Definitionen 3.1.1 und 3.1.2.
Es ist N(«, ) = N(0,8) — N(0,«) fiir 0 < a < 8 <1 und deshalb

Die zweite Ungleichung folgt durch Bildung des Supremums. 0

Es bestehen Beziehungen zwischen Diskrepanz und numerischer Integration. Diese ist vor allem bei
mehrdimensionalen Integralen auch von praktischer Bedeutung.

In einer Dimension stellt sich das Problem wie folgt dar:

Es sei f: [0,1] — R integrierbar und & = (z1,...,zx) mit z; € [0,1].

Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Diskrepanz von Z und der Giite der Approximation

1 1 X
t) dt durch das Mittel — n)?
von/0 f(t) urch das Mitte Nz_:lf(x )

n=
Wir beschrénken uns bei der Diskussion der Einfachheit halber auf stetig differenzierbare Funktionen.
Das Ergebnis kann auf Funktionen mit beschréankter Variation verallgemeinert werden. Wir haben
die Ungleichung von Koksma fiir den Spezialfall stetig differenzierbarer Funktionen:

Satz 3.1.3. Es sei f:[0,1] — R stetig differenzierbar, und & = (x1,...,2y5) € [0,1]Y habe die
Sterndiskrepanz Dy. Dann gilt

1 N 1 * 1 !
N ) - /0 7(t) dt| < Dy /0 7)) d.

Beweis. Wir setzen g = 0 und xy11 = 1 und kénnen annehmen, dafl 0 = 29 < z; < ... <zy <
n4+1 = 1 ist. Wir zeigen zunéchst

L3 sto - [ = é [ =) roa )

n=1
Es ist
N Tn+1 1 N
Z/ (t_ %) Fyd = /0 tf(¢) dt — Z% (f(@n+1) = fl2n))
n—0"%n n=0
1 1 Nl
o5, WOl — [ F0di+ 5 Y7 flawn) = 1)
n=0
1 & L
- — n) — dt, also (1
N;f(w ) ; f(t)dt, also (1)
Fir z, <t < 241 haben wir
‘t—%‘gmax{xn % s [Tn+1 ]:L]‘} (2)




. N
Es ist Dy = supg<a<i ‘% -

Indem wir @ = x,, + € mit € > 0 beliebig klein setzen, erhalten wir aus (2)
n
t- | =i
‘ NI=7H
fiir alle t € (zp, xpy1). Die Behauptung folgt aus (1). O

Als Spezialfall der Ungleichung von Koksma (Satz 3.1.3) ergibt sich die Abschitzung von Exponen-
N

tialsummen der Form Z e(hxy) durch die Diskrepanz der Folge & = (z1,...,2n).

n=1

Satz 3.1.4. Fir h € Z\{0} ist

N
‘Ze(hxn) < 47 N|h|Dy.
n=1

Beweis. Wir wenden Satz 3.1.3 fiir f(t) = R(e(ht)) = cos(2wht) und f(t) = S(e(ht)) = sin(27wht) an.
Wir erhalten

1 oo 1 1
NZCOS(QWha:n)— / cos(2mht) dt| < 2m|h| / | sin(2mht)| dtN D
n=1 0 0

und mit Satz 3.1.2

N
> cos(2mhay)| < 27N |h| Dy, (1)
n=1

Ahnlich folgt
N
> sin(2wha,)| < 2wN|h|Dy. (2)
n=1

Aus (1) und (2) folgt die Behauptung. O

Fiir eine geniigend kleine Diskrepanz der Folge & erhélt man also eine Abschéitzung, die besser ist
als die (aus der Dreiecksungleichung folgende) triviale Abschitzung

N

Z e(hxy)

n=1

< N.

Umgekehrt kann nun auch die Diskrepanz der Folge & durch Exponentialsummen abgeschéitzt wer-
den. Wir haben die Ungleichung von Erdos- Turan:
Fiir jedes m € N gilt:

Wir beweisen nur eine einfache Version:

Satz 3.1.5. Es gibt eine absolute Konstante C > 0, so daf$ fir alle m € N gilt:

Beweis. Ubungsaufgabe ]



3.2 Weylsche Exponentialsummen

Definition 3.2.1. Eine weylsche Exponentialumme oder trigonometrische Summe ist eine Summe

der Form
> elf(n). (%)

a<n<b

Definition 3.2.2. Fiir z € R schreiben wir z = [z] + {z} mit [z] € Z und {z} € [0,1) und nennen
{z} den gebrochenen Teil von z. Offenbar hingt e(f(n)) nur vom gebrochenen Teil {f(n)} ab.

Nach der Ungleichung von Koksma bewirken gute Gleichverteilungseigenschaften der Folge { f(n) }a<n<b,

d.h. kleine Diskrepanzen, eine kleine obere Schranke von Z e(f(n)). Die Qualitit der Schranke

a<n<b
wird deutlich, wenn man sie mit der trivialen Abschitzung

S e(f(n) <b—a

a<n<b

vergleicht.

Umgekehrt haben nach der Erdos- Turan- Ungleichung gute obere Schranken fiir die Weylsche Ex-
ponentialsumme Z e(hf(n)) mit |h| < m und h # 0 fiir moglichst groe Werte von m gute

a<n<b
Gleichverteilungseigenschaften von {f(n)} zur Folge.

3.3 Exponentialsummen in Polynomen, Weylschritte

Eine der Ideen von Weyl war es, die Funktion f(n) in der Exponentialsumme durch ein Taylorpolynom
geniigend hoher Ordnung zu approximieren. Damit kann das Problem der Abschitzung von

> elfn)
a<n<b

auf den Fall zuriickgefiihrt werden, dal f(n) ein Polynom ist. Sind die Zahlen e, durch

[e%s) b—a , f(k)(a) .
2. e(f(a+m)):Ze”zmue<f(a)m+'“+ k! m)
0<m<b—a v=0 m=1 !

gegeben, und ist e, fiir v > 1 geniigend klein, so kann die Abschéitzung der Exponentialsumme mittels
partieller Summation auf die Abschéitzung von Summen

> e(P(m))

m=1

mit dem Taylorpolynom
(k)
fa)
k!
zuriickgefiihrt werden. Wir werden im folgenden Weyls Methode zur Abschéitzung von Exponential-
summen der Form

Py(m) = fllaym + -+ +



mit einem Polynom P beschreiben. Die Idee ist, die Abschitzung von

m

> eB(D)

=1

mit einem Polynom k-ten Grades Py(l) = aplf + ap_11F"1 + ... + o durch einen sogenannten
Weylschritt auf die Abschétzung von Summen der Form

m

S e(Pia (1))

=1

mit einem Polynom (k — 1)-ten Grades zuriickzufithren. Nach (k — 1) Schritten gelangt man schlief3-
lich zu einem linearen Polynom. Die zugehorigen Exponentialsummen sind endliche geometrische
Reihen, deren Wert explizit bekannt ist. Formal wird der Beweis durch Induktion nach dem Grad
des Polynoms gefiihrt. Die Qualitit der Abschéitzung hingt entscheidend von Diophantischen Ap-
proximationseigenschaften der Koeffizienten a; von Py(x) = apz® + ap_12" 1+ . 4 ag ab.

Es gibt verschiedene Arten, die Giite einer Diophantischen Approximation einer reellen Zahl o durch
eine rationale Zahl % zu messen. Jedoch kann folgende Feststellung gemacht werden: von zwei Ap-
proximationen % und Z—; (mit p;, q; jeweils teilerfremd) einer Zahl « ist, falls die Differenzen | — %

und | — %| etwa gleich grof sind, diejenige besser, fiir die der Nenner ¢; deutlich kleiner ist.

Beispiel 3.3.1. Es ist m = 3,14159265. . ., und aus dieser Dezimalbruchentwicklung erhilt man die
Approximation

p1 3141592
@1 1000000
mit Differenz ‘77 — p—i ~ 6-10~7. Eine wesentlich bessere (weil einfachere) Approximation ist jedoch
gegeben durch
p2 355
¢ 113

mit |7 — 2|~ 6-107".
a2

Die reellen Zahlen, die die besten Diophantischen Approximationen gestatten, sind die ganzen Zah-
len. Eine ganze Zahl p € Z besitzt die Diophantische Approximation % mit ¢ =1 und p— 7= 0, d.h.

Nenner und Differenz sind kleinstméglich. Es sind jedoch gerade Polynome Py (z) = agz® + -+ + ag
mit ganzen Koeffizienten «;, also Koeffizienten mit bestmdoglichen Diophantischen Approximations-
eigenschaften, fiir die die triviale Abschitzung die richtige Grofle liefert: Ist oy € Z, 1 < i < k, so ist
auch P(n) € Z und damit e(P(n)) = 1 fiir alle n € Z. In der Exponentialsumme

> e(P(n)

a<n<b

sind also die Terme e(P(n)) von der Gleichverteilung auf dem Einheitskreis maximal weit entfernt,

und es ist
Y e(Pn) = > 1=b—a.

a<n<b a<n<b

Wir beginnen mit den linearen Polynomen:
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Lemma 3.3.1. Es sei p € R und A € R\Z. Ist

b

51 = Z e(An+p),

n=a+1

so gilt
151 < S —
U= Tsin(rN)]

Beweis. Nach der Summenformel fiir die endliche geometrische Reihe ist

1S1] =

ll—e«b—aﬂw 2 1

T—e | = Je) e [N

O

Bemerkung 3.3.1. Diese Abschéitzung ist nur gut, d.h. wesentlich besser als die triviale Abschitzung
|S1] < b — a, falls | sin(m\)| wesentlich grofer als (b — a)~! ist, was wegen
sin(7A)

lim =7
A—0 A

bedeutet, daf ||\|| wesentlich groBer als (b — a)~! ist.

Wir wenden uns nun dem allgemeinen Fall zu: Durch wiederholte Anwendung von Differenzenopera-
toren wird das Polynom P(n) durch Polynome kleineren Grades ersetzt:

Definition 3.3.1. Die Funktion f sei auf einer Teilmenge von R definiert, und es sei d € R. Wir
setzen Ay(f)(z) = f(x+d) — f(z) fir alle z,d € R, fiir welche die rechte Seite definiert ist. Fiir
[ > 2 ist der iterierte Differenzenoperator Ay, 4, ... 4, rekursiv durch

Dby, (@) = Agy (Ad_y,.a0(f)) (2)
gegeben.
Beispiel 3.3.2. Es ist
Agy iy (F)(@) = Agy (Ag,(f)) (x) = Ag, () (@ + d2) — Ag, (f) ()
= fle+do+d1)— flx+do) — f(x+d1)+ f(z).

Lemma 3.3.2. Es seien N1, No und N natiirliche Zahlen, so daff N1 < No und 0 < No — N1 < N
ist. Es sei f(n) eine reellwertige zahlentheoretische Funktion und

No

Dann st

IS(NHIF = D Sa(f) mit Sa(f) = D e(Aa(f)(n)) |

ld<N nel(d)

wobei 1(d) ein Intervall von aufeinander folgenden Zahlen ist, das in [Ny + 1, Na] liegt.
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Beweis. Fiir irgendeine Zahl d sei I(d) = [N; + 1 —d, Na — d] N [Ny + 1, Na]. Wir erhalten

No No
IS(HF = S-S =1| D efm)|-[ D el=f(n)
m=Ni1+1 n=N1+1
Na N2 No—n
= > > elfm) Z Y. e(f(n+d) —f(n)
n—N1+1 m=N1+1 n= N1+1 d=N1+1-n
No—n —N;—1
= Z > e(Aa(f)n) = Z Z
n=N1+1 d=N1+1-n d=—(N2—N1—1) nel(d
= > ) e(AaHm) =D Salf
|dI<N nel(d) <N

O

Lemma 3.3.3. FEs seien N1, No € N und | eine ganze Zahl, so daff I > 1, Ny < No und 0 <
Ny — N1 < N ist. Es sei f(n) eine reellwertige zahlentheoretische Funktion und

No+1
S(f) = > elf(n).
n=N1+1
Dann ist l
|()|2<(2N+12“Z Y Sqan(f
|di|<N |di|<N
mit

Stretr(F) = Y e(Baa())0))

ne[(dl7...,d1)

wobei I(dy,...,dy) ein Intervall von aufeinander folgenden Zahlen ist, das in [N1 + 1, Na| liegt.

Beweis. Der Beweis wird durch Induktion nach [ gefithrt. Der Fall [ = 1 ist gerade Lemma 3.3.2. Wir
nehmen an, die Behauptung sei fiir [ > 1 schon bewiesen. Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
folgt

2

SOP™ = (ISP) < [@v+ Y Y ISy a0

ldi|<N ldi| <N

2
= (2N) 2l+1—2l 2 ( Z Z |Sdl, d )

|di1|<N |di|<N
< NN Y Y (Sa (NP
|di|<N |di|<N

mit
Sa.a(f) = Y e(Baa(f)n)

nE[(dl,...,d1)

Nach Lemma 3.3.2 gibt es fiir jedes [-Tupel (dj,...,d;) ein Intervall

I(dpy1,dy, ... dy) C I(dy,. .., di) © [Ni+1,Noj
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mit

2
’Sdz,---7d1 (f)|2 = Z e (Adz,---7d1(f)(n)) = Z Z € (Adl+17dl7---7d1 (f)(n))
’I’LEI(dl,...,dl) |dl+1|§N ne](dl+17dl7---7d1)
= Z Sdl+1,dl,~n,dl (f)
|di1|<N
und damit l l
1 1
[SHPFT < @N+DPTEDTENT YT Sa i (F) -
|di|<N ldit1|<N
Damit ist Lemma 3.3.3 bewiesen. ]

Wir wollen Lemma 3.3.3 nun auf f(z) = P(z) mit Py(z) = ogz® + ag_12 " + - -+ + ag anwenden.

Lemma 3.3.4. Es sei k € N und k > 2, sowie P(z) = apz® + ag_12" 1 + - + o mit a; € R und
di,do,...,dg_1 € Z. Dann gibt es ein B € R mit

Adk71,dk72,...,d1 (Pk)<1') = dy--dp_1 - k! apr + 5.

Beweis. Nach dem binomischen Lehrsatz ist
Py(x+dy) = apx”® + dikog® ™ + a2+ Qi—2(x)
mit einem Polynom Q_2(z) vom Grad héchstens k — 2. Also ist
Ay (P)(z) = dikaga®™ ' + Ry_o(z) , deg(Rp—2) <k—2.
Durch vollstéindige Induktion beweist man mit dieser Uberlegung leicht fiir [ < k
Agyoiy (Pe)(@) = k(k—1)--(k=1+1) - didj—y---d1 - aga™ " + Rp_y_q.
Diese Aussage liefert fiir ] = kK — 1 und Ry = § das Ergebnis. 0
Satz 3.3.1. Es sei Py(x) = apt® +og_F 1+ o mit ; € R, k> 2 und K = 281, Es
sei S =Y e(Px(n)), wobei n tber ein Intervall von hichstens N aufeinanderfolgenden Zahlen lduft.

Dann gilt

ISIF < 23K . NE-L 93K NE—k. Z min (N, |sin(ray, - k! dy - de—1)| 7).
1<dy,..dg 1 <N

Beweis. Wir wenden Lemma 3.3.3 mit [ = k£ — 1 an, und erhalten mit Lemma 3.3.4

S < (@N + 1)K+ 5, W
mit
EO = Z v Z Sdk—lyw:dl (Pk) )
|di|<N  |dg—1|<N
und

Sdyrynds (Pr) = Z e (Ady_y,..a,(Pe)(n))
ne](dk,h.“,dl)
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wobei die I(dg_1,...,d;) Intervalle von Léinge hochstens N sind. Wir spalten diese Summe auf:
Yo = %1 + %y, (2)

In ¥; summieren wir iiber alle (k — 1)-Tupel (dg_1,...,d1), fiir die alle d; # 0 sind, in X iiber die
verbleibenden Tupel. Wir haben nach Lemma 3.3.4:

Adk—lydk—27---7d1 (P/f)(m) =dy-dp—1 -k -ogxr+ B
und nach Lemma 3.3.1
|Sdk,1,...,d1 (Pk)‘ < min (N, | sin(ﬂak Kk -dy - dk_l)rl)

In der Abbildung ® : (dy_1,...,d1) — (|dx_1],...,|d1]) hat jedes Bild die 2~! paarweise verschie-
denen Urbilder (£|dg_1],...,=%|d1]), daher gilt

3 < 2kt Z min (N, |sin(ray - k!-dy - dk,l)\*l) . (3)
1<dy,....dj_1 <N

Die Anzahl der (dy_1,...,d;) die mindestens eine Null enthalten, ist hochstens (k — 1) - (2N +1)k=2,
Dabher gilt

] < (k—1)- (2N +1)F2.N.
Aus (1), (2) und (3) folgt

ISIE < N+ DE*k-1)@2N 4+ 12N

+ NIRRTy min (N [sin(may - KL dy - diea)[ )
1<dy,....dx 1 <N

Die Behauptung folgt, wenn wir noch die Ungleichung |k — 1| < 2¥~! benutzen. O

Satz 3.3.1 ist zentral in der Behandlung von Weylschen Exponentialsummen nach Weyl, Hardy und
Littlewood. Da die Schranke entscheidend von der Diophantischen Natur des héchsten Koeffizienten
ay; abhéngt, kommen in den wichtigsten Anwendungen nicht ein festes Polynom, sondern (oft unend-
liche) Mengen von Polynomen vor. Es ist dann sicherzustellen, daf} fiir die meisten dieser Polynome
der hochste Koeffizient oy, giinstige Eigenschaften hat, d.h. dafl es nicht zu viele ganze Zahlen n gibt,
fiir die ||nag|| klein ist. Eine Methode dies sicherzustellen besteht darin, eine rationale Approximation
der Form

a

ap——| <

E (+)

q

vorauszusetzen, in welcher der Nenner ¢ die passende Groflenordnung besitzt. Die Verteilung der
gebrochenen Teile {noy } dhnelt dann stark der Verteilung der {%*}, die mit der Theorie der linearen
Kongruenzen studiert werden kann. Daraus kann dann die so genannte Weylsche Ungleichung gefol-
gert werden.

Zunichst wollen wir uns einen Uberblick iiber die Diophantischen Approximationen der Form ()
verschaffen. Dies ist der Inhalt des Dirichletschen Approximationssatzes.
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3.4 Der Dirichletsche Approximationssatz

Satz 3.4.1 (Dirichletscher Approximationssatz). Es sei N € N und o € R. Dann gibt es a € Z und
geNmitl<q<N, so daf

Beweis. Jeder der gebrochenen Teile {0}, {a}, {2a},...,{Na} liegt in einem der N Teilintervalle

[%, %] fir 0 < k < N — 1. Nach dem Schubfachprinzip miissen mindestens zwei von ihnen, etwa
{mia} und {maa} mit m; < ma, im selben Teilintervall liegen. Daher gilt
1
{mea} —{mia} | < +
und somit
(mg —m1) - a = [maa] = [mia] + {maa} — {mia} . (1)

Wir setzen ¢ = mg — my und a = [mea] — [mial. Wegen 0 < m; < N folgt 1 < g < N. Weiter folgt
aus (1)
_ [maa] — [mia] _ {maa} — {mia}  also
mo — My mo —my

o — —

a ‘ 1
q

Satz 3.4.2. Ist « irrational, so gibt es unendlich viele rationale Zahlen %, so dafs

1
PE

a——| <

gilt.

Bewetis. Wir konstruieren eine unendliche Folge von rationalen Zahlen (%) mit a; € Z und ¢; € N,

so daf3

a; 1
A 1
‘ gl ~ 4 @
und
_ i ~ %) vieN. 2)
qi+1 i
Aus (2) folgt dann, dafl die ' paarweise verschieden sind. Die Konstruktion verlduft rekursiv: wir
setzen ¢ = 1 und a; = [«], dann ist offenbar (1) erfiillt. Es seien %, e 3—: bereits derart konstruiert,
dafl (1) und (2) gilt. Wir wihlen N,, € N, so daf}
Qan, 1
a——| > —. 3
dn Ny ( )

Nach Satz 3.4.1 gibt es eine rationale Zahl ‘;Z—E mit apy1 € Z, gn+1 € Nund 1 < g1 < Ny, so dafl

a 1
'a _ Yni1 < 7 ( 4)
In+1 Gn+1 - Ny
also insbesondere .
a
‘a _ n+1 5
n+1 dpi1
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Aus (3) und (4) folgt tiberdies

‘a _ On+41
dn+1

3.5 Die Teilerfunktion

Wir wollen zunachst die Summe aus Satz 3.3.1

Z min (N,\sin(wak - k! -dl---dk_1)|_1)
1<dy,...,dp—1<N

durch eine einfachere Summe von der Form

Z min (N, Il - nH_l)

n<M

ersetzen. Dies geschieht dadurch, daf alle (k—1)-Tupel (d1, ..., dg_1), fiir die das Produkt dy - - - dg_1
einen festen Wert n annimmt, zusammengefafit werden. Es geht also zunéchst darum, die Anzahl der
Darstellungen der Form d; - - -dp_1 = n fir 1 <d; < N, d.h. die Teilerfunktion abzuschétzen:

Definition 3.5.1. Die Teilerfunktion 7(n) ist definiert als die Anzahl der positiven Teiler von n:

r(n) = H (di,do) | duds =1, di,dy € N }‘ .

Die verallgemeinerte Teilerfunktion definieren wir fiir £ € N durch

Tk<n) = ‘{ (dl,...,dk)‘dl”-dk:n,dl,...,deN }) .

Es ist also 7(n) = m2(n). In diesem Abschnitt sei die Primfaktorzerlegung von n stets n = pi* - - - p27.
Der Wert 74(n) hidngt dann nur von den Exponenten «; ab.

Lemma 3.5.1. Die Funktion 1i(n) ist multiplikativ. Fir Primzahlpotenzen gilt
oy (atk—1

Beweis. Jeder Zerlegung n = dj - - - di, entspricht das r-Tupel von Zerlegungen
p;’ = 99T (di,p;’) - -+ - g9T(dg,p;’) , 1<j<r.
Die Zuordnung ist bijektiv, daher gilt mit
Th(n) = (i) - o TR(pET)

die Multiplikativitét. Der Wert 7 (p®) ist gleich der Anzahl der Produktzerlegungen

« ay

b =D

..pak , a1+...+ak:a’

d.h. gleicht der Anzahl der Darstellungen von « als Summe von k nichtnegativen Summanden. Die
Folgen (ay,...,ax) entsprechen umkehrbar eindeutig den Folgen (f1,. .., Sx—1) mit

1< < - < Pr1 S a+k—1,
wobei die Bijektion durch
Bj = (a1 +1) 4+ (o +1)

gegeben ist. Deren Anzahl ist gerade (ajifl) O
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Lemma 3.5.2. Es seic >0 und k € N, dann ist 7,(n) = O (n°).

Bemerkung 3.5.1. Wir machen durch die Indizes k,e deutlich, dafl die im O-Symbol implizit
vorhandene Konstante auch von k und e abhéngen darf. Der O-Ausdruck ist stets fiir n — oo zu
lesen. Bei komplizierten Ausdriicken benutzen wir anstelle des O-Symbols auch das Symbol < bzw.
<<k,s-

Beweis von Lemma 3.5.2. Wir beweisen die Behauptung zunéchst fiir £ = 2: nach Lemma 3.5.1 ist
7(n) = (aq +1) - (ar + 1), deshalb ist

7(n) a1 +1 ar +1
= cop ey

ne Py br
Fiir p, < 2% haben wir

as+1<as+1< ag+ 1 < 2 7
pst T 28 T eaglog(2) T elog(2)

und fiir ps > 2% ist
aj +1 < 2

pjec; — elogp;

< <doZ<z>>2§ |

Damit ist der Fall £ = 2 bewiesen. Fiir den allgemeinen Fall fithren wir eine Induktion nach k: aus
der Darstellung n = (dy - - - di—1) - dj, ergibt sich die Rekursion

T(n) = Y T (ﬁ) <Y mea(n) = T(n)ma(n).

di|n di|n

Dabher ist

3.6 Die Weylsche Ungleichung

Lemma 3.6.1. Esseik>1, K = 2k=1 ynd ¢ > 0. Es sei Py(z) = arpzk 4+ -+ ap mit a; € R. Wir
setzen

N
S =Y e(Pin))

n=1
dann gilt
kINE—L
Ei k<<€ NE=L 4 NE—kte z:l min (N, |may||™") .
m=

Beweis. Wir verwenden die Abschétzung
lsin (ragkldy - dy—1)| " = O (|lagk!ds - dy—1||7")

und sammeln fiir 1 < n < EIN* alle (k — 1)-Tupel (dy,...,dy_1), fiir die k!d; ---dy_; = n ist. Nach
Lemma 3.5.2 gibt es O, .(N¢) solche (k — 1)-Tupel, daraus folgt die Behauptung. O
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Wir gehen nun daran, die Summe in Lemma 3.6.1 abzuschétzen:
Lemma 3.6.2. Es sei a« € R, ¢ > 1 und (a,q) = 1, sowie

1
Q-

IN

Dann gilt fiir U,n € R die Abschdtzung

> min<n,||a1k”> < <q+U+n+T>~(1+log(q))~

1<k<U

Beweis. Es sei o = 2 + % mit [#] < 1. Wir unterteilen das Intervall [1,U] in hochstens (% +1)

Teilintervalle [} := [U, U;41] der Linge < g. Fiir ein festes [ schitzen wir die Teilsumme
min
= 2o (o)

ab. Fiir m € N ist daher
ermnkang’;}‘ < 10m. (1)

Wir zerlegen

min = X1+ X2, (2)
Z < " kH)

wobei in ¥; ; tiber alle £ € I; mit min(n, W) = n summiert wird, und in ¥; 5 iiber alle k € I; mit

. 1
mm(n?”TkH) W Es gilt
1 1
min(n,—| =n & |ok] < - = L.41.
||kl n n
Die Anzahl dieser Terme ist < I + 1 nach (1). Damit ist
Y1 < qg+n. (3)
Fir 0 <s < }gggqg gibt es < 2° Werte k € I; mit ||ka|| < 2°¢~! wegen (1). Der Beitrag zur Summe
Y2 ist < 52— = ¢. Summation {iber 0 < s < 1Og§q§ ergibt
Y2 < q-(log(g) +1). (4)

Aus (2), (3) und (4) erhalten wir
¥ < (g+n)-(log(g) +1).

Summation iiber [ ergibt

> min(n,HklaH> < (q+n)-<g+1>-(log(q)+1) = <q+U+n+T>-(1+log(q)),

1<k<U

und damit die Behauptung von Lemma 3.6.2. O
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Satz 3.6.1 (Weylsche Ungleichung). Es sei Py(x) = apz® +--- + ag mit a; € R und k > 1, sowie

N

S =Y e(Bn) |

n=1

< 1
ap——| < —=.
pE

Es sei K =251 und e > 0, dann ist

1
S < Nite. (N*1+q*1+N*’“q>K .
€

Beweis. Da |S| < N ist folgt das Ergebnis sofort, falls ¢ > N* ist. Wir kénnen daher 1 < ¢ < N*
annehmen, und damit log(q) < log(N) < N*. Nach Lemma 3.6.1 ist

EINk—1
B k<< NE=L 4 NE—kte Z min (N, [[mayg|| 1) .
o m=1
Nach Lemma 3.6.2 ist
kINk—1 k"Nk
Z min (N, ||mak\|_1) < (q +EINFL L N4 = ) - (1+log(q))
m=1
Nk
< <q + Nk q) log(N) < NF. (qN’k + N4 q*l) - N°.
Dabher ist

I < NRT g NI (qN_k—I—N_l—l—q_l) < Ni+e. (qN_k+N_1+q_1> .
,€

3.7 Exponentialintegrale

Definition 3.7.1. Unter einem Exponentialintegral versteht man ein Integral der Form

b

/ g(0)e(f(x))de

a

wobei f und g auf dem Intervall [a, b] stetig-differenzierbar sind.

Der einfachste Fall ist wiederum der, in dem f ein lineares Polynom und g(x) = 1 konstant ist. Hier
148t sich das Integral direkt auswerten. Dieser Fall liefert auch die Grundidee fiir die Behandlung des
allgemeinen Falls. Es sei also f(z) = Az + Ag mit A\g, A1 € R und Ay # 0, dann ist

1

/e(f(x))dx = (e(AM1b+ Xo) —e(A1a+ Ao)) - (3.1)
i

Insbesondere ist



wobei m eine untere Schranke fiir die Gréfle der Ableitung |f'(x)] ist: |f'(z)| > m := A1. Die Grofle
der Ableitung f’(z) mifit die Schnelligkeit der Oszillation des Integranden e(f(x)). Die Funktion
e(A1x + A\g) hat die Periode ﬁ = f?& Ik Schnelle Oszillation des Integranden bewirkt einen kleinen
Wert des Exponentialintegrals

[etr@yis.

a
Diese Beobachtung gilt auch fiir allgemeinere Situationen:

Lemma 3.7.1. Es seia < bund f,g: [a,b] — R stetig-differenzierbar auf [a,b]. Es sei 9@) 1 onoton

F(@)
auf [a,b] und ’];,((f)) >m >0, dann gilt
y 6
[o@etranas < . (1)
m
Beweis. Wir behandeln (1) zunéchst fiir den Spezialfall f(z) = = und schétzen
b
/g(:ﬂ)e(az)dm
mit g monoton und stetig-differenzierbar ab. Partielle Integration ergibt
b b b x o
[owreias = g0 | [e@ds | = [¢@) | [etwan | ds < 290) + 2@ +190)) <
(2)
Im allgemeinen Fall substituieren wir u = f(x) und definieren «, 8 durch f(a) = « und f(b) = . Es

sei f~!(u) die Umkehrfunktion von f. Wegen

df 1 (u) 1

du  f'(f(u))

erhalten wir aus (2)

b s B
Jo@etrnts = [ew G Dau < 2

O]

Als néichstes betrachten wir die Moglichkeit, daf die Ableitung f/(z) im Exponentialintegral in einem
Punkt ¢ des Integrationsbereichs verschwindet: f’(¢) = 0. Man sagt dann auch: e(f(x)) besitzt in
x = c eine stationéire Phase. Grob gesagt ist ¢ ein Punkt, in dessen unmittelbarer Umgebung e(f(z))
nicht oszilliert.

Lemma 3.7.2. Es seia < b und g : [a,b] — R stetig differenzierbar sowie f : [a,b] — R zweimal
stetig-differenzierbar. Auf [a,b] sei f'(x) # 0, % monoton und |g(z)| < M sowie |f"(x)| > r. Dann
18t

12M

N

b
/ g(e)el () dz
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Beweis. Wegen e(—f(x)) = e(f(x)) geniigt es, sich auf den Fall f”(z) > r > 0 zu beschrinken. Dann
ist f’(x) auf [a,b] monoton wachsend. Es gibt dann hochstens einen Punkt ¢ € [a, b] mit f'(¢) = 0. In
diesem Fall setzen wir ¢y = c. Falls f/(x) > 0 ist fiir alle 2 € [a, b] setzen wir ¢y = a, falls f/(x) < 0 fiir
alle x € [a, b] ist setzen wir ¢ = b. Fiir 6 > 0 sei ¢1(d) = max(a, cy — §) sowie c2(0) = min(b, ¢y + 9).
Wir zerlegen das Exponentialintegral zu

b

/ g(@elf@)dr = L+ I+ Is

a

mit c1(6) c2(9) b
L - / g@)e(f@))dr | I = / g(@e(f(@))dz , Ty = / g(@)e(f (z))dz
a c1(9) ca(9)

und bestimmen 0 > 0 spéter. In I; und I3 oszilliert e(f(z)) stark, in Iy bzw. der Umgebung der
stationdren Phase dagegen schwach. Ist ¢;(0) = a, so ist I; = 0. Andernfalls ist fiir x € [a, ¢1 ()]

|f'(z)] > /|f”(x)|dx >60-r.
c—0

Nach Lemma 3.7.1 ist dann |[;| < %. Eine analoge Abschitzung ergibt |I3] < %. Schlieflich wird
I, trivial abgeschitzt: |I5| < 20 M. Insgesamt erhalten wir

b
/g(w)e(f(w))dx < % + 20M .

a

A

Wir wihlen ¢ so, dafl beide Terme gleich grof} sind:

Dafiir erhalten wir

3.8 Die Methode von van der Corput

Wir kommen nun zum zentralen Satz, der Exponentialsummen mit Summen iiber Exponentialinte-
grale vergleicht. Wegen wichtiger Anwendungen wollen wir etwas allgemeinere Summen der Form

> gm)e(f(n)
a<n<b

betrachten, in denen ¢ eine stetig-differenzierbare Funktion ist. Die Grundidee des Beweises ist die
Anwendung der Poissonschen Summenformel

D ®(n) = ) o(n)

nez neL

64



mit der Fouriertransformierten

von ® auf die Funktion
<
D(u) = { gwe(f(u), falls a<u<b
0, sonst.

Diese Funktion erfiillt nicht die Bedingung der zweifachen stetigen Differenzierbarkeit in Satz 2.7.4.
Daher kann Satz 2.7.4 nicht direkt angewendet werden.

Satz 3.8.1. Es seia < b und [ : [a,b] — R stetig-differenzierbar mit monotoner Ableitung f'(x).

g: la,b] = R sei positiv, monoton fallend und stetig-differenzierbar, so daff |g'(x)| monoton fallend
ist. Ist a = f'(b) und B = f'(a), so gilt

b

Yo ge(fm) = /M@dﬂ@—wﬂmF%OQW%bﬂﬂ—a+%)+0mﬂ®D(U

a<n<b a—n<v<B+n 7,
mit einer beliebigen Konstanten 0 < n < 1.

Bemerkung 3.8.1. Die Summationsbedingung o« —n < v < 3+ 7 besagt, daf die stationére Phase

des Integrals
b

/ g(@)e(f(z) — va)da

ins Innere des Intervalls (a, b) fillt (oder nicht weit davon entfernt ist):

d flxy)—ve,) =0 & 3Fz,€(a,b): fllay)=v & a=fb)<v<f(la)=p8

Jz, € (a,b) : %(

da f’ stetig und monoton fallend ist.
Beweis von Satz 3.8.1. Wir kénnen §—« > 10 annehmen, zudem ist ohne Einschriankung a = my +%

und b = my + 1 fiir my, mo € Z. Es sei némlich (a, b) das groBte in (a,b) enthaltene Teilintervall von
der Form (mq + £, mo + 1): wegen

S efH-v) < (B-a+2)+

a—n<v<pB+n Ht”
dndert sich die rechte Seite von (1) hochstens um
(B—a+2)71 3
1
O | g(a)- / (B—a+2)dt + / Zdt = O(g(a)-log(B —a+2)) .
0 (B—a+2)~1

Die linke Seite von (1) dndert sich um O(g(a)). Indem wir f(x) gegebenenfalls durch h(z) = f(z)—kx
fiir k € Z ersetzen, konnen wir zudem annehmen, dafi n — 1 < a < 7 ist. Wie in Abschnitt 2.7 sind
Dirichletkern D,, und Fejérkern F;, durch

N N

Dn() = 3 elka) , Fy(a) = le S Difa).

k=—N +1 k=—N
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gegeben. Nach Satz 2.7.4 gilt fiir & : R — C stetig

n—&-%
lim [ ®()Fx(t)dt = ®(n) (2)

N—o0

1
n—s

E..[. alle n & Z ES iSt klaI, daB (2) auch SCh()ll glll7 wenn (‘D au [Tl — l’ n 1] 1 1 ) W]
(2) an mit € f

0, sonst.

und erhalten

1 N kb
3 selio) = gy 33 / g(1)e( (1) — wi)d 3)
Es sei I = (a — 1, B + ). Wir schiitzen die Summe
k b
> [aoetso) - vy
vel @
ab. Wir haben
b
Jottrertey = vyt = o (1) - 2w) ()

mit
1 d g t
hw) = [ OO~ d R = [SEO e (s - vy
Wegen e(va) = e(vb) = (—1)” und der Monotonie von f’(z) — v haben wir fiir v ¢ I

h) = [gu)W]iZg@)e(f(t)ut)jt(ﬂ;) a

_ (_1)u+1 (_1)u+1 1 1
= () - 5y g(a) + O | g(a) o v 5 )
Wir teilen die Summe
k
Z Jl(lj) = X1 + Yo
n=—=k
v¢l
auf mit
k k
Zl = Z Jl(lj) 5 22 = Z Jl(ll).
v=—Lk v=—k
vl vl
|V|S4§(éﬁ—a) |V|>4§(Zﬁ—a)
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_1\wv+1
Die alternierenden Summen ) G

——— und (_ﬁllujl sind O(1) nach dem Leibniz-Kriterium. Fiir
1

lv| > 4(6 — «) ist ﬁ < % sowie 7= < %, und daher

1 1

_AB-a)

2

a—v [-v

Wir erhalten ¥ < g(a) - log(8 — a+2) und 32 < g(a). Damit ist

k
> Nv) < gla)-log(B—a+2). (5)
Vy:¢_]k
Nach Lemma 3.7.1 ist
, 1 1
) < 6@ (2o o) 0
und damit
k
Y. B) < |d(a)
VV:¢—I]€
Aus (5) und (6) folgt
k b
> [a0e(so) - vt < g(a) - Jog(3— a+2) +19'(0).
v=—k a
vél

also

b

k b
E:L/ﬂﬂdf@%ﬂﬁﬂtz > /@@ﬁiﬂﬂ—Vﬂﬁ-%OQﬂM'bQﬁ—%l+2D4-OGJWN)

v—k a—n<v<f+ny
Mit (3) folgt die Behauptung des Satzes. O

Satz 3.8.2. Fs seia <b, f: [a,b] = R stetig differenzierbar und f'(x) monoton. Es sei |f'(z)] <
0 <1, dann gilt
b

S e(f(n) = / e(f(x))dz + Op(1).

a

Beweis. Ohne Einschrénkung kénnen wir f/(z) als monoton fallend annehmen. Wir wenden Satz
3.8.1 mit n < 1 — # an, dann wird die Summationsbedingung o — n < v < 8 4+ 1 entweder allein fiir
v = 0 oder fiir kein v erfiillt. O]

Satz 3.8.3 (Hardy-Littlewood-Approximation). Es sei o > o9 > 0 und |t| < 2%”" fiir ein festes
C > 1, dann gilt
1-s

s) = Y ms — f_s 4 Oy c(z70) . (HL)

n<x
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Beweis. Nach der Eulerschen Summenformel gilt fiir o > 0

1-s
((s) = Zn_s — s/(u— [u] — %)u‘s_ldu _ N — %N‘s (1)

1—s

Wir wenden Satz 3.8.1 auf die Summe
> 0
z<n<N

2nx

an mit f(u) = —% und g(u) = u~*. Wegen der Bedingung [t| < <& gilt

t

— < 1
2mu

|/ (u)] =

fiir w > z. Die Summationsbedingung o —n < v < 4 n ist fiir den einzigen Term v = 0 erfiillt, und
wir erhalten

N

$1_S Nl-s
> w = [utu  One) = {4 T+ Onola™).
' 1-s 1-s ’
z<n<N 2
Die Behauptung (HL) folgt nun aus (1) fir N — occ. O

3.9 Abschitzung von Weylschen Exponentialsummen nach van der
Corput

Die Ergebnisse des vorigen Abschnitts kénnen auf die Abschétzung von Weylschen Exponentialsum-

> elf(n)

a<n<b

men

selbst angewendet werden, wenn man iiber geeignete Schranken fiir die zweite Ableitung f” verfiigt.

Satz 3.9.1. Es seia<bmitb>a+ 1. Es sei f: [a,b] = R zweimal stetig-differenzierbar und
0 <X < |f'(z)] < h-Xs.

Dann st

(S

S e(f(n) < ho(b—a)- A} + Ay

a<n<b

Beweis. Wir kénnen A9 < 1 annehmen, da die Behauptung sonst trivial ist. Die Voraussetzungen
von Satz 3.8.1 sind dann erfiillt. Es sei f'(b) = a sowie f’(a) = 8. Nach Satz 3.8.1 ist mit beliebigem
nund 0 < n <1 dann

b

S et = Y /e(f(:c) —up)dz + O(log(f — a+2).

a<n<b a—n<v<p+n ",

Nach Lemma 3.7.2 ist

S
—~~
—_
~—

b
/e(f(:z:) —vz)dr < Ay
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fiir alle v. Es ist

und wegen

1
log(B—a+2) = O(log(B—a+2)) = O((b—a)X2) + O(1) = O((b—a)-h-A3) + O(1).
folgt die Behauptung. O
Exponentialsummen konnen auch behandelt werden, indem man zuerst einen -oder mehrere- ver-
allgemeinerte Weylschritte anwendet, und den van der Corput-Schritt (Satz 3.8.1) auf die daraus

entstehenden neuen Exponentialsummen. Man kann die Schritte auch beliebig hintereinander schal-
ten.

Satz 3.9.2 (Weylschritt). Es sei f: [a,b] > R, a<u<b,1<qg<b—a, dann ist

—a —ai :
S e <« 58+ [0S S et — )
a<n<b qz q v=1 |la<n<b—v

Beweis. Wir definieren e(f(n)) = 0 falls n < a oder n > b ist. Es ist

Pt *ZZ (n+v) + 0(g+1)

a<n<b a<n<bl/ 1

mit |0] < 1. Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ergibt

2 2
1 q
> elfn)| < qﬁ-(b—a)- S D elfn+v) (1)
a<n<b a<n<b |lv=1
Es ist
q q q
Z Ze(f(n Z Z Z fin+wve)—fin+r1)) = X1 + 23
a<n<b |v=1 1=1 vo=1 a<n<b
mit
Y1 = Z Z fn+w)—f(n+r1)) , o = Z Z f(n+w)— fin+w1)).
1<VV11:I;/22<q a<n<b 1<1/V11<l;/22<q a<n<b
Wir haben
¥1 < qlb—a). (2)

Fiir ein festes Paar (m,v) mit 1 <v < ¢—1und m € Z gibt es (¢—v) Tripel (n,v1,v2) mit 1 <y <g,
1<wvy<qgundn+vy=m,n+rv,=m+v. Also

q—1 q—1

L2 =) (a—v)) elf(m+v)=f(m) < gy |> elf(m+v) - f(m)| . (3)
v=1 m v=1l| m
Aus (1), (2) und (3) folgt die Behauptung. O
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So wie in der Weylschen Methode die Polynome k-ten Grades P, im Weylschritt durch die Anwendung
der Differenzenoperatoren A, durch Polynome (k — 1)-ten Grades A, (Py) ersetzt werden, so kénnen
jetzt Funktionen f, fiir deren k-te Ableitung Schranken gegeben sind, durch Funktionen A, (f) ersetzt
werden, fiir deren (k — 1)-te Ableitung Schranken vorliegen.

Satz 3.9.3. Esseia<n<bmitb—a>1. Es sei f: [a,b] = R dreimal stetig-differenzierbar und
As < |f7(@)] < heAs,

dann ist

=

S e(fm) < hi-(b-a)- A} + (b—a)iA;

a<n<b

1
Beweis. Wir kénnen A3 < 1 und A\ * < b — a voraussetzen, da sonst die Behauptung trivial ist. Es
sei

9(x) = A (f)(x) = flx+v)—flz),
dann ist
9"(x) = f'@+v)—f(x) = v f"(z+0v) (1)
mit 0 < # < 1 nach dem Mittelwertsatz. Nach dem Weylschritt 3.9.2 haben wir

1

M

q—1

> e <« 0 Y Y Adnm)

1
a<n<b qz v=1 [a<n<b—v

Mit Satz 3.9.1 und (1) folgt

m\»—t

<

[un
H
[un

< (b—a)g 2 + h2( —a)q4)\4 (b—a)%q_%)\;Z .

_1
Die beiden ersten Terme sind von der selben Gréflenordnung (in A3), wenn g = [Ag ?] ist. Daraus
folgt die Behauptung. O

Wir behandeln nun den allgemeinen Fall, in dem Schranken fiir die k-te Ableitung existieren. Im Hin-
blick auf Anwendungen ist es wichtig, daf die in den O- und <«-Abschétzungen impliziten Konstanten
unabhéngig von k gewahlt werden kénnen.

Satz 3.9.4. Es sei k>3, f: [a,b] = R k-mal stetig-differenzierbar, sowie
Ae < |f P @) < hedy, b—a>1, K=21,

dann ist

Z e(f(n)) < h%(b—a)/\é”{ilfz) + (b—a)l_%/\;ﬁ_

a<n<b
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Beweis. Wir kénnen wieder A, < 1 und f*)(z) > 0 annehmen. AuBerdem kénnen wir

1

2\, FT < b-a (1)
o1 1
annehmen, da sonst A, ** > > 1(b— a)?, also (b— a)l_ﬁ)\k 272 > L(b— a) ist. Wir fithren den
Beweis durch Induktion nach k. Der Fall k& = 3 ist Satz 3.9.3, es bleibt also noch der Schritt k—1 — k
zu zeigen. Dazu sei g(z) = f(z +v) — f(z), dann ist

g" V@) = fE D@t v) = fE @) = v O
mit x < £ < z + v nach dem Mittelwertsatz. Deshalb gilt
vir < g V(@) < hodg.

Nach Induktionsannahme folgt

e(g(n))| < Ath® (b— a)(Ae) =2 + Ag(b—a)' % - () K2
>

a<n<b

mit absoluten Konstanten Ay, As > 0. Deshalb gilt fiir 1 < ¢ <b— a:

q—1
S U Y elgn)| < k(b —a)d TTEATT 4 24500 - a)' R TEEN KT, (2)
v=1

a<n<b—v

1 1 1 1

da wegen k > 4

—

T K2
gilt. Nach dem Weylschritt 3.9.2 und (2) folgt mit absoluten Konstanten As, Ay > 0:

> elf(n)

a<n<b

NG

1 1
< As(b— a)q*% + Ay(b— a)%q*% : (Alh;?(b - a)qHﬁ/\k K72 4+ 2A5(b — a)lféql_ﬁ)\k K_2>

1

1 _ 1 __1
< As(b—a)qt + AJAZhE(b—a)qR AN 4+ Ay(245)2(b—a) "R g RN K

Wir wihlen nun ¢ = ¢(\g) so, daf in den ersten beiden Termen die gleiche Potenz von Ay auftritt,
1

dh. ¢ = [\, “'] + 1. Die Bedingung ¢ < b — a in Satz 3.9.2 ist wegen (1) erfiillt. Es ist

1 1 1 1 ) 1

— 1 R — 1 _1 1——— N S
)\k K—-1 S q S 2)\k K-1 , q72K74)\]§K_4 S 2721(74)\]31(—4( K-1 S 2)\5[{—2

9

und wir erhalten

1 _1 __1
3 e(f(n)| < <A3+2A4A12>hf2<(b—a))\,§K‘2 + Ag(249)2(b—a) RN, K7

a<n<b

Bis auf die Konstanten ist dies die Behauptung fiir k. Wenn A; und As hinreichend grof} sind, ist

1
Az + 24047 < Ay, Ay245)7 < A,
womit der Induktionsschlul k¥ — 1 — k& durchgefiihrt ist. O
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Eine wichtige Anwendung dieses Resultats ist die Abschitzung der Riemannschen Zeta-Funktion im
kritischen Streifen:

Satz 3.9.5. Es seil >3 und L =2""1, firoc=1— ﬁ gilt dann

_1
(o +it) < |77 - loge]

wobei die O-Konstante von | unabhdngig ist.

Beweis. Es geniigt, den Beweis fiir ¢ > 0 zu fithren. Wir gehen von der Hardy-Littlewood-Abschétzung

(Satz 3.8.3)
1-s

C(s) = Zn_s - f—s + Osc (x_a) (1)

n<x

aus firc =09 > 0,1t < 2%“, und konnen og > % annehmen. Wir wenden Satz 3.9.4 an mit

t-log(x —DEk—1) -t
fle) = LB gy - R
Fira <n <b<2aist (k : n .
27(2a)k = ‘f (n)‘ = 2rak

Die Voraussetzungen von Satz 3.9.4

sind also erfiillt mit der Wahl

Wir erhalten

! 1
_it S (k— DUt 2= 2 ((k=1)!-t\2E=2
2% .q- | ————L 2 (k=-1)7-1
a<z:n<bn b ’ ( 27 (2a)* e 27 (2a)k
Die beiden Terme sind gleich, falls a = tkkfilz(KH ist. Falls daher

a <A.tu<—7[2<1(+2 (2)

mit einer absoluten Konstanten A > 0 gilt, kann der zweite Term weggelassen werden. Gilt (2), so
folgt durch partielle Summation

l

57,—2 dann

und mit c =1 —

Z ns <« a2Ll—2_2Kk—2 .t2K1—2 . (3)
a<n<b

Wir wenden dies mit k := [ an und erhalten

Z n° < 1tﬁ (4)

a<n<b
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L
fiir a < A -tT=2L+2, Daraus folgt

OIS 9 SR

7 n

L

n<tIL—2LF2

wobei iiber die (j,n) summiert wird mit
. L . L . L
1 <2 < ¢imoep1 | 2707l pimenee <« o <270 gimoenee
Da iiber O(log(t)) Werte von j summiert wird ist wegen (4)
1
Z n~% < t20-2 -log(t) . (5)
ngtﬁ

Wir behandeln nun die Summe

tlL7§L+2 <n<t J o 27Jt<n<21-it
wobei iiber alle j summiert wird mit
L .
tT2rs < 27Ut < ¢,
Zu jedem j gibt es ein k < [, so daf

K : K
t+DK2K+1 < 927J¢ < tkK-2K+2 |

Dann ist nach (3)

D, nT < exp <1°g<t)' ((2Ll—2 N 2Kk—2) ' (k—i—l)KK— oK1 2K1—2>) - (6)

2-Jt<n<21-it

Nun ist 2/~% > |-k und daher (L—K) > (I—k) K. Daraus folgt weiter (K —1)(L—K) > (K—1)(I—k)
und

k(L - K)K — (L - K)K + (K — L)(1 - 2K) > (I — k)K — k(L — K) + (k — )K)

und schlieflich

l k K 1 1
— . + < . (7)
2L -2 2K-2) (k+1)K—-2K+1 2K -2 — 2L -2

Aus (5), (6) und (7) folgt die Behauptung. O

Diese Abschétzung lif3t sich nun zur Vergroflerung der nullstellenfreie Zone verwenden:

Satz 3.9.6 (Nullstellenfreie Zone, 2. Version). Es gibt eine absolute Konstante Ay > 0, so dafs fiir
t>0undo >1— Ag—8t. gilt: ¢(s) # 0 und

loglogt
! log? t
Sioy—o (87t )
¢ loglogt
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Beweis. Nach Satz 3.9.5 ist )
((s) < t2L=2 -log(t) (1)

firoe=1- ﬁ und [ > 3. Es sei t > ty gegeben. Die folgende Definition und die Abschétzungen
gelten fiir hinreichend grofles t5. Wir setzen

_ |4 log(®)
- [log(2) Tog (o)

und nehmen [ > 3 an. Dann ist

log(t)
I < 210g1(2) 10g(log(()lig(l‘/)))_l =

sowie

1 log(t)
L2 1 Togllog(®) -
Deshalb
L 1 log(log(t)) — log(log(log(t))) ~ log(2) log(log(r)) _ (log(log(1)))
2L —-2 — 2L ~ log(2) log(t) — log(t) '

Deshalb ist 0 > 1 — 574, falls 0 > 1 — % ist. Nach (1) folgt

4log(log(t))

((s) < tar-2 log(t) < ¢z log(t) < t e .log(t) = log(t)®.

Wir wenden jetzt Satz 2.11.5 an mit

o) = 1081BOD gy 51og(10g(t))

log(t)
und erhalten die Behauptung nach entsprechender Wahl der Vorkonstanten. Daf3 auch die Nebenbe-
dingungen aus Satz 2.11.5 erfiillt sind rechnet man leicht nach. O

Diese verbesserte nullstellenfreie Zone iibersetzt sich in ein verbessertes Restglied:

Satz 3.9.7 (Primzahlsatz mit Restglied, 2. Version). Es gibt Konstanten cy,c1 > 0 mit

Y(x) =+ O (1‘ - exp (—co -/log(z) log(log(:n))) ) , (PZ2a)

m(z) = li(z) + O (:U - exp (—61 - \/log(z) log(log(m))) ) . (PZ2b)

Beweis. Wie in der ersten Version 7?7 brauchen wir nur die Abschétzung fiir ¥ (x) zu zeigen. Es sei
also T =T(z) > 1, c=c(z) =1+ @, T=m-+ % mit m € N. T wird spéter so gewihlt, dafl wir
das optimale Ergebnis erhalten. Nach Lemma 2.11.2 ist

W) = 1 <—C/(S)> s+ 0 (f’mw) . )
o (s) ) s T

c—iT

Wir ergéinzen den Integrationsweg [c — iT, ¢ + iT| zur geschlossenen Kurve

C =lc—iT,c+iT) U [c+iT,a+iT| U Ja+iT,a—iT] U [a —iT,c—iT]
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mita=1-— AOM, wobei Ag die Konstante aus dem vorhergehenden Satz ist. Es ist nach dem

. log(7T')
Residuensatz
RO () 2\ _

] () T = menn (55 ) = &

Nach Satz 2.11.5 ist

Cs) . ( log(t)?
)~ O(logaog(t)))

fiir die Wahlen von ® und 0 im Beweis des vorigen Satzes, daraus folgen die Abschéitzungen

N (s z® X - 1o

!T <_€4:((8))> Gh=0 <T.101g(g1;£();))) : (4)

c—iT TR ol

/T (_i((s))> P (z%) : (5)
+/T (-4 Sate = 0 (o-ow (anpigry oetontnn) EDT) - @

a—iT
Die Restglieder in (4) und (5) sind monoton fallend in 7' = T'(z), wihrend das Restglied in (6)

in 7" monoton wichst. Das optimale Resultat wird nun erreicht, wenn (unter Vernachléssigung der
Logarithmen die nicht in der Exponentialfunktion stehen)

X

T = @oexp <—Ao 1125((;)) -1og(log(T))>

gilt, wir wéhlen also eine Funktion 7' = T'(z) mit

log(T)?
log(log(T"))

bis auf multiplikative Konstanten und erhalten aus (2)-(7) das verbesserte Restglied

= log(z) bzw. log(T) = /log(z) - log(log(z)) (7)

(@) = @ + O (w-exp (—co- vlog(x) log(log(x))) ) - (8)
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Kapitel 4

Primzahlen in Restklassen

4.1 Dirichletsche L- Reihen

Definition 4.1.1. (Dirichletcharakter)
Es sei ¢ € N und x sei ein Charakter der Gruppe (Z/qZ,-)*. Die arithmetische Funktion y: N — C,
n — x(n) sei durch

| X (nmod q), falls ggT'(n,q) =1
x(n) { 0, sonst

definiert. Dieses x heifft Dirichletcharakter mod q.
Ist x der triviale Charakter von (Z/qZ,-)*, so heifit x der Hauptcharakter mod ¢ und wird mit yq
bezeichnet.

Satz 4.1.1. Es gibt p(q) Dirichletcharaktere modg.
Es gilt:

(i) (Orthogonalititsrelation 1. Art):

und

. _J ela), falls x1=x2
z;i xi(n) - x2(n) = { 0 sonst.
n mod q

(ii) (Orthogonalititsrelation 2. Art):

Z () = { ©(q), falls n=1modq

0 sonst.
x mod ¢
und
: _J »l@), falls n1=nzmodq
Z xa(n) - xa(n) = { 0 sonst.
x mod g
Beweis. Dies folgt aus den Satzen 1.2.2, 1.2.3 und 1.2.5. =
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Definition 4.1.2. (Dirichletsche L- Reihe)
Es sei ¢ € N und x ein Dirichletcharakter mod ¢. Unter der Dirichletschen - Reihe L(s,x) zu x
versteht man

L(s,x) = Y x(n)n"".
n=1

Satz 4.1.2. Es sei ¢ € N und x ein Dirichletcharakter modulo q. Dann ist L(s, x) fir o > 1 normal
konvergent und fiir x # xo sogar fir o > 0. Somit stellt L(s,x) fir o > 1 (bzw. fiir o > 0 im Falle
X # Xo) eine holomorphe Funktion dar.

Fir o > 1 gilt die Fulerproduktdarstellung

ST | P

1—x(p)p=s

Insbesondere ist L(s,x) # 0 fir o > 1. Im Fall x = xo ist

L(s,x)=C(s)- [ (1-p7*).

plg

Daher kann L(s, xo0) zu einer in o > 0 meromorphen Funktion fortgesetzt werden.

Beweis. Mit partieller Summation gilt

St = i | N0 S x| s [ x|t 1)
n=1

n<N 1 n<u

Fiir x # xo und [ € N gilt

(I+1)q
> x(n)=0=Vu: |Y x(n)| <q.
n=lqg+1 n<u

Damit konvergiert die rechte Seite von (1) fiir & > 0 normal. Die Eulerproduktdarstellung folgt aus

Satz 2.5.8. Es ist
0, falls plq

M@:{L falls p fq.
Also gilt fiir 0 > 1

L(s,;xo) = [Ja=p) ' =[] -p") " - [T =p™)7 = <) - [JA =p7)7"

pld peP plg plg

4.2 Primzahlen in arithmetischen Progressionen

Esseiq €N, (I,q) = 1und !l mod g = {l,l+gq,...,l+mq} eine Restklasse (arithmetische Progression)
modulo gq.

Enthélt [ mod ¢ unendlich viele Primzahlen?

Dies wurde 1834 von Dirichlet bewiesen. Sein Ergebnis folgt aus einer Gleichverteilungseigenschaft:
Es sei (p, )52, die Folge der Primzahlen, die ¢ nicht teilen. Wir betrachten nun wie in Definition 1.3.1
die Zahlfunktion

N(z,l mod q) = |{n < z: p, mod ¢ = [ mod ¢}|.
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Dirichlets Ergebnis wiirde folgen, wenn gezeigt werden kénnte, dafl die Folge (p, mod q) auf (Z/qZ,-)*
gleichverteilt ist, d.h. wenn

1
lim 2! N(z,l mod q) = —
Z—00 v(q)
fiir alle I mit (I, q) = 1 gilt. Dies wiirde wiederum nach Satz 1.3.1 folgen, wenn gezeigt werden kénnte,

dafB fiir jedes xy mod ¢ mit x # xo

. 1 .
Tim 2™t () =0
n<x

gelten wiirde.

Dirichlet hat sein Ergebnis mit einer Abwandlung dieser Methode gezeigt. Wir geben im folgenden
seinen Beweisgang mit gewissen Vereinfachungen wieder. Der Beweis benutzt nur reelle Analysis.

Satz 4.2.1. Es seiq €N, (I,q) =1 und o > 1. Dann gilt

Z A(n)n_":L Z WZX(n)A(n)n”

n=l mod q

1 — 1, falls n=1I1modgq
0 sonst.

Satz 4.2.2. Firqe N, x mod q und o > 1 gilt

oo
L/
> x(m)A(n)n=7 = —L<J’ 1%
Beweis. Der Beweis des Ergebnisses von Satz 2.11.1, in dem —%(s) = >, A(n)n~* durch Betrach-

ten des Eulerprodukts fiir ¢(s) gezeigt wird, kann mit minimalen Anderungen, dem Hinzufiigen des
Faktors x(n), iibertragen werden. O

Satz 4.2.3. FEs sei ¢ € N und z(q) die Anzahl der Dirichletcharaktere x mod q, fir die L(1,x) =0
ist, wobei die Nullstellen mit Vielfachheiten gezihlt werden. Dann ist

. N B
S (=1 3D A | = o1 20),

n=1 mod ¢

Beweis. Wir verwenden im folgenden die Tatsache, dafl L(s, x) fiir x # xo und L(s, xo) — ﬁ Tay-
lorentwicklungen um den Punkt og — 1 besitzen. Dies folgt aus der Homomorphie dieser Funktionen
aus Satz 4.1.2, 148t sich jedoch auch mit reeller Analysis beweisen, worauf wir jedoch nicht eingehen
werden. Es ist fir o > 1

S A= —— 3 (‘jj:((;;f))) (1)

n=1 mod ¢ (,0((]) x mod g



Weiter gilt

L'(o, x)
Lo, x)
Es habe L(o, x) eine Nullstelle der Vielfachheit m, in ¢ = 1. Dann haben L(o, x) und L'(c, x) die
Taylorentwicklungen

L(o,x) #£0 =

=0(1), (o—17). (2)

L(Ua X) = Cmy (U - 1)mx + meJrl(U - 1)mX+1 + .
L'(o,x) = mycm, (0 — Dmt 4

um og = 1 mit ¢, # 0. Also gilt

s (=0 (S50~ ®

AuBerdem ist ,
s (oo () @
Aus (1), (2), (3) und (4) folgt die Behauptung. O

Definition 4.2.1. Der Dirichletcharakter x mod ¢ heifit reell, falls x(n) € R fiir alle n € N ist,
andernfalls komplex.

Satz 4.2.4. Es gilt fiir n € N:

(i) Fiir héchstens ein x mod q ist L(1,x) = 0.

(ii) Fiir komplexes x ist L(1,x) # 0.

Beweis. Wegen

lim <(O’ -1)- Z A(n)n_”> >0

— 1+
7 n=1 mod n

folgt Teil (i) aus Satz 4.2.3.
Aus L(1, x) = 0 folgt auch L(1,%) = 0. Wegen x # X fiir komplexe y, folgt (ii) aus (i). O

Wir zeigen nun im folgenden, dafi L(1, x) auch fiir die reellen y gilt:

Satz 4.2.5. Es sei x # xo und x reell. Dann gilt
(i)

L(1,x) = > x(mn ! <42

n<x

und
(ii)
1 ~1/2 ~1/2
L(2,X)—§ x(n)n=Y Lg T 2,

n<x
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Beweis. Es sei o > 0. Abelsche partielle Summation ergibt

- Z x(n)yn % =o- /00 ( Z X(n)) u s du < 17,

n<x r<n<u
O
Satz 4.2.6. Fir reelles x # xo ist L(1,x) # 0.
Beweis. Es sei
=> x(d)
dn
Die Funktion F ist multiplikativ. Wir untersuchen die Werte von F’ fiir Primzahlpotenzen p*:
1, falls plq
N s ) v+1, falls x(p) =
F") = 0<Z:< X(r") = 0, falls x(p) = —1 und v ungerade
== 1, falls x(p) =—1 und v gerade.
Es ist F(p¥) > 0 und F(p¥) > 1 fur 2|v. Also gilt
F(n)>0 und F(m?) > 1. (1)
Wir setzen
= Z F(n)n=Y2.
n<zx
Aus (1) folgt
-1
G(z) > Z ym—" > Z m~ 210gac' (2)
TTZS:BI/Q mel/Q

Andererseits ist

x) _ anl/ZZX(Cw _ Z X(d)dfl/Q Z d/71/2+ Z Cl/—1/2 Z X(d)dfl/Q. (3)

n<x dln d<z1/2 <z d'<z'/? al/2<d<2
Nach der Eulerschen Summenformel ist fiir o > 0 dann
]
Zn 7= / “9du— o - / Po(uw)u= "t du — =7 Py(y) + Po(1).
n<y 1
Wegen

/ o(u)u™" Y = / Py(u —o=1 gy + Os(y™ )
1

folgt mit einer passenden Konstanten C' = C(o

Z n- (1-0) ly_‘fJrl +C(0)+O4s(y™ 7). (4)

n<y
Aus Satz 4.2.5 sowie (3) und (4) folgt

Ga) = 3 x(d)d1/2-<2 (2)1/2+c<;>+o<(§)”2>)+ S (¢ 0 )

d§x1/2 d’§x1/2
1
= (2L(1,x) + O(x_1/4)> 2?4 C (;) : (L <2,X> + O(x_1/4)> +0(1).
Man sieht, da die Annahme L(1,x) = 0 zu G(z) = O(1) fithrt, ein Widerspruch zu (2). O
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Satz 4.2.7. Es sei g € N und ggT'(l,q) = 1. Dann gilt

1
i 1. A= | | = —.
lim | (0= 1) n:lzm;dq (n)n

Insbesondere enthdlt die arithmetische Progression [ mod q unendliche viele Primzahlen.

Beweis. Die Sétze 4.2.4 und 4.2.6 implizieren z(q) = 0 in Satz 4.2.3, woraus die Behauptung folgt. [

4.3 Dynamische Systeme und Diophantische Approximation

Unter dem Problem der Diophantischen Approximation versteht man die Aufgabe, zu einer gegebenen
reellen Zahl o rationale Zahlen £ zu finden, so daf die Differenz o — | klein ist (siehe dazu auch
Abschnitt 3.4) .

Definition 4.3.1. Es sei @ € R. Wir bezeichnen mit ||«|| den Abstand von « zur néchsten ganzen
Zahl. Wir nennen eine Zahl «, fiir die

[

laal] < ¢'~

fiir unendlich viele natiirliche Zahlen ¢ gilt, c- gut approximierbar.

Bemerkung 4.3.1. Aus Satz 3.4.1 folgt, dafl jede reelle Zahl 2- gut approximierbar ist.

Wir betrachten nun die Mengen F. = {a € [0,1]: « ist c- gut approximierbar}:

Satz 4.3.1. Fiir die Hausdorffdimension von F, gilt H(F.) < 2.

Beweis. Fiir jedes ¢ bezeichne G, die Menge der a € [0, 1], die

llgal| < ¢'° (1)
erfiillen. Es sei a(e) die zu a néchstgelegene Zahl von der Form ¢ mit 0 < a < g und a € Z. Dann ist
a(w) die zu ga néchstgelegene ganze Zahl. Wegen (1) ist

c

la(ar) — qo| < ¢~

und somit

o —

Somit besteht also G, aus (¢ — 1) Intervallen

a _.a _
I(a,q) = [q—q C,5+q C]

mit 1 < a < g—1 der Linge 2¢—¢ und den beiden ”Endintervallen” (0, ¢) = [0, ¢~ ¢] sowie andererseits
I(q,q) = [1 — ¢ ¢ 1] der Lénge ¢ ¢. Es ist klar, daf3

o
F.C U G,
q=k
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fiir jedes k gilt. Die I(a,q) mit ¢ > k und 0 < a < ¢ bilden also eine d;- Uberdeckung von F,, wobei
0 = 2k~¢ gilt. Damit ist fiir s > 0

H§ (Fe) = inf DAY Y e, <Y (g +1)- (2079

{Uz} 6]@7 Uberdeckung von Fe qZk a=0 qZk

2173

gl=s qu—cs < 9l—s . /OO ul=% du = 5 _ R2—es
>k k — CS

IA

Falls 1 — ¢s < —1 ist, konvergieren die unendlichen Reihen und das uneigentliche Integral. Damit ist
dann H*(F.) = inf Hj(F;) < oo fiir s > 2, woraus dimy (F,) < 2 folgt. O

Bemerkung 4.3.2. Jarnik hat bewiesen, daf in der Tat dimy (F;) = 2 gilt.

Fragen iiber Diophantische Approximationen spielen auch in gewissen Problemen, die die Stabilitat
von dynamischen Systemen betreffen, eine Rolle.
Wir geben dafiir ein Beispiel:

Beispiel 4.3.1. Es sei C die Oberfliiche eines unendlichen Zylinders:
C = {cos(2n6),sin(276),z: 0 < § < 1}.

Mittels der Abbildung ®: C — C, p — (0, z) kann C mit der "Kante” C = {(0,2):0<0<1,z€R}
identifiziert werden.

Das dynamische System f;: C' — C, das mittels der Abbildung ® auch als dynamisches System auf
C aufgefaBt werden kann, sei durch

fi(0,2) = ({0 + w}, 2) (1)

mit festen w € (0,1) definiert. Es ist klar, daB die Kreise z = konstant (in C') unter f; invariant sind.
Ganz C wird also durch invariante Kreise iiberdeckt.

Wir stellen die Frage: Ist das auch noch richtig, wenn das System (1) leicht gestort wird?

Wor ersetzen die Transformation (1) durch

fQ(HaZ) = ({9+w},z+g(0)), (2)

wobei g: R — R eine C*°- Funktion mit Periode 1 und ¢(0) = g(1) ist.
Die Existenz invarianter Kurven des Systems (2) héngt von den Diophantioschen Approximationsei-
genschaften des Systems (2) ab. Eine Verallgemeinerung der Uberlegungen von Satz 4.3.1 zeigt, daf

g eine Fourierentwicklung
oo

90)= > are(ht)

k=—o00

besitzt, so daf fiir jedes m € N eine Konstante ¢ = ¢(m) mit
|ak] < c(m)|k[™™ 3)

existiert. Es sei nun k: 6§ — z(0) eine invariante Kurve des Systems (2) mit der Fourierentwicklung

2(0) = Z bre(kO).

k=—o00
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Wegen der Invarianz von £ mufl nun z(6 + w) = z(0) + g(#) gelten. Dies ergibt

o o0 o

Aus der Eindeutigkeit der Fourierentwicklung ergibt sich nun

ay

b = e(kw) — 1

mit k& # 0 und by beliebig. Die invarianten Kurven des Systems (2) sind also durch

20)=bo+ Y e(k;‘%e(w)
k40

gegeben, vorausgesetzt, dafl die Partialsummen

Z e(k:cj;f -1 e(k6)

k<K

konvergieren. Dies ist der Fall, wenn es ein ¢ > 2 gibt, so dafl w nicht ¢- gut approximierbar ist.

Es gibt dann ein ¢y = ¢p(w), so daB
||kw]|| > cok!™®

fiir alle & > 1 gilt. Wegen |e(kw) — 1| > ||kw|| und (3) folgt dann

ag

e(kw) — 1

‘ < Clkc—l—m.

Somit konvergiert die Reihe (4) absolut und gleichméa8ig, falls m > c erfiillt ist.
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