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1. Essein € N. Fiir Z = (21,...,2,) € R" und §¥ = (y1,...,yn) € R™ definieren wir dj(Z, §) durch

dn(T,9) = max |a; — y;|

(a) Zeige: (R™,d,,) ist ein metrischer Raum.

(b) Beschreibe die geometrische Gestalt der Umgebungen Us(£p) mit § > 0 fir die Félle n = 2

und n = 3.

(c) Es sei (dx)52, eine Folge mit dj, € R™ und @ € R™. Wir definieren

lim @, =@« lim d; =@ im metrischen Raum (R, d)
k—o0 k—o0

mit d(Z,¥) = ||Z — ¢]| (im Sinne von Definition 7.2.3) gilt, und

lim(® arp =d < lim a; =d im metrischen Raum (R, d,)
k—o00 k—o00

gilt.
Zeige:

lim™) ar =4 & lim® ar = d.
k— o0 k—o0

(6 Punkte)

2. Das Paar (X, d) sei durch X = {f: [0,1] — R| f stetig} mit d(f, g) = sup{|f(z) — g(x)|| = € [0,1]}
gegeben. Zeige:
(a) Esist (X,d) ein metrischer Raum.
(b) AuBerdem ist (X,d) vollstandig, d.h. jede Cauchyfolge konvergiert. (4 Punkte)

1

3. Nun seien X = {f: [0,1] — R| f integrierbar iiber [0, 1]} und d(f,g) = / |f(z)—g(x)| dx gegeben.
0

Zeige, daB (X, d) kein metrischer Raum ist. (2 Punkte)



4. Es sei f: R — R stetig und A > 0. Der Mittelwert M (f, A): R — R sei durch

z+A
M8 w) = 28) [ peya
z—A
definiert. Zeige:

(a) Esgilt f(z) = lim M(f,A)(z) fur alle z € R.
A—0F
(b) Der Mittelwert M (f,A) ist fiir alle z € R differenzierbar.
(c) Wenn f differenzierbar ist, so ist f'(z) = Alin(}+ M(f',A)(x).
—

(d) Esseik € N. Ist f genau k- mal differenzierbar, so ist M (f, A) dann (k+1)- mal differenzierbar.
(e) Essei f(z) = |z|. Zeige: %M(f, A)(0) — oo fiir A — 0F.

(6 Punkte)

5. (a) Es sei

Zeige: f(z) ist in z = 0 nicht stetig.
(b) Es sei

(2) x~sin% fir z#0

xT) =

g 0 fir z=0.
Zeige: g(x) ist in & = 0 stetig, aber nicht differenzierbar.

(c) Es sei

h(x):{glcz~sirl_}c fiir z#0

0 fir z=0.
Zeige: h(z) ist in x = 0 differenzierbar, h'(x) ist in & = 0 aber nicht stetig.

(d) Es sei

k() = 2% sindy fir z#0
0 fuir = =0.

Zeige: k(x) ist in « = 0 differenzierbar, aber k'(z) ist in [—4, 6] mit § > 0 unbeschrinkt.
(6 Punkte)

Wir wiinschen Euch allen frohe Weihnachten und einen guten
Rutsch ins Neue Jahr 2011!



