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1. Es sei n ∈ N. Für ~x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn und ~y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn definieren wir dk(~x, ~y) durch

dn(~x, ~y) = max
1≤j≤n

|xj − yj |

(a) Zeige: (Rn, dn) ist ein metrischer Raum.

(b) Beschreibe die geometrische Gestalt der Umgebungen Uδ( ~x0) mit δ > 0 für die Fälle n = 2

und n = 3.

(c) Es sei (~ak)∞k=1 eine Folge mit ~ak ∈ Rn und ~a ∈ Rn. Wir definieren

lim(1)

k→∞
~ak = ~a⇔ lim

k→∞
~ak = ~a im metrischen Raum (R, d)

mit d(~x, ~y) = ||~x− ~y|| (im Sinne von Definition 7.2.3) gilt, und

lim(2)

k→∞
~ak = ~a⇔ lim

k→∞
~ak = ~a im metrischen Raum (R, dn)

gilt.

Zeige:

lim(1)

k→∞
~ak = ~a⇔ lim(2)

k→∞
~ak = ~a.

(6 Punkte)

2. Das Paar (X, d) sei durch X = {f : [0, 1]→ R| f stetig} mit d(f, g) = sup{|f(x)− g(x)|| x ∈ [0, 1]}
gegeben. Zeige:

(a) Es ist (X, d) ein metrischer Raum.

(b) Außerdem ist (X, d) vollständig, d.h. jede Cauchyfolge konvergiert. (4 Punkte)

3. Nun seien X = {f : [0, 1]→ R| f integrierbar über [0, 1]} und d(f, g) =

∫ 1

0

|f(x)−g(x)| dx gegeben.

Zeige, daß (X, d) kein metrischer Raum ist. (2 Punkte)



4. Es sei f : R→ R stetig und ∆ > 0. Der Mittelwert M(f,∆): R→ R sei durch

M(f,∆)(x) = (2∆)−1

∫ x+∆

x−∆

f(t) dt

definiert. Zeige:

(a) Es gilt f(x) = lim
∆→0+

M(f,∆)(x) für alle x ∈ R.

(b) Der Mittelwert M(f,∆) ist für alle x ∈ R differenzierbar.

(c) Wenn f differenzierbar ist, so ist f ′(x) = lim
∆→0+

M(f ′,∆)(x).

(d) Es sei k ∈ N. Ist f genau k- mal differenzierbar, so ist M(f,∆) dann (k+1)- mal differenzierbar.

(e) Es sei f(x) = |x|. Zeige:
d

dx
M(f,∆)(0)→∞ für ∆→ 0+.

(6 Punkte)

5. (a) Es sei

f(x) =

{
sin 1

x für x 6= 0

0 für x = 0.

Zeige: f(x) ist in x = 0 nicht stetig.

(b) Es sei

g(x) =

{
x · sin 1

x für x 6= 0

0 für x = 0.

Zeige: g(x) ist in x = 0 stetig, aber nicht differenzierbar.

(c) Es sei

h(x) =

{
x2 · sin 1

x für x 6= 0

0 für x = 0.

Zeige: h(x) ist in x = 0 differenzierbar, h′(x) ist in x = 0 aber nicht stetig.

(d) Es sei

k(x) =

{
x2 · sin 1

x2 für x 6= 0

0 für x = 0.

Zeige: k(x) ist in x = 0 differenzierbar, aber k′(x) ist in [−δ, δ] mit δ > 0 unbeschränkt.

(6 Punkte)

Wir wünschen Euch allen frohe Weihnachten und einen guten

Rutsch ins Neue Jahr 2011!


