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1. Die ”Zackenfunktion” z sei wie folgt definiert:

Für x ∈ [0, 1) sei z(x) =

{
x für x ∈ [0, 12 )

1− x für x ∈ [ 12 , 1).

Für x = k + u mit k ∈ Z und 0 ≤ u < 1 sei z(x) = z(u). Weiter sei

f(x) :=

∞∑
n=0

10−n · z (100nx) für alle x ∈ [0, 1).

Dann habe x0 ∈ [0, 1) die g- Bruchentwicklung (mit g = 100) derart, daß

x0 =

∞∑
n=1

an · 100−n mit an ∈ {0, 1, . . . , 99}

und an 6= 99 für unendlich viele n sei. Es sei m ∈ N0. Wir definieren:

x
(m)
0 :=

m∑
n=0

an · 100−n, x
(m)
1 := x

(m)
0 , x

(m)
2 := x

(m)
0 +

1

2
· 100−m und x

(m)
3 := x

(m)
0 + 100−m

Zeige:

(a) Die Funktion f ist auf [0, 1) stetig.

(b) Die Zackenfunktion z ist Lipschitz- stetig mit der Lipschitzkonstanten 1.

(c) Es sei x
(m)
0 ≤ x0 ≤ x(m)

0 + 100−m. Dann gibt es ein j ∈ {0, 1, 2, 3}, so daß∣∣∣z(100mx
(m)
j )− z (100mx0)

∣∣∣ ≥ 1

4
und

∣∣∣f(x
(m)
j )− f(x0)

∣∣∣ ≥ 1

12
· 10−m.

(d) Es gilt

sup
x
(m)
0 ≤x≤x(m)

0 +100−m

x 6=x0

∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0

∣∣∣∣ ≥ 1

12
· 10m.

(e) Die Funktion f ist in keinem x0 ∈ [0, 1) differenzierbar. (9 Punkte)



2. Es sei fn(x) = xn mit x ∈ [0, 1] und n ∈ N. Weiter sei f(x) = lim
n→∞

fn(x) und ε > 0.

(a) Bestimme für alle x ∈ [0, 1) das kleinste n0 = n0(x, ε), so daß |fn(x)−f(x)| < ε für alle n ≥ n0
und zeige, daß für alle ε > 0 dann lim

x→1−
n0(x, ε) =∞ ist.

(b) Zeige: Auf dem Intervall [0, 1− δ] mit δ > 0 gilt: fn(x)
glm.−→ f(x). (2 Punkte)

3. Es sei n ∈ N. Zeige:

(a) ex > 1 + x für alle x 6= 0

(b) lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e

(c)
(n
e

)n
· e ≤ n! ≤

(n
e

)n
· ne

(d)
1

2(n+ 1)
≤
∣∣∣∣e− (1 +

1

n

)n∣∣∣∣ ≤ e

n
(5 Punkte)

4. Untersuche die Folge

(
np

exp
(
log2 n

))∞
n=1

mit p > 0 auf Konvergenz. (2 Punkte)

5. Berechne die Ableitungen der folgenden Funktionen auf ihrem Definitionsbereich:

(a) f(x) =
√
x2 + 1 · ex

(b) f(x) = xx

(c) f(x) = log log log x (3 Punkte)

6. Berechne folgende Grenzwerte im Falle ihrer Existenz:

(a) lim
x→0+

esin x − cosx

tanx

(b) lim
x→0

(
1

sinx
− 1

x

)
(c) lim

x→1

xx − x
1− x+ log x

(3 Punkte)


