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Kapitel 1

Einfiihrung, reelle Zahlen

1.1 Allgemeines

Die Analysis ist neben der Linearen Algebra eine der zwei Grunddisziplinen der Mathematik. Fast alle
weiterfithrenden mathematischen Theorien bauen auf ihnen auf. Somit gelten auch fiir die Analysis
die Prinzipien fiir den Aufbau einer mathematischen Theorie. Eine mathematische Theorie besteht
aus folgenden Bestandteilen:

1. Axiome
2. Definitionen

3. Lehrsétze
Wir kommen nun zur Beschreibung dieser Bestandteile:

1. Axiome:
Dies sind Aussagen, die ohne Beweis als giiltig angenommen werden. Die Aussagen werden
iiber Objekte getroffen, {iber deren Natur nichts weiter ausgesagt wird. Als einer der ersten ist
Euklid in seinem Werk ”Elemente” auf diese Weise vorgegangen (um ca. 300 v. Chr.). Objekte,
iiber die in den Euklidischen Axiomen Aussagen gemacht werden, sind unter anderem Punkte
und Geraden.

Ein Axiom (A) lautet:

(A) Durch je zwei verschiedene Punkte geht genau eine Gerade.

Euklids Auffassung war, dafl unmittelbar einleuchtend ist, was unter Punkten und Geraden zu
verstehen ist und daf§ auch die Aussage (A) unmittelbar einleuchtend ist. Punkte und Geraden
wurden dabei als Gegenstdnde der Natur angesehen. In der modernen Mathematik herrscht
diese Auffassung nicht mehr:

Mathematik ist keine Naturwissenschaft!

Ist in einer Theorie von Punkten und Geraden die Rede, so existieren sie unabhingig von der
Natur.
Macht man Aussagen iiber Gegensténde der Natur, wie zum Beispiel:



e Licht breitet sich geradlinig aus, oder

e die Bahn eines unbeschleunigten Korpers ist eine Gerade,

so besagt dies, dafl die mathematische Theorie ”Euklidische Geometrie” gut geeignet ist, die
Ausbreitung des Lichts oder die Bewegung von unbeschleunigten Kérpern zu beschreiben.
Geraden sind gute Modelle fiir die Ausbreitung des Lichts oder die Bewegung eines unbe-
schleunigten Korpers. Jedoch ist eine Gerade nichts, was in der Natur vorkommt. Diese Un-
abhingigkeit der Axiome von der Natur hat zur Folge, dal zum Beweis von mathematischen
Tatsachen nur die Axiome und was aus ihnen rein logisch abgeleitet wurde, beniitzt werden
diirfen, nicht jedoch die sogenannte ” Anschauung”, die auf Naturerfahrung beruht.

2. Definitionen:

Diese sind im Grunde nichts anderes als Vereinbarungen, welche Namen gewisse Objekte, Tat-
sachen oder Eigenschaften, die in der Theorie vorkommen, haben sollen.

Wir werden uns zum Beispiel in dieser Vorlesung auf den Standpunkt stellen, dafl wir nicht
wissen, was der Begriff 2 ("zwei”) bedeutet, bevor er nicht definiert wurde. Die Existenz des
Objekts 1 ("eins”) wird in den Axiomen gefordert werden, weiter auch die Existenz der Summe.
Die Definition 2: = 1+ 1 ist dann keine mathematische Aussage, sondern eine Vereinbarung,
welchen Namen die Summe 1 + 1 bekommen soll.

3. Lehrsétze:
Ein Lehrsatz (kurz: Satz, manchmal auch Lemma (Hilfssatz)) besteht aus drei Teilen: Voraus-
setzung, Behauptung und Beweis.
Die Behauptung macht Aussagen iiber gewisse Objekte der Theorie (z.B. Punkte, Geraden
oder Zahlen). Diese Aussage gilt im allgemeinen nur, wenn die Objekte gewisse Vorausset-
zungen erfiillen. Die Bedeutung der Objekte muf} klar sein, d.h. sofern sie nicht schon in den
Axiomen vorkommen, muf} schon eine Definition vorliegen. Im Beweis wird dann die Wahrheit
der Aussage durch eine Kette von Schliissen bewiesen. Dabei diirfen nur Tatsachen beniitzt
werden, die entweder in den Axiomen festgestellt wurden oder deren Wahrheit schon frither
bewiesen wurde. Berufung auf die Anschauung, etwa ”Es ist doch klar, dafi durch zwei ver-
schiedene Punkte genau eine Gerade geht” sind nicht zuléssig.
Dies bedeutet jedoch nicht, dal die Anschauung wertlos ist. Sie gibt haufig Ideen, wie Bewei-
se zu fithren sind, kann als Erinnerungsstiitze dienen oder Hinweise liefern, wie die Theorie
aufzubauen ist. Wir werden in dieser Vorlesung oft Sachverhalte durch Skizzen veranschauli-
chen; hiufig sind es Skizzen von Graphen von Funktionen. Die Ableitung einer Funktion kann
man sich zum Beispiel als Steigung der Tangente an den Graph der Funktion vorstellen. Diese
Skizzen werden jedoch niemals als Beweismittel verwendet werden.
Wir werden beim Aufbau der Theorie nur von Dingen sprechen, die wir schon von einem
fritheren Teil der Vorlesung kennen. Bei der Wahl der Beispiele, mit denen wir die Theorie
illustrieren, und auch bei den Ubungsaufgaben werden wir gelegentlich anders verfahren. Um
interessante Beispiele zu bekommen, werden wir dann wohlbekannte Dinge, wie etwa die Grund-
rechenarten, voraussetzen, auch wenn wir sie in der Vorlesung noch nicht besprochen hatten.

1.2 Mengen, Relationen, Abbildungen

Die Objekte einer mathematischen Theorie werden zu Mengen zusammengefafit. Die Objekte sind
dann Elemente dieser Menge. Der Begriinder der Mengenlehre, Georg Cantor, gab folgende Beschrei-
bung:



”Definition:”

(i) Unter einer Menge X verstehen wir jede Zusammenfassung von bestimmten wohlunterschiede-
nen Objekten x,y, ... unserer Anschauung oder unseres Denkens, welche die Elemente von X
genannt werden, zu einem Ganzen, einem neuen Objekt X = {z,y, ...} unseres Denkens.

(ii) Fiir "z ist Element von X” schreiben wir x € X und fiir "z ist nicht Element von X” dann

r ¢ X.

Diese ”Definition” werden wir nicht weiter beniitzen. Die in ihr vorkommenden Begriffe ” Zusammen-
fassung”, ” Anschauung” oder ”Denken” sind nicht klarer als der zu definierende Begriff ”Menge”.
Wir nehmen an, wir wissen, was eine Menge ist. Sie wird in dem Axiomensystem der reellen Zahlen
ein Grundbegriff sein, braucht also nicht definiert zu werden.

Mengen koénnen auf verschiedene Weisen beschrieben werden: die Auflistung ihrer Elemente in ge-
schweiften Klammern oder durch eine charakterisierende Eigenschaft.

Beispiel 1.2.1. Die Menge X = {12,13, 14,15} kann auch als
X = {z| = ist eine natiirliche Zahl mit 12 < z < 15}

beschrieben werden.

Definition 1.2.1. Wir definieren:

(i) Die Menge, die kein Element enthiilt, heifit leere Menge und wird mit () bezeichnet.

(ii) Eine Menge X heifit genau dann Teilmenge einer Menge Y oder in der Menge Y enthalten
(Schreibweise: X C Y), wenn alle Elemente von X auch Elemente von Y sind, in Zeichen:
reX=>zeY.

Lemma 1.2.1. Fliir jede beliebige Menge X gilt ) C X.

Beweis. Nach Definition 1.2.1 (i7) muf} gezeigt werden: z € ) = x € X.
Dieser Schluf} ist richtig, weil die Voraussetzung x € ) fiir alle  falsch ist. O

Mengen konnen verkniipft werden, d&hnlich wie Zahlen durch Addition oder Multiplikation verkniipft
werden koénnen. Die wichtigsten Verkniipfungen sind Vereinigung und Durchschnitt.

Definition 1.2.2. Es seien X und Y Mengen.

(i) Unter der Vereinigung X UY der Mengen X und Y verstehen wir die Menge aller Elemente,
die zu X oder zu Y (oder zu beiden) gehoren:

XUY :={z| x € X oder z € Y}.

(ii) Unter dem Durchschnitt X NY der Mengen X und Y verstehen wir die Menge aller Elemente,
die zu X und zu Y gehoren.

Sind gewisse Mengen selbst Elemente einer Menge M, so lassen sich die Vereinigung und der Durch-
schnitt all dieser Mengen erkldren. Um eine kiirzere Schreibweise zu erhalten, fithren wir Abkiirzungen
fiir die sogenannten Quantoren ”es gibt ein” und ”fiir alle” ein:

Schreibweise:

Es ist 3 eine Abkiirzung fiir "es gibt” und V eine Abkiirzung fiir ”fiir alle”.



Definition 1.2.3. Es sei M eine Menge von Mengen.

(i) Unter der Vereinigung |J,c X verstehen wir:

U X ={z|IreM: zeX}
reM

(ii) Unter dem Durchschnitt (), 1 X verstehen wir:
ﬂ X :={z|VeeM: ze X}
reM
Definition 1.2.4. Es seien X und Y Mengen. Die Differenz von X und Y ist

X\Y :={z|]ze X und z ¢ Y}.

Falls Y C X, dann heifit die Differenz X\Y auch Komplement von Y in X.
Schreibweise:
Y .= X\Y.

Definition 1.2.5. Mengen X und Y heiflen disjunkt, wenn sie keine gemeinsamen Elemente besitzen,
wenn also X NY = () gilt.

Fiir die Verkniipfung von Mengen gelten elementare Gesetze:

Satz 1.2.1 (Elementare Mengengesetze). Es seien X,Y,Z Mengen. Dann gelten die folgenden Ge-
setze:

(i) XUY =YUX und XNY =Y NX (Kommutativgesetz)

(ii) (XUY)UZ=XU(YUZ) und
(XNY)NZ=XnNn(YNZ) (Assoziativgestz)

(i) XU (Y NZ)=(XUY)N(XUZ) und
XNYuZ)=(XnNnY)Uu(XnNZ) (Distributivgesetz)

(iv) Z\(XUY)=(Z\X)N(Z\Y) und
Z\(XNY)=(Z\X)U(Z2\Y) (de Morgansche Regeln)

Beweis. Wir zeigen nur (i) und einen Teil von (4i7):
(i) Es gilt:

reXUY & rze XoderxeY

Def. 1.2.2 (i)

s re€Y oderx € X & reY UX.

Def. 1.2.2 (i)

Alsoist XUY =Y UX.

zeXNY s zeXundzxreY
Def. 1.2.2 (ii)
s ze€Y und x € X & reYnNnX.
Def. 1.2.2 (ii)

Damit ist auch XNY =Y N X.



(731) Wir zeigen lediglich XN (YU Z) C (X NY)U (X NZ):
reXNYUZ)=zeXundze (YUZ)

Insbesondere gilt z € Y oder x € Z.

1. Fal x € Y
= zxze€XundzeVY = zeXNY.
Def. 1.2.2 (ii)
= ze(XNY)U(XnZ).
2. Fall: z € Z
= rzeXundze” = reXNZ
Def. 1.2.2 (ii)
= ze(XNY)U(XnNn2Z).
In beiden Fillen gilt also die Behauptung. O

Definition 1.2.6. Es seien z,y Objekte. Unter dem Paar (z,y) verstehen wir die Menge

(z,9): = {{z} {=,9}}

Bemerkung 1.2.1. Im Unterschied zu der Menge {z,y}, bei der es auf die Reihenfolge der xz und
y nicht ankommt, es ist ndmlich {z,y} = {y,z}, kommt es beim Paar (x,y) sehr wohl auf die
Reihenfolge an: x steht an erster Stelle, y an zweiter Stelle. Die Begriffe ” Reihenfolge”, ”erste Stelle”
bzw. ”zweite Stelle” sind jedoch keine Grundbegriffe. Als Mathematiker wissen wir bisher noch
nicht, was sie bedeuten. Es bleibt also nur die Mo6glichkeit, den Begriff ” Paar” auf eine kompliziert
anmutende Weise, wie z. B. durch Definition 1.2.6 zu definieren.

Definition 1.2.7. Es seien X und Y Mengen. Unter dem kartesischen Produkt X x Y verstehen wir
die Menge aller Paare (z,y) mit z € X und y € Y, also

XxY: ={(z,y)|ze X,y Y}
Wir schreiben X%: = X x X.
Beispiel 1.2.2. Es sei A = {a,b} und B = {0, 1,w}. Dann ist
A x B = {(a,0),(a,1), (a,w), (b,0), (b, 1), (b, w)}.

Definition 1.2.8. Es seien X und Y Mengen. Unter einer Relation von X zu Y versteht man eine
Teilmenge R C X x Y. Dabei steht € X in R- Relation zu y € Y, wenn (x,y) € R gilt, in Zeichen
zRy. Ist X =Y, so heiit R eine Relation auf X.

Wie Mengen koénnen auch Relationen durch charakterisierende Eigenschaften beschrieben werden.

Beispiel 1.2.3. Es sei X ={0,2,4} und Y = {0, 1,2,3}. Wir definieren die Relation D:
zDy &z =2y,

oder: z ist das Doppelte von y.
So ist
D = {(0,0),(2,1), (4,2)}.



Definition 1.2.9. Ist R eine Relation von X zu Y, so ist die inverse Relation R~' als Relation von
Y zu X durch

R ={(y,2) €Y x X| (z,y) € R}
erklart.

Beispiel 1.2.4. Es sei X = {1,2,7,8} und R :="<" auf X.
Dann ist R~! =7>". Also ist

R = {(:C,y) € X2| T < y} = {(172)7 (177)7 (178)7 (277)7 (278)7 (77 8)}
und

Ril = {(yvx) € XQ‘ T < y} = {(27 1)7 (77 1)7 (87 1)7 (77 2)7 (872)7 (87 7)}
{(y;2) € X?| (w,y) € R}.

Definition 1.2.10. Eine Relation R auf einer Menge X heif3t

e reflexiv, wenn Vx € X gilt: xRz,
e symmetrisch, wenn Vz,y € X gilt: xRy = yRx,

e transitiv, wenn Vx,y,z € X gilt: xRy und yRz = zRz.

Eine Relation, die zugleich reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, heiBt Aquivalenzrelation.

Definition 1.2.11. Es seien X, Y Mengen. Eine Relation f C X x Y heifit Abbildung oder Funktion
von X in Y, wenn es zu jedem x € X genau ein y € Y mit zfy gibt. In diesem Fall schreiben wir
auch: y = f(z).

Die Menge X heifit Definitionsbereich und Y heifit Wertebereich von f. Man nennt y = f(z) € YV
das Bild von = € X, und z heifit Urbild von y = f(x).

Definition 1.2.12. Es seien X,Y Mengen und f eine Abbildung von X in Y.

(i) Das Bild einer Teilmenge A C X ist die Menge der Bilder aller Elemente aus A:
f(A) ={yeY|3dxr e Amity= f(x)}.

(ii) Das Bild des gesamten Definitionsbereichs, f(X) heifit Bild von f und wird mit Im f bezeichnet.

(iii) Das Urbild von B C Y ist die Menge aller Elemente x € X, deren Bilder in B liegen:

fYB):={z € X| f(z) € B}.

Definition 1.2.13. Es seien A C X und B C Y. Eine Abbildung g: A — B mit g(z) = f(z) und
f(xz) € B fiir alle z € A heifit eine Restriktion oder Einschrinkung von f. Umgekehrt ist f eine
Erweiterung von g.
Die Abbildung

flar A=Y mit fia(z) = f(z) fir z€A

nennt man die Restriktion von f auf A.

Definition 1.2.14. Eine Funktion f: X — Y heifit
e injektiv (eineindeutig), falls aus f(x1) = f(z2) die Aussage 1 = x9 folgt,
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e surjektiv, falls Imf =Y gilt,
e bijektiv, falls f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Satz 1.2.2. FEs seien X,Y Mengen und [ eine Abbildung von X in Y. Die zu f inverse Relation
f~1ist genau dann eine Abbildung, wenn f bijektiv ist.

Beweis. f~! Abbildung <  Vy €Y Jgenauein x € X mit yf 'z
Def.1.2.11 —

& YyeyY d i € X mit N bisektiv. -
Def1.2.9 y genau em .x mit z fy Def.1.2,14f ijektiv

Beispiel 1.2.5. Wir werden uns spéter ausschliefSlich mit dem Fall X, Y C R befassen. Funktionen
werden dann z. B. so notiert:
f:00,3] = R, x— Tx.

Dabei bedeutet [0, 3] das Intervall [0,3] = {z|] 0 < x < 3}.
Die Funktion f ist injektiv wegen
f(fl‘l) = f(xg) S Try=Try & x1 = To.
Aber f ist nicht surjektiv aufgrund
0<r<3 & 0L Txr <21,
Es ist Imf = [0,21], aber nicht Imf = R.
Die Abbildung g: [0,3] — [0,21], z — 7x ist bijektiv.

Beispiel 1.2.6. Die Abbildung
fRSR, z— a2t

ist weder injektiv noch surjektiv.
Esist f(x) = f(—),z B. f71({16}) = {-2,2}. AuBlerdem gilt stets f(x) > 0, also ist nicht Imf = R.
Die Restriktion fig o ist injektiv.

Definition 1.2.15. Es seien X, Y7, Y5, Z Mengen sowie g: X — Y7 und f: Yo — Z Abbildungen mit
g(X) C Ys. Dann versteht man unter der Komposition von f und g die Abbildung

fog: X =7 mit (fog)(z):= f(g(z)).
Beispiel 1.2.7. Es seien
g: R—-R mit g(x)=2zx+1
f: R—=R mit f(y) =y
Dann ist
(fog)(w) = flg(x)) = f(2z +1) = (22 + 1)
Definition 1.2.16. Essei X eine Menge. Die Abbildung id : X — X, z — z heifit die Identitéit auf X.

Satz 1.2.3. Es seien X,Y Mengen und f eine bijektive Abbildung von X in'Y mit inverser Abbildung
f~'Y — X. Dann ist

fof=fof=id
Also ist f(f~(z)) =2 und f~1(f(z)) = .
Beweis. Nach Definition 1.2.9 (inverse Abbildung) ist y = f(z) & = = f~!(y). Also gilt

y=ff@) e @)=y o z=yef(fl@)=1

f~1 bijektiv

11



1.3 Die reellen Zahlen

Wir kommen nun zu den Axiomen (unbewiesenen Grundtatsachen) fiir die reellen Zahlen. Diese
Axiome lassen sich in drei Gruppen gliedern. Die erste Gruppe, die Korperaxiome, beschreiben, wie
mit reellen Zahlen gerechnet wird, d.h. die Addition und die Multiplikation reeller Zahlen. Dadurch
sind die reellen Zahlen aber noch lange nicht charakterisiert. Es gibt Korper, das sind Strukturen,
die ebenfalls die Kérperaxiome erfiillen, die vollig anders aussehen als die reellen Zahlen. Die zweite
Gruppe, die Anordnungsaxiome zeigen, dafl die reellen Zahlen der Groflie nach verglichen werden
konnen. Sie bilden einen angeordneten Korper. Es gibt wiederum angeordnete Korper, die andere
Eigenschaften aufweisen als die reellen Zahlen, etwa die rationalen Zahlen. Die dritte Gruppe, die
nur aus einem einzigen Axiom, dem Vollstindigkeitsaxiom, besteht, schlieit die Charakterisierung ab.

Ein Korper ist eine Menge mit zwei inneren Verkniipfungen, Addition und Multiplikation genannt.
Wir sollten daher zuerst klidren, was unter einer Verkniipfung zu verstehen ist.

Definition 1.3.1. Eine Verkniipfung o auf einer Menge X ist eine Abbildung o: X x X — X.
Das Bild eines Paares (z,y) wird das Ergebnis der Verkniipfung genannt und mit z o y bezeichnet.
Verkniipfungen kénnen mit jedem beliebigen Symbol (neben o) bezeichnet werden. Ist das Symbol
+ (Pluszeichen), so heifit die Verkniipfung Addition, und das Ergebnis x + y wird als Summe von
x und y bezeichnet. Ist das Symbol - (Multiplikationspunkt), so heifit diese Multiplikation, und
dementsprechend wird das Ergebnis x - y als Produkt von z und y bezeichnet.

Wichtige Strukturen mit einer Verkniipfung sind die Gruppen:

Definition 1.3.2. Eine Gruppe ist ein Paar (G,o) bestehend aus einer Menge G und einer Ver-
kniipfung o auf G, so daf} gilt:

(Gl) ao(boc) = (aob)oc fir alle a,b,c € G (Assoziativgesetz).

(G2) Es existiert ein Element e, neutrales Element (oder Einselement) genannt, so dafi eoa = a fiir
alle a € G.

(G3) Ist ein neutrales Element e € G gegeben, so gibt es zu jedem a € G ein inverses Element
ateG,sodaBatoa=e.

Gilt zusétzlich noch, daf§ das Ergebnis der Verkniipfung von der Reihenfolge der Faktoren unabhéngig
ist, so heifit G eine kommutative oder abelsche Gruppe (nach N. H. Abel). Es gilt also

(G4) aob=boa fiir alle a,b € G (Kommutativgesetz).

Bemerkung 1.3.1. Wird die Verkniipfung als Addition geschrieben, so wird das neutrale Element
auch als Null bezeichnet (Schreibweise: 0). Das inverse Element eines Elements a wird dann mit —a
bezeichnet und heiffit das Negative von a. Wird die Verkniipfung als Multiplikation geschrieben, so
wird das neutrale Element auch als Eins bezeichnet (Schreibweise: 1).

Ein Korper ist ein Paar ((K,+),-), wobei (K,+) eine abelsche Gruppe, deren Verkniipfung +
Addition genannt wird, mit neutralem Element 0 ist, wihrend - eine weitere Verkniipfung auf K
ist, Multiplikation genannt, so da§ (K'\{0},-} eine abelsche Gruppe ist.

Addition und Multiplikation sind durch das Distributivgesetz verbunden:

a-(b+c)=(a-b)+(a-c).
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Die erste Gruppe von Axiomen fiir die Menge R der reellen Zahlen sind also folgende Korperaxiome:

Auf R existieren zwei Verkniipfungen + (Addition) und - (Multiplikation), sowie Elemente 0 (Null)
und 1 (Eins) mit 0 # 1, so dafl folgende Gesetze gelten:

(K1) (a+b)+c=a+(b+c)und (a-b)-c=a-(b-c). (Assoziativgesetz).
(K2) a+b=b+aund a-b=>-a (Kommutativgesetz).

(K3) a-(b+c)=(a-b)+ (a-c) (Distributivgesetz).

(K4) a+0=aund a-1 = a (Existenz neutraler Elemente).

(K5) Fiir alle @ € R3(—a) € R mit a + (—a) = 0 und
fiir alle @ € R\{0} 3 a~! mit a-a~! =1 (Existenz inverser Elemente).

Definition 1.3.3. Das multiplikative Inverse a~! wird auch Reziprokes oder Kehrwert von a genannt
und ”a hoch minus eins” gelesen.

Wir lassen kiinftig die Multiplikationspunkte weg und folgen der Regel ”Punkt vor Strich”, d.h. wenn
keine Klammern das Gegenteil besagen, wird die Multiplikation vor der Addition ausgefiihrt, so kann
z. B. das Distributivgesetz als a(b + ¢) = ab + ac formuliert werden.

Die zweite Gruppe von Axiomen sind folgende Anordnungsaxiome:

Es gibt eine Relation ”<” (sprich: kleiner) auf R zu R, so daf} folgende Gesetze gelten:

(A1) Fiir a,b € R gilt stets eine und nur eine der Beziehungen a < b, @ = b und b < a. (Trichotomie-
gesetz).

(A2) a <bund b < c= a < c. (Transitivitdtsgesetz).
(A3) Ista<b,sogilt a+c<b+cVceRund ac < beV ¢ € R mit 0 < c. (Monotoniegesetze).

Definition 1.3.4. Die zu der Relation ”<” inverse Relation ist die Relation ”>" (gréBer). Die
Zeichen ”<” bzw. ”>" bedeuten kleiner oder gleich bzw. grofier oder gleich.

Bemerkung 1.3.2. Jeder Korper, der auler den Korperaxiomen (K1) — (K5) auch noch die An-
ordnungsaxiome (A1) — (A3) erfiillt, heiit angeordneter Korper.

Zur Formulierung des letzten Axioms, des Vollstéindigkeitsaxioms, brauchen wir zunéchst folgende

Definition 1.3.5. Es sei X C R und s € R. Dann heif3t s eine obere Schranke von X, falls z < s fiir
alle x € X gilt. Falls eine obere Schranke von X existiert, heifit X C R nach oben beschrinkt. Man
nennt s kleinste obere Schranke oder Supremum von X, falls s eine obere Schranke von X ist und
fiir alle oberen Schranken ¢ von X gilt, dafl s <1t ist.

Nun koénnen wir noch unser letztes Axiom formulieren:

(V) Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge von R besitzt ein Supremum
(Vollsténdigkeitsaxiom, Supremumsaxiom).
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1.4 Ungleichungen, Rechenregeln, Betrag

Wir zeigen nun einige unmittelbare Folgerungen aus den Axiomen fiir die reellen Zahlen. Es werden
sich vertraute Regeln iiber die Umformung von Ungleichungen und Regeln iiber das ” Bruchrechnen”
ergeben.

Satz 1.4.1. (Kiirzungsregel)
Es seien a,b,c € R. Dann gilt

(i) a+c=b+c=a=0h.

(i) Ist ¢ # 0, so gilt ac = bc = a =b.

Beweis. (i) a+c=b+c ([:(E) (a4c)+(—c)=(b+c)+(—¢) (?‘1) a+(c+(—c) =b+(c+(—c)) =
a+0=04+0 = a=0
(K4)

i1 = 71: -1 -71: .71 1: 1 = b.
(ii) ac = bc (1?5) (ac)c (be)e (1?1) a(c-c)=blc-c')=a b (;Z)a b

O]

Bevor wir fortfahren, miissen wir einen Punkt klidren, der leicht zu {ibersehen ist. In den Axiomen
(K4) und (K5) wurde zwar die Existenz der neutralen Elemente (0 und 1) sowie die Existenz der
Inversen gefordert. Es wurde jedoch nicht die Eindeutigkeit dieser Objekte gefordert. Dies ergibt sich
jedoch als Folgerung.

Satz 1.4.2. (Findeutigkeit der neutralen Elemente und der Inversen)
(i) (Eindeutigkeit der Null):
a+0 =a fireim acR = 0 =0.
(ii) (Eindeutigkeit der Eins):
a-1=a firein acR = 1 =1.
(iii) (Findeutigkeit der Negativen):
VaoeR: a+z=0 =2z=—a
(iv) (Eindeutigkeit des Kehrwerts):
VacR\{0}: a-z=1 =az=al.
Beweis. Die Beweise von Satz 1.4.2 (i), (ii) ergeben sich aus der Kiirzungsregel (Satz 1.4.1):

(i) a+0=a=a+0 = 0=0.
5.1.4.1(3)

(ii)a-'=a=a-1 = 1=1
S.1.4.1(i4)

(ili) a+2z=0 (I:(>5) (—a)+ (a+2) =0+ (—a) (I:(>1) (—a+a)+z=0+(—a) (K4)——’?K5) r = —a.
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(iv) Beweisskizze: Multiplikation mit a~!. Sonst analog zu (iii).

Satz 1.4.3. Fira,b e R gilt:

(i) a-0=0-a=0
(i6) (~a) b =a- (~b) = —(ab)
(iii) (—a) - (—b) = ab
(iv) a-(b—c)=(b—c) a=ab—ac
(v) —(—a) =a.
Beweis. Es ist
() a0 = 0+(:0)=a-(0+0) = (a-0)+(a-0), als0 0+ (a-0) = (a:0) +(a:0) | & a-0=0.

(i) 0=0-b=(a+(—a))-b=ab+ (—a) - b. Aus der Eindeutigkeit des Negativen (Satz 1.4.2 (ii))

(1)
folgt: (—a)-b = —(ab). Es folgt a-(—b) = —(ab) wegen a-(—b) = (=b) -a durch "Umbenennen”

daraus.
(iii) 0 (f) 0 - (_b) (;5) (a + (—a))(—b) (;3) a - (—b) + (—a)(—b) (ﬁ) _(ab) + (—a)(_b) S.I.Z(ii)
(—a)(—b) = ab.

(iv) ohne Beweis

(v) ohne Beweis

Bemerkung 1.4.1. Wir vereinbaren auch fiir das Minuszeichen eine Punkt- vor- Strich- Regel:
ab—cd := (a-b) — (c-d).

Unter a — b verstehen wir a + (—b).

Definition 1.4.1. Es sei @ € R und b € R\{0}. Wir schreiben

a _
Zi=ab .

Insbesondere ist % =b"L
Satz 1.4.4. (Bruchrechnen) Es seien a,b,c,d € R, b,d # 0. Dann gilt:
L a ad
(i) b bd
1 1
W
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(i) gig_ad:l:bc
T AT T b

ac

. C
(W) % a7 b

a
b
(v) (E) _0 falls auch a # 0.
b a’

Beweis. Ubungen O

Definition 1.4.2. Man nennt a € R

e positiv, wenn a > 0 und
e negativ, wenn a < 0.

Satz 1.4.5. Es seien a,b € R. Dann gilt

(i) 0 <1

(ii) a<bsb—a>0
(i1i) a <0< —a >0
(iv) a <bs —b< —a

(W) o0<a<b=1>1
Beweis. Wir beweisen nur (i7): b—a>0(<73) b—a)+a>0+a<b>a. O

Satz 1.4.6. (Addition von gleichsinnigen Ungleichungen)
Aus a < b und ¢ < d folgt a +c < b+ d.

Beweis. Aus der Monotonie (A3) folgt a + ¢ < b+ c und b+ ¢ < b+ d. Mit der Transitivitiat (A2)
gilt dann a +c < b+ d. O

Satz 1.4.7. (Durchmultiplikation von Ungleichungen)
Es seien a,b,c € R, und es sei a < b.

(i) Ist ¢ > 0, so folgt ac < be.

(ii) Ist ¢ <0, so folgt be < ac.

Beweis. (i) ist Axiom (A3) (Monotoniegesetz)

(ii) Nach Satz 1.4.5 (ii) ist —¢ > 0. Dann gilt

a<b = b—a>0 < (b—a)(—c)>0< (a—b)-c>0

S.1.4.5(44) —c>0
(A3)
& ac—bec>0 <& be<ac
S.1.4.3(iv) 5.1.4.5(i4)

16



Satz 1.4.8. Es seien a,b € R Dann folgt

ab>0 < (a>0undb>0) oder (a<0 undb<D0).

Beweis. ohne Beweis

Satz 1.4.9. Es seien a,b € R und b # 0. Dann gilt

%>O < (a>0undb>0) oder (a<0 undb<D0).

Beweis. Wir zeigen zunéchst
1
(*) b>0= 3 >0.

Nach (A1) (Trichotomie) gilt genau einer der Félle
1 1

1
-<0, —=0, —->0.
b=V T b7
Annahme:
° %:0:>1:b-117:0imWiderspruchzu07é1.
° % <0 = b % <0-b = 1<0im Widerspruch zu Satz 1.4.5.
(A3) 5.1.4.3(i)

Also gilt ().
Wir kommen nun zum Beweis der Behauptung;:

7’¢:”
Fall 1:
1 a
a>0,b6>0=>a>0, ->0 = —->0.
(%) b (A3) b
Fall 2:
1
a<0,b<0 = —a>0, -b>0=—-a>0, — >0
S.1.4.5(ii) (*) b
= S0 = Zso.
(A3) —b S.1.4.4(ii) b
77:>:77
Zunéchst folgt a 20, denna =0 = a- % =0.
5.1.4.3(i)
Annahme:

Die Behauptung (a > 0 und b > 0) oder (a < 0 und b < 0) ist falsch.
Dann mufl wegen (A1) (Trichotomie) einer der folgenden Félle zutreffen:

Falll: a >0und b< 0

Fall 2: a <Ound b >0

Diese beiden Fille schliefen wir der Reihe nach aus.
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Falll: a > 0, b < 0 = —a < 0, b < 0. Nach der schon bewiesenen Richtung ”<:” folgt dann
—% > 0= 7 <0 im Widerspruch zur Voraussetzung.

Fall 2: a <O0und b>0= —-a>0, -b<0 = = <0 = 7 <0, ebenfalls ein Widerspruch.

<= S.1.4.4(iv)
O
Definition 1.4.3. (Vorzeichen, Absolutbetrag)
Es sei a € R. Dann heifit
1, fir a>0
sgn(a) = 0, fir a=0
-1, fur a<O.
das Vorzeichen oder Signum von a.
Der Absolutbetrag (kurz: Betrag, Schreibweise: |a|) von a € R ist durch
la| := sen(a) - a = a, fir a>0
=58 | —a, fir a<0
erklart.
Satz 1.4.10. (FEigenschaften des Absolutbetrages)
Fir alle a,b € R ist
(i) la] >0 und |a| =0 < a =0 (Definitheit)
(i) |a-b| = |a| - |b| (Multiplikativitit)
(i) |a+ b| < |a| + |b| (Dreiecksungleichung)
Beweis. Wir beweisen nur (#4i):
Es sei € := sgn(a + b). Wegen a < |a|] und | £ 1| =1 folgt
la +b] = €(a+b) = eca+ eb < |ea| + |eb| = |a] + |b].
O
Satz 1.4.11. Fir alle a,b,c € R gelten die folgenden Eigenschaften:
(1) a < |al
(ii) Fiir a # 0 gilt a*> = (—a)? = |a|> > 0.
(iii) Fiir a # 0 gilt |a=!| = |a| L.
(w) [la] = [b]] < [a —0].
Beweis. ohne Beweis O

Wichtige Teilmengen von R sind die Intervalle.

18



Definition 1.4.4. (Intervalle)
Es seien a < b € R. Die folgenden Mengen heiflen Intervalle:

[a,b] :={x € Rl a <z <b}

und falls a < b

[a,b) = {xeR|la<z<b}
(a,b] = {zeRla<z<b}
(a,b) = {reRla<z<b}

Dann heifit [a,b] abgeschlossenes, auch kompaktes Intervall, (a,b) heiBt offen und [a,b) bzw. (a,b]
heiBlen halboffen. Die Eigenschaften abgeschlossen, kompakt und offen von Teilmengen von R werden
spater allgemein definiert werden.

Definition 1.4.5. (unendliche Intervalle)
Diese Intervalle werden mittels der Symbole oo und —oo (sprich: unendlich und minus unendlich)
definiert. Es seien a,b € R. Wir definieren:

[a,00) = {x€R|a<uz}
(a,00) = {x€eR|a<uz}
(—o0,b] = {zeR|z<b}
(—00,b) = {zeR|z<b}
(—o0,00) = R

Definition 1.4.6. (Maximum, Minimum)

Es sei X C R. Dann heifit m Minimum von X (Schreibweise: min X), falls m € X und m < zx fiir
alle z € X gilt, und M heift Maximum von X (Schreibweise: max X), falls M € X und z < M fiir
alle x € X ist.

Satz 1.4.12. Fir alle a,b,c € R gilt

(i) la] < c<a € (—cc)

(i) [b—al|<cebe(a—ca+c)

Beweis. ohne Beweis O

1.5 Natiirliche Zahlen, vollstindige Induktion

Nun koénnen wir die natiirlichen Zahlen einfiihren, die wir bisher noch nicht kennen.

Definition 1.5.1. (i) Eine induktive Menge I reeller Zahlen ist eine Menge mit folgenden Eigen-
schaften:

(1) 1e1I
2)nel=n+lecl

(ii) Die Menge der natiirlichen Zahlen ist der Durchschnitt aller induktiven Teilmengen von R. Wir
bezeichnen sie als N.
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Satz 1.5.1. FEs gilt:

(i) N#0, N ist induktiv

(ii) Jede induktive Teilmenge von N ist N.

(#4i) min N =1

(iv) Firn €N gibt es kein m € N mit n <m <n+ 1.

(v) nmeN=n+meNundn-meN

(vi) Es seienn € N und m € [1,00). Dann istn —m € N& m € N und m < n.

Zur Vorbereitung des Beweises zeigen wir zunéchst:

Lemma 1.5.1. Der Durchschnitt einer beliebigen Menge induktiver Teilmengen von R ist induktiv.

Beweis. Es sei J eine Menge von induktiven Teilmengen von R und M = (7;c;I. Dann ist

(1)
(2)

lelfurallel € J = 1e I =M.
Hrate Def.1.2.3(ii) Mres

neM = nel, ViIeJ = n4+lel, Viel = n+1eM.
Def.1.2.3(i7) Tinduktiv Def.1.2.3(i7)

Beweis. (Beweis von Satz 1.5.1) Es sei J die Menge aller induktiven Teilmengen von R.

(i)
(i)

Nach Lemma 1.5.1 ist N induktiv und damit 1 € N, also N # ().
Es sei M eine induktive Teilmenge von N. Dann gilt:

(1) M CN. Nunist N=(;;I,also NC I, VI € J. Da M C J ist, folgt
(2) Nc M.

Also ist N = M.

Wegen 1 € [1,00) und n > 1 (?) n+1>1ist [1,00) induktiv. Also ist N C [1,00) = n > 1 fiir
3
alle n € N.

Es sei
K:={neN| AmeN mit n<m<n+1}.

Wir zeigen, dafl K induktiv ist:

Es sei My := N\(1,1+1). Dann ist M; induktiv, also M; = N. Es ist NN (1,14 1) = (. Damit
ist 1 € K.

Nun sei n € K:

Setze My11 := N\(n+ 1,n 4+ 1+ 1). Wiederum ist M, 4+, induktiv, da 1 € M4 ist und aus
m € M, folgt, dan € K ist, m ¢ (n,n+1) ist. Alsoist m+1 ¢ (n+1,n+ 14 1) und folglich
m+1eN\(n+1,n+1+1)=M,y;.

Damit ist M, 11 =N. Alsoist NN (n+1,n4+141)=0und n+1 € K. Also ist K = N.
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(v) Fiir n € N betrachten wir die Menge L,, := {m € N| n + m € N}. Diese Menge ist induktiv,
dennn € L, = n+1€N. Alsoist 1 € L,,. Esseim € L,,alson+meN = (n+m)+1 =
NEJ NEJ (K1)

n+ (m+1) € L,. Also ist m+ 1 € L,,. Damit ist L,, = N.

Wir verzichten auf den Beweis des zweiten Teils und auf den Beweis von Teil (vi). O

Bemerkung 1.5.1.

Das Beweisverfahren in Satz 1.5.1, Teil (iv) und (v) ist der Beweis durch vollsténdige Induktion:
Es ist eine Aussage A(n) zu beweisen, die von der natiirlichen Zahl n abhingt. Eigentlich handelt
es sich um eine Folge von Aussagen A(n), wie zum Beispiel in (iv) die Aussage A(n): Es gibt kein
m € N mit m € (n,n + 1). Man definiert die Menge W aller n, fiir die die Aussage A(n) wahr ist
und zeigt, dafl diese Menge induktiv ist, d.h.

(i) 1 € W: A(1) ist wahr
(i) ne W= (n+1) € W: Wenn A(n) wahr ist, dann ist auch A(n + 1) wahr.

Nach Satz 1.5.1 (7i) folgt dann: W = N, d.h. A(n) ist fiir alle n € N wahr.
Ein Beweis durch vollstindige Induktion geht also nach folgendem Schema:

(i) n = 1: (Induktionsanfang): A(1) ist wahr.

(i) » — n + 1 (Induktionsschritt): Wenn A(n) wahr ist (Induktionshypothese), dann ist auch
A(n+ 1) wahr.

Definition 1.5.2. (i) Mengen X und Y sind gleichméchtig (Schreibweise: X ~ Y), falls es eine
injektive Abbildung f: X - Y und ¢g: Y — X gibt.

(ii) Die Menge X heifit von kleinerer Méchtigkeit als die Menge Y (Schreibweise X < Y), falls es
eine injektive Abbildung f: X — Y, aber keine injektive Abbildung ¢g: Y — X gibt.

(iii) Fir n € N sei der Abschnitt bis n (Schreibweise: N(n)) durch N(n) := {m € N| m < n}
definiert.

Eine Menge X heifit endlich, falls es ein n € N gibt, so dal X ~ N(n), andernfalls unendlich. Man
nennt X abzdhlbar unendlich, falls X ~ N und abzéhlbar, falls X endlich oder abzihlbar unendlich
ist, andernfalls iiberabzahlbar.

Satz 1.5.2. Es seien X,Y,Z Mengen.
(i) X ~Y < 3f: X =Y, f bijektiv
(ii)) X <Y undY <Z=X<Z

(111) X # 0 erfiillt genau eine der folgenden Méglichkeiten: X ist endlich, X ist abzihlbar unenend-
lich oder X st iiberabzihlbar.

() Ist X endlich, so gibt es genau ein n € N mit X ~ N(n).

Beweis. Ubungen ]
Definition 1.5.3.

2:=1+1,3:=2+1,4:=3+1,...,9:=8+1, 10:=9+1,...
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Definition 1.5.4. Es sei X eine endliche Menge. Ist n € N die nach Satz 1.5.2 eindeutig bestimmte
natiirliche Zahl mit X ~ N(n), so schreiben wir |X| = n und sagen, X hat n_Elemente.

Beispiel 1.5.1. Es sei X = {a,b,c}. Fiir n > 3 haben wir eine bijektive Abbildung f: X — N(3) =
{1,2,3} mit f(a):=1, f(b) :=2 und f(c) := 3. Also ist | X| =3, d.h. X hat drei Elemente.

Satz 1.5.3. (i) Jede nichtleere Teilmenge von N besitzt ein Minimum (Wohlordnungssatz).

(ii) Jede endliche Teilmenge von R besitzt Maximum und Minimum.

Beweis. ohne Beweis. O

Definition 1.5.5. Wir setzen Ny := N U {0}.
Die Mengen Z der ganzen Zahlen und Q der rationalen Zahlen sind durch Z := Ny U {—n| n € N}

und Q = {£| re’l,se Z\{O}} definiert.

Man zeigt leicht:
Satz 1.5.4. (i) (Z,+) ist eine kommutative Gruppe.

(i1) (Q,+,-) ist ein Korper.

Beweis. Durch Nachrechnen. O

Definition 1.5.6. Unter einer Folge a, von Elementen einer Menge X verstehen wir eine Abbildung
f*N—= X, n—a,oder f: Ny = X, n = a,. Dabei heifit a,, auch das n- te Glied der Folge und
n heilt Folgenindex (kurz: Index). Statt n kann auch jedes andere Symbol verwendet werden. Unter
einer endlichen Folge verstehen wir eine Abbildung f: N(n) — X. Wir betrachten meist den Fall
X =R, also Folgen reeller Zahlen. Kiinfig soll unter einer Folge stets eine Folge reeller Zahlen gemeint
sein, falls nichts anderes vereinbart ist. Eine Folge kann durch eine Gleichung, z. B. a,, = 5n + 2,
beschrieben werden. Sie kann auch durch vollstdndige Induktion definiert werden.

Beispiel 1.5.2. (Folge der Fibonacci- Zahlen)
Es sei (ay) durch
ap=1,a1=1, ap=an_1+ap_o fir n>2

gegeben. Die ersten Glieder der Folge berechnen sich zu

a = 1
ap = 1
ay = a1t+a=1+1=2
ag = as+a;=2+1=3
ag = az3+ax=3+2=5

Summen und Produkte einer beliebigen Anzahl von Gliedern einer Folge kénnen induktiv definiert
werden.

n
Definition 1.5.7. Es sei (a,): N — R eine Folge. Dann definieren wir die Folge (Z ak> der
k=1
n- ten Partialsummen induktiv durch
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—_

E ap = a1

k=1

(ii) n > n+1:
n+1 n
Zak = < ak> + Qp41-
k=1 k=1

n
In Z a, heiBt k die Summationsvariable, 1 (bzw. n) die untere (bzw. obere) Summationsgrenze, und
k=1
{m € N| 1 < m < n} heifit auch Summationsintervall. Die Sprechweise ist: Summe k& = 1 bis n, ay.
Fiir die Summationsvariable kann auch jedes andere Symbol beniitzt werden. Allgemeiner kénnen

n n
auch Summen Zak, falls (an): Ng — R, oder Z ay, induktiv definiert werden. Summen kénnen
k=m

auch fiir endlichg Folgen definiert werden. Wir verzichten auf die Einzelheiten der Definition.

Durch vollstindige Induktion beweist man leicht:

Satz 1.5.5. Es seien a,ai,...,an,b1,...,b, € R. Dann gilt:

(i) > ap+ > be=>_(ar+b)
=1 k=l

k=1
n n
(ii) aZak = Zaak
k=1 k=1

(iii) < Z lax| (Dreiecksungleichung)

k=1

n
D

k=1

Beweis. ohne Beweis. O

n
Definition 1.5.8. Es sei (ap): N — R eine Folge. Dann definieren wir die Folge (H ak> der
k=1

n~- ten Partialprodukte induktiv durch

(i) n=1:
(ii) n > n+1:

Es gelten die entsprechenden Bemerkungen wie bei der Definition der Partialsummen.

n n
In Ausdriicken der Form Z a bzw. H a, bei denen der Folgenindex fehlt, werden die Partialsummen
k=1 k=1
bzw. Partialprodukte von der konstanten Folge (aj) mit a; = a fiir alle k gebildet.

Der Fall der Partialprodukte fiithrt zur Definition der Potenzen:
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Definition 1.5.9. (n- te Potenzen)

n
Es sei @ € R und n € N. Dann ist die n- te Potenz a™ (lies: a hoch n) durch H a definiert. Es ist
k=1

0 __ .. A
a’=1und fiir a # 0 sei a™" := 5.

Satz 1.5.6. (Potenzgesetze)

Es seien a,b € R und m,n € Z. Dann gelten folgende Regeln (vorausgesetzt die Ausdriicke sind
definiert):

(i) (ab)™ =a™-b"
(i1) a™t" =a™ - a"
(i17) (a™)" = o™
Beweis. ohne Beweis. O

Satz 1.5.7. (Monotonie, Definitheit)
Es seien a < b € R" und n € Z. Dann gilt

(i) a™ <b", fallsn >0
(i1) a™ > b", falls n <0

(iii) a®> > 0 und a* =0 < a = 0.

Beweis. ohne Beweis. O

Definition 1.5.10. (Fakultéit und Binomialkoeffizient)
Fiir n € N ist n! (lies: n Fakultét) durch

definiert. Weiter ist 0! := 1.
Der Binomialkoeffizient (Z) (lies: n tiber k) ist fiir k,n € Ny und 0 < k < n durch

(+)

FEine wichtige Technik im Rechnen mit Summenzeichen ist die Indexverschiebung. Bevor wir diese
Technik in einem Satz formulieren, geben wir zwei Beispiele:

Beispiel 1.5.3. Es ist

definiert.

n
Y (m-2)=(2-2)+...4+(n-2).
m=2
Wir fithren eine neue Summationsvariable ein: k = m — 2. Diese Substitution ist mit einer bijek-
tiven Abbildung f des urspriinglichen Summationsintervalls {m € N| 2 < m < n} auf das neue
Summationsintervall {n € N| 0 < k < n — 2} verbunden. Damit ist

n n—2
Y m-2)=@2-2)+...4(n-2)=0+...+(n—-2)=> k.
m=2 k=0
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Eine der bekanntesten Anwendungen ist die Summenformel fiir die endliche geometrische Reihe.

Beispiel 1.5.4. Es sei ¢ € R\{1} und N € N. Wir betrachten die endliche geometrische Reihe:

N
S::anzl—l—q—}—...—l—qN.

n=0

Eine ”skizzenhafte” Behandlung des Problems sieht wie folgt aus:
Differenzenbildung ergibt:

S =1 4+q +... +¢"
S-S = 1 ¢!
Somit ergibt sich: S = 1?:\;1

Die mathematisch strenge Behandlung sieht wie folgt aus: es ist

N
S = Zq". (1)
n=0

N N
Nach dem Distributivgesetz (Satz 1.5.5 (ii)) ist ¢S = Zq " = Zq”“. Wir fithren die neue
n=0 n=0

Summationsvariable m = n + 1 ein und erhalten

N+1 N+1

¢$S=> q"=> ¢ (2)
m=1 n=1

mit Zuriickbenennung m — n. Aus (1) und (2) erhalten wir

N+1

N
1=9)S=>q"=> q"
n=0 n=1

Die Summationsintervalle in beiden Summen sind {n € NJ0 <n < N} bzw. {n € N|1 <n < N+1}.
Wir spalten die beiden Indizes, die nicht im Durchschnitt liegen, ab und erhalten

N N
S
n=0 n=1
N+1

N
Y ¢t = gt +g"H
n=0 n=1

Differenzenbildung ergibt:

N
1=)S=1+> (" —q") - " =1-¢"",
n=1
also Nl
1_
S q
I1—gq



Satz 1.5.8. FEs sei (ay) eine Folge (oder eine endliche Folge). Es sei m,n € Ny mit m < n und
p,q € N. Dann st

n+p n—q
E ajp = E Qp—p = E Aftq-
k=m-+p k=m—q
Beweis. ohne Beweis. ]

n n
Beispiel 1.5.5. Wir wollen T}, := Z m bestimmen. Wir betrachten S, := Z m? und berechnen

m=1 m=1
die Differenzen S, 11 — S, auf zwei verschiedene Weisen:
Es ist
Sp41 = Zm—l—n—i- =S, +(n+1)%
also
Spi1— Sp=(n+1)>% (1)

Die Berechnung mittels Indexverschiebung lautet:

n+1 n n n

Spy1 = Zm => (k+1)?=) (m+1)>=> (m’*+2m+1)
k=0

m=0 m=0
n
- ZmQ—l—QZm—l—Zl:Sn—i-QTn—i-n—i—l.
m=0 m=0 m=0
Damit ist

Sn+1— Sn =21, +n+ 1. (2)

Vergleich von (1) und (2) ergibt
(n+1)2=2T, +n+1,

also

n
n“+n 1

Die Behauptung B(n) 148t sich auch durch vollstdndige Induktion beweisen:
Induktionsanfang n = 1:

1
1
Zmzl und §~1-(1+1):1, also ist B(1) wahr.

Induktionsschritt n — n + 1:
Sei die Induktionshypothese fiir ein n richtig. Dann gilt

n+1
1
Zm = Zm+ n+1)=1T, +n+1(§{)§n(n+l)+n+1

1 1
= (n+1) <2n+1> = §(n+1)(n+2)
also ist B(n) wahr.
Wir schlieen mit Beispielen fiir Induktionsbeweise:
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Satz 1.5.9. (Bernoullische Ungleichung)
FEs seix > —1 und n € N. Dann ist

(I1+2)" > 14 nz.

Beweis. (Beweis durch vollstindige Induktion)
Induktionsanfang n = 1:
1+2) =14z

Induktionsschritt n — n + 1:
Sei die Induktionshypothese fiir ein n richtig. Es gilt

(1+2)" =1 +2)"(1+2)

nach Definition 1.5.8 und 1.5.9. Wegen z > —1 ist (1 + x) > 0. Nach (A3) (Monotonie) und der
Induktionshypothese folgt:

A+z)"A+2)>14+ne)1+2)=1+7n+Dz+nz®>1+ (n+ 1)z
nach Satz 1.5.7 (Definitheit). O
Als letztes wollen wir eine Regel iiber die Berechnung von (a + b)", den Binomischen Lehrsatz be-

weisen.
Zur Vorbereitung zeigen wir eine Beziehung zwischen Binomialkoeffizienten.

Lemma 1.5.2. Essei k,n e Nmit 0 <k <n—1. Dann ist
n n n+1

+ = .
k k+1 k+1

(k+1)!=kl(k+1) und (n—Fk)!l=mn—-k—1l(n—k)

Beweis. Nach Definition 1.5.10 ist

Nach Definition 1.5.10 und Satz 1.4.4 (Bruchrechnen) folgt:

n n n! n!
<k> + <k+ 1) T Ho—k—Dln—F  RE+Dn—k—1)
nl(k+1) nl(n — k)
k+Din—kK)! " (k+ Din— k)
nln+1) (n+1)!

k+D!n—Fk! ((n+1)—(k+1)(k+1)
~ (n+1
B <k+1>'

Satz 1.5.10. (Binomischer Lehrsatz)
Es seien a,b € R und n € N. Dann ist

n
(a+b)" = <Z> ko



Beweis. Wir fithren den Beweis durch vollstdndige Induktion:
Induktionsanfang n = 1:

(a+b)! = o'+

1

1 1 1
g ( >akb1k = ( )aobl—i—( )albo—a—i—b.
— k 0 1

Induktionsschritt n — n + 1:
Sei die Induktionshypothese fiir ein n richtig. Es gilt

n+1 _ n —
(a * b) Def. 1.5.9 (a + b) (a + b) (17{)

1:55 ) Z <Z> aFipn—k 4
Sa]tazef.i.s.(g“) k=0
(a+b)"* = Z<k> a iy k+z< > akprheL, (1)
k=0

Wir spalten von der ersten Summe den Term k& = n und von der zweiten Summe den Term k& = 0 ab
und fiihren eine Indexverschiebung durch. Wir erhalten

3

Also ist

n n—1
T I
k=0 k=0
und
kpn+l-k _ pn+l k+1p(n+1)—(k+1)
Z(k) b b +Z<k+1> b : (3)

k=0
Aus (1), (2), (3) und Lemma 1.5.2 erhalten wir

(a+b)"tt = prtl 4 E (( > <k N 1>) aFHpntD=(k+l) o gntl

X ”‘1‘1) gk FLpmAD—(k+1) | ontl

k+1

1

k=
_ n+1
N k
k:0

kbn+1 k

_ bn-‘,—l Z <TL—|—1> kbn+1 k+an+1

1.6 Die komplexen Zahlen

Die komplexen Zahlen sind kein eigentlicher Bestandteil dieser Vorlesung. Viele Begriffe aus der
reellen Analysis, wie Grenzwerte, Stetigkeit, usw., lassen sich auf die komplexe Analysis iibertragen.
Wir werden dies gelegentlich in Hinweisen andeuten. Jedoch ist die komplexe Analysis ein eigensténdiges
Gebiet und besitzt viele Ziige, die in der reellen Analysis keine Paralellen haben. Sie ist Gegenstand
der Vorlesung Analysis IV.
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Definition 1.6.1. Die Menge C der komplexen Zahlen ist die Menge aller Paare reeller Zahlen:

C:={(z,y)| z,y € R}.

Addition und Multiplikation sind wie folgt definiert:

(1) (@1,91) + (z2,92) = (21 + 22,91 + y2)

(i) (21,91) - (x2,y2) = (L1272 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1).

Diese Regeln werden durch folgende Definition tibersichtlich:

Definition 1.6.2.
i=1(0,1).

Aus Definition 1.6.1 (i), (ii) ergibt sich dann die folgende Regel:
i2 = (—1,0).

Die Menge R der reellen Zahlen kann nun durch eine leichte Anderung der Definition 1.6.1 zu einer
Teilmenge der komplexen Zahlen gemacht werden.

Definition 1.6.3. Es sei C = ({C\{(z,0): z € R})UR.

(Wir ”werfen die Elemente (z,0) hinaus” und ersetzen sie durch die reellen Zahlen z. Die Regel
i? = (—1,0) wird zu 2 = —1 und (=, y) kann als (z,y) = x + iy geschrieben werden.)

Die Rechenregeln lassen sich wie folgt sehr leicht merken:

Es gelten die iiblichen Regeln (Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze), und es ist 2 = —1.

Beispiel 1.6.1. Es ist

(44 30)(T+50) =4 T+ 45 +7-3i + (30) - (51) = 28+ 157 + (4-5+7-3)i = 13441
Satz 1.6.1. Die Struktur (C,+,-) ist ein Korper mit der Null 0 und der Eins 1.
Fiir x + 1y # 0 haben wir
1 Ty

@) =
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Kapitel 2

Folgen und Reihen

2.1 Folgen und Grenzwerte

Definition 2.1.1. (Grenzwert, Limes)
Eine Zahl a heifit Grenzwert (Limes) der Folge (ay), (Schreibweise: lim,, o a, = a oder a, — a
(n — 00), wenn gilt:

Ve >0 3dng=np(e) €N, sodall Vn>ng gilt |a,—al <eVn >ng.

Man sagt dann auch:
Die Folge (a,,) konvergiert gegen a oder (ay) ist eine konvergente Folge.
Hat (ay,) keinen Grenzwert, so heifit (a,) divergent oder (a,) divergiert.

Definition 2.1.2. Es sei € > 0 und a € R. Unter der e- Umgebung U(a) versteht man
Uc(a) :={z| |x — a| < €}.

Man sagt: Eine Eigenschaft gilt fiir fast alle Elemente einer Menge bzw. Glieder einer Folge, falls es
hochstens endlich viele Elemente der Menge bzw. Glieder der Folge gibt, fiir die sie nicht gilt.

Bemerkung 2.1.1. Die Eigenschaft der Konvergenz 143t sich auch so ausdriicken:
Man nennt a den Grenzwert von (a,), wenn in jeder e- Umgebung U, (a) fast alle Glieder der Folge
(ay) liegen.

Satz 2.1.1. Eine Folge (ay) hat héchstens einen Grenzwert.

Beweis. Annahme:
Es sei lim,, o0 ay, = a und lim,, o0 @, = b mit a < b. Wir setzen € := 1/2(b — a). Es ist also

b—a=2¢ (1)
Nach Definition 2.1.1 gibt es ein nyg = ng(€), so daB fiir n > ng gilt:

lan, —al < e (2)
und ein n; = ny(e), so daf fiir n > ny gilt:

|b—an| <e. (3)

Es sei n > max{ng,n1}. Aus (2) und (3) folgt nach der Dreiecksungleichung (Satz 1.4.10 (4i7)):
|b—al =|(b—an)+ (an —a)| <|b—an| + |a—an| < 2e¢
im Widerspruch zu (1). O
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Satz 2.1.2. (Grenzwerte von konstanten Folgen)

Firce R ist lim ¢ = c.
n—oo

Beweis. Wir setzen ¢, := c¢ fiir alle n. Dann ist |¢, — ¢| = 0 < € fiir alle € > 0 und fiir alle n. O

Definition 2.1.3. Gilt lim a, = 0 fiir eine Folge (a,), so hei3t (a,) eine Nullfolge.

n—oo

[e.e]

1 1
Satz 2.1.3. Die Folge <> ist eine Nullfolge, d.h. es ist lim — = 0.
n

n—1 n—oo N

1
Beweis. Nach dem Vollsténdigkeitsaxiom (V) besitzt die Menge X =< ——| n € N} ein Supremum
n

S. Wegen —% < 0 fiir alle n ist 0 eine obere Schranke von (—%), also ist S < 0.

Annahme: S <0

Nach der Definition des Supremums existiert ein n mit —% > %S . Dann ist aber —% > %S > S, ein
Widerspruch.

Damit ist sup {(—2) | n € N} = 0, d.h. Ve > 0 Ing = ng(e) mit —nio > —e und somit 0 < % < e
Wegen 0 < % < nl—o fiir n > ng folgt

<€, VYn>mno(e).
n

Nach Definition 2.1.1 ist lim 1 =0. O
n—oo N

Definition 2.1.4. (Beschréinktheit)

Eine Folge (ay) heit nach oben beschrénkt, wenn ein A € R mit a,, < A fiir alle n € N existiert,

bzw. nach unten beschrinkt, wenn ein B € R mit a,, > B fiir alle n € N existiert. Man nennt (a,,)

beschrinkt, falls es nach oben und nach unten beschrinkt ist.

Satz 2.1.4. (i) Die Folge (n):°, ist nach oben unbeschrinkt.

n=1

(ii) Eine Folge (ay) ist genau dann beschrinkt, wenn 35 € R, so daff |an| < S Vn € N.

Beweis. (i) Annahme:
Die Folge (n) ist beschréankt, d.h. es gibt ein S € R mit n < S fiir alle n € N. Dann folgt
% > S~1 > 0 fiir alle n € N im Widerspruch zu lim,_,« % =0 (Satz 2.1.3).

(ii) Nach Definition 2.1.3 ist (a,) genau dann beschriankt, wenn A, B € R mit
B<a,<A VYneN (1)
existieren. Setze S := max{|A|, |B|}. Aus (1) folgt
lan| < S VneN. (2)

Umgekehrt folgt aus (2) mit S > 0, dal —S < a,, < S, also die Beschrénktheit von (ay,).

Satz 2.1.5. Fine konvergente Folge ist beschrinkt.
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Beweis. Es sei lim,,_,« a, = a. Nach Definition 2.1.1 mit € = 1 existiert ein ng = ng(1), so daf

la, —al <1 fiir n > ng. (1)

Aus (1) folgt
|an| < la| +1. (2)
Nach Satz 1.5.3 (ii) existiert M := max{|a,|, n < no} U {|a|] + 1}. Aus (2) folgt dann: |a,| < M fiir
alle n € N. O

Es ist oft einfacher, Beweise iiber die Konvergenz von Folgen zu fithren, indem man nicht direkt auf
die Definition 2.1.1 zuriickgeht, sondern den folgenden Satz verwendet:

Satz 2.1.6. Fir die Folge (ay,) sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) nh_{r;oan = a.

(ii) 3C >0, so daff Ve > 0 Ing = no(e) mit |a, —a| < Ce Vn > ng(e).

Beweis. "=":
Es sei € > 0 gegeben. Nach Definition 2.1.1 gibt es fiir alle ¢ > 0 ein ng = ng(€’), so da} |a, —a| < €
fiir alle n > ng(€’) ist. Dies gilt insbesondere auch fiir ¢ = Ce. Es gilt also |a, — a|] < ¢ = Ce fiir

n > ng(€).

R <:77:

Es sei € > 0 gegeben. Wir setzen ¢ = C~!e. Dann gibt es nach Voraussetzung ein ng = ng(€’), so daf
lan, — a| < C€¢ = e fiir alle € > 0 ist. Nach Definition 2.1.1 ist lim,,— a,, = a. O

Satz 2.1.7. (Grenzwertsitze)

Es seien (an) und (b,) Folgen mit lim a, = a und lim b, = b. Dann ist
n—oo n—oo

(i) lim (a, +0by) = lim a, + lim b, =a+b
n—00 n—00 n—00

(i1) nlLr&(an cby) = (lim an) . (nlgrolo bn> =ab

n—0o0

an

(iii) lim 3 :%,mum%o.

Beweis. (i) Es sei € > 0. Nach Definition 2.1.1 gibt es ng = ng(e) und n; = ni(e) € N, so daf
la, — a| < € fiir alle n > ng(e) und |b, — b| < € fiir alle n > ny(e). Es sei ny := max{ng,nq}.
Dann ist fiir n > ng nach der Dreiecksungleichung (Satz 1.4.10 (ii))

|(an, + bn) — (a+b)| = |(an — a) + (by, — b)| < |an — a|] + |by — b] < 2e.
Nach Satz 2.1.3 folgt lim (an + b,) = a + 0.
n—oo
(ii) Nach Satz 2.1.5 ist die Folge (by,) beschrénkt, d.h. es existiert ein B € R mit
byl < B VneN. (1)

Es sei € > 0. Nach Definition 2.1.1 existiert ein ng = no(€) und n; = nj(e) € N mit

lan, —al <€ VYn >ng, (2)
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b, — bl <€ Vn>mn;. (3)

Es sei ng := max{ng,n1}. Dann ist fiir alle n > nq

|anby, — abl = |anby, — ab, + ab, — abl
< |an, — al|b| + |al|b, — b
U

—Ugl.

< (B+]la)e
o)

>

(iii) Nach Definition 2.1.1 gibt es ng € N, so dafl |b, — b| < 1/2]b] fiir alle n > ng ist, und damit gilt
nach Satz 1.4.11 (iv)

1
by | > §|b| Vn > ng. (1)

Nach Definition 2.1.1 gibt es n; = nj(€) bzw. ny = na(e), so daf fiir alle n > ny(e) bzw. fiir alle
n > no(e) gilt, daB |a, — a| < € bzw. |b, — b| < e. Wir setzen n3 := max{ni, no} und erhalten

lap, —al <€, |by—bl<e Vn>mns. (2)
Es folgt
In 4 = ! lanb — aby,| = lanb — ab + ab — aby,|
P R N L |bb|" "
1
< bl|lan, — al + |a||bn, — b
S T (Mol
< b
<l e

(1),(2)
O]

Satz 2.1.8. (Erhaltung von Ungleichungen)
Es seien (ay) und (b,) Folgen mit li_)rn an = a und li_>m by, = b sowie ay, < by, fir alle n. Dann ist
n—oo n—oo

a <b, also lim a, < lim b,.
n—oo n—oo

Beweis. Annahme: a > b
Wir setzen
2¢:=a—b. (1)

Nach Definition 2.1.1 existiert ng = ng(€), so daB fiir alle n > ng(e) gilt:
lan, —a| <e und |b, — b <e. (2)

Aus (2) folgt
ap>a—¢€ und b, <b+e Vn > nyg. (3)

Aus (1) und (3) folgt b, < a,, fir alle n > ng, ein Widerspruch. Nach Axiom (A1) (Trichotomiegesetz)
folgt a < b. O

Bemerkung 2.1.2. Aus der scharfen Ungleichung a,, < b, kann nicht lim an < lim bn gefolgert

werden, sondern auch nur lim a, < lim b,. Die siecht man am Belsplel an =0 und bn = f. Es ist
n—0o0 n—o0
an < by, aber hm a, = lim b,.
n—oo

Satz 2.1.9. Es seiq € R und |q| < 1. Dann ist lim ¢" = 0.
n—oo
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Beweis. Fall 1: ¢ =0

Dann ist lim ¢ = lim 0= 0.
n—0o0 n—oo

Fall 2:

Es sei Q := |¢|7!. Dann ist Q = 1+ 7 mit > 0. Nach der Bernoullischen Ungleichung (Satz
1.5.9) ist Q" = (1 +n)" > 1+ nn. Also ist |¢|* = Q™ < (1 +nn)~! < nln~! und damit
—n~tn~1 < ¢" <~ 'n~!. Nach den Siitzen 2.1.4, 2.1.7 und 2.1.8 ist

. -1 -1 . n : -1,_-1
= — < < =
0= Jim (i) < Jim " < Jim o in” =0,

also lim ¢" = 0. O

n—o0

Beispiel 2.1.1. Es sei a, =1+ 1 +1076(-1)".
Wir untersuchen, ob das Konvergenzkriterium von Definition 2.1.1 fiir a = 1 erfiillt ist.
Fall 1:

Es sei € > 1075, Dann konnen wir schreiben: ¢ = 1076 4- 5y mit ; > 0. Wir wihlen ng = ng(e) € N,
so daf3 ng > 771_1 ist. Fiir n > ng haben wir dann

1
lan, — 1] = 'n +107%(=1)" <1070 + 7 = €.

Fall 2:
Es sei e <1075, z.B. e = 1076 — 72 mit ne > 0. Wir wihlen ny = ni(e) € N, so dafi ny > 772_1. Fir
n > ni1 haben wir dann

1
la, — 1| = 'n +107%(=1)" > 107% -y =e.

Damit ist das Kriterium von Definition 2.1.1 mit a = 1 zwar im Fall € > 1076 erfiillt, aber nicht im
Falle € < 107%. Somit konvergiert a,, nicht gegen 1.

Es gibt auch keinen anderen Grenzwert a.
Es sei a € R. Nach der Dreieicksungleichung ist

2:10°=[(1+10°%-a) - (1-10°%—a)[ <[1+10°—a|+[1-10°—aq|.

Daraus folgt: Fiir alle a € R gilt einer der folgenden Flle:

Fall a: ’a -1+ 10_6)’ > 107% oder
Fall b: |a — (1 —1075)| > 1075,

Wir zeigen, dafl in Fall a) die Zahl a nicht der Grenzwert von (a,) sein kann. Fall b) wird analog
behandelt.

Es sei n > 2-10%. Dann ist fiir alle geraden n folglich |a, —a|] > 1076 — % > % -10-9.

Fiir ¢ = 1079 ist das Kriterium von Definition 2.1.1 nicht erfiillt: es gibt kein ng(e), so daB fiir
n > ng(e) dann |a, — a| < € gilt. Also ist a nicht Grenzwert von (ay).

Es gibt jedoch Zahlen, nimlich I; = 1 — 107% und Iy = 1 + 1079, die schwiichere Eigenschaften
als das Konvergenzkriterium erfiillen. In beliebigen e- Umgebungen U,(l1) bzw. Uc(l2) liegen zwar
nicht fast alle Glieder der Folge (a,,), aber doch unendlich viele. Die Zahlen [y, sind Beispiele von
Héufungswerten.
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Definition 2.1.5. Es sei (ay) eine Folge. Dann heifit a Haufungswert (HW) von (a,), falls es fiir
jedes € > 0 unendlich viele n € N mit a,, € Uc(a) gibt.

Satz 2.1.10. Es sei (ay) eine Folge und a € R. Dann ist a genau dann Hdaufungswert von (ay),

wenn es eine Teilfolge (an, )pe, von (a,) mit klim ap, = a gibt.
—_— —00

Beweis. "=""

Es sei a Haufungswert von (a,). Wir definieren durch vollstéindige Induktion eine Folge (nj) mit
1

ni € N, ng41 > ny, so dal |a,, —a| < 7

k=1:

Nach Definition 2.1.5 gibt es ein n; mit |a,, —a| < 1.

k—k+1:

1
Es sei nj schon definiert und ||a,, —a| < T Nach Definition 2.1.5 gibt es ngy1 > ng, so da

1
— a‘ < Tl gilt. Nach Definition 2.1.1 ist lim, o an, = a.

ank+1
”
Es sei limy o0 ap, = a. Es sei € > 0. Dann gibt es nach Definition 2.1.1 ein ky = ko(e), so daBl
|an, — a| < e fiir co- viele k. O

1
Beispiel 2.1.2. Es sei a, = 1+ — + 1075(—1)" wie in Beispiel 2.1.1. Dann ist
n

lim ayy, = 14+10%=1 und
k—o0

lim agpy; = 1—1075=1,.

k—o0

Definition 2.1.6. (Infimum, Supremum)

Es sei X C R und u € R. Dann heifit v untere Schranke von X, falls u < x fiir alle x € X gilt. Falls
eine untere Schranke von X existiert, heiit X nach unten beschrinkt. Man nennt u grofite untere
Schranke oder Infimum von X (Schreibweise: inf X), falls u eine untere Schranke von X ist und fiir
alle unteren Schranken ¢ von X gilt, dal t < u ist. Man nennt X beschrénkt, falls X nach oben und
unten beschrénkt ist. Fiir das Supremum von X (Definition 1.3.5) schreiben wir sup X.

Satz 2.1.11. (Existenz von Infimum und Supremum)

(i) Eine nach oben beschrinkte Menge reeller Zahlen hat stets ein Supremum.

(i) Eine nach unten beschrinkte Menge reeller Zahlen hat stets ein Infimum.

Beweis. (i) Dies ist das Vollsténdigkeitsaxiom (V).

(ii) Man betrachte die Menge —X := {—z| z € X}. Dann gilt: s ist untere Schranke von X < —s
ist obere Schranke von —X. Also ist inf X = sup(—X), und sup(—X) existiert nach (7).

O

Definition 2.1.7. (Monotonie)

Die Folge (a;) heifit monoton wachsend (bzw. monoton fallend), wenn a,1 > a, fir alle n (bzw.
an+1 < a, fiir alle n) gilt. Gilt die scharfe Ungleichung an+1 > a, (bzw. ant1 < ay), so heifit
(an) streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend). Eine Folge heifit monoton, wenn sie
monoton wachsend oder monoton fallend ist. Ist lim, o0 @, = @ und (a,) monoton wachsend (bzw.
fallend), so schreiben wir auch a, 1 a (bzw. a,, | a).
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Satz 2.1.12. (Monotoniekriterium)
Eine beschrinkte monotone Folge ist konvergent.

Beweis. Fall 1: (a,) ist monoton wachsend:

Nach Satz 2.1.11 hat X := {a,| n € N} ein Supremum s. Es sei ¢ > 0. Nach der Definition des
Supremums gibt es ein ng = ng(¢), so da a,, > s —e. Wegen der Monotonie ist dann s — e < a,, < s
fiir alle n > ng. Nach Definition 2.1.1 folgt lim, o a, = s.

Fall 2: (a,) ist monoton fallend:

Dann ist (—ay) monoton wachsend, und es ist lim,,_ o0 @y, = — limy, 00 (—ay). d

Definition 2.1.8. Unter der Lénge eines Intervalls I = [a, b] mit a,b € R (Schreibweise: |I|), versteht
man |I| =b—a.

Definition 2.1.9. (Intervallschachtelung)
Eine Folge (I,,) von kompakten Intervallen heifit Intervallschachtelung, wenn

(1) In+1 C In
(ii) nh_}ngo|ln| =0.

Satz 2.1.13. Es sei (I,,) eine Intervallschachtelung, und I, = [an,b,]. Dann existiert genau ein
a € R mit a, T a und b, | a mit n — oo.

Beweis. Es sei I, = [an, by]. Dann ist die Folge (a,,) monoton wachsend und die Folge (b,,) monoton
fallend. Also ist a, < b, fiir alle n € N, und somit ist (a,) beschrinkt. Nach Satz 2.1.12 ist (a,)
konvergent, d.h. lim,, s~ a, = a fiir a € R. Wegen a,,, < a, fiir alle n > ng folgt nach Satz 2.1.8, dafl
Gy = limy, 00 Ay < limy, o0 ay, = a ist, also ist a,, < a fiir alle ng.

Analog zeigt man, daf} die Folge b,, konvergiert. Es sei lim,,_,o, b,, = b. Dann ist b < b, fiir alle n € N.
Alsoist 0 < b—a < b, — ay, fiir alle n € N. Aus lim,, o0 b, — a, = 0 folgt b — a = 0 und daraus
a=b. O

Satz 2.1.14. (Bolzano- Weierstraf)
Eine beschrdinkte Folge hat mindestens einen Hdaufungswert.

Beweis. Es sei
s<c, <t firalle neN und s,teR. (1)

Wir zeigen durch vollstdandige Induktion, daf} eine Intervallschachtelung (I,,,) mit |I,,| = (t —s)-27™
und ¢, € I,, fiir unendlich viele n existiert:

m = 0:

Wir setzen Iy := [s,t]. Wegen (1) gilt ¢, € I fiir alle n.

m — m+ 1:

Essel [Ip,| = (t—5)-27™, Iy, = [am, by und ¢, € I, fiir unendlich viele n. Dann ist Iy, = L, 1 U Ly, 2
mit I, = [am, “m;bm] und I, 2 = [%,bm]. Fiir mindestens ein j € {1,2} ist a, € I, fiir
unendlich viele n. Wir setzen Iny1 = L j. Es ist [In1| = 5|1n| = (t—s) -2=(m+1) Nach Satz 2.1.9
ist |I,,,| = O fiir m — oo. Nach Satz 2.1.13 gibt es ein a € R mit a,, 1 a und by, | a.

Es sei € > 0. Wegen |I,,| — 0 fiir m — oo existiert ein m mit |I,,| < e. Fiir die unendlich vielen n
mit ¢, € I, gilt: ay, < ¢ < by, Es folgt |¢, — a| < e. Damit ist a Haufungswert von (cy,). d

Definition 2.1.10. Eine Folge (a,) heifit Cauchyfolge, falls fiir alle e > 0 ein ng = ng(e) existiert,
so daB fiir alle Paare (m,n) € N? mit m > ng und n > ng gilt, daB |a, — an| < €.
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Satz 2.1.15. (Cauchykriterium)
Eine Folge ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

Beweis. "="":

Es sei lim a, = a.
n—oo

Es sei € > 0. Nach Definition 2.1.1 existiert ein ng = no(€/2), so daf§ |a, — a| < €/2 fiir alle n > ny
ist. Es sel m > ng und n > ng mit m,n € N. Aus |a,, —a| < €/2 und |a,, — a| < €/2 folgt

lam — an| = |(am —a) — (ap, —a)] < |am —al+ |a, —a] <e.

A-Ugl.

Damit ist (ay) eine Cauchyfolge.

T

Es sei (a,) eine Cauchyfolge.

Wenn wir in Definition 2.1.10 € = 1 setzen, erhalten wir ein ng € N, so daB |a,, — a,| < 1 fiir alle
(m,n) mit m > ny und n > ng ist. Es sei M := max{a,| n < np}. Dann ist fiir n > ng gerade
lan| < |an,| + 1. Also ist |a,| < max{M, |an,| + 1} fiir alle n € N, und damit ist (a,) beschrénkt.
Nach Satz 2.1.14 (Bolzano- Weierstraf}) hat (a,) einen Hiufungswert a.

Es sei € > 0. Da (a,) eine Cauchyfolge ist, gibt es ng = ng(¢), so dafl fiir m,n > ng(e) gilt

lam — an| < €. (1)

Da a Haufungswert von (a,,) ist, gibt es ein mg € N, mg > ng, mit

|am, — al <e. (2)
Da (1) auch fiir m = myg gilt, ist

|ame — an| <€ (3)
fiir alle n > ng. Aus (2) und (3) folgt

la —an| =la — amg + amg — an] < |a— amg| + |amg — an| < 2¢
A-Ugl.
fir alle n > ng. Nach Satz 2.1.6 ist lim a, = a. OJ
n—oo

Satz 2.1.16. Die Menge H der Hdaufungspunkte einer beschrinkten Folge ist beschrdnkt.

Beweis. Es sei s eine obere Schranke der Folge (ay,), d.h. a,, < s fiir alle n. Weiter sei a = s + ¢ mit
e > 0. Dann ist a,, ¢ Uc(a) fiir alle n. Also ist a kein Haufungswert von (a,,). Fiir jeden Hiufungswert
a von (ay) gilt also a < s.

Analog zeigt man: a > u fiir jede untere Schranke u von (ay,). O

Definition 2.1.11. Es sei (a,) eine beschrankte Folge und H die Menge aller Hiufungswerte von
(an). Dann definiert man

lima, = limsupa,:=supH und
n—oo n—o00

lima, = liminfa, :=inf H

n—oo n—oo

(Sprich: Limes Superior und Limes Inferior).

Satz 2.1.17. Fir eine beschrinkte Folge (ay) existieren stets limsupa, wund liminfa, und sind
n—oo n—oo

eindeutig bestimmit.

Insbesondere sind lim sup a,, und liminf a,, der grifite bzw. der kleinste Héiufungswert von (ay).
n—00 n—r00
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Beweis. Die Existenz folgt aus Satz 2.1.16 und die Eindeutigkeit aus der Eindeutigkeit des Supre-
mums und des Infimums.
Es sei H die Menge der Haufungswerte von (a,) und [ := lim sup a,, also nach Definition 2.1.11 ist

n—oo
[l = sup H. Es sei € > 0. Da [ nach Definition 1.3.5 die kleinste obere Schranke von H ist, gibt es
einen Haufungswert w von (a,) mit | —€/2 < w < [. Nach Definition 2.1.5 gibt es unendlich viele n,
so daB a, € U, jo(w). Fiir diese n gilt

lan — 1| < |(ap, —w)+ (w—=1)] < |ap—w|+|w—1I] <e.
A—-Ugl.
Also ist a,, € U(l).Damit ist | € H, also ist [ = max H.
Analog zeigt man, daf} liminfa, € H. O

n—oo

Satz 2.1.18. Es sei (ay,) eine beschrinkte Folge und [ € R.

(i) Es ist genau dann | = limsup a,, wenn es fir alle € > 0 unendlich viele n mit a, > 1 — €, aber

n—oo
hichstens endlich viele n mit a, > 1+ € gibt. ()

(ii) Es ist genau dann l = hm 1nf an, wenn es fir alle e > 0 unendlich viele n mit a,, <1+ €, aber

hochstens endlich viele n mzt an <1 —€ gibt.

Beweis. Wir zeigen nur (4).
7 :>77:
Es sei [ = limsupa, und € > 0. Nach Satz 2.1.17 ist [ ein Haufungswert von (a,). Nach Definition

n—oo

2.1.5 gibt es unendlich viele n mit a,, € Uc(l) = (I —€,] + €). Fiir diese n gilt insbesondere a,, > [ —¢.
Annahme: es existieren unendlich viele n mit a,, > { + €.

Es sei X = {n| a, > | + ¢}. Dann ist X eine unendliche Menge. Es sei X = {ng| k € N} mit
ng < Ng41. Dann ist (ap, )72, eine unendliche beschrénkte Teilfolge von (ay). Diese hat nach Satz
2.1.14 (Bolzano- Weierstra}) einen Haufungswert I. Wére I’ <, so gébe es keine nj mit a,, € Uc(l')
im Widerspruch zur Definition von !’ als Haufungswert von (a,, ). Also mul I’ > [ sein, was im
Widerspruch zur Tatsache, dafl [ der groite Haufungswert von (a,,) ist, steht. Damit gilt ().

7 ¢77:
Wir nehmen die Giiltigkeit von (*) an. Dann ist [ ein Hiufungswert von (a,). Es sei I’ = [ + 2¢ mit
e > 0. Dann gibt es hochstens endlich viele n mit a,, € Uc(I'). Also ist I’ kein Haufungswert. O

Bemerkung 2.1.3. Fiir [ = limsupa, gibt es nach Satz 2.1.18 hochstens endlich viele n, welche

n—oo
an > | + € erfiillen. Es kann jedoch unendlich viele n mit a,, > [ geben, wie das Beispiel a,, = % und

[ =0 zeigt.

Satz 2.1.19. FEs sei (a,) eine beschrinkte Folge. Die Folge ist genau dann konvergent, wenn sie nur
einen einzigen Hdaufungswert besitzt.
In diesem Fall ist dann

limsup a,, = hm 1nf ap, = lim a,,.
n—00 n—00

Beweis. 7 <"
Es sei H = {l} mit [ € R. Dann ist inf H = sup H = [, also

Il =limsupa, = hm inf a,.
n—00 —00
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Es sei € > 0. Nach Satz 2.1.18 gibt es hochstens endlich viele n mit a,, > [+ € (Teil (7)) und héchstens
endlich viele n mit a,, <! — € (Teil (ii)). Also gilt fiir fast alle n:

an € (l—¢€,l4+¢€) =U(l).

Nach Definition 2.1.1 bedeutet dies lim a,, = I[.
n—oo

7 :>77:

Es sei a = lim a,. Dann ist nach Satz 2.1.18 sowohl a = limsup a,,, als auch a = lim inf a,,. Damit
n—00 n—00 n—00

ist H = {a}. O

Man kann nun die in diesem Abschnitt definierten Konzepte noch erweitern, indem man die Menge
R zur Menge R = RU{—00, 00} mit den neuen Elementen oo (unendlich) und —oo (minus unendlich)
erweitert. Diese Objekte co und —oo kénnen dann als uneigentliche Grenzwerte, Haufungswerte, etc.
auftreten.

Definition 2.1.12. (Umgebungen von oo und —o0)
Es sei ¢ € R. Unter der ¢- Umgebung von oo (U.(o0)) bzw. der ¢- Umgebung von —oo (Ug(—00))
versteht man

Ue(o0) = (c,00) ={z| z>c} baw.
Uc(—o0) = (—00,¢) ={z| x <c}.

Definition 2.1.13. Es sei (a,) eine Folge. Man sagt, (a,) divergiert gegen oo bzw. gegen —oo
(Schreibweise: hm an = 00, a, — oo fiir n — oo bzw. hm ap = —00, a, — —oo fiir n — o), wenn

fiir alle ¢ > 0 fur fast alle n gilt, dafl a,, € U.(c0) bzw. an E Ue(—00) ist.
Dann heiflen oo bzw. —oo uneigentlicher Grenzwert von (a,).

Beispiel 2.1.3. Nach Satz 2.1.4 ist lim n = oo, n — oo fiir n — oo.
n—oQ

Definition 2.1.14. Man nennt oo bzw. —oo uneigentliche Haufungswerte der Folge (a,), wenn fiir
alle ¢ > 0 es unendlich viele n mit a,, € Us(c0) bzw. a,, € U.(—00) gibt.

Definition 2.1.15. Es sei X C R nach oben (bzw. nach unten) unbeschrénkt. Dann schreiben wir
sup X = oo (bzw. inf X = —00).

Definition 2.1.16. Es sei (a,) eine Folge , H die Menge der eigentlichen und uneigentlichen
Haufungswerte von (a,). Dann setzen wir

limsupa, =supH und liminfa, = inf H.
n—00 n—o0

2.2 Die n- te Wurzel

Satz 2.2.1. Es sein € N und x € [0,00). Dann gibt es genau ein y > 0, so daf y™ = x ist.

Beweis. Es sei W := {z| z € [0,00), 2" < z}. Nach der Bernoullischen Ungleichung (Satz 1.5.9) ist
fir 2> 1+

n
"2(1+5) >l4n L =z+1>a2
n n

Damit ist W beschrénkt und nach Satz 2.1.11 existiert yg := sup W.
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Wir zeigen im folgenden: y{f = x.

Annahme: yj < x:
Dann gibt es ein 6 > 0, so dal x = yi + 6. Wir setzen

n—1
n
Moo= Z@y(f;,
k=0
N
€ := min §5M ,1 und

Z = Yo te

Wegen ¢ < 1 ist € < ¢ fiir alle m € N. Nach dem Binomischen Lehrsatz (Satz 1.5.10) ist dann
n—1 n 1
z"=@m+d"=y8+§:<%>%€lk§y8+NR§y8+25<w
k=0
Damit ist z € W mit z > yg, ein Widerspruch.

Annahme: yg > z:
Dann gibt es ein § > 0 mit = y#(1 — §). Es sei € := min {3n"16,1} und 2 = yo(1 — §). Nach der
Bernoullischen Ungleichung ist

2" =yi(1—e)" > yg(1 — ne) > x.
Damit ist z eine obere Schranke von W mit z < yo, ein Widerspruch.
Es ist also yj = .
Weiter ist
0<z<y = Z"<yj==x
z>y = 2" >yj==x.

Also ist
y"=x,y >0y = .

2.3 Unendliche Reihen

[e.e]
Definition 2.3.1. Es sei (a,) eine Zahlenfolge. Unter der unendlichen Reihe (kurz: Reihe) Z am,

m=1
(Sprechweise: Summe m = 1 bis unendlich a,,) versteht man die Folge (5,)5%; der Partialsummen

Sp = Z am,. Die Reihe Z a.m heifft konvergent, falls

m=1 m=1

n
lim S, = lim E am =: S
n—oo n—oo

m=1

o0 o0
existiert. Man schreibt dann Z ay, = s und nennt S den Wert der unendlichen Reihe. Ist Z Am

m=1 m=1
nicht konvergent, so heifit es divergent.
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(0.9]
Bemerkung 2.3.1. Man kann allgemeiner auch unendliche Reihen der Form Z am mit k € Ny
m=k

betrachten. Die Anderung in der Definition ist offensichtlich.

oo
Definition 2.3.2. Es sei ¢ € R. Unter der (unendlichen) geometrischen Reihe versteht man Z q".
n=0

[ee]
Satz 2.3.1. Fi <1 st "=
atz ir |q| is ngoq -

[o.¢]
Fir |q| > 1 ist Zq” divergent.
n=0

k
Beweis. Fiir die Folge der Partialsummen Sy, := Z q" gilt: Spy1 — Sk = ¢"1. Nach dem Cauchykri-
n=0
terium (2.1.15) ist die unendliche Reihe hochstens dann konvergent, wenn Sy — Sy — 0 fiir £ — oo,

also fiir |¢| < 1.

1— k+1

Nach Beispiel 1.5.4 ist S, = 17(1 Nach Satz 2.1.9 ist klim "1 = 0 fiir |g| < 1. Es gilt also

—(q —00
Zq fur lg| < 1.
Fur lg| > 1 1st die unendliche Reihe divergent. O

1

Beispiel 2.3.1. Wir bestimmen Z ﬁ

k=1
Es ist

1 1 1

Folglich ist

>
Il
3
—_
Il
3
7N
| =
—_
~_
Il
3
El N
\
3
+
—
| =
Il
\
—

Also ist

Satz 2.3.2. (Grenzwertsatze)

Es seien Zak und Zbk konvergente Reihen, und es sei a € R. Dann konvergieren die Reihen

k=1 k=1
(0] o0
Z(ak + by) und Z a-ag, und es gilt
k=1 k=1

(i) D (ax+b) = ar+ Y b
k=1 k=1 k=1
(i) aiak = ia-ak
k=1 k=1
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(iii) Ist ap < by fir alle k € N, dann gilt Zak < Zbk.
k=1 k=1

Beweis. Wir beweisen nur (7):

n n
Es seien S,, := Z ap und T, := Z by, die Partialsummen der beiden Reihen. Nach Definition 2.3.1

k=1 k=1
ist
oo n o0 o
Z(ak +b) = nlingo <Z(ak + bk)> = nlLH;O(Sn +7T,) 5.2'1.7 nhHIElO Sn + T}LH;OT = Z ap + Z by.
k=1 k=1 k=1 k=1
O

2.4 Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen

o
Satz 2.4.1. Fiir eine konvergente Reihe Z an st lim a, = 0.

ne1 n—oo

k
Beweis. Mit S = Zan ist Sp41 — Sk = Gpy1-
n=1

Die Behauptung folgt nach Satz 2.1.15 (Cauchykriterium). O

oo
Bemerkung 2.4.1. Aus lim a, = 0 folgt nicht die Konvergenz von Z an, wie wir bald in Beispielen
n—oo -

n=1
sehen werden.
Definition 2.4.1. (absolute Konvergenz)
oo [e.e]
Eine unendliche Reihe Z ap heifit absolut konvergent, wenn Z |a,| konvergiert.
n=1 n=1

o0
Satz 2.4.2. (i) Eine absolut konvergente Reihe Zan ist konvergent und es ist

n=1

o) 00
>_an| £ lanl.
n=1 n=1

o n
(ii) Die Reihe Z ay, ist genau dann absolut konvergent, wenn die Folge der Partialsummen Z |am|
n=1 m=1
beschrdankt ist.

o0

Beweis. (i) Wir wenden das Cauchykriterium (Satz 2.1.15) auf die konvergente Reihe Z lag| an.
k=1

Es sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein ng = ng(e€), so daf3 Z lak| < e fiir alle n1, ne > ng.

ni1<k<no
Aus der Dreiecksungleichung folgt

}: ag| < E: Mk|<6.

n1<k<ns n1<k<ng
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(o.)
Aus der anderen Richtung des Cauchykriteriums folgt die Konvergenz von Zak. Es seien
k=1

n n
S, = Zak und T}, := Z |ak|. Nach der Dreiecksungleichung ist |S,| < T),. Nach Satz 2.1.8

k=1 k=1
(Erhaltung von Ungleichungen) folgt

0
D
k=1

o0
= SRILH;OTn:;]ak].

lim S,
n—oo

(ii) Die Folge (7},) ist monoton wachsend. Die Behauptung folgt aus Satz 2.1.5 und Satz 2.1.12
(Monotoniekriterium).

O]

Satz 2.4.3. (Leibnizkriterium)
o0

Es sei ayp | 0. Dann ist Z(—l)”an konvergent.

n=0
k
Beweis. Es sei S = Z(—l)”an. Weiter ist
n=0
Somi1 = Som+ (=1 ag, 1 < Som
Somsz = Somi1 4+ (=12 (agmi2 — aomi3) > Somit
Somiz = Som 4+ (=1 agmyi2 — asmi1) < Som

Wir setzen I, := [Sam+1, Sam], fiir das wegen den obigen Ungleichungen I, 41 C I,,, folgt.
Es ist |[In| = |S2m — Sam+1| = |azm| 4 0. Nach Definition 2.1.9 ist die Folge (I,,,) eine Intervallschach-
telung. Nach Satz 2.1.13 existiert genau ein a € R mit Ss,,11 T a und So, | a. O

Satz 2.4.4. (Majorantenkriterium)

[e.e] oo
Es seien (ay) und (b,) Folgen mit |ap| < by,. Es sei an konvergent. Dann ist Zan absolut

n=1 n=1

o oo
konvergent, und es ist Z lan| < Z by,
n=1

n=1

n
Beweis. Fiir die Folge der Partialsummen S, := Z lam| gilt:

m=1

Damit ist (S,,) beschrinkt und konvergiert nach Satz 2.1.12 (Monotoniekriterium). O

oo oo
Definition 2.4.2. Die Reihe Z b, heifit konvergente Majorante der Reihe Z Qnp-

n=1 n=1
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oo
1
Beispiel 2.4.1. Wir betrachten Z 7z
k=1
2 2

1 o0
AuS der Ungleichung k + 1 S 2k fOlgt ﬁ S m Nach Beispiel 2.3.1 ist ; m =2

[0.9] o

1 1

eine konvergente Majorante von E w2 Nach Satz 2.4.4 ist E w2
k=1 k=1

=2
Damit ist dle Reihe ; m

konvergent.

Bemerkung 2.4.2. Mit dem Majorantenkriterium kann die Frage der Konvergenz einer unendlichen
Reihe entschieden werden. Der Wert der Reihe kann jedoch nicht bestimmt werden. In Beispiel 2.4.1

o0
ist der Wert der Majorante Z 3 = 2 sehr einfach zu bestimmen, nicht jedoch der Wert von
k=1

— k(k+1)
<1
>
k=1

Satz 2.4.5. (Minorantenkriterium,)

o0 (o)
Es seien (ay) und (by,) Folgen mit 0 < a,, < b,. Es sei Z a, divergent. Dann ist Z b, divergent.

n=1 n=1

o oo
Beweis. Annahme: Z b, konvergiert. Dann ist nach dem Majorantenkriterium Z an konvergent,

n=1 n=1

ein Widerspruch. O

oo oo
Definition 2.4.3. Die Reihe Z an heifit divergente Minorante der Reihe Z bn.-

n=1 n=1

o
Definition 2.4.4. Es sei (a,) eine Folge und a,, > 0. Ist Zan konvergent, so schreibt man auch

n=1
[e's)
E an, < 00.
n=1

o0 o
Ist Z a, divergent, so schreibt man auch Z ap = 0.

n=1 n=1

Zwei wichtige Kriterien, das Quotientenkriterium und das Wurzelkriterium erhélt man, wenn man
eine Reihe mit der geometrischen Reihe als Majorante oder Minorante vergleicht.

Satz 2.4.6. (Quotientenkriterium)
Es sei (ap)ye, eine Folge mit a, # 0.

o0
a
ntll o 1, so ist Z an absolut konvergent.

n=1

(i) Ist limsup

n—oo

Qn

o0
> 1 fiir allen > ng, so ist Z an divergent.

n=1

(ii) Ist

An41
an
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An+41
Qnp

Beweis. (i) Es seil := limsup
n—o0

.Dann ist [ =1 — 2¢ mit ¢ > 0. Es sei ¢ := 1 — €. Nach Satz

Gp+1
Qn
zeigt man, dal |a,, 1 x| < |an,|¢” fiir alle k € N ist. Somit ist

2.1.18 gibt es ein ng, so dafl < q fiir n > ng ist. Durch vollstdndige Induktion nach k

no+k ng 0o
D lanl <D lan] + > langlg" < oc.
n=1 n=1 k=1
N e
Die Folge der Partialsummen Z |an| ist also beschréankt. Damit ist Z |an| konvergent.
n=1 n=1

An+1
Gnp

(ii) Aus

> 1 fiir alle n > ng folgt |an| > |an,| fiir alle n > ng. Damit ist das Konvergenzkri-

o0
terium lim a, = 0 von Satz 2.4.1 nicht erfiillt, und damit ist Z a, divergent.
n—oo

n=1

Satz 2.4.7. (Wurzelkriterium)
Es sei (a,)5% eine Folge. Es sei l :=limsup {/|a,|. Dann gilt
n—oo

oo
(i) Wennl <1 ist, dann konvergiert Z ap absolut.

n=1

o
(ii) Wenn 1l > 1 ist, dann divergiert Z .

n=1

Beweis. (i) Aus! <1 folgt [ =1 — 2e mit € > 0. Es sei ¢ := 1 —e. Nach Satz 2.1.18 gibt es ein ny,
so da {/|a,| < g fiir n > ng ist. Also ist |a,| < ¢" fiir n > ng. Somit ist

N no 00
D lan < lanl+ D> ¢ < oo
n=1 n=1

n=ng+1

N 0o
Die Folge der Partialsummen Z |ay| ist also beschriankt. Damit ist Z a, konvergent.

n=1 n=1

(ii) Aus! > 1folgt [ = 1+ € mit € > 0. Nach Satz 2.1.18 gibt es ein ng, so dafi {/|a,| > 1 fiir n > ng

ist. Damit ist das Konvergenzkriterium lim a, = 0 von Satz 2.4.1 nicht erfiillt, und damit ist
n—oo

oo
Z an divergent.

n=1

O]

Es gibt Fille, in denen weder das Quotienten- noch das Wurzelkriterium geeignet sind, die Frage
der Konvergenz oder Divergenz einer unendlichen Reihe zu entscheiden. In diesen Féllen fithren oft
andere Kriterien zur Antwort. Wir werden spéter die sogenannten Integralkriterien kennenlernen.

Wir begniigen uns zunéichst mit
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Satz 2.4.8. (Cauchyscher Verdichtungssatz)

Es sei (ap)52, monoton fallend und a, > 0. Dann ist die Reihe Z an genau dann konvergent, wenn

o n=1
die (verdichtete) Reihe Z 2"agn konvergiert.
n=0
2N+1
Beweis. Wir schreiben die Partialsumme Soni1 = Z ay mit N € N in der Form
n=1

N+1

Soni1 = Z Son — ZSQ” = Z Son+1 — Son) + S7.
n=0

Es ist
2n+1 > 2na
52n+1 — SQ?’L = Z ak‘ { - oan+1
< 2"qon
k=27 +1 < 2%agn i
Deshalb folgt, dal
| X | Nt
SQN+1 Z 5 Z 2"+1a2n+1 =+ a)p = Z 2na2n —|— —_—
n=0
und
N N
52N+1 < Z 2"a2n+1 +a < Z 2"aon + aj.
n=0 n=0

oo
Also ist die Folge (Son+1)3_o genau dann beschrinkt, wenn die Reihe Z 2"agn beschriankt ist. Weil

n=0
die Folge (S%)?2; monoton wichst, ist (Sk)72; genau dann beschrénkt, wenn (S v+1)%7_, beschrankt

ist.
Die Behauptung folgt nach Satz 2.4.2 (ii). O

o
1
Definition 2.4.5. Die Reihe E — heifit harmonische Reihe.
n

n=1

oo
1
Satz 2.4.9. Die harmonische Reihe ist divergent: E — = 00.
n

n=1

[e.@]
1
Beweis. Nach Satz 2.4.8 (Cauchyscher Verdichtungssatz) ist E — genau dann divergent, wenn die
n

n=1

o
1
”verdichtete Reihe” Z 2"27 divergiert. Dies ist der Fall. O

n=1
Bemerkung 2.4.3. Die harmonische Reihe liefert ein Beispiel dafiir, da3 die Umkehrung von Satz

1

2.4.1 nicht gilt: Setzen wir a,, = =, so ist lim a, = 0, aber Zan divergiert.

n—00
n=1

Weiter 148t sich aus der harmonischen Reihe ein Beispiel fiir eine Reihe angeben, die konvergiert,
oo
-1 n+1
aber nicht absolut konvergiert. Die ”alternierende harmonische Reihe” Z L konvergiert nach
n

n=1
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Satz 2.4.3 (Leibnizkriterium). Durch Bildung der Absolutbetrige entsteht jedoch die harmonische
Reihe, welche divergiert.

Die Divergenz der harmonischen Reihe kann weder mit dem Quotienten- noch mit dem Wurzelkrite-
rium entschieden werden, wie wir gleich sehen werden.

Wir wollen im folgenden Wurzel- und Quotientenkriterium vergleichen:
Als Vorbereitung beweisen wir

Satz 2.4.10. Fiir a > 0 ist lim a = 1.
n—oo

Beweis. (i) Wir nehmen zunéchst a > 1 an:
Es sei {/a = 1+ ¢, mit ¢, > 0. Nach der Bernoullischen Ungleichung ist a = (1+¢,)" > 1+ne,,

also €, < “T_l Damit ist lim €, =0 und lim ¥a = 1.

(ii) Ist @ < 1, so wenden wir (i) mit 1 an.

(iii) Fiir @ = 1 ist die Behauptung klar.

Satz 2.4.11. Es sei (ay,) eine Folge mit a,, > 0 fiir alle n € N. Dann gilt:

(i) limsup a,, < limsup nt1

n—o00 n—oo  Qdn

(ii) liminf 2 < liminf ¢/a,
n—oo

n n—oo

. an+1 . . .
(iii) Wenn der Grenzwert lim existiert, dann ezistiert auch der Grenzwert lim {/a,, und es
n—00 QA n— 00

gilt lim ¥a, = lim ian )
n—oo

n—00  QAp

Beweis. Wir beweisen nur (7):
@1 1nd § > 0. Nach Satz 2.1.18 gibt es ein ng = ng(d), so daf GZ—:l < g fiir alle

Es sei [ := limsup
n—oo an

n > ng ist. Durch vollstédndige Induktion folgt % < ¢ fir alle | € N. Wir setzen n := ng + [ und
70
erhalten a,, < ¢" ™ay,,. Es folgt damit {/a, < q{/q ™ay,. Wegen nhﬁ\lglo V@ ™an, = 1 gibt es zu

jedem € > 0 ein ny = ny(e), so daBl {/a, < g+ € fiir alle n > ny ist. O
. n

Beispiel 2.4.2. Die unendliche Reihe Z on ist konvergent, denn
n=1

1)2™ 1 1 1
lim Ant1 _ lim u_, lim <1+>:2<1'
n

n—o0o  Qy nooo 2ntlp _271%00

Beispiel 2.4.3. Es sei a, = % und b, = #
Weder Quotienten- noch Wurzelkriterium sind geeignet, die Frage der Konvergenz der (divergenten)

o0 [e.9]
Reihe Z an, oder der (konvergenten) Reihe Z by, zu entscheiden. Es ist

n=1 n=1

. Qntq .
lim —* = lim =1, = —
n—oo Oy, n—oon + 1 n—oo by, n—00 (n + 1)2




und auch lim {/a, =1 und lim /by, =1 (nach Satz 2.4.11 (i)).

n—o0

Nach Satz 2.4.11 (i) ist hm 1 Sup a, < limsup fntt

n—oo an

Kann daher die Konvergenz einer Reihe mit Hilfe des Quotientenkriteriums nachgewiesen werden
An+41

(lim sup < 1), so auch mit dem Wurzelkriterium. Die Umkehrung gilt nicht, wie das folgende
n—oo an

Beispiel zeigt. Das Wurzelkriterium ist also stirker als das Quotientenkriterium.

.. . 27", fir n=2m )
Beispiel 2.4.4. Es sei m € N und a,, = { N2 fir n—2m41 es ist
1
Domil —(2m+1) — oo, also limsup Intl _ o
a2m 2 n—oo  An
Es ist aber
m 1 . m 1
lim V/2-2m = - bzw. lim > +{/(2m 1) 2-Cmil) =
und damit

1
lim a, = - < 1.

n—oo 2

Das Wurzelkriterium zeigt also die Konvergenz der unendlichen Reihe, wihrend das Quotientenkri-
terium keine Antwort liefert.

2.5 Bedingte und unbedingte Konvergenz, Produktreihen

o0

Definition 2.5.1. Unter der Umordnung einer unendlichen Reihe Z a, versteht man eine Reihe

n=1
oo

Z an,,, wobei ny durch eine bijektive Abbildung 7: N — N, k — 7(k) = nj, gegeben ist.
k=1

n+1 n
Beispiel 2.5.1. Es sei die alternierende harmonische Reihe Z Z a, mit a, = (Gl

n

gegeben. Die bijektive Abbildung 7: N — N, & — 7(k) = ny, sei durch

T(3m) = 2m
7B3m—2) = 4m—3 und
TBm—1) = 4m—1
fiir alle m € N definiert. Dann haben wir die Umordnung
oo

3 PN S S N U S
Ay, = -t -ttt -F = —=...
= 3 2 5 7 4 9 11 6

Diese umgeordnete Reihe kann auch folgendermafien erhalten werden: Es sei s = Z Gn., also

n=1

VA
Il
—_
|
N[ =
+
Wl
|

_|_
(S
|
=

+ ...
...

[N

V2l

Il

|

|
I N
_l’_
= o=
ool— ool

B
oo



Dann ist

3
55_1+§——+5+7——+i Zank

o0 oo
Die umgeordnete Reihe Z ap, hat also einen anderen Wert als die urspriingliche Reihe Z Q.

n=1 n=1

Definition 2.5.2. Eine konvergente Reihe heifit unbedingt konvergent, wenn jede Umordnung von
ihr gegen denselben Wert konvergiert, sonst bedingt konvergent.

Satz 2.5.1. (Umordnungssatz)
Eine Reihe ist genau dann unbedingt konvergent, wenn sie absolut konvergiert.

Beweis. ohne Beweis. O
Deﬁnition 2.5.3. (Cauchyprodukt)

Es seien Zan und Zb unendliche Reihen: das Cauchyprodukt ist dann durch ch, wobei
n=0 n=0 n=0

Cp = Z apb; = Zakbn E= Zan by definiert ist.

k+l=n =0

oo o oo

Satz 2.5.2. Sind Zan und an absolut konvergent, so ist dann das Cauchyprodukt ch mit
n=0 n=0 n=0

Cn = Z arb; absolut konvergent, und es gilt die Cauchysche Produktformel

(o) () -5

n=0

Beweis. ohne Beweis. O

2.6 Dezimalbruchentwicklung
Definition 2.6.1. Es sei g € N und g > 2. Unter der g- Bruchentwicklung von a € [0, 00) versteht
man eine Darstellung der Form
n o0
=Y amg™+> bug ", ()
m=0 n=1

wobei a,, € {0,1,...,9 —1} und b, € {0,1,...,9 — 1} mit a,, # 0 fiir m > 0 ist und folgende Form
ausgeschlossen ist: b, = g — 1 fiir alle n > ng.

Bemerkung 2.6.1. Fiir g = 10 erhilt man die vertraute Dezimalbruchentwicklung:
oo

Fiir a =  erhalten wir a = 23 107" =0,33...=0,3.
n=1

Es ist also in (*) dann g = 10, a,, = 0 fiir alle m > 0 und b,, = 3 fiir alle n € N.

Satz 2.6.1. Es sei g € N und g > 2. Jedes a € [0,00) besitzt genau eine g- Bruchentwicklung der
Form ().
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Kapitel 3

Stetigkeit, Differenzierbarkeit

3.1 Grenzwerte von Funktionen

Definition 3.1.1. (Hiufungspunkt)
Es sei D C R. Dann heifit £ € R Haufungspunkt (HP) von D, wenn in jeder Umgebung U,(§) ein

x € D\{¢} liegt.
Ein £ € D, das nicht Hiufungspunkt von D ist, heifit isolierter Punkt.

Bemerkung 3.1.1. Ein Hiufungspunkt von D braucht nicht zu D gehoren. Ist D = (a,b) mit
a < beR, sosind ¢ und b Hiufungspunkte von D, gehoren aber nicht zu D.

Definition 3.1.2. Essei D C R, f: D — R, x — f(x) eine Funktion und z( ein Hiufungspunkt von

D.

Dann heifit a € R Grenzwert der Funktion f an der Stelle xg (Schreibweise: li_>m f(x) = a oder
T—>T(0

f(z) = a, (zr — x0)), falls gilt, daB fiir alle € > 0 ein § = d(e) > 0 existiert, so dafl |f(x) — a| < € fiir
alle z mit 0 < |z — z¢| < 0 gilt.

Ein sehr wichtiges Hilfsmittel zum Beweis von Aussagen iiber Grenzwerte von Funktionen ist das
Folgenkriterium. Dadurch kénnen die aus Kapitel 2 bekannten Tatsachen tiber die Grenzwerte von
Folgen zur Anwendung gebracht werden.

Satz 3.1.1. (Folgenkriterium)
Es sei D CR, f: D— R und xg ein HP von D. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) lim f(z)=a

Tr—rxQ

(i) Fir jede Folge (z5,)5% mit z, € D\{zo} und lim z, = xo gilt:
n—oo

Jim ) =a
Beweis. (i) = (i1):
Es sei (z,)0% eine Folge mit z, € D\{zo} und nhﬁrglo Zn = To.
Es sei € > 0 gegeben. Nach Definition 3.1.2 existiert ein 6 = d(¢), so daf fiir alle x € D mit
0 < |z —zo] < 9 gilt:
[f(z) —al <e. (%)
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Nach Definition 2.1.1 existiert ein ng = ng(d), so dafl fiir alle n > ng gilt: |z, — x| < 6. Wegen (x)
ist dann auch |f(z,) — a| < € fiir alle n > ng. Nach Definition 2.1.1 bedeutet dies

nh_)n(r)lo f(zn) = a.
(11) = (4):
Annahme: Die Aussage li_>m f(z) = a ist falsch.
T—x0

Dann existiert ein € > 0, so daf fiir alle n € N ein 2, mit |z, — zo| < 2 mit 2z, € D\{zo} und

|f(zn) — a|l > € existiert. Dann ist nach Definition 2.1.1 die Aussage lim f(z,) = a falsch, ein
n—oo
Widerspruch. O

Satz 3.1.2. (Eindeutigkeit des Grenzwerts)
Es sei f: D — R und xg ein HP von D. Dann hat die Funktion f hdchstens einen Grenzwert an
der Stelle a.

Beweis. Dies folgt aus dem Folgenkriterium (Satz 3.1.1) und der Eindeutigkeit des Grenzwerts fiir
Folgen (Satz 2.1.1). O

Satz 3.1.3. (Grenzwertsitze)
Es sei D C R, xg ein HP von D und f,g: D — R Funktionen. Die Grenzwerte lim f(z) und

T—T0

lim g(x) mdgen existieren. Dann existieren auch die Grenzwerte
T—T0

lim (f(z) +g(z)) wund lim (f(z)-g(x)),

e T—T0
und es ist
:thﬁrgclo(-]%m.) + g(x)) - :J:h%n:.ﬂlo f(-%') * xlirgo g(x)
Jim (f@)-9(@) = Jim f(x)- lim o(o)

Ist lim g(x) # 0, so gibt es eine Umgebung Us(xg), so daff g(x) # 0 fiir alle x € D N Us(xg). Es sei

T—T0

h= g‘{ﬂ g(x)#£0}ND- Dann ist

lim f(z)
. T—x0
lim h(z) = —/——.
z—o lim g(x)
Tr—x0

Beweis. Es sei b := lgn g(x) # 0. Wir wenden Definition 3.1.2 mit € = %
T—T0

0 > 0, so daB fiir alle € Us(z) gilt: |g(z) — b| < % und damit g(z) # 0.

Alle anderen Aussagen werden bewiesen, indem man das Folgenkriterium und die entsprechenden
Grenzwertsitze fiir Folgen (Satz 2.1.7) anwendet. O

an. Dann existiert ein

3.2 Stetigkeit

Definition 3.2.1. Essei D C R, f: D — R und zg € D. Dann heifit f stetig im Punkt zg, wenn fiir
alle € > 0 ein § = §(xp, €) > 0 gibt, so daB |f(z) — f(xo)| < € fiir alle x € D mit |z — zo| < 4.

Bemerkung 3.2.1. Ist x( ein isolierter Punkt von D, so ist jede auf D definierte Funktion f stetig
in xg.

o1



Satz 3.2.1. Essei f: D — R und xg € D ein HP von D. Dann ist f im Punkt xo genau dann stetig,
wenn lim f(x) = f(xo) ist.
T—TQ

Beweis. Das folgt unmittelbar aus Definition 3.1.2 fiir den Grenzwert und aus Definition 3.2.1 fiir
die Stetigkeit. O

Bemerkung 3.2.2. Der Wert der Funktion im Punkt xg, ndmlich f(z¢), spielt bei der Bestimmung
des Grenzwerts lim f(z) keine Rolle, wohl aber bei der Frage, ob f im Punkt xz( stetig ist. Der
T—rT0

Grenzwert lim f(z) kann selbst dann existieren, wenn f(zg) gar nicht definiert ist. Aber f ist stetig
T—T0

in xg, wenn lgn f(x) existiert und mit dem Wert der Funktion f(x) iibereinstimmt.
T—T0

Beispiel 3.2.1. Wir betrachten drei Beispiele einander sehr dhnlicher Funktionen:

a) Essei f: D1 — R, x — 2z mit D; = R. Aus dem Folgenkriterium fiir Grenzwerte folgt, dafl
lin% f(x) =0 ist. Daher ist f stetig im Punkt 0, da lin% f(x) = f(0) ist.
z— r—

b) Nun sei g: Do — R, x — 2z mit Dy = R\{0}. Es ist 0 ¢ D,, aber 0 ist Hiufungspunkt
von Dy. Da f|p, = g, folgt lin%] flz) = lir%g(ac) = 0. Aber g ist nicht stetig in 0, da 0
T T— -
nicht zum Definitionsbereich von ¢ gehort. Allerdings kann g durch die Definition g(0) = 0
stetig im Punkt 0 fortgesetzt werden. Damit wird der Definitionsbereich Ds zu D erweitert
und g mit f identifiziert.

c¢) SchlieBlich sei h: D1 — R, © — h(x) mit h(z) = { 21:16 211: i f 8

Es ist lin% h(z) = 0 # h(0). Also ist h nicht stetig in = = 0.
T—

Aus dem Folgenkriterium fiir Grenzwerte 148t sich leicht das Folgenkriterium fiir Stetigkeit gewinnen:

Satz 3.2.2. (Folgenkriterium fir Stetigkeit)
Es sei D C R und xg ein HP von D. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Funktion f ist stetig in xg.
(i) Fir jede Folge (z5,)5% mit z, € D\{zo} und lim z, = x¢ gilt: lim f(z,) = f(zo).
n—oo n—o0
Beweis. Das folgt unmittelbar aus dem Folgenkriterium fiir Grenzwerte (Satz 3.1.1) und der Defini-
tion der Stetigkeit (Definition 3.2.1). O

Bemerkung 3.2.3. Satz 3.2.2 gibt ein Beispiel fiir die Vertauschbarkeit zweier Operationen: Die
eine Operation ist die Grenzwertoperation. Von einer Folge (a,) wird der Grenzwert lim,, o a,
gebildet. Die zweite Operation ist die Bildung des Funktionswertes  — f(x). Satz 3.2.2 sagt, dafl bei

stetigen Funktionen f diese Operationen vertauscht werden kénnen. Es ist lim f(z,) = f ( lim zn>
n—0o0 n—oo

Bei unstetigen Funktionen ist eine Vertauschung i.a. nicht méglich. Fiir die Funktion aus Beispiel
2¢ fir x#0

3.2.1¢) h(z) = { 1 fir 220 und die Folge (2,) mit z, = 1 haben wir

1
lim A(z,) = lim 2- — =0 aber h < lim zn> =h(0) = 1.

n—oo n—00 n n—o0
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Satz 3.2.3. Es sei D C R und xg € D. Die Funktionen f,g: D — R seien im Punkt xo stetig. Dann
sind auch die Funktionen f+ g und f-g in xg stetig. Ist g(xg) # 0, so gibt es eine Umgebung Us(xo),

so daf g(x) # 0 fir alle v € DN Us(xo). Es sei h = ¢|(z| g(z)z0ynp- Dann ist b im Punkt o stetig.

Beweis. Mann kann zunéchst annehmen, dafl zg ein HP von D ist, da Funktionen in isolierten

Punkten ihres Definitionsbereichs immer stetig sind. Nach Voraussetzung ist lim f(z) = f(zo) und
T—T0

lim g(x) = g(xg). Nach Satz 3.1.3 (Grenzwertsiitze) folgt lim (f(z) + g(x)) = f(zo) + g(z¢) und

T—T0 T—T0

damit die Stetigkeit von f 4 g in xg.
Die anderen Teile der Behauptung folgen ebenfalls aus Satz 3.1.3. O

Wir kommen nun zur Komposition stetiger Funktionen:

Satz 3.2.4. (Kettenregel fiir stetige Funktionen)
FEs seien D,E C R und f: D — &£ sowie g: £ — R. Es sei f in xg € D stetig und g stetig in
yo = f(zg) € E. Dann ist die Funktion go f: D — R, x — (go f)(x) = g(f(x)) in xy stetig.

Beweis. Wir kénnen annehmen, daf zo ein HP von f ist. Es sei (z,) eine Folge mit li_>m zn = xo. Nach
n—oo
dem Folgenkriterium fiir Stetigkeit (Satz 3.2.2) ist li_)m f(zn) = f(zo) = yo. Wiederum nach dem
n—oo
Folgenkriterium, angewandt auf g, gilt fiir die Folge (f(z,)) dann li_>m 9(f(zn)) = 9(vo) = 9(f(z0))-
n—oo
Also gilt fiir jede Folge (z,) mit lim z, = xy dann
n—oo
lim (g f)(20) = (g0 ) ( lim z) = (g0 f)(w0).
n—oo n—oo

Nach dem Folgenkriterium ist g o f in x( stetig. O

3.3 Einseitige und uneigentliche Grenzwerte, einseitige Stetigkeit

Definition 3.3.1. Essei D C R, f: D — R und zy € R ein HP von D.

(i) So heifit a € R rechtsseitiger Limes von f an der Stelle zg (Schreibweise: lim+ f(x) = a), falls

.1’%.7?0

zo HP von D N (z, 00) ist, und wenn die Restiktion
g = f’Dﬂ(xo,oo): Dn ($0> OO) - R

den Limes a besitzt, d.h. wenn lim g(z) = a gilt.
Tr—T0

ii) Analog wird der linksseitige Limes von f an der Stelle xy definiert.
ii) Anal ird der linksseitige Li f an der Stell defini
(Schreibweise: lim f(z) = a).

$—)£UO

(iii) Um Grenzwerte von einseitigen Grenzwerten zu unterscheiden, nennt man Grenzwerte im Sinne
von Definition 3.1.2 auch beidseitige Grenzwerte.

Satz 3.3.1. Es sei f: D — R und xg sei HP sowohl von D N (xg,00), als auch von D N (—o0, zg).
Dann existiert li_)m f(x) genau dann, wenn der rechtsseitige und der linksseitige Limes von f an der
r—x0

Stelle xq existieren und tibereinstimmen. In diesem Fall ist

lim f(z) = lim f(z)= lim+ f(x).

=0 Tz =]
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Beweis. ohne Beweis. O

Definition 3.3.2. (i) Eine Funktion f: D — R heifit im Punkt z¢p € D rechtsseitig stetig, wenn
die Restiktion g := f|pn[zg,00) I To stetig ist.

(ii) Analog wird linksseitige Stetigkeit definiert.

Satz 3.3.2. Es sei f: D — R und x¢g € D. Dann ist f in o genau dann stetig, wenn es in xg rechts-
und linksseitig stetig ist.

Beweis. ohne Beweis. O

Es besteht nun noch die Moglichkeit, (ein- oder beidseitige) Grenzwerte fiir x — oo oder x — —oo
zu definieren, bzw. oo oder —oo als Grenzwert zuzulassen.

Definition 3.3.3. (i) Essei X C R. Dann heifit co (bzw —o0) uneigentlicher HP von X, wenn in
jeder Umgebung U.(00) = (¢, 00) (bzw. U.(—o00) = (—00,¢)) ein z € X liegt.

(ii) Es sei f: D — R und oo ein HP von D. Dann ist lim f(z) = a fiir a € R, falls fiir alle € > 0
T—00
ein ¢ = ¢(e) existiert, so daf | f(z) — a| < € fiir alle x mit x € U.(00) ist.
(iii) Analog wird lim f(x) definiert.
T—r—00
Definition 3.3.4. (i) Essei D C R, f: D — R und zg ein HP von D. Man sagt lim f(z) = oo,
Tr—xQ

falls fiir alle ¢ > 0 ein 0 = d(c) > 0 existiert, so dal f(z) > ¢, d.h. f(z) € U.(c0) fir alle x mit
|z — o] < 6 gilt.
(ii) Essei D C R und zp ein HP von DN (xg, 00). Man sagt lim+ f(z) = oo, falls fiir g := f|pr(wg,00)
x%xo

gilt: lim g(x) = co.

T—T0

(iii) Analog werden die Beziehungen

lim f(z) = —o0, lim f(z)=—o0, lim f(z)=+oco bzw. lim f(z)=+oc0
T—x0 x_mar r—zy r—+o0

definiert.

Beispiel 3.3.1. Es sei D = R\{0} und f: D — R, 2 — f(z) = 1. Fiir alle ¢ > 0 gilt dann

f@)=~L>ce0<r<cund f(z) =L < —ce —c! <z <0. Also ist

.1 .
Iim — =00 und lim — = —c0.
z—0t T z—0— T

3.4 Polynome und rationale Funktionen

Definition 3.4.1. Es sei D C R.

n
(i) Eine Funktion P: D — R, x — P(x) mit P(z) = Zak:ck mit ap € Rund 0 < k < n

k=0
heifit Polynom. Die aj heiflen Koeffizienten des Polynoms. Ist a, # 0, so heifit n der Grad des
Polynoms, n = gradP. Ist ap = 0 fiir 0 < k < n, so heifit P das Nullpolynom und man setzt
gradP := —o0.
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(ii) Es seien P,Q: D — R Polynome. Es sei E C {z € D| Q(x) # 0} # (. Dann heif}t

P(x)
Q(x)

R:E—R, z—R(z)=

rationale Funktion.

Satz 3.4.1. Polynome und rationale Funktionen sind in jedem Punkt ihres Definitionsbereiches ste-
tige Funktionen.

Beweis. (i) Zunichst zeigen wir die Aussage fiir Polynome:
Wir kénnen annehmen, dafl zp € D ein HP von D ist. Konstante Funktionen ¢ mit ¢(z) = ¢
fiir alle z € D sind nach dem Folgenkriterium (Satz 3.2.2) in zy € D stetig. Fiir jede Folge (zy,)

mit z, € D und lim z, = z¢ ist ¢(2y,) = ¢ fiir alle n und damit lim ¢(z,) = ¢ = ¢(xo).
n—oo n—oo

Ebenso folgt die Stetigkeit der Identitét: id: z — id(z) =

Mit vollstéindiger Induktion folgt nach Satz 3.2.3, daB8 die Monome M: x — 2* stetig sind.
Nach Satz 3.2.3 sind dann auch die konstanten Vielfachen 2 — ¢,z* stetig. Durch vollstindige
Induktion (nach der Anzahl der Summanden) folgt schlieBlich die Stetigkeit von P(x).

(ii) Die Aussage fiir rationale Funktionen folgt aus Satz 3.2.3 (ii).

O]

r?  fir z € (—o00,1]

2z —1 fir z € (1,00] definiert. In welchen zyp € R

Beispiel 3.4.1. Es sei f durch f(x) = {
ist f stetig?

Losung:

Nach Satz 3.4.1 sind fj(_o,1) b2W. fj(1,00) in allen 2o € (—00,1) bzw. 29 € (1, 00) stetig. Also ist f
in R\{1} stetig. In allen z¢p # 1 existieren also die beidseitigen Grenzwerte und stimmen mit dem
Funktionswert f(zq) tiberein. Also ist f stetig fiir zo # 1. Weiter ist

lim f(z) = lim 22=1%=1

z—1— z—1—

li = 1l 2r—1)=2-1-1=1.
Jim f(z) Jim (22 —1)

Somit ist hm f(z) = hm f(z )—hmf( )= f(1).
Also ist f auch im Punkt 3:0 =1 stetlg Damit ist f in allen g € R stetig.

7r  fir x€(—o00,2)

B4 fir ze 2, 00] definiert. In welchen xy € R ist

Beispiel 3.4.2. Es sei g durch g(z) = {
g stetig?

Losung:
Nach Satz 3.4.1 sind gj(_so,2) bZW. g|(2,00) in allen zg € (—00,2) bzw. 7o € (2, 00) stetig. Also ist g in
R\{2} stetig. Es ist

lim g(z) = lim 7z =14

T2~ T—2~

li = lim (2°-4)=8—-4=4.
Jim_g() Jim (2% —4)

Also existiert lin; g(x) nicht. Damit ist g in x9 = 2 nicht stetig.
z— _—

Wir kommen nun zur Frage, inwieweit die Koeffizienten und der Grad eines Polynoms eindeutig
bestimmt sind.
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Beispiel 3.4.3. Es sei D = {0,1}, f: D — R, z — f(z) mit f(z) = { (1) gi ii(l) So kann
f auf unendlich viele Arten als Polynom geschrieben werden. Fiir jedes n € N stimmt das Polynom
P,: D = R, x — 2" mit f {iberein. Die Differenz Py, ,, := gn — gm: © — 2™ — 2" stellen stets das

Nullpolynom auf D dar, 0 und 1 sind Nullstellen des Polynoms P, ,.

Diese Vieldeutigkeit hat ihre Ursache darin, dafi der Definitionsbereich D sehr klein ist. Wir wollen
als erstes priifen, wieviele Nullstellen ein Polynom haben kann.

Definition 3.4.2. Es sei f: D — R. Ein 2¢p € D mit f(xg) = 0 heifit Nullstelle von f.
Ist f(x) = c fiir alle x € D, so schreiben wir auch f(z) = ¢ (auf D).
Das Polynom P: D — R mit P(z) = 0 (auf D) heifit Nullpolynom (auf D).

n
Satz 3.4.2. Es sein € N und P: D — R, x — P(z) ein Polynom mit P(x) = Z apz® mit a, € R

k=0
n—1

und a, # 0. Fir xg € D gibt es dann ein Polynom Q(z) = Zbkxk mit by, € R und b,_1 = an, so

dajs k=0
P(z) = (z — 20)Q(z) + P(xo) fiir alle x € D gilt. (%)

Ist insbesondere xq eine Nullstelle von P, so ist P(x) = (x — x0)Q(x) fir alle z € D.

Beweis. Wir fiihren vollsténdige Induktion nach n durch:
Induktionsanfang n = 1:

Dann haben wir das Polynom P(z) = a1z + ap mit a; # 0 gegeben.
Es ist P(z) = a1(z — x0) + a1z + ap. Es gilt also (%) mit Q(z) = a;.
Induktionsschritt n — n + 1:

n+1
Es gelte die Induktionshypothese, und es sei P(z) = Zak;pk mit a; € R. Dann ist mit R(z) =
n k=0
Z ap izt
k=0
P(x) = (x — xo)R(x) + 2o R(x) + ao. (1)

n—1
Nach Induktionshypothese gibt es ¢; € R, so dafl mit S(x) = Z cra gilt:
k=0
R(z) = (z — z9)S(z) + R(xo). (2)
Aus (1) und (2) folgt

P(z) = (z — 20)Q(x) + Plag) mit Q(z) = R(x) + moS(x).

Satz 3.4.3. Es sei n € N. Ein Polynom vom Grad n hat héchstens n Nullstellen.

Beweis. Es seien z1,...,x, € R verschiedene Nullstellen von P(z). Wir zeigen zunéchst durch
vollstdndige Induktion nach k:

Esist P(z) = (z —x1) -+ (x — %) - Qn_k(x) mit einem Polynom @,,_; vom Grad n — k. (1)
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Induktionsanfang k& = 1:

Dies ist Satz 3.4.2.
Induktionsschritt & — k + 1:
Nach Induktionshypothese ist

P(z)=(z—x1) - (x — x) - Qn_k(x) mit einem Polynom Q,,_x vom Grad n — k. (2)
Nach Satz 1.4.8 ist i
@ —2) #0
1=1
und damit Q,—x(zr+1) = 0 ebenfalls nach Satz 1.4.8. Nach Satz 3.4.2 ist
Qn—k(x) = (T — 211)Qp—(1+1)(2) (3)

mit gradQ,,_(x+1)(z) =n — (k+1). Aus (2) und (3) folgt

k+1

P(z) = [ (= — 2)Qu-(s1) (),

=1

womit (1) gezeigt ist.
Fiir £ = n ergibt sich

P(x) =ay, H(az — )
=1
mit a, € R\{0}. Wiederum nach Satz 1.4.8 folgt
Pz)=0&z¢c{z1,...,zp}.

0
Satz 3.4.4. (Identititssatz fiir Polynome)
Es sei D C R und P,Q: D — R Polynome. Mit n € N und ay, by, € R seien P(x) = Zakxk und

k=0

Qz) = Zbkmk gegeben. Weiterhin gebe es (n + 1) Elemente x1,...,2n4+1 € D mit P(z;) = Q(z;)

fiir 1 §I;'%n—l—1. Dann ist ap, = by, fir 0 <k <n. Ist P(x;) =0 firl1 <j <n+1, soist P das
Nullpolynom.
Insbesondere sind der Grad und die Koeffizienten eines Polynoms durch seine Werte auf einer un-
endlichen Menge eindeutig bestimmt. Ist P(x) = O fiir unendlich viele Werte von z, so ist P das
Nullpolynom.

Beweis. Man wendet Satz 3.4.3 auf das Polynom P — @) an. O

Satz 3.4.2 ist ein Spezialfall des Euklidischen Algorithmus:

Satz 3.4.5. (Euklidischer Algorithmus)
Es sei D C R, |D| = oo und P,Q # 0 zwei Polynome auf D. Dann gibt es zwei eindeutig bestimmite
Polynome S, R mit gradR < grad@, so daf8 P(x) = S(z)Q(z) + R(x) fir alle x € D ist.

Beweis. ohne Beweis. O
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Beispiel 3.4.4. Es sei P(r) = 32° + 2% + 1 und Q(x) = 23 + 2. Division ergibt

3x° + 2 4+1=(23+2)- (32 +1) + (—62% — 1).

Es gelten der Faktorisierungssatz und der Satz von der Partialbruchzerlegung.

Satz 3.4.6. (Faktorisierungssatz)

Es sei P ein Polynom vom Grad n > 1 mit paarweise verschiedenen Nullstellen x1,...,xr € R und
den Vielfachheiten v, ..., v, € N. Ist 11 + ...+ v < n, so gibt es eindeutig bestimmte, paarweise
verschiedene normierte Polynome Py(x) = x> +biz+ci, ..., P(x) = 22+ bz + ¢, vom Grad 2, welche
keine reelle Nullstelle besitzen, d.h. es gilt 4c; — b? >0 firl <j<I, und es gibt eindeutig bestimmite
Zahlen p1, ..., € N, so daff P die Produktdarstellung

P(z) = an(z — 1) ... (2 — z)"* (Pr(x))" ... (P(x))"
besitzt. Es qilt vi + ...+ v+ 2(u1 + ... + ) = n.

Beweis. ohne Beweis. O

Satz 3.4.7. (Partialbruchzerlegung)
Es seien P,Q Polynome mit gradP < gradQ. Auferdem habe Q die (nach Satz 3.4.6 existierende)
Produktdarstellung

Qz) = (z —21)" - (= ap)™ - (@ + bz + c)" - (2% + bx + ).

Dann besitzt R eine Partialbruchdarstellung der Form

R(z) = Z

=1

. i/ Bt I
N —i—Z $2+bja?+cj+'“+(m2+bjw+cj)w

( A A ) L Bz o) Bz 4 o)
T — xT; (x — xi)l’i =

mit AV, A =1,k und B, oW B ) =1,

Wir schlielen mit der Diskussion von Grenzwerten von Polynomen und rationalen Funktionen:

n
Satz 3.4.8. (i) Es sei P: R — R ein Polynom vom Grad n, P(zx) := Zakxk mit ar, € R und

. k=0
ap = 1. Dann ist

lim P(z) =00 und lim P(z)=

T—00 T—r—00

oo, falls n gerade
—o0, falls n ungerade ist.

P
(ii) Es sei R(x) := QEJC; mit Polynomen P,Q mit gradP < grad@.
T
Dann ist lim R(z)=0.

T—rIT 00

(iii) Es sei xg € R und n € N. Dann ist fir gerades n

lim (x —x0)™ " = o0
T—T0

und fiir ungerades n

lim (z —x0) " =00 wnd lim (x —xzp) " = —0
x—ma' =T
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(iv) Es seien R,S rationale Funktionen und xog € R U {—o00,00}. FEs sei li_>m R(z) = +oo und
T—T0o
le (x) = c € R\{0}. Es sei T'(z) := R(z) + S(z) und U(z) := R(z) - S(x). Dann ist
T—x0

limy sy, R(z), falls ¢>0

lim T'(z) = lim R(z) wnd lim U(x)= { limy oy R(z), falls ¢ <0
T—TQ 9 °

Tr—TQ T—TQ T—T0
Dabei ist —(—o0) = oo gesetzt.
Fiir einseitige Grenzwerte gelten entsprechende Ausagen.

Beweis. ohne Beweis. O

Die Behandlung von uneigentlichen (ein- oder beidseitigen) Grenzwerten rationaler Funktionen oder
Grenzwerte fiir z — +oo kann zusammen mit dem Euklidischen Algorithmus, Faktorisierung und
Partialbruchzerlegung auf Satz 3.4.8 zuriickgefiihrt werden.

3.5 Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen

Definition 3.5.1. Essei f: D — R eine Funktion, & C D. Dann heifit f stetig auf &, falls f in jedem
Punkt z € £ stetig ist. Weiter heiflt f nach oben beschrinkt auf £, falls es eine obere Schranke s € R
gibt, so dal f(z) < s fiir alle € £ gilt. Entsprechend wird "nach unten beschrénkt” definiert. Man
nennt f dann beschriankt auf £, falls es nach oben und nach unten beschrénkt ist.

Satz 3.5.1. (Stetigkeit auf kompakten Intervallen)
Es seia<beR, I=][ab] und f: I — R stetig auf I. Dann gilt:

(i) Die Funktion f ist beschrinkt auf I.

(ii) Die Funktion f nimmt auf I Minimum und Mazimum an, d.h. es existieren m,M € R und
Tmin, Tmax € I, s0 daf f(xmin) =m, f(Tmax) =M und m < f(x) < M fir alle x € [a,b] gilt.

Beweis. Es sei M € RU {oo} das Supremum des Bildes f(I) = {f(z)| x € I}. Dann gibt es eine
Folge (z,,)02 4, so daB li_}rn f(zy) = M ist. Ist M = oo, so ist der Limes uneigentlich. Nach dem Satz
n—oo

von Bolzano- Weiterstrafl (Satz 2.1.14) hat die Folge (z,,)22; mindestens einen Haufungswert zo.

Damit ist zg Hiufungspunkt von I. Also enthélt I alle seine Hiufungspunkte, somit ist zg € I. Nach

Satz 2.1.10 gibt es eine Teilfolge (zy, )22, von (z,) mit li_>m Zn, = Z0. Nach dem Folgenkriterium fiir
n—oo

Stetigkeit (Satz 3.2.2) ist f(z9) = M. Damit folgt M € R, d.h. M # co. Hiermit ist die Beschrinktheit

nach oben und die Existenz des Maximums gezeigt. Beniitzt man diese Tatsachen fiir —f anstelle
von f, so folgt die Existenz des Minimums und die Beschranktheit nach unten. O

Definition 3.5.2. Es sei f: D — R eine Funktion, &€ C D. Dann heifit f gleichméflig stetig auf &£,
falls fiir alle € > 0 ein § = 0(¢) existiert, so daBl |f(x) — f(xo)| < € fiir alle x,z9 € D mit |z — x| <
gilt.

Bemerkung 3.5.1. Jede auf £ gleichmifig stetige Funktion ist dort auch stetig. Dies folgt aus
Definition 3.2.1. Die Zahl § = d(¢) > 0 wird dann im allgemeinen jedoch nicht nur von e, son-
dern auch von zy abhéngen. Ist £ kein kompaktes Intervall, so braucht eine auf £ stetige Funktion
nicht gleichméBig stetig zu sein, wie das folgende Beispiel zeigt:
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Beispiel 3.5.1. EsseiD =& =(0,1) und f: D > R, z — f(z) = % Dann ist [ auf &£ stetig, aber
nicht gleichméfig stetig.
Es sei € > 0 gegeben. Es ist

1 1

T i)

B |z — x|

(@) = f(zo)| =

T
und damit
|f(x) = f(zo)| = € & [ — 0| > €|z||zo]-

Dies zeigt, daB fiir beliebige § > 0 die Aussage | f(z) — f(zo)| < € hochstens dann gilt, wenn |z —z¢| <
€|zo]| ist. Alsoist | f(z)— f(zo)| < € fiir [x—x0| < d(€, xp) mit d(e, xp) < €|zp| erfiillt, also fiir kein § > 0,
das nur von € abhéngt.

Auf kompakten Intervallen sind stetige Funktionen hingegen gleichméfig stetig. Dieses Ergebnis ist
eine Folgerung des Uberdeckungssatzes von Heine- Borel.
Zunéchst definieren wir den Begriff der Uberdeckung;:

Definition 3.5.3. Es seien I, X C R. Fiir alle z € X sei U(x) := Uy (x) mit €(x) > 0 eine €(z)-

Umgebung von z. Die Menge U = {U.(z)| z € X} heiBt eine Uberdeckung von I, wenn I C U U(x).
zeX

Man nennt V eine Teiliiberdeckung von U, falls V = {U(x)| x € Y} mit Y C X und I C U U(z)
zeY

ist.
Ist dazu Y endlich, so heifit V eine endliche Teiliiberdeckung von U.

Satz 3.5.2. (Uberdeckungssatz von Heine- Borel)
Es seild eine Uberdeckung des kompakten Intervalls I. Dann besitzt U eine endliche Teiliberdeckung.

Beweis. Es sei I = [a,b].

Annahme: Es gibt eine Uberdeckung ¢/ von I, die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Es sei U := {U(x)| z € X} mit X C R. Wir definieren nun durch vollstindige Induktion eine Folge
(I,) von Intervallen mit folgenden Eigenschaften:

(i) Es bildet (I,,) eine Intervallschachtelung.
(i) Es gilt: |L,| = |I|-27™

(iii) Die Uberdeckung U von I besitzt keine endliche Teiliiberdeckung.

Induktionsanfang: n = 1:
Dann ist I1 = 1.

Induktionsschritt: n — n 4 1:

Nach dem dritten Teil der Induktionshypothese besitzt die Uberdeckung U von I,, := [ay, b,] keine
endliche Teiliiberdeckung, und es ist |I,,| = |I| - 2~™. Dann ist ¢/ auch eine Uberdeckung fiir die zwei
Hélften I, 1 := [an, “’LT‘H)"] und I, o = [%T‘H)",bn]. Fiir mindestens eine der zwei Hélften 7, ; mit
J € {1,2} existiert dann ebenfalls keine endliche Teilitberdeckung von ¢/. Dann setzen wir 1,41 := I, ;.
Damit erfiillt die Folge (I,,) die Bedingungen (i), (i7) und (4i7). Nach Satz 2.1.3 existiert ein zp € R,
das allen Intervallen angehért. Da U eine Uberdeckung von I ist, gibt es 2 € X mit zy € U(x). Dann
gibt es ein € > 0, so dal Uc(z9) C U(x) ist. Weiter existiert ein ng, so daf8 fiir alle n > ng gilt:
I, C Uc(zp). Diese I,, werden aber von der einzigen Umgebung U(zp) iiberdeckt, im Widerspruch
dazu, daf fiir die keine endliche Teiliiberdeckung von U existiert. O
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Satz 3.5.3. Es sei I ein kompaktes Intervall und f: I — R stetig auf I. Dann ist f auf I gleichmdf$ig
stetig.

Beweis. Es sei € > 0. Zu jedem xg € I gibt es ein § = d(e, xg) > 0, so daf fiir alle z € Us;s gilt:

€
£(&) ~ fao)] < & )

Wir setzen
U(zo) = Us(xo). (2)
Es bildet U = {U(z¢)| xo € I} eine Uberdeckung von I. Nach Satz 3.5.2 besitzt U eine endliche
Teiliiberdeckung. Es gilt also x1,z9,...,z, € I, so dafl es fiir alle x € I ein kK mit 1 < k < m und
x € Ul(xy) = Us(e, x) gibt. Wir setzen ¢ := min{d(e, x1),...,(e, zp}. Es seien nun z,2’ € I mit

|z — 2| < 0. Dann gibt es k,l mit 1 < k,I < m mit 2 € U(zy) und 2’ € U(z;). Es ist (nach der
Dreiecksungleichung, Satz 1.4.10) dann

|$k —xl\ < ]wk —1" + ‘iL' —x'\ + ‘l‘, —:pl\ < 36.
Wegen (1) und (2) folgt | f(xx) — f(z;)| < §. SchlieBlich ist
[f(@) = @ < [f(@) = flao)] + |f (@) = f@)] +1f (@) — f(@)] <e

Also ist | f(z) — f(2)] < € fiir alle z,2' € T mit |[x — 2'| < §, die gleichméBige Stetigkeit. O

Satz 3.5.4. (Zwischenwertsatz)
Esseia<beR, I=]lab], und f: I — R sei stetig auf I. Es sei f(a) < c < f(b). Dann gibt es ein

¢ € (a,b) mit f(&) =c, d.h. es gilt [f(a), f(b)] C f(I).

Beweis. Wir betrachten die Menge
X ={zla<z<b: f(zx)<e¢ Vz€la,z]}

Esist X # (), da a € X. Wegen X C [a,b] ist X beschrinkt. Also existiert s = sup X.

(i) Wir zeigen zunéchst: f(s) <ec.

Es sei x, = s — . Wegen a < z, < s ist f(xn) < c. Wegen lim z, = s ist nach dem
n—oo

Folgenkriterium lim f(z,) = f(s) und wegen f(zy) < cist f(s) = lim f(z,) <ec.
n—00 n—00
Damit ist (i) gezeigt.
(ii) Annahme: f(s) < c.
Dann gibt es ein € > 0, so dafl f(s) = c—2e gilt. Wegen der Stetigkeit von f existiert ein § = d(a),

so daB fiir alle x € Us(s) = (s — 9, s+ 0) gilt: | f(z) — f(s)| < € und somit |f(z)| < ¢ — e. Damit
ist aber [a,s 4+ ¢) N [a,b] C X im Widerspruch zu sup X = s. Also ist f(s) > c.

Zusammengefaft folgt f(s) = c. O
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3.6 Monotone Funktionen, Umkehrfunktion

Definition 3.6.1. Essei D C R und f: D — R.

Dann heifit f monoton wachsend, wenn f(x1) < f(x2) fiir alle z1,29 € D mit x1 < z ist, und f
heifit streng monoton wachsend, wenn f(x1) < f(z2) gilt. Entsprechend wird monoton fallend bzw.
streng monoton fallend definiert.

Satz 3.6.1. Es seia < b € R und I = [a,b]. Es sei f: I — R stetig und f(a) < f(b). Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Funktion f besitzt eine auf [f(a), f(b)] definierte Inverse f=1, d.h. die Gleichung f(x) = c
besitzt fiir alle ¢ € [f(a), f(b)] eine eindeutig bestimmte Lisung x = f~1(c).
(i) Die Funktion f ist injektiv.

(iii) Die Funktion f ist streng monoton wachsend.

Beweis. ohne Beweis. O

Satz 3.6.2. Esseia <be R und I =[a,b]. Es sei f: [ — R eine stetige, streng monoton wachsende
Funktion auf dem kompakten Intervall I.
Dann ist die Inverse f=1: [f(a), f(b)] — [a,b] eine stetige, streng monoton wachsende Funktion auf

[f(a), f(D)].

Beweis. ohne Beweis. O

Satz 3.6.3. FEs sei n € N. Die n- te Wurzelfunktion g: [0,00) = R, x — g(z) = /z ist auf [0, 00)
stetig.

Beweis. Dies folgt aus Satz 3.6.2, wenn wir anstatt f dann die streng monoton wachsende Funktion
f:[0,b] = R, x — 2™ wihlen. Sie hat die Inverse f~': [0,b"] — R, x — {/z. Die Behauptung folgt
mit g := f~!, da b beliebig grof gewiihlt werden kann. O

3.7 Differenzierbarkeit

Definition 3.7.1. (i) Es sei I C R ein beliebiges Intervall. Dann heifit f: I — R in 29 € I
differenzierbar, falls der Grenzwert

T—xQ T — X0
existiert. Er heiffit Ableitung oder Differentialquotient von f an der Stelle xg.
ﬂ@ ) = dy
dz Y T dz

(ii) Ist f fiir jedes xo € I differenzierbar, so heifit f differenzierbar auf I.
Die Funktion f": I — R, z — f’(x) heiit die Ableitung von f.

Schreibweise: f'(zg) =

Satz 3.7.1. Es sei I C R ein beliebiges Intervall, f: I — R und o € I. Folgende Aussagen sind
dquivalent:

(i) Die Funktion f besitzt an der Stelle x¢ die Ableitung f'(zg).
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(ii) Es existiert eine Funktion r: I — R, © — r(x), wobei r in xg stetig und r(xg) = 0 ist, so daf

f@) = f(zo) + f'(zo)(x — w0) + (z) (2 — z0). (%)
Beweis. (i) — (ii):
Wir setzen &) — f(x0)
(o) = = = 5 = f ()
Dann ist (x) fiir x # x¢ erfiillt, und es ist
sy o J@) = o)
T = Ty =0

Wir definieren ~
@={7 il
(id) — (i):
Es gilt
tim =IO iy (p/(0) 4 () = /(w0).

T—T0 r — X T—T0

O]

Bemerkung 3.7.1. Satz 3.7.1 besagt, daf} fiir kleine Werte von |z — x| die Funktion f sehr gut
durch die lineare Funktion (Polynom 1. Grades) L¢:  — Ls(x) approximiert wird. Dabei ist L¢(x)
die lineare Approximation von f. Wir werden spéter Approximationen durch Polynome hoheren
Grades, sogenannte Taylorpolynome kennenlernen. Der Graph von Ly ist eine Gerade , die Tangente
an der Kurve y = f(x) im Punkt (zo, f(x¢)). Weiter ist f'(x¢) die Steigung der Tangente. Sie ist der
Grenzwert der Differenzenquotienten

f(x) — f(xo)
r—z9
der Steigungen der Sekanten der Kurve y = f(z) durch die Punkte (xg, f(z9)) und (z, f(z)).
Eine grobere Approximation ist durch die konstante Funktion Cy(x) = f(x¢) (Polynom nullten
Grades) gegeben. Ihr Graph ist die horizontale Gerade durch (xg, f(x¢)). Es ist f(z) = C¢(z) + s(x)

mit lim s(z) = 0. Diese existiert auch fiir stetige Funktionen.
T—T0

Satz 3.7.2. (FEindeutigkeit der linearen Approximation)
FEs sei I C R ein beliebiges Intervall, f: I — R und zo € I. Gilt f(z) = f(xo)+c(z—x0)+7r(z)(x—20)
mit ¢ € R, r stetig in xg und r(xg) =0, so ist f differenzierbar in xg, und es ist ¢ = f'(xg).

Beweis. Aus f(x) = f(zo) + c(x — zo) + r(x)(z — x0) folgt
f(@) — f(zo)

- =c+r(z).
Also ist
wli_>nx10 W =c+ xh—gclo r(z) =ec
Nach Definition 3.7.1 ist ¢ = f'(zo). O

Satz 3.7.3. (Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit)
Es sei I C R ein beliebiges Intervall, f: I — R und xg € I. Ist f in xg differenzierbar, so ist es dort
auch stetig.
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Beweis. Aus () aus Satz 3.7.1 folgt

lim f(z) = f(xo) + mlir;lo f(zo)(z — o) + lim 7(x)(x — x0) = f(20)

Tr—IQ T—T0

nach Satz 3.1.3. Nach Satz 3.2.1 folgt die Stetigkeit von f in xg. O

Bemerkung 3.7.2. Die Umkehrung von Satz 3.7.3 gilt nicht. Die Betragsfunktion f: R — R, z — ||
ist in xg = 0 stetig, aber nicht differenzierbar. Es ist

lim f(z) ~ £(0) = lim — =1, aber
z—0t x—0 z—0t T
lim f(x) = 1(0) lim - -1
r—0~ x—0 x—0— T
Also existiert lim M nicht.
z—0 xr—0

3.8 Ableitungsregeln

Satz 3.8.1. Es sei I C R ein Intervall. Die Funktionen f,g: I — R seien in xg € R differenzierbar.
Es seien a,b € R. Dann sind die Funktionen af + bg und f - g in xo differenzierbar, und es gilt

(1) (af +bg)'(zo) = af'(zo) + by’ (x0) (Linearitit)

(ii) (f-9)(x0) = f'(w0)g(x0) + f(w0)g'(x0) (Produktregel)

Beweis. Wir beweisen nur (4i):
Fiir x € I mit = # xg gilt

f(@)g(x) — f(z0)g(x0) f(@)g(x) = flzo)g(x)  flzo)g(x) — f(x0)g(x0)

Tr — X - r — X + T — X0
= LA g 4 e 2= 200)

Also ist

i 4 (#)9(2) — f(z0)g(wo) i @) = flzo) o(x) + lim f(zo) Tim g(x) — g(xo)

T—x0 Tr — X T—XTQ Tr — X0 T—x0 T—x0 T—x0 Tr — X0

= f'(z0)g(wo) + f(x0)g' (x0)-

Satz 3.8.2. (Ableitung von Polynomen)

n
Es sein €N, und P: R - R, x — P(z) = Z arz® mit a, € R sei ein Polynom.
k=0

n
Dann ist P fiir alle z € R differenzierbar, und es ist P'(x) = Z kagzFL.
k=1

d
Spezialfall: Es ist —a" =n-z" L.
—_— dz
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Beweis. Wir betrachten zunéchst die Ableitung der Identitét id: x — x. Es ist

id'(a:o) = lim id(z) — id(xo) _ T 1.
T—T0 T — xg T — xg

Der Spezialfall ergibt sich dann durch vollstdndige Induktion nach n.
Der allgemeine Fall folgt aus der Linearitét. O

Satz 3.8.3. Es sei I C R ein Intervall, und es seien f,g: I — R in xo € I differenzierbar. Auflerdem
sei g(x) # 0 fiir x € I. Dann st 5 in xg differenzierbar, und es gilt die Quotientenregel

(f)l (o) = 9(z0) f'(o) — f(20)g'(x0)

g g%(xo)

Beweis. Fiir z,xg € I und = # xq gilt

£@) = §@0) _ f@)geo) - flo)g(w) _ (RN E ) .

r—x9 (v —x0)g(x)g(x0) T — xo T — xo g(x)g(zo)

Der Grenziibergang z — xq liefert die Behauptung. O

Satz 3.8.4. Es seien I, J C R Intervalle, f: I — J sei im Punkt xg € I differenzierbar und g: J — R
sei im Punkt yo = f(xo) € J differenzierbar. Dann ist go f: I — R im Punkt xo differenzierbar, und
es gilt die Kettenregel

(go f)(x0) =g (o) - f'(x0)-
Beweis. Nach Satz 3.7.1 ist fiir alle x € 1

f(@) = f(wo) + f'(xo)(z — z0) + r(z)(2 — o) (1)

mit r stetig in xo sowie r(xp) = 0 und

9(y) = 9(yo) + ¢'(y0)(y — wo) + s(y)(y — vo)- (2)

fiir alle y € J mit s stetig in yo und s(yg) = 0.
Indem wir in (2) dann y = f(x) setzen, erhalten wir aus (1)

9(f(x)) = g(f (o)) +¢' (o) (f' (z0) (x —x0) +7(x) (= z0)) +5(f (2)) (f' (z0) (w—z0) +7(x) (z—0)). (3)

Es sei

t(x) = g (yo)r (@) + s(f(2))(f'(z0) + ().
Die Funktion f ist stetig in = z¢ und wegen s(f(z9)) = s(yo) = 0 folgt t(z¢) = 0. Also folgt aus
3
¥ (g0 f)(@) = (g° f)(0) + g'(y0) f'(z0)(z — w0) + t(2)(z — z0)
mit ¢ stetig in @ = z¢ und ¢(xg) = 0. Aus Satz 3.7.1 und 3.7.2 folgt g o f ist differenzierbar in xy, und
es st (g o f)(z0) = ¢'(y)f' (o) O

Satz 3.8.5. (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion)

Es seien I,J Intervalle. Es sei f: I — J bijektiv und o € I. Es sei f im Punkt xq differenzierbar,
und es sei f'(xg) # 0. Dann ist die inverse Funktion f~': J — I in yo = f(x0) differenzierbar, und
es st

—1y/ _ 1
U7 0) = Frigey
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Beweis. Es sei (yn)52, mit y, € J\{yo} und li_}m Yn, = yo. Die Folge (x,); sei durch
n oo

Yn = f(xn) <~ ITp = fﬁl(yn)
definiert. Wegen der Stetigkeit von f~! ist dann

lim z, = f* ( lim yn) = ' (yo) = 0.

n—oo n—oo

nach dem Folgenkriterium ist
-1 _ -1 _ _ -1
lim f (yn) f (yO) — lim Tn — X0 _ ( lim f(xn) f(x0)> = 1
n—00 Yn — Yo n—00 f(xn) - f(xO) /

Wieder ist nach dem Folgenkriterium

Beispiel 3.8.1. Die Funktion f: (0,00) — (0,00), * — 22 besitzt die Umkehrfunktion

f1:(0,00) = (0,00), ¥y — 3y
Nach Satz 3.8.5 ist fiir yo € (0,00) dann

(f_l)/(yo) = =1 =

Also ist, wenn wir wieder x statt y schreiben:

3.9 Mittelwertsatz, Monotonie

Definition 3.9.1. Es sei I ein Intervall. Fiir das Innere von I schreiben wir ;

Essei f: I — Rund ¢ € I. Man sagt: f besitzt in £ ein relatives Maximum (bzw. relatives Minimum),
falls es ein § > 0 gibt, so dafl f(z) < f(§) (bzw. f(z) > f(§)) fiir alle z € Us(§), (d.h. fir alle x € T
mit |z — £| < J), gibt. Die Funktion f besitzt in £ ein relatives Extremum, falls es dort ein relatives
Maximum oder Minimum besitzt.

Satz 3.9.1. Es sei I ein Intervall, f: I — R und £ € I. Zudem sei f in & differenzierbar. Besitzt f
in & ein relatives Extremum, so ist f'(£) = 0.

Beweis. Wir kénnen, falls wir notigenfalls f durch —f ersetzen, annehmen, daf§ f in £ ein relatives
Maximum besitzt. Es ist dann

da @) = 1(©) <0 fiir z > ¢ ist, und
r—¢
ri© = tim {9218 5 )
(x;g()>0fﬁr:n<£ist.
Aus (1) und (2) folgt f'(€) = 0. O
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Satz 3.9.2. (Satz von Rolle)

Es seia < b € R und I = [a,b]. Die Funktion f: I — R sei auf I stetig und auf I = (a,b)
differenzierbar. Es sei f(a) = f(b) = 0. Dann gibt es ein & € (a,b) mit f'(§) = 0.

Beweis. Nach Satz 3.5.1 nimmt f auf I sein Maximum M und sein Minimum m an. Ist f = 0, so
ist f/(€) = 0 fiir alle € € (a,b). Andernfalls ist M > 0 oder m < 0. Wir nehmen f(§) = M > 0 an.

Wegen f(a) = f(b) =0 ist £ ¢ {a,b}, also ist £ € 1= (a,b). Nach Satz 3.9.1 ist f'(£) = 0. O

Satz 3.9.3. (1. Mittelwertsatz)

Es seia < b€ R und I = [a,b]. Weiter sei f: I — R auf I stetig und auf I differenzierbar. Dann
gibt es € € (a,b) mit

Beweis. Es sei

o(@) = 1(&) - f(a) - (@~ /D)

Dann ist g(a) = ¢g(b) = 0. Nach dem Satz von Rolle (Satz 3.9.2) gibt es ein £ € (a,b) mit

g =0s f() ="t
O

Bemerkung 3.9.1. Der Satz von Rolle und der 1. Mittelwertsatz lassen sich geometrisch so deuten,
dafl es mindestens einen Punkt ¢ im Inneren des Intervalls [a,b] gibt, so dafl die Tangente an die
Kurve y = f(x) in (§, f(€)) parallel zur Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) ist.

Satz 3.9.4. (2. Mittelwertsatz)
Es seia <be R und I = [a,b]. Es seien f,g: I — R auf [a,b] stetig und auf (a,b) differenzierbar.
Es sei ¢'(x) # 0 fiir alle x € (a,b). Dann ist g(a) # g(b), und es gibt ein & € (a,b) mit

f1€) _ ) — f(a)
g gb) —gla)

Beweis. Wegen des Satzes von Rolle (Satz 3.9.2) ist g(b) # g(a). Die Funktion h: I — R sei durch

ey (o SO f@
)= 1) - (1) + L= g0) - gta)
definiert. Dann ist h(a) = h(b) = 0. Nach dem Satz von Rolle gibt es ein £ € (a,b) mit h'(£) = 0, d.h.
N _pl _f(b)_f(a)/
019 = £1(6) - L8 e,
Wegen ¢'(£) # 0 folgt die Behauptung. O

Satz 3.9.5. Es sei I ein beliebiges Intervall und f: I — R stetig in I und differenzierbar in I. Dann
gilt
f'(x) =0 firallex€l< f=const. aufI.
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Beweis. 7=": 5
Es sei f/(z) = 0 fiir alle 2 € I. es seien z1,22 € I und 27 < x2. Nach dem Mittelwertsatz gilt dann

f(@2) — f(x1) = f(&)(za —21) =0

fiir ein & € (21, x2). Deshalb ist f(x) = const.
” @77:
Klar. O

Satz 3.9.6. (Monotonietest)

Es sei I ein beliebiges Intervall und f: I — R in I stetig und in I differenzierbar. Dann gilt

(i) Es gilt

f'(x) >0 fiir allex € .CT) & f ist monoton wachsend.

(i) Es gilt

f'(x) >0 fiir allex € I = f ist streng monoton wachsend.

Entsprechende Aussagen gelten fiir monoton fallenden Funktionen.

Beweis. (i) 7=":
Es seien x1,x9 € I mit 1 < x2. Nach dem Mittelwertsatz (Satz 3.9.3) gibt es € € (21, 22), so
daf
/ f(z2) — f(x1)
= - 7 = x1) < f(x9).

f () P—— f,(g)zof( 1) < f(22)
b)) <:77: 5
Es sei xg € I. Es ist

Wegen f(z) > f(xo) fiir x > x¢ ist f'(z9) > 0.

(ii) ohne Beweis.

O]

Bemerkung 3.9.2. Die Riickrichtung in (i7) gilt nicht. Dies zeigt das Beispiel f: R — R, z — 3.
Obwohl f auf R streng monoton wachsend ist, ist f/(0) = 0.

Beispiel 3.9.1. Es sei f: R = R, 2 — f(z) := 2% — 32. Man finde maximale Intervalle, auf denen
f streng monoton wéchst bzw. streng monoton fallt.

Losung;:

Esist f/(z) =322 -3 =3(z—1)(z+1). Esist f/(z) = 0 fiir z; = —1 und x5 = 1. Somit ist f'(z) > 0
fir x € (—o0,—1) U (1,00). Es ist f'(z) < 0 fiir x € (—1,1). Nach Satz 3.9.6 ist f streng monoton
wachsend auf (—oo, — ) und auf (1, 00) und streng monoton fallend auf (—1,1).
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3.10 Ho6here Ableitungen, Taylorpolynome

Definition 3.10.1. Es sei I C R ein Intervall und f: I — R, dessen Ableitung f’ auf I existiere.

(i) Ist f’ auf I stetig, so heiit f stetig differenzierbar auf I (Schreibweise: f € C1(I)).

(ii) Die Ableitung f’(z¢) existiere in 2 € I. Dann heifit

) = L) = () = (2 (L)) o

die zweite Ableitung (oder Ableitung 2. Ordnung) von f an der Stelle xg.

(iii) Falls f”(z) fiir alle z € I existiert, dann heiit f zweimal differenzierbar auf I.

(iv) Ist zusitzlich f” auf I stetig, dann heifit f zweimal stetig differenzierbar auf I (Schreibweise:

fecI).
(v) Allgemein wird durch vollsténdige Induktion nach n die n- te Ableitung (oder Ableitung n- ter
d?’b
Ordnung) f™(z0) = d—{(xo) definiert und die Klasse C"(I) der
x

n- mal stetig differenzierbaren Funktionen auf I.
AuBerdem setzen wir f©)(zq) := f(zo).

(vi) Existiert f(®(z) fiir alle n € N, so heifit f unendlich oft differenzierbar in .

(vii) Ist f(z0) fiir alle n € N und fiir alle z € I erklirt, so heift f unendlich oft differenzierbar in
I (Schreibweise: f € C*°(I)). In diesem Fall sind alle Ableitungen automatisch stetig, also ist
f unendlich oft stetig differenzierbar.

Wir haben in Satz 3.7.1 gesehen, dafl die erste Ableitung einer Funktion f fiir die lineare Approxi-
mation von f von Bedeutung ist. Es ist

f(x) = Ly(z) + r(z)(z - w0)

mit L¢(z) = f(zo) + f'(z0)(z — o).

Es ist Ly(20) = f(zo) und L’s(x0) = f'(z0). So ist dann Ly das eindeutig bestimmte Polynom vom
Grad <1, das in z( dieselbe Ableitung bis zur 1. Ordnung besitzt wie f. Es ist nun zu erwarten, dafl
das Polynom hochstens n- ten Grades, das in zg dieselbe Ableitungen bis zur n- ten Ordnung besitzt
wie f, eine besonders gute Approximation von f liefert.

Definition 3.10.2. Es sei I C R ein Intervall. Es sei f: I — R in zg € I dann n- mal differenzierbar.
Dann heifit

R (
f ('0)(35

T(n)f(xoyx) — Z ? _ xO)k
k=0 ’

das n- te Taylorpolynom von f mit Entwicklungspunkt xg.

Satz 3.10.1. FEs sei I C R ein Intervall. Es sei f: I — R in x¢g € I genau n- mal differenzierbar
und P ein Polynom vom Grad héchstens n. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) P (zg) = f®)(z0) mit 0 <k <n
(i) P(z) =T f(xo, ).
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Satz 3.10.2. (Satz von Taylor)
Es sein € N und I C R ein kompaktes Intervall. Gegeben sei die Funktion f: I — R, welche (n+1)-

[¢]
mal stetig differenzierbar auf I sei und n- mal stetig differenzierbar auf I. Dann gilt die Taylorsche
Formel

n pk) (n-+1)
fla) = kzo ! k(!JCO) (& — x0)* + M(az — 20)"" = T™ f(20,2) + Rpy1 (w0, 7)

fiir alle x € I und x # xo. Dabei ist £ = xo + t(x — xo) fir eint € (0,1) und

FI(E)
(n+1)!

Ryy1(x0,x) := (z — 20)" !

das Restglied von Lagrange.

Beweis. ohne Beweis. O

3.11 de L’Hopitalsche Regeln

x
Die Bestimmung des Grenzwertes eines Quotientens li_r>n fé) kann nach den Grenzwertsétzen (Satz
T—a g X

lim f(x) _ lim,_,q f(2)

z—a g(z)  limg_q g(z)
erfolgen, falls der Grenzwert des Nenners lim,_,, g(x) # 0 ist.
Gilt sowohl lim,_, f(z) = 0 als auch lim,_,, g(z) = 0, so fithren oft die de L’Hopitalschen Regeln
zum Ziel. Diese kénnen auch in Féllen angewandt werden, in denen lim,_,, f(z) = lim,_,, g(x) = oo
ist.

3.1.3) mittels

Satz 3.11.1. Die Funktionen f und g seien auf dem offenen Intervall (a,b) mit —oo < a < b < oo
differenzierbar. Weiter sei g'(z) # 0 fiir x € (a,b). Es sei

. . 0
ilg}l f(z) = ;gr}lg(x) =0 <der Fall 0>

oder . c
lim g(z) = £o0 (der Fall — bzw. —) .
T—ra o oo
i _fl@) =
Auflerdem existiere der Grenzwert lim — e R.
z—a g'(x)
Dann ist g(x) # 0 fiir x € (a,b), der Limes li_r)n géi; existiert, und es gilt die de L’Hopitalsche Regel

lim f(z) = lim f’(a?)

z—a g(x) r—a g’(q:)'
Beweis. Wir beschrianken uns auf den Fall %.

(i) Zunéchst zeigen wir, dafl
g(x) # 0 fir alle x € (a,b) (1)

gilt. Wir fiihren diesen Beweis durch Widerspruch:
Annahme: 3z € (a,b) mit g(xg) = 0.
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(a) Fall 1: a € R (d.h. a # —o0):
Nach dem Satz von Rolle (Satz 3.9.2) gibt es dann ein & mit ¢'(£) = 0, ein Widerspruch.

(b) Fall 2: a = —oc0:
Es ist g(xo — 1) # 0. Andernfalls wiirde der Satz von Rolle wieder ein £ € (z¢ — 1, zo) mit
J' (&) = 0 liefern, wiederum ein Widerspruch.
Es folgt die Existenz eines zo < z1 := 29 — 1 mit |g(z2)| < |g(x1)|. Es gibt also ein
relatives Extremum im Intervall (z2,xg). Der Satz von Rolle liefert wieder ein £ € (a,b)
mit ¢’(£) = 0, erneut ein Widerspruch.

/
(ii) Es sei [ := lim f,(x).
z—a g'(x)
Falls I € RU {—o0}, dann sei I’ > [ fest vorgegeben. Dann gibt es ein ¢’ > a mit
/
f/ (x) < l/
g'(x)

fiir alle z mit a < x < d. Fiir a < z < y < d’ folgt aus dem zweiten Mittelwertsatz

f@)—fly) _ f©)

= <0
9(x) —gly) g
fiir ein € € (z,y). Fir 2 — a folgt
9(y)
fira<y<d.
(i) Analog folgt fiir I” < I: es existiert ein a” > a mit
f(y) Z l//
9(y)
fiir alle y mit a < y < a”.
Aus (i) und (ii7) folgt die Behauptung. O

3.12 Konvexitit und relative Extrema, Kurvendiskussion

Die Aufgabe der Kurvendiskussion ist es, die wesentlichen Eigenschaften des Graphen einer Funk-
tion f zu ermitteln. Dazu gehort die Lage von absoluten und relativen Maxima und Minima. Wir
haben mit Satz 3.9.1 zwar eine notwendige Bedingung fiir ein relatives Extremum in z = £ gefunden
(f'(¢€) = 0), kennen aber noch keine hinreichende Bedingung. Eine solche kann durch Betrachtung
der zweiten Ableitung f” erhalten werden. Wir beginnen mit einem notwendigen Kriterium, das die
zweite Ableitung beniitzt.

Satz 3.12.1. (Notwendiges zweites Ableitungskriterium)

[¢]
Die Funktionen f: I — R sei auf I zweimal stetig differenzierbar und besitze in einem Punkt xg € 1
ein relatives Mazimum bzw. Minimum. Dann gilt

f"(x0) <0 bzw.  f"(z0) > 0.
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Beweis. O.B.d.A. besitze f ein relatives Maximum. Nach Satz 3.9.1 ist f’(x¢) = 0. Nach dem Satz
von Taylor (Satz 3.10.2) haben wir

£(@) = flao) + 51" (E)(w — w0’ (1)

mit & zwischen x und xg.

Annahme: f”(x¢) > 0.

Wegen der Stetigkeit von f” in zq gibt es ein § > 0, so dafl (&) > 0 fiir alle £ € Us(xg) ist. Aus (1)
folgt dann f(z) > f(xo) fiir alle x € Us(zg), ein Widerspruch.

Also folgt f"(xzo) < 0.

Ebenso fiihrt die Annahme f”(z) < 0 zu einem Widerspruch dazu, dafl f in z ein relatives Minimum
besitzt. O

Satz 3.12.2. (Hinreichendes zweites Ableitungskriterium)

[¢]
Es sei f: I — R auf I zweimal stetig differenzierbar. In einem inneren Punkt xo € I sei f'(xg) =0
und f"(xg) < 0 bzw. f"(x¢) > 0. Dann besitzt f an der Stelle xq ein isoliertes relatives Mazimum
bzw. Minimum.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall f”(z¢) < 0. Der Fall f”(zg) > 0 verlduft analog. Wie im Beweis
von Satz 3.12.1 haben wir

£(2) = fwo) + () — w0 (1)

mit £ zwischen x und zp. Wegen der Stetigkeit von f” gibt es ein § = d(¢), so dal f”(§) < @ fiir
alle £ € Us(zg) gilt. Daraus und aus (1) folgt f(z) < f(zo) fiir alle z € Us(zo).
Damit besitzt f ein isoliertes Maximum in x = xg. O

[¢]
Definition 3.12.1. Es sei f: I — R auf [ einmal differenzierbar. Dann besitzt f in 29 € I einen
Wendepunkt (zg, f(x0)), wenn die Ableitung f” in xq ein isoliertes relatives Extremum besitzt.

Definition 3.12.2. Es sei [ ein (endliches oder unendliches) Intervall, das aus mehr als einem Punkt
besteht. Dann heifit f konvex auf I, wenn die Ungleichung

U=ty +twg) < (1—0)f(21) +tf(22) (1)

fiir alle z1, 22 € I und alle ¢ € (0, 1) gilt.
Zudem heifit f streng konvex, wenn die strikte Ungleichung

f((L =) +tw2) < (1 —t)f(z1) +tf(22) (2)

fiir alle x1 # x2 und alle t € (0,1) gilt.
Gelten (1) bzw. (2) mit dem >- bzw. >- Zeichen, so heiit f konkav bzw. streng konkav.

Bemerkung 3.12.1. Die Ungleichungen (1) bzw. (2) haben folgende geometrische Bedeutung:
Durchlduft ¢ das Intervall (0,1), so durchlduft der Punkt ((1 — ¢)zq + tag, (1 — ) f(z1) + tf(z2)) die
Verbindungsstrecke der Punkte (x1, f(z1)) und (x2, f(z2)), d.h. die Sekante, wihrend ((1 — t)z1 +
tza, f((1 — t)z1 + txa)) die Punkte des Graphen (z, f(x)) mit den gleichen Abszissen durchlauft.
Die Ungleichungen (1) bzw. (2) besagen also, da§ das Segment des Graphen von y = f(x) zwischen
zweien seiner Punkte nicht unter bzw. iiber der Sekante ist.

Satz 3.12.3. Es sei I ein beliebiges Intervall, f: I — R sei auf I stetig und auf I differenzierbar.
Dann gilt:
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(i) Die Funktion f ist auf I genau dann konvex, wenn die Ableitung f' auf I monoton widchst.

(i) Weiter ist f auf I genau dann streng konvex, wenn die Ableitung f' auf I streng monoton
wdchst.

Beweis. ohne Beweis. O

Satz 3.12.4. (Konvexzitit, zweites Ableitungskriterium)

Es sei I C R ein beliebiges Intervall, und f: I — R sei auf I stetig und auf I differenzierbar. Dann
gilt:

(i) Die Funktion f ist auf I genau dann konvex, wenn f"(x) > 0 fiir alle x € I gilt.
(ii) Ist f"(x) > 0 fir alle x € I, so ist f streng konve.

Beweis. ohne Beweis. O
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Kapitel 4

Stetigkeit und Differenzierbarkeit von
Grenzfunktionen, Potenzreihen

4.1 Gleichméaflige Konvergenz und Stetigkeit

Die Typen der uns bisher bekannten Funktionen sind sehr begrenzt. Sie umfassen lediglich Ausdriicke,
die durch Kombination der vier Grundrechenarten mit der Wurzelbildung erhalten werden. Wichtige
andere ”elementare” Funktionen werden als Grenzwerte von Funktionenfolgen erhalten, z.B. die
Exponentialfunktion F(z) (oder ) durch

n k
Somit ist E(x) der Grenzwert der Folge der Funktionen (T;,(x))>2, mit T, (z) := Z %
k=0

Jede Funktion T),(x) dieser Folge ist als Polynom stetig und differenzierbar. Gilt dies auch fiir die
Grenzfunktion F(x)? Wir werden im folgenden die Grundlagen zur Behandlung dieser Fragen be-
reitstellen.

Das folgende Beispiel zeigt, dal die Grenzfunktion einer Folge stetiger Funktionen nicht stetig zu
sein braucht.

Beispiel 4.1.1. Fiir n € N sei
fni[0,1] 5 R, z— fu(z) =2a".

Es ist

. |0 fir 0<z<1
flw) = lim f"(x)_{l fir z=1.

n—0o0

Die Grenzfunktion f(x) ist also unstetig in & = 1, obwohl alle Funktionen f,, der Folge stetig sind.

Die Stetigkeit der Grenzfunktion folgt jedoch, wenn man die Forderung der Konvergenz durch die
stiarkere Forderung der gleichméfligen Konvergenz ersetzt.

Definition 4.1.1. Es sei D C R. Fiir n € N seien f,,: D — R Funktionen. Auflerdem sei f: D — R.
Man sagt (fn)52, konvergiert gleichméfig gegen f (auf D), Schreibweise: f;, glmy f, falls gilt:

Ve > 0 dng = ng(e), so daBB Vn > ng : |f(x) — fu(x)] <e.

74



Bemerkung 4.1.1. Der Unterschied zur punktweisen Konvergenz besteht darin, daf fiir gegebenes
e > 0 ein ng existieren muf, das von x unabhéngig ist. In Beispiel 4.1.1 148t sich zu jedem Paar (e, x)
mit € > 0 und zg € [0,1] ein ng = ng(e, zo) finden, so dal |f(zg) — fn(xo)| < € fiir alle n > ng ist. Es
148t sich jedoch kein solches ng finden, das fiir alle zy funktioniert.

Satz 4.1.1. Es sei D C R, und f,: D — R mitn € N sei auf D stetig. Die Folge (f,)7>, konvergiere
gleichmdflig gegen f: D — R. Dann ist auch f auf D stetig.

Beweis. Es sei xg € D. Ist xg isolierter Punkt von D, so ist f nach Bemerkung 3.2.1 in z( stetig.
Wir koénnen also annehmen, dafl g Hiaufungspunkt von D ist. Es sei € > 0 gegeben. Dann gibt es
nach der Definition der gleichmiifiigen Konvergenz ein ng = ng(¢/3) € N, so daf§

|f(z) — fu(x)|] < €/3 fiir alle n > ng(e/3) (1)

ist. Wegen der Stetigkeit von f,, gibt es nach Definition 3.2.1 ein 6 = d(¢/3) > 0, so dafl

|fn(x) — fu(zo)| < €/3 fir alle x € Us(xo) (2)

ist. Aus (1) und (2) folgt nun fiir alle x € Us(xo)

(@) = flzo)l = [f(@) = ful@) + ful@) = fa(x0) + fu(z0) — f(20)]
< f@) = fa@)] + [ fn(@) = fulzo)| + [fa(zo) — f(z0)]
A-Ugl.
< €.
Dies zeigt nach Definition 3.2.1 die Stetigkeit von f in xg. O

Satz 4.1.2. (Cauchykriterium fir gleichmdfige Konvergenz)
Eine Folge von Funktionen f,: D — R ist genau dann gleichmdf$ig konvergent, wenn

Ve >0 3ng = ng(e), so dap fiir ni,ng > ng gilt [fn, (x) — foy ()| < e

Beweis. Nach dem Cauchykriterium (Satz 2.1.5) konvergiert die Folge (f,,(x)) fiir alle z € D. Es gibt
also eine Funktion f: D — R mit lim f,(z) = f(z).
n—oo

Es sei € > 0 gegeben. Dann gibt es ng = ng(€/2), so daB fiir ny, ne > ng gilt:

’fnl(x) - fm(x)’ < 6/2'

Satz 2.1.8 (Erhaltung von Ungleichungen) ergibt mit dem Grenziibergang no — oo schliefflich

[fua () — f(2)] < €/2 <e.

4.2 Differenzierbarkeit der Grenzfunktion

Satz 4.2.1. Es sei I = [a,b] mit a < b € R. Die Funktionen fn,: I — R mit n € N seien differenzier-
bar mit den Ableitungen f): I — R. Fir xo € I konvergiere (f,) und (f],) konvergiere gleichmdfig
auf I. Dann konvergiert (fy,) auf I gleichmdf$ig gegen eine auf I differenzierbare Funktion f, und es
gilt

fl(@) = lim f(z)

n—o0

fir alle x € 1.
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Beweis. i) Es sei € > 0 gegeben. Nach dem Cauchykriterium (Satz 2.1.5) gibt es ein ng € N, so
dafB3
[Fulwo) — filao)] < /2 fiir alle k,1 > no. (1)

Weiter folgt wegen der gleichméBigen Konvergenz von (f) (x)) auf I die Existenz von ny € N,
so daf} fiir k,1 > nq

&) = fiQ)l < gy firalle g e (2)
gilt. Es sei ng = max{ng,n1} mit k,1 > ng und = € I. Nach dem Mittelwertsatz (Satz 3.9.3)
gibt es ein & zwischen xp und z, so dafl
(fe(z) = fiz)) = (fr(wo) = filzo)) = (f1(&) = f1(E))(x — o). (3)
Aus (1), (2) und (3) folgt
|fx(z) — filz)] < € fiir alle k,1 > no.

Damit erfiillt die Folge (f,,) das Cauchykriterium fiir gleichméBige Konvergenz und konvergiert
nach Satz 4.1.2 gleichméfig gegen eine Grenzfunktion f:

Tim fu(2) = f(2) (4)

fir alle z € I. Nach Satz 4.1.1 ist f stetig.

ii) Fiir n € N sei

fn(@) = fn(@0)

, falls = #=x
gn(x) = T — X0 7& 0
I (xo), falls = = xo.

Nach der Definition der Ableitung (Definition 3.7.1) ist g, auf I stetig. Nach dem Mittelwertsatz
(Satz 3.9.3) folgt fiir alle = # xq:

gk(x) — gi(x) = fr.(§) — f{(§) fiir ein £ € (z0,2).

Wegen der gleichméBigen Konvergenz von (f},) auf I erfiillt auch die Folge (g,,) das Cauchykri-
terium der gleichméfigen Konvergenz und konvergiert nach Satz 4.1.2 gegen eine Grenzfunktion
g. Nach Satz 4.1.1 ist g stetig und damit

tim T =IE0)  piy g0) = g(ag) = tim g @0).

T—T0 r — X0 Tr—xTQ

Nach Definition 3.7.1 ist damit f in x¢ differenzierbar und f’(zg) = h_)m fr(xo). Danach (4) die
Voraussetzung li_>m fn(xo) = f(x0) fiir alle x € I erfiillt ist, ist f fiir alle x € I differenzierbar,
und es gilt f/(x) = lim fr(z).

n

O

4.3 Stetigkeit und Differenzierbarkeit durch unendliche Reihen de-
finierter Funktionen

Wie schon in Abschnitt 4.1 ausgefiihrt wurde, sind unendliche Reihen von Funktionen Spezialfille
von Grenzfunktionen von Funktionenfolgen. Betrachtet man die Sétze 4.1.1 und 4.1.2 fiir diesen
Spezialfall, so erhédlt man sofort
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Satz 4.3.1. i) Es sei D C R. Die Funktionen g,: D — R mit n € N seien auf D stetig. Die
o0

unendliche Reihe Zgn(x) konvergiere auf D gleichmdflig gegen f(x). Dann ist auch f auf D
n=1

stetig.
ii) Es sei I = [a,b] mit a < b € R. Die Funktionen h,: I — R mit n € N seien differenzierbar

o o0
mit den Ableitungen h,: I — R. Fiir xo € I konvergiere Z hn(x0) und Z h! (xo) konvergiere

n=1 n=1

gleichmdfig auf I. Dann konvergiert h(z) = Z hn(z) auf I gleichmdfig. Weiter ist h(x) auf

n=1

I differenzierbar, und es gilt h'(x) = Z Rl (z) fiir alle x € I.
n=1

Wir geben noch ein Kriterium fiir die gleichméfige Konvergenz von unendlichen Reihen:

Satz 4.3.2. (Weierstrafischer M- Test)
Es sei D C R und fn,: D — R mit n € N Funktionen. Es gebe Zahlen M, € R, so daf |fn(x)| < M,
[e.e]

fiir alle x € D und n € Ny mitZMn<oo.

n=1

(e.9]
Dann konvergiert die Reihe Z fn auf D gleichmdfig.

n=1

n
Beweis. Es sei € > 0. Nach dem Cauchykriterium (Satz 2.1.5) existiert ein ng, so dafl Z M, < e fiir

k=m
> ful@)

k=m

folgt aus Satz 4.1.2. O

alle m,n mit ng < m < n. Dann ist auch < €. Die gleichméflige Konvergenz der Reihe

4.4 Potenzreihen

Definition 4.4.1. Es sei (a,)52, eine Folge reeller Zahlen und z,z¢ € R. Die unendliche Reihe

p(x) == Z an(x — x0)"
n=0

heifit Potenzreihe (in z) mit Entwicklungspunkt z¢ und Koeffizienten a,,.

Bemerkung 4.4.1. Zur Bezeichnung der Folge (a,) konnen auch andere Symbole verwendet werden,
o

ebenso an Stelle von z, z. B. ist Z bp(w — wp)™ eine Potenzreihe in w mit Entwicklungspunkt wg

n=0
und Koeffizienten b,,.

Die grundlegende Frage betrifft den Konvergenzbereich der Potenzreihe, die Menge aller x, fiir die
p(x) konvergiert.

o0

Beispiel 4.4.1. Die geometrische Reihe Z x" konvergiert nach Satz 2.3.1 fiir |x| < 1 und divergiert
n=0

fiir |z| > 1. Der Konvergenzbereich ist also das Intervall (—1,1).
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Wir werden sofort sehen, dafl der Konvergenzbereich einer Potenzreihe stets ein Intervall ist.
Zur Vorbereitung zeigen wir

o
Satz 4.4.1. FEs seip(x) = Z an(x — xz0)" eine Potenzreihe, und p(x) konvergiere fiir x = x1. Es sei
n=0
0<e<|zy—x0]
oo
Dann konvergiert Z an(x — 20)" gleichmaifsig auf der Menge {z| |z — xo| < |x1 — zo| — €}.
n=0
Beweis. Nach Satz 2.4.1 folgt aus der Konvergenz fiir x = x;

lan||z1 — zo|" = 0 (n — o0).

Insbesondere ist |ay,||x1 — xo|™ < M fiir ein (von n unabhingiges) M. Es ist

n
€
enllz = aul" < faal(1  20] = " = faallon ~ 2" 1 - ) <ma
|21 — 2o
mit g=1- —— < 1.
|21 — @0
Die Behauptung folgt nach dem Weierstraischen M- Test (Satz 4.3.2). O

[e.9]
Satz 4.4.2. Es sei p(z) = Zan(a: — x0)" eine Potenzreihe. Dann tritt genau einer der folgenden
n=0

drei Fille ein:

i) Die Potenzreihe p(x) konvergiert nur fir x = xg.
i1) Es gibt eine Zahlr > 0, so daf p(x) fir |z — x| < r konvergiert und fir |z — xo| > r divergiert.
i11) Die Potenzreihe p(z) konvergiert fir alle x.

Beweis. Die drei Fille schliefen sich offenbar gegenseitig aus. Wir nehmen an, daf§ die Félle (i) und
(7i7) nicht eintreten. Zu zeigen ist, dafl dann der Fall (i7) eintritt. Es sei

K = {2': p(z) konvergiert fiir z € (o — |2’ — zo|,v0 + |2’ — 20|)} (1)

und
r=inf{|z’ — zo|: 2’ € K°}. (2)

Da Fall (¢) nicht eintritt, existiert ein z1 # xo, so daB p(z1) konvergiert. Nach Satz 4.4.1 ist dann
(xo — |21 — @0|, 0 + |21 — 20]) € K und damit r > 0.
Da Fall (i) nicht eintritt ist £ # oo und damit < oco.

i) Essei z € (zg — 7,20 + 7).
Nach den Definitionen (1) und (2) existiert ein 2’ € (zg — r,zg 4+ ) so dal p(2’) konvergiert.
Nach Satz 4.4.1 konvergiert auch p(z).

i) Essei x & [zg — 1,20 + 7.
Nach den Definitionen (1) und (2) gibt es ein 2" mit |xg—2"| < |zo— x|, so dal p(x”) divergiert.
Annahme: p(z) ist konvergent.
Dann ist nach Satz 4.4.1 auch p(z”) konvergent, ein Widerspruch.
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Definition 4.4.2. Trifft auf eine Potenzreihe der Fall (i7) aus Satz 4.4.2 zu, so nennen wir den Wert
r den Konverenzradius der Potenzreihe.

Im Fall (7) sagen wir: p hat den Konvergenzradius » = 0 und im Fall (ii7): p hat den Konvergenzradius
r = 00.

Satz 4.4.3. (Formel fiir den Konvergenzradius)
Es gilt

-1
r= <limsup \"/ano .

n—oo

Hierbei ist 071 := 0o und oo™ := 0 zu setzen.

Beweis. Es sei [ := limsup,,_,, v/|an|.

o0
Nach dem Wurzelkriterium (Satz 2.4.7) ist Z an(x — xo)" konvergent, wenn
n=0

-]z —x0| <1, also fiir [z —xzo| <17,

und divergent fiir
|z — x| >1, also fiir |z —xq| > 17 .

Die Behauptung folgt nach Definition 4.4.2. O

Bei der Behandlung einiger wichtiger Beispiele hiflt

Satz 4.4.4. Es ist
lim {n=1 wund lim Vn!= occ.

Beweis. Nach Satz 2.4.11 ist n
lim sup ¥/n < limsup ] =1

n—oo n—oo N 1
und |
n .. 1!
lim inf V/n! > lim inf M = 00.
n—00 n—00 n!
O
Beispiel 4.4.2. Es sei
[oe) 2TL
plz) =y —a".
n
n=1

Nach Satz 4.4.4 ist

AL n
lim {/— =2 lim Vn1=2.

n— o0 n n—00

Nach Satz 4.4.3 hat p(z) den Konvergenzradius r = 1/2.

Bemerkung 4.4.2. Satz 4.4.2 (i7) macht keine Aussage iiber die Konvergenz der Potenzreihe in den
Endpunkten des Intervalls (zg — 7, zg + 7). Es konnen alle vier Fille auftreten: Konvergenz in keinem
der beiden Endpunkte, nur in dem rechten, nur in dem linken oder in beiden Endpunkten.
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Beispiel 4.4.3. Es sei
o
=2 z
—n

-1
Nach Satz 4.4.4 ist r = lim,_e (f\l/%) — 1. Weiter ergibt Satz 4.4.2 Konvergenz in (—1,1) und

Divergenz auflerhalb von [—1,1].

1
Fiir den Endpunkt z; = 1 erhalten wir p(x;) = Z —, die harmonische Reihe, also Divergenz nach
n LIvergenz

n=1
n

oo
Satz 2.4.9. Fiir den Endpunkt xo = —1 erhalten wir p(x2) = Z

n=1

, also Konvergenz nach dem
Leibnizkriterium (Satz 2.4.3).
Satz 4.4.5. (Stetigkeit und Differenzierbarkeit von Potenzreihen)
o0
Es seip(x) = Z an(z—1x0)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius v > 0. Dann ist p(x) stetig und

n=0
in (xog —r,xo + 1) unendlich oft differenzierbar, falls r < oo bzw. auf R unendlich oft differenzierbar,

falls r = oo ist. Die Ableitungen kénnen durch gliedweise Differentiation erhalten werden, d.h.

o0
= Z nay(z — o) L.
n=1

Die Potenzreihen fiir alle Ableitungen p®)(z) mit k € N haben denselben Konvergenzradius wie p(x).

Beweis. Wir behandeln nur den Fall 7 < co. Den Fall r = co erhilt man durch kleine Anderungen.
Wegen

lim /n=1 ist limsup {/|a,| =limsup ¥/n|a,| =r .
n—oo n—oo

n— oo
oo
Damit haben p(z Z an(z — 20)" und p'(z) Z nay(x — xo)" denselben Konvergenzradius 7.
n=0 n=1

Nach Satz 4.4.1 konvergieren sie beide gleichméfig in [xg —r+€, z9+7 — e] fiir jedes e > 0. Nach Satz

4.3.1 ist p(z) in (g — r, 2o + ) stetig und differenzierbar, und es ist p'( Z nan(z —xo)" 1. O

Satz 4.4.6. (Identititssatz fiir Polynome)
Es sei x € R. Es seien pi(z Zan x — x0)" bzw. pa(x Zb x — x9)" Potenzreihen mit

Entwicklungspunkt xq und Konvergenzmdzus ry > 0 bzw. 19 > O Es existiere ein r3 > 0, so daff
p1(x) = pa(z) fir alle v € (vo — 13,20 + 13) ist. Dann ist a,, = by, fir alle n € Ny.

Beweis. Wegen pi(x) = pa(x) fiir alle x € (xg — 73,20 + 73) gilt auch pgk)(a:) = pék)(a:) fiir alle

x € (xo — 13,20+ r3) und fiir alle k£ € N, insbesondere auch pgk) (x0) = pék) (xo) fur alle & € N. Durch
k- fache gliedweise Differentiation nach Satz 4.4.5 erhalten wir

p§k) (xo) =k!-a, und pgk) (z0) = k! - by,.

Also ist a,, = by,. O
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4.5 Taylorreihen

Wir erinnern an den Satz von Taylor (Satz 3.10.2):
Es sei n € Nund I C R ein kompaktes Intervall. Gegeben sei die Funktion f: I — R, welche (n+ 1)-

mal stetig differenzierbar auf I sei und n- mal stetig differenzierbar auf I. Dann gilt die Taylorsche
Formel

) (g (n+1)
flx)=3" ! k(' o) (x — xo)" + f(n_i_l()g!)(ﬂ? — 20)" " = T f(w0,2) + Rpy1 (w0, 7) (1)
k=0

n

fiir alle x € I und x # . Dabei ist £ = xg + t(z — x¢) fiir ein ¢ € (0,1) und

(€

(n+1)! e

Ryyi1(xp,x) = (x — zo
das Restglied von Lagrange.
Ist f auf I unendlich oft differenzierbar, so kann (1) fiir jeden Wert von n berechnet werden.

Die Folge der Taylorpolynome (T f(xo,x)) bildet dann eine Potenzreihe, die Taylorreihe

*) (20)
k!

(x — xo)k

WE

T(n)f(l‘o, 'T) =

il

0

Definition 4.5.1. Es sei f auf I unendlich oft differenzierbar und zy € I. Unter der Taylorreihe
T f(zg,z) von f mit Entwicklungspunkt zy versteht man

x — o)k

% £(k) (4
7o) = 3 T
k=0

Es stellt sich die Frage: Fiir welche z gilt T'f(xo,z) = f(z)?

Satz 4.5.1. Es gilt genau dann

(k) (y
fa) =3 T 0y
k

=0

wenn lim Ryy1(xg,x) =0 ist.
n—oo

Beweis. Dies folgt sofort aus der Taylorschen Formel (1). O
o0
Bemerkung 4.5.1. Eine Potenzreihe p(z) = Zak(as — 20)F mit positivem Konvergenzradius ist
k=0
ihre eigene Taylorreihe. Denn k- fache gliedweise Differenzierung ergibt, wie im Beweis von Satz 4.4.6
. p(k) (z0)
PR
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Kapitel 5

Die elementaren transzendenten
Funktionen

5.1 Die Exponentialfunktion

o0 n

Satz 5.1.1. Die Potenzreihe Z x—' ist fiir alle x € R konvergent.
n

n=0

1 1/n
Beweis. Nach Satz 4.4.4 ist lim <'> = 0. Nach Satz 4.4.3 hat die Potenzreihe den Konvergenz-

n—oo \ 1!
radius oo. n

Definition 5.1.1. Die nach Satz 5.1.1 fiir alle z € R definierte Funktion

heifit Exponentialfunktion. Andere Schreibweisen sind e® oder exp(z).

Satz 5.1.2. Die FExponentialfunktion hat folgende Eigenschaften:

i) (Differenzierbarkeit)
Die Funktion E(z) ist unendlich oft differenzierbar, und es gilt E (x) = E(x) fiir allen € N
und fiir alle x € R, insbesondere also E'(x) = E(x) fir alle z € R.

ii) (Funktionalgleichung)
Es gilt

E(x1+x2) = E(x1)-E(x2) fir alle z1,29 € R,
E(—z) = E(z)™' wund E(0) =1,
E(z) > 0 fir alle .

iit) (Monotonie, Konvezitdt)

E(x) ist streng monoton wachsend und streng konvex.
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i) (Asymptotik)

Es gilt
lim E(z) =00 wund lim E(z)=0

v) (Wachstum)

Es gilt
lim. % —0 fir alle n € N.
vi) (Wertebereich)
E hat den Wertebereich E(R) = (0, 00).
Beweis. i) Nach Satz 4.4.5 ist die Potenzreihe E(z) = Z % differenzierbar, und die Ableitung
n=0

E'(z) kann durch ”gliedweise Differentiation’ erhalten werden:
n

y > /d " 1 e = ! o~ T

n=1 n=1 verschiebung =0

n=0

= E(z) fiir alle n € N,

Durch vollstéindige Induktion nach n folgt E( (z)

ii) Es seien 1,22 € R. Dann ist

Blan- Bl = 3 55 3.
m=0 ' n=0
Nach Satz 2.5.2 (Cauchyprodukt) ist
o ! x xhm < 1 Al I
_ 1 2 _ - m, l—m
TEIRCUSEN 39 D I M S LT
=0 m=0 =0 m=0
00 1 l 00 1
— l—m —
= Z i < >a:71nx2 s i Z ﬁ(xl +x9) = E(x1 + x2)
=0 m=0 Binom.Lehrsatz 1=0
Es ist weiter
X nn 0 01 0
E(O):Zazo + e =00=1
n=0
Mit 1 = z und z3 = —x folgt E(x) - E(—z) = E(x + (—z)) = E(0) = 1 und damit ist
E(-z) = E(x)~L.
Fir x > 0 ist
o0 :En
E(z) = an::l”! > 1,
und fiir z < 0 ist E(z) = E(—z)~! > 0.
iii) Esist F'(z) = E(z) > 0 und E"(z) = E(x) > 0.
iv) und v) Fiir z > 0 ist
" xn—f—l xn+1
E(x)=1 et — >
@ =ltet + ot 2 e
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fiir alle n. Damit ist

" " (n+1)! ) "
< = Iso 1 — =0.
E(@) = e (n+ 1) P A =)

Es folgt E(x) > 2™ fiir alle x > z9(n) und damit

lim E(z) =co und lim E(z)= lim E(-z)"'=0.

T—00 T—r—00 T—r—00

vi) Zu jedem y > 0 gibt es nach iv) z1,22 € Rmit E(x1) < y < E(z2). Nach dem Zwischenwertsatz
(Satz 3.5.4) existiert ein & zwischen x1 und zo mit E(x) = y.

O]

Definition 5.1.2. (Hyperbelfunktionen)
Die Funktionen sinh und cosh (Sprechweise: Sinus hyperbolicus und Kosinus hyperbolicus) sind
durch

smhz = SO (= S(B() - B(-2))
coshz = # (= %(E(x) + E(—x)))
definiert.
Satz 5.1.3. Es ist
i) cosh(—z) = coshx und sinh(—z) = —sinhx fir alle z € R

ii) sinh’ z = coshz und cosh’ z = sinh z.
i) cosh?z —sinh?z =1

iv) limg_yoo coshz = lim,_,_ o coshz = oo und
lim,_ oo sinh x = 0o bzw. lim,_, o, sinhx = —oo0.

Beweis. Durch Nachrechnen. O

5.2 Der Logarithmus

Satz 5.2.1. Die Exponentialfunktion E: R — R besitzt eine Inverse E~1: RT — R.

Beweis. Dies folgt aus den Eigenschaften (iii) und (vi) der Exponentialfunktion (nach Satz 5.1.2)
und Satz 3.6.2. 0

Definition 5.2.1. Die Funktion E~! von Satz 5.2.1 wird mit "log” bezeichnet und heifit der
(natiirliche) Logarithmus von x.

Sie hat die folgenden Eigenschaften:

i) E(logx) = x und log(E(x)) = z fiir alle x > 0
logl =0

ii) log ist differenzierbar, und es ist %(log x) = % fiir alle z > 0
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iii) log ist streng monoton und streng konkav

iv) Esist limy_00 logx = 0o und lim,_,g+ logz = —o0

Beweis. ohne Beweis. O

Satz 5.2.2. Fir |z| <1 gilt die Taylorentwicklung:

& n+1 n

log(1 + x) Z ()

Beweis. Wir berechnen zuerst das n- te Taylorpolynom fiir f(z) := log(1+4x) mit Entwicklungspunkt
0. Die Folge der Ableitungen f(™ ergibt sich wie folgt:

flay=(1+a)
Durch vollstédndige Induktion nach k zeigt man:
fP @) = ()M (k=111 +2)7"
Also ist

0 fir k=0
FR(0) = { () (k—1)! fir k> 1.

Damit haben wir nach Definition 3.10.2

k=0
wenn
FOD(E) (14 &uyr)~ Y

Rn41(0,) = m+ 1) n+1

"0 (n— o).

Dabei liegen die &,+1 zwischen 0 und z.
Es sei zunédchst —1/2 < x < 1. Dann folgt |1 4 &,41| > |x| und

z n+1
— 0 (n— o0).

Rpir(0,2) = |—2
Rt (0,2)] ‘1+gnﬂ

Damit folgt (x) fiir —1/2 <z < 1.

Nach Satz 4.4.3 und 4.4.4 hat die Potenzreihe in () den Konvergenzradius r = 1.
Man kann nun auf anderem Wege zeigen, daf (x) fiir den weiteren Bereich |z| < 1 gilt.
Es sei

= (gt
_ n
plx) = Z .
n=1
Es ist J .
— log(1
. og(1l+ x) T2



und nach Satz 4.4.5

d = . 1
dz ( )_7;)(_%) C1+a
Also ist J
2 (log(1 + ) ~ p(a) = 0
und nach Satz 3.9.5 ist dann log(14+z)—p(z) = const auf I. Fir —1/2 < z < 1ist log(1+z)—p(x) = 0,
also ist const. = 0. O

5.3 Allgemeine Exponentialfunktionen, Logarithmus- und Potenz-
funktionen

In Definition 1.5.9 hatten wir fiir « € R und n € N die Potenzen a™ rekursiv definiert. Fiir festes a ist
dann die Abbildung N — R, n — a” eine Funktion mit Definitionsbereich N, d.h. eine Zahlenfolge.
Es stellt sich die Frage, wie dieser Definitionsbereich erweitert werden kann, wenn alle Potenzgesetze
nach wie vor gelten sollen. Eine erste Erweiterung zu einer Abbildung Z — R erhélt man durch die

Definition a™" := al fiir n > 0 und a # 0 und a° = 1 fiir @ € R. Fiir @ > 0 und rationale Exponenten
r = = lafit sich a"/* durch a™/* := v/a” definieren. Ein Weg, den Definitionsbereich fiir a > 0 auf ganz

R zu erweltern also a® fiir beheblges x € R zu definieren, ist, eine Folge x,, = g—: rationaler Zahlen
mit lim,,—yo0 Z,, = x zu wihlen und a® durch

a® = lim a’"/*
n—oo
zu definieren.
Es ist dann zu zeigen, daf§ dieser Grenzwert existiert und nur von x und nicht von der gewéhlten
Folge (ry,/sn) abhéngt.
Die Definition der Exponentialfunktion z — a® kann tatséchlich auf diese Weise durchgefiihrt.
Wir werden jedoch einen einfacheren Weg wihlen, der auf der bereits definierten Exponentialfunktion
x — E(x) von Abschnitt 5.1 beruht.

Definition 5.3.1. (Allgemeine Exponential-, Logarithmus- und Potenzfunktion)

i) Fir a > 0 und = € R ist a” := exp(zloga).

ii

e:= B(1)

Fiir b> 0, b# 1 und z > 0 ist logy z := 1982

iii Tog b

1)
)
i)
)

iv) Fiir x > 0 und s € R ist z° := exp(slogx).

Satz 5.3.1. Fiir alle a,b > 0 und alle x,y € R gelten die Potenzgesetze:
i) a* - a¥ = a®tY
ii) a® - b = (ab)”®
iit) (a®)¥ = a™
Beweis. ohne Beweis. O
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Satz 5.3.2. Es sei s € R. Die allgemeine Potenzfunktion (0,00) — R, x — x° ist unendlich oft
differenzierbar, fir s > 0 streng monoton wachsend, lim, o x° = oo, fir s < 0 streng monoton
fallend, lim,_,q+ 2° = o0, limy—,_ox® = 0, fiir x > 1 und x < 0 streng konvex und fir 0 < x < 1
streng konkav. Auflerdem gilt p

s—1

—z'=s-x

Beweis. ohne Beweis. O

Definition 5.3.2. (allgemeiner Binomialkoeffizient)
Fiir s € Rund k € N sei

<Z> _ s~(s—1)~k-!(s—k+1) . @ .

Satz 5.3.3. (Binomialreihe)
Fiir s € R und |x| < 1 gilt

(1+2)° = ki) (Z)a:k

Beweis. ohne Beweis. O

5.4 Die trigonometrischen Funktionen

Satz 5.4.1. Die Potenzreihen

Z(2n+1)!x2 T und T;) (2n)!$2

n=0

konvergieren fiir alle x € R.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 4.4.3 und Satz 4.4.4. O

Definition 5.4.1. Die nach Satz 5.4.1 fiir alle x € R definierte Funktion

— (-1"
T —sing = E S
= (2n +1)!

(Sprechweise: sinus z) heift Sinusfunktion.
Die nach Satz 5.4.1 fiir alle z € R definierte Funktion

._ - 2
T — COST = nEO @n)l "

(Sprechweise: cosinus x) heifit Kosinusfunktion.

Satz 5.4.2. Die Funktionen sinx und cosx sind unendlich oft differenzierbar, und es gilt

Y .
sinz =cosx und cos'r = —sinz.

Beweis. Dies folgt aus Satz 4.4.5 mittels gliedweiser Differentiation. O
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Lemma 5.4.1. FEs ist

i) cosxz > 0 fiir x € (0,v/2)

i) cos2 < 0

Beweis. i) Esist
0/ Al A2 SR 72
Cosx_l;((zu) (41 + 2)! ) lz ( A +1)- (4z+2))
Fﬁr0<x<\/§istl—m>0fﬁrallelel\l.
ii) Es gilt
2 o4 6 o8 2 o4
c052—1—2'+i'—<2!—2!> . 1—%—1—%:1—2—%% —é<0.
O
Definition 5.4.2. Die Zahl 7 (sprich: pi) ist durch
= inf{xy > 0: coszy = 0}
definiert.
Satz 5.4.3. Es gilt sin? z 4 cos?z = 1 fiir alle z € R.
Beweis. Es sei f(x) = sin?z + cos? . Nach Satz 5.4.2 und Satz 3.8.4 (Kettenregel) erhalten wir
f'(x) = 2sinz cosx — 2sinxz cosz = 0.

Nach Satz 3.9.5 folgt f(z) = const.. Einsetzen von x = 0 ergibt f(x) = 1. O

Satz 5.4.4. Es gilt
i) 2V2 <7 < 4
ii) cos 5 = 0 und sin § = 1.

ii1) Auf [0, g} ist sinx streng monoton wachsend und cosx streng monoton fallend.

Beweis. i) Nach Definition 3.9.2 und Lemma 5.4.1 folgt v2 < I < 2.

ii) und (iii) Nach Definition 5.4.2 folgt wegen der Stetigkeit von cosz, dafl cos § = 0 ist. Es ist
cosz > 0 fiir € [0,%]. Nach Satz 3.9.6 (Monotonietest) folgt, daBl sinz auf [0,%] streng

monoton wachsend ist. Wegen sin0 = 0 folgt sinx > 0 fiir xz € [ , 2] Aus (cosz) = —sinz
und Satz 3.9.6 folgt, dafl cosx auf [0, g] streng monoton fallend ist. Aus cos® 5+ SiHQ% =1
und cos § = 0 folgt dann sin § = 1.

O

Satz 5.4.5. (Additionstheoreme)
Fiir ',z € R gilt:
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i) sin(a’ + x) = cos 2’ sinx + sin 2’ cos x

ii) cos(z’ + x) = cosa’ cosz — sina’ sinx

Beweis. 1) Fiir festes 2’ € R setzen wir: f(x) = sin(2’ + x) und bestimmen die Taylorreihe von f
um zy = 0. Die Folge der Ableitungen f*)(0) ergibt sich als
f(0) = =sina
f(0) = =cosa’
f7(0) = =—sind
F30) = =—cosa’
und allgemein fiir alle m € Ny
FUm0) = =sina’
FEmD(0) = = cosa’
FUmt2D0) = = —gina’
FUm+3)(0) = —cosa’
Die Taylorreihe ergibt sich als
oo
r®1(0)
Tf(0,z) = Z i a*
k=0
3 5 7 2 4 6
= cosa’ <93— i +a;'—:;':|:...> + sin 2’ <1 %+% %:I: >
= cosz’sinx + sina’ cos z.
Fiir das Restglied gilt
S
Ryt1(0,2) = ICES

mit & zwischen 0 und x.
Es ist f("D(€) = Lsin(a’ + &) oder fHY(€) = L£cos(a’ +€), also | f("+D(€)] < 1. Damit gilt
R, +1(0,2) — 0 fiir n — 0. Es folgt

sin(x + ') = f(x) = Tf(0,2) = cosz’ sinx + sin 2’ cos z.

ii) folgt aus (i) durch Differentiation beider Seiten nach x.

Satz 5.4.6. (Periodizitit)
i) sin (z + %) = cosz und cos (z + 5) = —sinz
i) sin (z + 7) = —sinx und cos (z + ) = — cosx

iii) sin (x + 2k7) = sinx und cos (z + 2kw) = cosx fir alle k € Z.

Beweis. i) Dies folgt aus Satz 5.4.5 mit 2’ = 7.

ii) Dies folgt durch zweimalige Anwendung von (i).
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iii) Durch zweimalige Anwendung von (ii) folgt zunchst
sin(x 4+ 27) =sinz und cos(x + 27) = cos z.

Durch vollstéindige Induktion nach k folgt die Behauptung fiir alle £ € N. Ersetzt man x durch
x — 2k, ergibt sich die Behauptung fiir alle k& € Z.

0
Satz 5.4.7. i) Die Funktion sinx ist in (0,7) positiv und streng konkav; in (7, 27) negativ und

streng konvex, jeweils zwischen den Nullstellen 0 und m bzw. m und 27, welche auch Wende-
punkte sind.

it) Die Funktion sinz ist im Intervall (—%,%) vom Minimum sin (—3) = —1 bis zum Mazimum
sin § = 1 streng monoton wachsend und im Intervall (7, 37”) vom Mazimum sin § = 1 bis zum
Minimum sin 377’ = —1 streng monoton fallend.

i11) Die Funktion sinx hat die Periode 2mw. Die Nullstellen sind durch

sinzr=0<x=Fkr, keZ

gegeben.
Beweis. Dies folgt aus den Satzen 5.4.4 und 5.4.6. O
Satz 5.4.8. i) Die Funktion cos x ist im Intervall (—%, %) positiv und streng konkav und in (7, 37”)
negativ und streng konvex, jeweils zwischen den Nullstellen —%5 und 5 bzw. 5 und 37“, welche

auch Wendepunkte sind.

ii) Die Funktion cosx ist im Intervall (0,7) streng monoton fallend vom Maximum cos0 = 1 bis
zum Minimum cosm = —1 und in (mw,2m) streng monoton wachsend vom Minimum cosm = —1
bis zum Mazimum cos2m = 1.

iii) Die Funktion cosz hat die Periode 2rt. Die Nullstellen sind durch

1
cosx:0<:>3::<k:+2>7r, keZ

gegeben.

Definition 5.4.3. (Tangens, Cotangens)

i) Die Funktion tan: x — tanz (Sprechweise: Tangens z) ist durch

nx
tanx :=

1
fiir x#<k+2>ﬂ'7 kel

Cos T
definiert.

ii) Die Funktion cot: z — cot z (Sprechweise: Kotangens z) ist durch

COS T

cotx := fir z#km, keZ

sin x

definiert.
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Satz 5.4.9. Die Funktionen tanx und cotx sind in ihren Definitionsbereichen unendlich oft diffe-
renzierbar, und es gilt

1
tan'z = 1+tan2m:m fiir :L";é<k‘+2>7r,k:€Z und

1
5 fir x# km, keZ.

cot'x = —(1+cot’z) = ——
sin® z

Beweis. Dies folgt aus der Quotientenregel und den Differentiationsregeln fiir sinz und cosz (Satz
5.4.2). O

Satz 5.4.10. (Additionstheoreme)
Es gilt

ta tan 2’
i) tan(z + ') = nottan

1
fir x,2',x+a # <k+2> T, keZ

1 —tanz - tana’

cotz-cota’ —1

ii) cot(z +2') = fir z, 2 x+2 #kmr, kel

cot x + cot x’

Beweis. Wir beweisen nur (i):
Aus Satz 5.4.5 folgt:

,  sin(z+2a’) sinzcosz’ +cosxsina’  tanz + tana’
tan(z + ') = = . . = )
cos(z + /) coszcosz’ —sinxsinz’ 1 — tanztana’
O
Satz 5.4.11. (Periodizitit)
Fiir x # (k:—i—%)w und x # km mit k € Z gilt:
T T
tan<$+§>:—cot9:, cot <x+§>:—tanx
tan(z + m) = tanz, cot(x + m) = cot x.
Beweis. Dies folgt aus den entsprechenden Gleichungen fiir sin x und cosz (Satz 5.4.6). O

Satz 5.4.12. i) Die Funktion tanz ist in (—
m (—g,O) streng konkav und in [0, %) stre
Wendepunkt.

) streng monoton wachsend von —oo bis oo,

ng konvex mit tan0 = 0, d.h. 0 ist Nullstelle und

ii) Die Funktion cotx ist in (0,7) streng monoton fallend von —oo bis oo, in (0, ﬂ] streng konvex

2
us s

und in [5,71'] streng konkav mit cot § = 0, d.h. 5 ist Nullstelle und Wendepunkt.

Beweis. Dies folgt aus den Sdtzen 5.4.7 bis 5.4.9. O
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5.5 Die Arcusfunktionen

Satz 5.5.1. i) Die Funktion sin: [—%,Z] — [~1,1], 2 — sinz besitzt eine Inverse:

-1 m™ T
-1,1] — [—f,f}.
sin” x| ] 5’3

ii) Die Funktion cos: [0,7] — [—1,1],  — cosz besitzt eine Inverse:
cos i [=1,1] — [0, 7].

i11) Die Funktion tan: (—g, g) — R, z — tanx besitzt eine Inverse:
tan”!: R — (—E, E) .
272
iv) Die Funktion cot: (0,7) = R, x — cotx besitzt eine Inverse:
cot 1 R — (0,7).
Beweis. Dies folgt aus der strengen Monotonie der Funktionen in den angegebenen Intervallen (Sétze

5.4.7, 5.4.8, 5.4.12).

O
Definition 5.5.1. (Arcusfunktionen)

i) Die Inverse des Sinus auf dem Intervall [—7%, %] ist der arcsin (Sprechweise: Arcussinus), d.h
fiir alle € [-1,1] und y € [-3, 3] gilt

arcsinr =y < x = siny.

ii) Die Inverse des Kosinus auf dem Intervall [0, 7] ist der arccos (Sprechweise: Arcuskosinus), d.h
fir alle z € [—1,1] und y € [0, 7] gilt

arccosT = Yy < T = Cos Y.

iii) Die Inverse des Tangens auf (—%, %) ist der arctan (Sprechweise: Arcustangens), d.h. fiir alle
ze€Rundye (-3, %) gilt

arctanxr = y < x = tany.

iv) Die Inverse des Kotangens auf (0, 7) ist der arccot (Sprechweise: Arcuskotangens), d.h. fiir alle
z € Rund y € (0,7) gilt

arccotx = y < x = coty.

Satz 5.5.2. Die Arcusfunktionen sind in ihren Definitionsbereichen unendlich oft differenzierbar,
und es gilt

1
i) arcsin’ x = —— fiirx € (—1,1
/ iz firre =LY
g / 1
ii) arccos’ ¥ = ———

i fir x € (—1,1)

P /
ii1) arctan’ x =

1 .
T2 firx eR
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1
— firz € R.
x

iv) arccot’z = —
) 1+

Beweis. Wir beweisen nur (i). Der Beweis der anderen Teile verlduft dhnlich.

i) Nach Satz 3.8.5 (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion) ist die Arcussinusfunktion als Um-
kehrfunktion der Sinusfunktion im Intervall (—1,1) differenzierbar, und es gilt
1 1 1 1

1 / = = = = .
AN T = (arcsinz)  cos(arcsinx) V1 —sin?(arcsinz) V1 — 22

Satz 5.5.3. (Taylorreihe)

i) Fir |x| <1 ist

o
1/2 2k+1
arcsinx = Z(—l)k< ]é ) ;k 1
k=0
ii) Fir |z| <1 st
o0 2%+1
x
tanz = » (—1)F :
arctan ;0( ) T

Beweis. Wir gehen analog zur Herleitung der Taylorentwicklung fiir log(1 + x) vor (Satz 5.2.2):
Fiir die Ableitungen arcsin’ z und arctan’ x sind die Taylorreihen p;(z) und po(z) leicht zu finden.
Fiir die urspriingliche Funktionen ergeben sich die Taylorreihen durch ”Integration” (mehr dariiber
im néichsten Kapitel). Man findet Potenzreihen, deren Ableitungen pi(z) bzw. pa(z) sind. Wir be-
schreiben die Details:

i) Esist
1

N

arcsin’ x =

Nach Satz 5.3.3 (Binomialreihe) ist
—1/2 _ — 1/ AN
Z u®  fir |ul < 1.
k=0
Die Substitution v = 22 ergibt
. -1/2
arcsin’ z = kz_o(—l)k( k:/ )x% fur |z| < 1.

Es sei

o0 _ L2k+1
ne) = Y0 e

Man sieht leicht, da8 p;(x) den Konvergenzradius 1 hat. Nach Satz 4.4.5 kann p;(x) gliedweise

differenziert werden:
> —1/2
p&(x)zZ(—l)k( k/ >:1:2k fiir |z| < 1,
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ii)

also

d
e (arcsinz — p1(x)) = 0.

Nach Satz 3.9.5 ist arcsin x — p;(x) = const. auf (—1,1). Einsetzen von x = 0 ergibt schliefilich
pi(x) = arcsin z.

Es ist
, 1
arctan’' r = .
1+ a2
o0
Nach Satz 2.3.1 ist qu =1 fiir |g| < 1 (geometrische Reihe). Die Substitution ¢ = —z?
—4q
k=0
ergibt
L0k fur o] <1
ke x ir |x .
k=0
Es sei
00 . w2l
= —1 .
Pa(e) kZ_O( T

Nach Satz 4.4.3 und Satz 4.4.4 hat py(z) den Konvergenzradius 1. Nach Satz 4.4.5 kann pa(z)
gliedweise differenziert werden:

ph(a) = S (-DFa? fir fa] < 1,

also

d
. (arctanz — pa(x)) = 0.

Nach Satz 3.9.5 ist arctan x — pa(x) = const. auf (—1,1). Einsetzen von z = 0 ergibt wiederum
p2(x) = arctan .
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Kapitel 6

Integralrechnung

6.1 Das Flichenproblem

So wie sich die Differentialrechnung historisch aus dem Tangentenproblem entwickelt hat, hat sich
die Integralrechnung aus dem Flichenproblem entwickelt. Newtons Entdeckung, dafl die Probleme
Umkehrungen voneinander sind, kann als Geburtsstunde der modernen Analysis angesehen werden.

Wir beschreiben das Flichenproblem:
Es sei f: [a,b] = R und f(z) > 0 fiir alle z € [a,b]. Wir wollen die Fliche S = F bestimmen, die
von der z- Achse, den Vertikalen x = a und x = b sowie der Kurve y = f(x) begrenzt wird.

AY
-~ f(x)

>
a b x

Diese Aufgabe besteht nicht im Beweis eines mathematischen Lehrsatzes, sondern in der Erstellung
einer Definition. Flidchen sind zun#chst Eigenschaften von in der Natur vorkommenden Objekten:
Diese Anschauung fithrt uns zu Forderungen an die Eigenschaften, welche der Begriff ” Fliche” erfiillen
muf}:

i) Die Fliche soll additiv sein: sind zwei Teilmengen M1, Mo C R? disjunkt, d.h. M; N My = 0,
so sollte die Fliache der Vereinigung M = M; U M5 die Summe der Flichen von M; und Mo
sein:

F(M) = F(My) + F(Ma).
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ii) Die Fliche eines Rechtecks ist gleich dem Produkt seiner Seitenléingen.

iii) Die Fliche einer Menge M, die in einer Geraden enthalten ist, ist 0.
Aus den Eigenschaften (i)- (iii) ergibt sich folgendes:

1. Ist eine Vereinigung V; von nicht iiberlappenden vertikalen Rechtecken in F enthalten, so ist
die Fliche von F nicht kleiner als die Flache von Vj.

2. Ist die Fldche F in einer Vereinigung V5 von nicht iiberlappenden vertikalen Rechtecken ent-
halten, so ist die Fldche von F nicht groflier als die Fliche von Va.

Beispiel 6.1.1. Es sei f(z) = 22 sowie a = 0 und b = 1. Wir zerlegen das Intervall [0,1] in n
J g+l

Teilintervalle der gleichen Lénge % Das j- te Teilintervall ist I; = |:, =

}. Dadurch wird auch

das Flichenstiick F in n Teilflichen zerlegt, wobei F; diejenige Menge an Punkten ist, deren z-
Koordinate im Teilintervall I; liegt:

fj = {(xvy): xEIwOSySf(«T)}

Wir betrachten nun iiber jedem Teilintervall I; das grofite Rechteck, das in F; enthalten ist und das
kleinste Rechteck, das F; enthélt.

Das grofite Rechteck iiber I; = [l ﬂ}, das in F; enthalten ist, ist

n’> n
mo= (2941 o (2)
s n’ n "\ n
mit Flache %
n . .
Das kleinste Rechteck iiber I; = [%, %], das F; enthélt, ist
w= [ e ()
n.n n
mit Flache @
n

Wir kénnen nun die Fliche F zwischen den Summen der R;, der Untersumme

n—1 .9
J
S, = b
2n 203
J=0
und der Summe der R;, der Obersumme
o J
Sy = —
A r
J=1

eingrenzen.
Wie man durch vollstdndige Induktion leicht beweist, ist

= 1
Zj2:6n-(n+1).(2n+1),
j=1
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und damit ist

1
Sno= ggln—1)-n-(2n-1)
— 1

Fiir n — oo haben §, und S,, denselben Grenzwert:

— 1
lim S, = lim S, = =.
n—oo——  n—00 3

1
1
Damit sollte die gesuchte Fldche é sein, oder / 22 dr = 3 (Sprechweise: Integral 2 dx von 0 bis 1).
0

Hiermit haben wir die Grundideen fiir den Integralbegriff beschrieben. Die Definition soll im néchsten
Abschnitt prizise entwickelt werden.

Es werden dabei ein paar Verallgemeinerungen auftreten:

1. Wir verzichten auf die Forderung, dal f positiv sein soll. Das Integral kann somit auch negative
Werte annehmen. Dies ist geometrisch so zu verstehen, dafl Fldchenstiicke unter der z- Achse
negativ gewertet werden.

2. Die Teilintervalle, die bei der Zerlegung des Intervalls [a,b] auftreten, brauchen nicht gleich
lang zu sein.

6.2 Das Riemannsche Integral

Definition 6.2.1. Es sei I = [a,b] mit a < b € R ein kompaktes Intervall. Unter einer Zerlegung (oder
Partition) Z von I versteht man ein Tupel Z := (zg,z1,...,2p) mit a =29 < 21 < ... < x5, = b.
Die z; heiflen Teilungspunkte der Zerlegung Z, und I := [z, zj41] mit j € {0,...,n — 1} heifit das
j- te Teilintervall von Z.

Definition 6.2.2. Essei ] = [a,b] und a < b € R. Weiter sei f: I — R eine auf I beschrénkte Funktion
und Z = (xo,...,x,) eine Zerlegung von I. Es sei

M; =sup{f(&)| £ € [zj,zj41]} und m; :=inf{f(§)| £ € [z}, xj11]}

mit j € {0,...,n—1}.

Unter der Riemannschen Obersumme S(f, Z) von f bzgl. der Zerlegung Z versteht man

n—1

S(f,2) =Y Mj(zj11 — xj).

Jj=0

Unter der Riemannschen Untersumme S(f, Z) von f bzgl. der Zerlegung Z vesteht man

n—1
S(f,2) =Y mj(zjp1 — ;).
=0
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Definition 6.2.3. Es sei I = [a,b] mit a < b € R ein kompaktes Intervall und f: I — R eine auf I
beschrinkte Funktion. Dann heif3t

/bf(a:) dx = inf{S(f, Z)| Z Zerlegung von I}

das Oberintegral von f {iber I und

b
/ f(x)dx :=sup{S(f, Z)| Z Zerlegung von I}

das Unterintegral von f iiber I.

Falls fo f(z)dx = f: f(z)dz, so schreiben wir fiir den gemeinsamen Wert

/abf(:n) dx

(Sprechweise: Integral f(x)dz von a bis b) und nennen ihn das (Riemann-) Integral von f iiber I.
Die Funktion f heift dann (Riemann-) integrierbar iiber I und x heifit Integrationsvariable. Statt
72" kann jedes beliebige Symbol verwendet werden.

Im Rest dieses Abschnitts sei stets I = [a,b] mit a < b € R und f: I — R. Jede auf I definierte
Funktion wird als beschréankt vorausgesetzt.

Definition 6.2.4. Es seien Z, 2’| Z1, Z5 Zerlegungen von 1.

i) Essei Z = (zg,...,2n), I; = [zj,xj41] mit j € {0,...,n—1}, und n(Z) := max;j{z;;1 —z;} =
max |[;|, die Lange des lingsten Teilintervalls von Z, heifit die Feinheit der Zerlegung Z.

ii) Es heifit Z’ Verfeinerung von Z, wenn jeder Teilungspunkt von Z auch Teilungspunkt von Z’
ist.

iii) Unter der Superposition Z; U Z; verstehen wir diejenige Zerlegung von I, deren Menge von
Teilungspunkten die Vereinigung der Mengen von Teilungspunkten von Z; und 2 ist.

Satz 6.2.1. FEs sei |f(z)| < M fiir alle x € I, Z eine Zerlegung von I mit Feinheit n und Z' eine
Verfeinerung von Z.

i) Es ist stets S(f, Z) < S(f, Z).
ii) Bs ist S(f,2') < S(f, Z) und S(f, Z') > S(f, Z).
iii) Hat Z' genau l Teilungspunkte mehr als Z, so gilt

S(f,2) - S(f, 2") <20Mn und S(f,Z')—S(f, 2) < 2IMn.

Beweis. Es geniigt, die Behauptungen nur fiir die Obersummen S zu beweisen. Daraus folgen sie
wegen S(f, Z) = —S(—f, Z) auch fiir die Untersummen.
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i) Es sei Z = (zo,...,2y) mit a = z9 < ... < z,, = b. Nach Definition 6.2.2 ist

i)

iii)

n—1
S(,2) = > ML mit M;=sup{f()| ¢ eI}
j=0

n—1
S(£,2) = > mll;| mit m; =inf{f(&)| ¢ € L}.
j=0

Wegen m; < M; folgt S(f,Z) < S(f, Z).

Die Teilungspunkte von Z’ seien a = 29 < ... < x,, = b mit den Teilintervallen I} = [z}, z;41].
Da Z' eine Verfeinerung von Z ist, ist Z := (xj,,...,x;,) mit jo,...,5» € {0,...,n} und
a = xj, < ...<xj; = b Die Teilintervalle I, von Z sind Vereinigungen der Teilintervalle I ]’
von Z’. Es ist

Li=ljpeenl= U lhoal= U [
Ju<i<iut1—1 JuSi<dur1—1
und damit
L= > ] mit pe{0,...,v—1} (1)
Jp<i<jp+1—1
Auflerdem ist
M; = sup{f(&)| £ € I[}} < M, :=sup{f(§)| £ € I,} (2)

fir j, <j < jus1 — 1. Damit ist

v—1

n—1 v—1
Sz => M=y > M;|I;|(§)2Mu >l (3)
j=0 p=0

p#=0 7, <j<jut1—1 Ju<i<ju+1—1
v—1

= ZMu|Iu| = S’(f,Z).

(1)
pu=0

Die Bezeichnungen seien wie in (ii). Die Anzahl der Teilungspunkte von /,,, die nicht Teilungs-
punkte von Z sind, ist j,41 — j, — 1. Somit ist

v—1
Z(jwrl _ju - 1) =1
pn=0

Es ist nach (3)

v—1
S(H2)-8(12) = Y. D (M- M)|Tj]
#=0 ju <j<ju+1—1
v—1
2Mn Y (Gt — ju— 1) = 20Mn.
pn=0

IN

Satz 6.2.2. (Ober- und Unterintegral)
Das Ober- und das Unterintegral existieren, und es ist

[ s < [(ra
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Beweis. Nach Satz 6.2.1 gilt fiir beliebige Zerlegungen Z; und 2
S(f,22) <S(f, 21U 22) < S(f, 21U 22) < S(f, Z1).

Damit existieren

inf{S(f, Z): Z Zerlegung von I} bzw.

N
f=al
-
—
8
~—
IS
8
Il

b
/ f(z)dx := sup{S(f,Z): Z Zerlegung von I},

da die Mengen nach unten bzw. nach oben beschréinkt und nichtleer sind.

S(f,22) <S(f,21) V21,2 =sup{S(f, 2)} < S(f.21) VZ

= / f(2) de = sup{S(f, 2)} < inf{S(f, Z /

Satz 6.2.3. FEs ist

i) Ye >0 30 =6(e) >0, so dafs

fiir alle Zerlegungen Z mit n(Z) < 0.

ii) Ye >0 30 = d(e) > 0, so dafs

fiir alle Zerlegungen Z mit n(Z) < 9.

Beweis. Wieder geniigt es, nur (i) zu beweisen. o
Nach Definition 6.2.3 gibt es eine Zerlegung Zy, so da8 S(f, Zy) < fff(x) dx + §, wobei Zy genau [

Teilungspunkte habe. Wir wihlen § so, dal 2M16 < § mit M := sup{|f({)|: £ € I}. Es sei Z eine
Zerlegung mit n(Z) < §. Nach Satz 6.2.1 ist

_ — b €
5(f,2U 2) < 5(f, Z0) < / fla)de+ 5 (1)
und
1S(f, 2 U 2Zo) - S(f, Z)| < 2MIs < % (2)
Aus (1) und (2) folgt die Behauptung. O

Definition 6.2.5. Es sei (Z)72, eine Folge von Zerlegungen von 1.
Dann heifit (Zj) eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge, falls klim n(Zk) = 0 ist.
—00
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Satz 6.2.4. Es sei (Z) eine ausgezeichnete Zerlequngsfolge. Dann ist

b
klirgog(f,zk) = /Gf(x)dx und
b
Jim S(f, 2) = /af(l“)dx-

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 6.2.3 und Definition 6.2.5. 0

Satz 6.2.5. (Riemannsches Integrabilititskriterium)
FEine Funktionff ist genau dann tber I integrierbar, wenn es zu jedem € > 0 eine Zerlequng Z von
I gibt, so dafs S(f,2) — S(f, 2) < e gilt.

Beweis. 7=":
Es sei f iiber I integrierbar. Weiter sei € > 0 und (Z;)2, eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge. Nach
Satz 6.2.4 ist

b
k—oo k—o0 a

Damit existiert ein kg = ko(€), so daB fiir alle & > kg gilt:
|S(f,20) = S(f, Z0)| <e.

” <:77:
Es seien € > 0 und Z so gewihlt, dafl

S(f,2r) — S(f, 2) <e.
Wegen

b B b
/ f(z)dz <5(f,Z) und / f(z)dz > S(f, 2)

folgt

/abf(@ dx —/abf(x) dz < c.

/abf(x)da::/abf(a:)dx:/abf(x)dx.

Da € beliebig ist, folgt

O
Definition 6.2.6. Es sei Z = (xg,...,x,) eine Zerlegung von I. Unter einer Besetzung B von [
(bzgl. Z) versteht man ein Tupel (&, ...,&—1) mit 2; < & < z;41. Unter der Riemannschen Summe
S(f, Z,B) versteht man
n—1
S(f,2,B) =Y f(&) (@1 — ).
7=0

Satz 6.2.6. Es sei f iiber I integrierbar. Weiter sei (Z) eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge und
(By.) eine Folge zugehiriger Besetzungen. Dann gilt:

b
lim S(f, 20, 5) = [ f(a)da.
k—o00 a
Beweis. Es ist S(f, Z1) < S(f, 2k, Bx) < S(f, Z1). Die Behauptung folgt aus Satz 6.2.4. O
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6.3 Integrierbare Funktionen

In diesem Abschnitt sei stets I = [a,b] mit a < b € R.

Definition 6.3.1. i) Es sei J := [¢,d] mit ¢ < d € R und f: J — R eine auf J beschriankte
Funktion. Unter der Schwankung o(f, J) der Funktion f auf dem Intervall J versteht man

o(f,J) =sup{f(§) £ € J} —inf{f(£)] £ € J}.

ii) Essei f: I — R eine auf I beschrénkte Funktion und Z = (zy, ..., z,) eine Zerlegung von I mit
dem j- ten Teilintervall [ := [z, zj41] mit j € {0,...,n — 1}. Unter der Schwankungssumme
7(f, Z) (auf I bzgl. der Zerlegung Z) versteht man

n—

1
(£, 2) = o(f. )],

j=0
Satz 6.3.1. Es sei f: I — R eine auf I beschrinkte Funktion und Z eine Zerlegung von I. Dann ist
S(f7Z) _ﬁ(f,z) = T(f7Z)
Beweis. Dies folgt sofort aus der Definition 6.2.2. O

Satz 6.3.2. Es sei f: I — R eine auf I beschrinkte Funktion. Dann ist f genau dann auf I inte-
grierbar, wenn es fir alle € > 0 eine Zerlegung Z von I mit 7(f, Z) < € gibt.

Beweis. Dies folgt sofort aus dem Riemannschen Integrabilitétskriterium (Satz 6.2.5) und Satz 6.3.1.
O

Satz 6.3.3. (Figenschaften der Schwankung)
Es sei J = [c,d] mit c < d € R und f,g: J — R beschrinkte Funktionen, also |f|,|g| < M auf J.
Weiter sei a € R. Dann gilt:

i) o(af,J) = lalo(f,])

i) o(f+9,J) <olf,J)+0a(g,J)
(
(

Q

ii) o(fg,J) < M(o(f,J) +0o(g,J))
i) o(max{f,g},J) <o(f,J)+0o(g,J).
Beweis. Es sei M(f) :=sup{f(&)| & € J} und m(f) :=inf{f(§)| £ € J}.
i) Fir o > 0 ist M(af) = aM(f) und m(af) = am(f). Fir a < 0 ist M(af) = am(f) und
m(af) = aM(f).

ii) Esist M(f +g) < M(f)+ M(g) und m(f +g) < m(f) +m(g), also M(f +g) —m(f +g) <
(M(f) —m(f)) + (M(g) —m(g))-

iii) Fir z1, 29 € J ist

[f(@1)g(x1) — f(22)g(x2)| [f(@)] - lg(z1) = g(@2)| + [g(@2)] - [f(21) = f(22)]

<
< M(o(f,J)+alg,J)).

Damit ist auch

o(fg,J) < M(a(f,J)+a(g,J)).
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iv) Esist M(max{f,g}) € (M(f), M(g)) und m(max{f,g}) € (m(f), m(g)).

Satz 6.3.4. (Schwankungssumme)
Es seien f,g: I — R auf I beschrinkt, also |f|,|g| < M fiir alle x € I. Weiter sei a € R und Z eine
Zerlegung von I. Dann gilt

i) T(af, Z2) = |al7(f, 2)
i) T(f+9,2) <7(f,2)+7(g9, 2)
iii) 7(fg,2) < M(7(f,Z) + (g, Z))

w) T(max{f,g},2) <7(f,2)+7(9,2)

Beweis. Die Aussagen (i)- (iv) folgen, wenn man die entsprechenden Gleichungen oder Ungleichungen
von Satz 6.3.3 mit J = I; mit I; als die Teilintervalle von Z fiir jedes j € {0,...,n — 1} anwendet,
dann mit |I;| multipliziert und iiber j summiert. O

Satz 6.3.5. Es seien f,g: I — R dber I integrierbare Funktionen und o, 8 € R. Dann sind folgende
Funktionen tber I ebenfalls integrierbar:

i) af + By

i) f-g
iii) max{f, g}

w) |f]

v) Falls inf{g(&)| € € I} > 0 ist, ist auch fg~! diber I integrierbar.

Beweis. Es sei (Z}) eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge. Nach Satz 6.2.4 und Satz 6.3.1 ist
lim 7(f, Z,) = lim 7(g, Z;) = 0.
k—o0 k—o0
Nach Satz 6.3.4 sind dann auch
lim 7(af + Bg,Z;) =0, lim 7(fg,2;) =0 und lim 7(max{f, g}, 2x) =0.
k—o00 k—o00 k—o00

Damit folgen die Behauptungen (i), (ii) und (iii). Aussage (iv) folgt wegen |f| = max{—f, f} aus
(iii). Wir verzeichten auf den Beweis von (v). O

Satz 6.3.6. (Gleichungen und Ungleichungen fir Integrale)
Es seien f, g tiber I integrierbar und «, 5 € R. Dann gilt:

i) (Linearitit)
b b b
/ (af(z) + fg(x)) dz = a / f(z)dz + B / o(x) de
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it) (Erhaltung von Ungleichungen,)
Ist f(x) < g(x) fir alle x € I, so ist

[ 1w < [ ot

/abad:v:a-(ba).

iii) (konstantes Integral)

i) (Mittelwertsatz der Integralrechung)
Gilt m < f(x) < M fiir alle x € I, so ist

b
m-(b—a)g/ flx)de < M- (b—a).

/abf(a?) dx

( /  fa) o) da:)2 </ ' f)de / gl da.

Beweis. Es sei (Zy) eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge mit zugehorigen Besetzungen By. Die Teil-

v) (Dreiecksungleichung)

< [

vi) (Cauchy- Schwarz)

intervalle von Zj seien [ ](k), die Punkte der Besetzung By seien EJ(.k) mit 0 < 57 < ng — 1. Dann gilt
nach Satz 6.2.6:

b b
lim S(f, 2k, Bk) :/ f(z)dz und lim S(g, 2k, Bk) :/ g(x)dx. (%)
k—o0 a k—o0 a
i) Esist

S(af + Bg, 2k, By) = aS(f, Zx, Br) + BS(g, 2, Bk)-
Wegen (x) folgt

/ab(af(x) + Bg(x)) dz = a/ab f(x)dx + B/abg(x) dr.

i) Aus f(x) < g(zx) folgt
S(f, 2k, By) < S(9, 2, Br)

fiir alle k. Daher ist
b b
/ f(z)dx = lim S(f, 2k, Bx) < lim S(g, Zk, Bk) :/ g(x)dx.
a k—o0 k—o0 a
iii) Es ist
TLk—l
S, Ze,By)=a > || =a-(b—a).

J=0
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iv) Dies folgt aus (ii) und (iii).
v) Nach der (gewohnlichen) Dreiecksungleichung (Satz 1.4.10 (iii)) folgt
ne—1

(25 B1)] = | 3 77| < 2) 10 = 5051, 2. Bo).
2 2

—Ugl

Damit ist

b
= Jim [S(f, 20, 8)| < Jim S(1f1,20.80) = [ |f(o)]da.
k—oo k—o0 a

vi) Nach der (gewohnlichen) Cauchy- Schwarzschen Ungleichung (siche Vorlesung in Linearer Al-
gebra) folgt

2
ni—1
T
ng—1 () | +(8) ni—1 (2 | )
< | 2 ) > ate)”) 1)
J= j=

= S(f2> Zka Bk’) ' S(QQa Zk‘agk)

(/ " fa) - gle) dx)2 </  fla)ds / " g d.

Damit gilt

O]

Wir wollen nun untersuchen, welche der bisher betrachteten Eigenschaften von Funktionen, wie z. B.
Stetigkeit, die Integrierbarkeit zur Folge haben.

Satz 6.3.7. (Integrierbarkeit stetiger Funktionen)
Es sei f: I — R auf I stetig. Dann ist f integrierbar.

Beweis. Es sei € > 0. Nach Satz 3.5.3 ist f auf I gleichmifig stetig. Daher existiert ein 6 = d(e) > 0
so daf3

9

|f(z1) = fla2)] < e(b—a)™!

fir alle z1, o mit |z1 — 22| < J. Es sei Z eine Zerlegung mit 7(Z) < § mit den Teilintervallen I; mit
j €40,...,n—1}. Dann gilt fiir jedes Teilintervall I; von Z, da88 o(f, Z;) < € ist. So gilt also fiir die
Schwankungssumme

n—1 n—1
T(£,2) =Y o)Ll <eb—a) Y || =
j=0 j=0

Nach dem Riemannschen Integrabilitétskriterium (Satz 6.2.5) folgt also die Integrierbarkeit von f.
O
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Definition 6.3.2. Es sei Z = (xq,...,Z,) eine Zerlegung von I. Dann heift

n—1
2)=> |fwj) — f(xy)]
=0

die Variation von f bzgl. Z und V(f) :=supz V(f, Z) die Totalvariation von f auf I.
Ist V(f) < o0, so heifit f von beschriinkter Variation.

Satz 6.3.8. Ist f von beschrinkter Variation auf I, so ist f integrierbar.

Beweis. Es sei Z = (xq,...,2,) eine Zerlegung von I. Fiir die Schwankungssumme 7(f, Z) gilt:
n—1 n—1
T(£,2) = D o(f I =) (sup{f(&)] € € I;} —inf{f(&)| € € I;}) |1}
7=0 7=0
< supz (|£&™] = [#&™]) 1Lt < n@vis).

Damit gilt fiir jede ausgezeichnete Zerlegungsfolge (Zy):
lim 7(f, Z) = 0.
k—o0
Damit ist f nach dem Riemannschen Integrabilitétskriterium integrierbar. O

Satz 6.3.9. Es sei f: I — R auf I monoton. Dann ist V(f) = |f(b) — f(a)|. Insbesondere ist f von
beschrinkter Variation.

Beweis. Ist f monoton wachsend, so ist fiir jede Zerlegung Z = (zg, ..., 2n)

|f(xj+1) = f(@)| = f(zj41) — f(25)

und damit .
V(f.2) =) (f(wjn) = f(zy) = f(b) = f(a).
j=0
Ist f monoton fallend, so folgt die Behauptung analog fiir —f. O

Satz 6.3.10. (Integrierbarkeit monotoner Funktionen)
Es sei f: I — R auf I monoton. Dann ist f auf I integrierbar.

Beweis. Dies folgt aus Satz 6.3.8 und Satz 6.3.9. O

Bemerkung 6.3.1. Satz 6.3.10 zeigt, daf3 die Klasse der integrierbaren Funktionen grofler als die
Klasse der stetigen Funktionen ist, da es nichtstetige monotone Funktionen gibt. Weitere Beispiele
liefert der folgende Satz:

Satz 6.3.11. Es seien f,g: I — R, f auf I integrierbar, und es gelte f(x) = g(z) bis auf endlich
viele xj € I. Dann ist auch g integrierbar, und es gilt

/abf(:v) dr = /abg(:n) dz.
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Beweis. Es gentiigt zu zeigen, dafl ¢ — f integrierbar ist und

b
/ 9(x) - f(z)dz = 0.

Wir konnen also annehmen, daf§ f(z) auf I = [a,b] die identische Nullfunktion und g(z) = 0 fiir alle
xel—{&,...,&n} ist. Es sei Z eine Zerlegung von I mit Teilintervallen Iy, ..., I,—1. Da jedes ¢;
hochstens zwei Teilintervallen angehort, ist

sup{f(§)| € € I;} = nf{f(E)] £ € I}

bis auf hochstens 2m Werte von j. Fir diese ist
sup{f(§)| € € I;} < max [g(&;)] und inf{f(E)] £ € [;} > — max [g(&)].
<jsm 1<j<m
Damit ist

(9,2) < 2m1r§a§>§n|g(€j)!77(2)

S(g, Z

5(9:2) = —2m max |g(&;)|n(Z).
<jsm

Fiir eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge (Z)72 ; ist somit

lim S(g, Zx) =0 = lim S(g, Z).
k—o0 k—o0
Nach Satz 6.2.4 ist fabg(x) dr = 0. O

Satz 6.3.12. (Integration iiber Teilintervalle, Additivitdt)

i) Es sei f: 1 — R dber I integrierbar, und J C I sei ein Teilintervall von I. Dann ist f auch
diber J integrierbar.

ii) Es sei a < c <b. Dann ist

/abf(x)da:: /acf(m)dx+/cbf(x)dx.

Beweis. i) Es sei (Z) eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge, so dafl die Endpunkte von J Teilungs-
punkte von jedem Zj sind. Dann ist

T(f7 Ja Zk) < T(fvla Zk’)a
also nach Satz 6.2.4 und Satz 6.3.1
lim 7(f,J, 2) = lim 7(f,I,Z2;) =0.
k—o00 k—o0

ii) Essei (Z) eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge mit Besetzungen By, so dal ¢ Teilungspunkt fiir

jedes I ist. Fiir jedes Zj bilden die Teilungspunkte, die zu [a, c] gehoren, eine Zerlegung Z,il)
)

von [a, c|, und diejenigen, die zu [c,b] gehoren, eine Zerlegung Z,? von [c,b]. Eben so erhélt

man Besetzungen B,(cl) und B,(f). Also ist

b
[ f@de =t S(7, 2B = Jim 57,20, 8") + im 5(7.2,5)

_ /acf(x) dx—i—/cbf(x) da.
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Schliellich wollen wir noch den Integralbegriff auch auf Félle ausdehnen, in denen die Bedingung
a < b nicht erfiillt ist.

Definition 6.3.3. Es sei

i) / f(z)dr =0, falls f(a) definiert ist.

a b
ii) / flz)de = — / () de, falls [ f(z)dz existiert.
b a
Satz 6.3.13. FEs gilt fira <c<b
b c b
[ t@do= [ s@izs [ s
falls alle Ausdriicke definiert sind.

Beweis. ohne Beweis O

6.4 Der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung zeigt, dal die Operationen der Differentiation
und Integration Umkehrungen voneinander sind.

Satz 6.4.1. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Es sei f: [a,b] — R Riemann- integrierbar iber [a,b]. Weiter sei F': [a,b] - R, x — F(z) durch

F(zx):= /wf(t) dt

definiert.
Ist f in xo € [a,b] stetig, so ist F in xq differenzierbar, und es ist F'(xo) = f(xo).

Beweis. Es sei e > 0. Wegen der Stetigkeit von f in z¢ gibt es ein § = d(€) > 0 mit |f(¢) — f(xo)| < €
fiir alle ¢t mit |t — zo| < 6. Es folgt

/33 f(t)dt — /I f(xg)dt’ = /fB f(t)dt — |z — xo|f(zo)| < €lx — |
Damit ist . -
o | S0 g0 <o (1)
fir alle z € Us(zo) N [a,b] — {zo}. Mit (1) folgt
lim Flz) = F(xo) = f(xo).
T—T0 T — X0

O]

Definition 6.4.1. Es sei I = [a,b] mit « < b € R und f: I — R. Dann heifit F': I — R
Stammfunktion oder unbestimmtes Integral von f auf I (Schreibweise: F'(x) = / f(z)dx), falls
F'(z) = f(x) fiir alle xz € 1.
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Satz 6.4.2. Fs seia <b € R und f: [a,b] - R. Weiter seien Fy und Fy Stammfunktionen von f.
Dann ist Fy(x) — Fa(x) = const. auf [a,b].

Beweis. Es ist (Fy(x) — Fy(x)) = 0. Nach Satz 3.9.5 ist Fy(x) — Fy(x) = const. O

Satz 6.4.3. Es seia <beR, f:[a,b] = R und F eine Stammfunktion von f auf [a,b]. Dann ist

b
/ F(@)dz = F(b) — F(a).

Beweis. Nach Satz 6.4.1 ist G(z) = / f(t)dt eine Stammfunktion von f. Nach Satz 6.4.2 ist

F(x) = G(x) + C fiir eine Konstante C' € R.
Es ist

b
/ F(t)dt = G(b) — G(a) = (G(b) + C) — (G(a) + C) = F(b) — F(a).

O
Definition 6.4.2. Fiir den Ausdruck F(b) — F(a) verwenden wir die Abkiirzung [F(x)]% oder
()50

Die Aussage von Satz 6.4.3 ist also
’ b
[ f@)de = (P
a

Satz 6.4.3 ermoglicht es, viele Integrale einfach zu berechnen.

1
Beispiel 6.4.1. Wir kommen auf das schon in Beispiel 6.1.1 berechnete Integral / 22 dx zuriick.
0

Es sel F(x) = % Dann ist F'(z) = f(z) = 2%
Also gilt nach Satz 6.4.3 und Definition 6.4.2

1 371
/ 22 dr = [x} :1.
0 3]y 3

Im niichsten Abschnitt geben wir eine Ubersicht iiber die wichtigsten unbestimmten Integrale, die
Grundintegrale.

In den darauffolgenden Abschnitten beschreiben wir, wie daraus durch Integrationstechniken weitere
Integrale gewonnen werden kénnen.

6.5 Grundintegrale

Ist F(z) eine Stammfunktion von f(x), so ist nach Satz 6.4.2 jede Stammfunktion von f(x) von der
Form F(x) + C. Dieses C heifit auch Integrationskonstante. Der Einfachheit halber wird sie in der
folgenden Liste weggelassen. Jede Diffferentiationsregel aus den vorigen Abschnitten fiithrt zu einer
Integrationsregel:

. N LAk B
i) [ 2"dx = 1 firneNoderx #0,n€Z, n#*—1
n
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d
)/leog|xlfﬁrx7$0
x

xu—l—l
iii) /w“dm: firx>0,ueR, p# -1
p+1

iv) /e“C dx = e”

V) /afﬂdlea fir a >0

vi) /Sinxdx:—cosx und/cosxdac:sin:r

d 1
vii)/ 526 :tanxfﬁrx#<k+>ﬁmitkez
cos® 2

2

d
viii)/ .x = —cotz fiir x # knr mit k € Z
sin” x

ix) /cot:zda: = logsin z fiir sinz > 0
X) /tanxdmz—logcosa:fﬁr cosx >0

= arcsin z fiir |z| < 1

9 [

i) / dz ¢
X11 —— = arctanx
14 22

6.6 Partielle Integration und Substitution, Integrationstechniken

Satz 6.6.1. FEs sei I ein nicht ausgeartetes Intervall, und f,g: I — R seien in I differenzierbar. Die
Funktion fg' besitze in I eine Stammfunktion. Dann hat auch f'g eine Stammfunktion in I, und es
gilt die partielle Integrationsregel

/ f(z) ¢'(2) dz = f(z) - glz) - / f(z) - g(z) da
F(z) == f(z) - g(z) - / f(2) - ¢'() dx

Dann ist F(z) in I differenzierbar, und es gilt
Fl(x) = f'(x) - g(x) + f(2) - g () - ¢'(x) = f'(x) - g(x).

Beweis. Es sei

Also ist F' eine Stammfunktion von f’'g mit F(x / f'(z x)dx, und es gilt

/ f(z) ¢ (2)de = f(z) - glz) - / f(z) - g(z) da
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Satz 6.6.2. (Partielle Integration fiir bestimmte Integrale)
b

Es sei I = [a,b] mit a < b e R und / f(x)- g (x)dx existiere.
a

b
Dann existiert auch / f'(z) - g(x) dx, und es gilt die partielle Integrationsregel

b b
/f(ﬁ)'g’(l‘)dl‘:[f(l‘)-g(if)]z—/ f'(@) - g(z) da.

Beweis. Dies folgt aus Satz 6.6.1 und Satz 6.4.3. O

Beispiel 6.6.1. Wir berechnen /:cem dx.
Wir wenden Satz 6.6.1 mit f(z) =z und ¢'(z) = e an. Dann ist

/xe“dx:/f(a:)-g’(a:)dac:f(x)~g(a¢)—/f'(m)-g(w)dx:xex—/emdx:a:em—e‘”.

Beispiel 6.6.2. Wir bestimmen /ex sinx dzx.

Wir wenden erneut Satz 6.6.1 an, diesmal mit f(z) = e® und g(x) = — cosx an. Dann ist

/ex sinx dr = /f(:c) ¢ (x)dr = —e"cosz + /ex cosx dx.
Eine zweite Anwendung von Satz 6.6.1, dieses Mal mit f(x) = e* und g(z) = sinz ergibt
/em sinzdr = —e® cosx + e“sinx — /e’” sin x dzx.
Also gilt

. 1 .
/e“sm:cdx =3 (e"sinx — e® cos ).

Beispiel 6.6.3. Wir bestimmen /logmdx.
Wir setzen f(x) = logx und g(x) = z. Somit ist

/log:vd:rz/f(:L‘)-g'(a:)dxleog:r—/ld:x::Elogm—:z‘.

Satz 6.6.3. Es seien a <b € R und ¢ < d € R. Weiter sei f: [a,b] — [c,d] in [a,b] differenzierbar,
und es gelte f'(t) # 0 fir t € [a,b] und g: [c,d] — R. Besitzt die Funktion (go f)- f': [a,b] = R in
[a,b] eine Stammfunktion, so besitzt g eine Stammfunktion in [c,d], und es gilt die Substitutionsregel

[otardn = [ gtren- ra

t=f"1(x)

Beweis. Es sei F(t) = /g(f(t)) - f/(t)dt. Dann ist F'(t) = g(f(t)) - f'(t). Weiter gilt nach der
Kettenregel (Satz 3.8.4)

(Fof™)(x)=F'(f(@) (F71) @) = g(f(f @) - F'(f @) gy = 9(@)



fiir # € [c,d]. Also ist F o f~! eine Stammfunktion von g auf [c, d], und es gilt

/ﬁmesz1w»=/puwwf@Mt

t=f~1()
0

Satz 6.6.4. (Substitution bei bestimmten Integralen)

Es seien a < b € R und ¢ < d € R. Weiter sei f: [a,b] — [c,d] in [a,b] differenzierbar, und es gelte
f'(t) # 0 fiirt € [a,b] und g: [¢,d] — R. Besitzt die Funktion (go f)- f’: [a,b] = R in [a,b] eine
Stammfunktion, so besitzt g eine Stammfunktion in [c,d], und es gilt die Substitutionsregel

b F(b)
/mm»wwwz/ o) da
a f(a)

Beweis. Dies folgt aus Satz 6.6.3 und Satz 6.4.3. O
Beispiel 6.6.4. Es ist
/esmtcostdt: /g(f(t))-f’(t) dt

mit f(t) =sint und g(z) = e”. Also ist
=e

/esmtcostdt = /em dx
x=f(t)

Definition 6.6.1. (Trigonometrische Substitution)
Unter einer trigonometrischen Substitution versteht man eine Substitution der Art

t = arcsinz. ()
Bemerkung 6.6.1. Lost man die Gleichung (x) nach = auf, so erhélt man
t = arcsinx < z = sint.
Wegen der trigonometrischen Identit#t sin? 2 + cos? z = 1 (Satz 5.4.3) erhilt man
m = cost.

Die trigonometrische Substitution ist also fiir die Behandlung von Integralen geeignet, in denen der
Ausdruck v1 — 22 vorkommt.

Beispiel 6.6.5. Was ist /\/ 1 — 22 dx fir |z| <17

Mit der Substitution z = sint und % = cost folgt

/\/1—3:2dx = /COSQtdt = costsint—l—/sithdt:costsint—{—/(l—coth)dt

part.Int.

= t+costsint—/cos2tdt.

Also ist 1
/COSQtdt =3 (t 4 costsint)

und damit
1 1
/\/1 —22dr = 5 (t 4+ costsint) =3 (arcsin1:+:n\/1 —x2) .

Bemerkung 6.6.2. Wenn das Integral den Ausdruck /1 + z2 enthilt, fiihrt oft die Substitution
x = sinh ¢ zum Ziel.

t=arcsin x
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6.7 Integration rationaler Funktionen, Partialbruchzerlegung

Integrale rationaler Funktionen, also

P(x)
Q(z)’

/ R(z)dz mit R(z)=

wobei P und @) Polynome sind, kénnen stets durch elementare Funktionen ausgedriickt werden. Dies
beruht auf der Partialbruchzerlegung. Nach Satz 3.4.7 gibt es eine Darstellung R(z) = Pi(z) + S(z),
wobei P;(z) ein Polynom und S(x) eine Summe von Ausdriicken der Form

AL 4P A BVz o Bz c® Bz 4 o)

i T
r—x;, (v—z)2 7 (x—x)¥ R +bjx+cj+(x2 + bz + ¢;)? (22 4 bjz + ¢j)1

ist. Dabei sind (z — ;)" und (2% +b;z+c;)* Faktoren des Nennerpolynoms Q(z), wobei 22+ b,z +¢;
keine reellen Nullstellen hat. Nachdem die Partialbruchzerlegung von R(x) durchgefiihrt ist, besteht
die restliche Aufgabe also darin, Ausdriicke der Form

A and Bx+C
T —xz;)V 22 4+ bx 4 c)H
( ) (

zu integrieren.
Wir besprechen im folgenden diese Félle:

x —x;)Y

i) /(dx {1i,,(90—$i)_”+1, falls v #1

- log |x — i, falls v =1.

ii) /a: dx—1/2$+b da:—b/dx
(2 4+br+c)n 2 ) (2 +bx+c)H 2 ) (22 +bx+ c)#

Die Substitution u = z? + bz + ¢ ergibt

/ 20 +b [ (@@ +br o)t falls p#l

(22 + bz + ) log |22 + bx + |, falls p=1

Fall (ii) 148t sich somit auf die Behandlung von [ —————— zuriickfiihren.
(22 4+ bz + c)»

i) / dx
H (22 + bx + c)#

Fiir 4 = 1 haben wir

/ dz B / dz 4 / dx

2+br+ec b\2 | 4e=b2  4c — b2 2

24+ br+c (z+8)" + 2t dc—b (\/2%) 1
2:U+b>

2
= ———— .arctan | ——
4c — b? (\/4C—b2
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Fiir 4 > 1 haben wir

/(a:2+bcmix+c)“—1 - /<( 2dx4cb2)ﬂl

B < 4 > -1 / dz
 \de—1? 2 p=l
() +1)
B 4 \MTI2 / dt
o 4c — b2 (t2 + 1)“71 (= _20+b
\/40—1)2

Durch partielle Integration ergibt sich

dt t t2
[ -t e [

Wegen
2 1 1
B+ B+t B+ 1)e
gilt
dt t 1 1
= 2-(u—1 — dt
/ (L2 +1)n-t (t2 + 1)p-t T2 )/ 2+ 1)1 2+ 1)
t 1 1
S — (u—1 - dt—=-2-(u-1 -
@yt 2 )/ GRS )/ @x et
also
dt t dt
dt t dt
2v — e = ———— 4 2 (= 1) [
(2 3)/ (2 + 1)r 1 @yt 2w )/ G
und deshalb folgt
/ dx
(2 4+ bz + c)r—1
_ 1 ( 4 >“—3/2 22 + b 1 £2 (u1) dt
T 2u—3 \4c— b2 | Vae—p2 2 p—t AT 24+ 1) |, 2us
R (C Y iR

1 ( 4 )“‘3/2 (_ 1 <4c—b2>“‘1 2 + b
2u — 3 \ 4c — b2 Ve — b2 4 (21:T+b)2+4c2b2
de — p2\M12 dx
2. (u—1 e

1 2¢+0b dx
T 2 (2u-3) <_(x2+bm+c)u—1+(“_1>'(40_62)/(x2+bx+c)u>'

Daraus ergibt sich die Rekursionsformel

dx 1 2x +b dx
/(xQ—I—bx—i—C)“ " (u— 1) (dc—b?) <($2+bx+c)“_1 +2'(2M_3)/(x2+bx+0)“_1>'
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Beispiel 6.7.1. Man bestimme

dx
/(m—1)2.(x2+1)’ z7 1

Losung:
Partialbruchzerlegung:

1
Der Integrand S(z) = hat die Form

(x —1)2- (22 +41)

A N A2 L BetC AN (z = 1) (22 4+ 1) + AP (22 + 1)+ (Bx + C)(z — 1)? W
r—1 (z—1)2  22+1 (x—1)2-(2241)

S(z) =

Wir miissen nun die unbekannten Koeffizienten A, B, C' bestimmen. ” Koeffizientenvergleich” ergibt
AWz —1)(2® + 1)+ AP (@2 +1) + (Bx + O)(z — 1) = 1.

Durch Einsetzen geeigneter Werte fiir x konnen oft einige Terme ”zum Verschwinden gebracht”
werden. So ergibt Einsetzen von x = 1

242 =1 oder A®) = % 2)

FEinsetzen von x = 0, —1, 2 fithren auf das lineare Gleichungssystem

240 +C =1
4AN 4B +4C = 0
540 +2B +C =-3

welches mit Methoden der Linearen Algebra (z. B. dem GauBalgorithmus) gelost werden kann. Es
ergibt sich

AV =_3 B= ; baw. C = 3 (3)

Aus (1), (2) und (3) erhalten wir

1 -3 1 Tx +13

@12 - (@211) a-1 2. @=12 2. @2+1)

Damit ist fiir z # 1

dx 1 7 13
=31 -1l - —1 2 1 _ t .
/(x—1)2~(m2+1) og |z ’ 2_(x_1)+40g(a:+ )+2arcana;

6.8 Uneigentliche Integrale

1
d 1
Der Ausdruck / a2 erfiillt nicht die Voraussetzungen von Definition 6.2.3, da der Integrand —
0 VT Vo
wegen lim+ — = oo auf dem Integrationsintervall [0, 1] nicht beschrénkt ist. Verkleinert man das
z—0 T
Integrationsintervall jedoch zu [e, 1] mit € > 0 beliebig klein, so ist

r=

L dx

1
@ _ —2_2
v Ve

Tr=€

2V
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1 1
d d
definiert. Auflerdem existiert lim / Y _ 9 Wir sagen: Das uneigentliche Integral / 2 hat
e—0t € \/5 0 \/E
1 00
d
den Wert 2 oder / \/—gi = 2. Wir werden auflerdem uneigentliche Integrale der Form / f(x) dex,
0 T a

b [e9)
/ f(z) dz bzw. / f(z) dx betrachten.

Definition 6.8.1. (uneigentliche Integrale)

i) Es sei I = [a,b] mit a € R, b € RU {oo} und a < b. Weiter sei f: I — R auf jedem kompakten
Teilintervall J = [a, ¢] mit a < ¢ < b beschréinkt und Riemann- integrierbar. Dann ist

/abf(w) dr = lim /acf(x) iz,

c—b—

falls der Grenzwert existiert.

ii) Es sei I = [a,b] mit a € RU{—o00}, b € R und a < b. Dann ist

/abf(x) dz := lim /be(x) da,

c—at

falls der Grenzwert existiert.

iii) Es sei [ = [a,b] mit a € RU{—o0}, b € RU{oco} mit a < b. Dann ist

[ rwar= (s [

falls die beiden Summanden im Sinne von (i) und (ii) existieren.

b b
In den Féllen (i) bis (iii) heifit jeweils / f(x) dz das uneigentliche Integral / f(z) dzx, falls es nicht

b
im Sinne von Definition 6.2.3 existiert. Dann heifit f(z) dz konvergent. Existiert in (i) oder (ii)

a
der Grenzwert nicht, oder existiert in (iii) mindestens einer der beiden Summanden nicht, so heifit
das uneigentliche Integral divergent.
o0
/ e " du.
0

0o b
/ e Pdr = lim e ¥dr = lim (1 — e_b> = 1.
0

b—oo Jo b—o0

/ e 17l da.

o) 0 00 0 b
/ el gy = / et dxr + / e ¥dr= lim e’ dr + lim e Ydx
—00 0

—00 a——0o0 a b—o0 0

Beispiel 6.8.1. Wir berechnen
Es ist
Beispiel 6.8.2. Wir berechnen

Es ist

—  lim (1—e%)+ lim (1 - e*b) —2.
b—o0

a——00
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Beispiel 6.8.3. Es sei

zu berechnen.
Wir spalten das Integral in die beiden uneigentlichen Teilintegrale

| |
/de und/ —Qda:
0o T 1 T

| b1 1
/ —Qdaz:lim —Qda:zlim (1—):1
1 X b—oo 1 X b—o0 b

auf. Es ist

und , )
1 1 1
/ —Qda:: lim —Qdm: lim (—1) (= 0).
0o T a—0t Jqo T a—0t \ @
1
Damit ist das uneigentliche Integral / —5 dx divergent.
0 X

Einen wichtigen Spezialfall uneigentlicher Integrale behandelt

1
1
Satz 6.8.1. i) Das Integral / — dx st fir o <1 konvergent und fir o > 1 divergent.
o T

oo

1

it) Das Integral / —dx st fiir o > 1 konvergent und fir a <1 divergent.
1 X

Beweis. Dies folgt aus Definition 6.8.1 durch Nachrechnen. O

Den Wert eines uneigentlichen Integrals zu berechnen ist oft unmoglich. Es 148t sich jedoch im
allgemeinen entscheiden, ob ein Integral konvergiert oder divergiert.
Grundlage dafiir sind das Majoranten- und Minorantenkriterium.

b
Definition 6.8.2. i) Ein konvergentes Integral / g(x) dr mit g(z) > 0 in [a, b] heifit eine (kon-

a

b
vergente) Majorante von / f(x)dx, falls f(z) < g(z) fir alle x € [a, ] gilt.
a

b
ii) Ein divergentes Integral / g(x) dx mit g(x) > 0 in [a, b] heifit eine (divergente) Minorante von

a

b
/ f(x)dx, falls f(z) > g(z) fir alle x € [a, b] gilt.

Satz 6.8.2. i) Majorantenkriterium:
Ein uneigentliches Integral mit einer konvergenten Majorante konvergiert.

i1) Minorantenkriterium:
FEin uneigentliches Integral mit einer divergenten Minorante divergiert.

Beweis. ohne Beweis. O
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Beispiel 6.8.4. Wir betrachten

o0 2
/ e " dx.
— 00

Esseih:z—e*und f: z — e, Fiir z > 1 ist 22 > x und daher ist nach Satz 5.1.2 (Monotonie
von E(x))

e < firallex € [1,00). (1)

Die Funktionen f und h sind stetig und daher beschréinkt auf [0, 1] und min{f(z)| z € [0,1]} > 0.
Daher gibt es eine Konstante C > 0, so dafl

e < Ce™™ fiir alle z € [0,1]. (2)

Aus (1) und (2) folgt, daf die Funktion g: [0,00) — R, z — Ce™* eine konvergente Majorante von
flz) = e ist.
Nach Satz 6.8.2 konvergiert

o 2 b 2
/ e ¥ dr, dh. lim e ¥ dr
0

b—o0 0

existiert. Die Substitution u = —x zeigt, dafl
b 2 0 2
/ e dr = / e " du.
0 —b

0 0
a2 . a2
/ e ¥ dr = lim e " du.

— 00 b—o0 —b

b 2 0 2 o0 2
/ e * dx:/ e ” dm—{—/ e ¥ dx.
—00 —00 0

Wir spalten dies in die beiden Teilintegrale

1 _ e X1 —e*
A de und /1 Wd.f

auf und untersuchen diese auf Konvergenz.

11_ —x 11_ —x
o T 0 T

Nach dem Satz von de L’Hospital (Satz 3.11.1) oder nach der Potenzreihenentwicklung fiir e®

Damit konvergiert auch

Also konvergiert

Beispiel 6.8.5. Es sei

ist
1 —X xT
lim c lim ¢ - 1
z—0t x x—0t+ 1
Damit ist die Funktion
L= 0,1
h(z) = ——, falls @ € (0,1]
1, falls =0
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—X

auf [0, 1] stetig und damit beschriankt. Also gibt es ein C' > 0 mit ‘ < C und somit

1—e™® C
23/2 = pl/2
L1 —e® L o
Also besitzt ———= dx die konvergente Majorante ——=dx und ist damit nach Satz
23/2 o zl/2
6.8.2 konvergent.
Y e
11) /1\ W dx
<1 C1l—e"
Dieses Integral hat die konvergente Majorante / —575 de. Damit ist / ——— dx konver-
| x3/? ) 23/2

gent.

iii) Damit ist auch

*1—e* Ll _—e® *1—e*
/0 a3 da::/o a7 dx—i—/l A dx

konvergent.

Uneigentliche Integrale kénnen auch beniitzt werden, um die Konvergenz oder Divergenz unendlicher
Reihen nachzuweisen. Uneigentliche Integrale sind leichter zu berechnen als unendliche Reihen.

Satz 6.8.3. (Integralkriterium) Es sei f: [0,00) — [0,00) eine nicht- negative monoton fallende
Funktion, und es sei ay, := f(k) fir alle k € Ng. Dann gelten die Ungleichungen

n n n—1
0§Zak§/ f(x)d:z:ﬁZak
k=1 0 k=0

o0
fiir alle n € N. Insbesondere konvergiert die Reihe Z ag genau dann, wenn das uneigentliche Integral
k=0

/ f(z)dx konvergiert.
0

Beweis. Da f monoton fallend ist, gilt fir k <x < k+1

aks1 = f(k+1) < f(z) < f(k) = a,
und damit

k+1 k+1 k+1
Gk = /k Flk+1)da < /k f(z) dz < /k F(k) dz = .

Summation iiber £k =0...n — 1 ergibt

n n n—1
OSZakS/ f(ac)deZak
k=1 0 k=0
fir alle n € N. O
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Beispiel 6.8.6. Wir betrachten

1
p s

n=1
(0.9}
. : . . 1 * dx
Nach (einer leicht variierten Form) von Satz 6.8.3 ist Z — genau dann konvergent, wenn —
— 1 x
- . n=1
konvergiert. Satz 6.8.1 (ii) ergibt: Z — konvergiert fiir > 1 und divergiert fiir v < 1.
n
n=1
Beispiel 6.8.7. Nun ist
oo
> o ogn
= n- (logn)"

dx

log 2)° konvergiert. Die Substitution
ogx

oo
Die unendliche Reihe konvergiert genau dann, wenn / (
2 L

u = log x ergibt

/ dx /du . (logz)'™%, falls «a#1
= _ 2 —
- (logx)® U |u=log log log x, falls o =1.
- 1
Damit ist Z ——— — fiir a > 1 konvergent und fiir o < 1 divergent.
—=n- (logn)e

6.9 Vertauschung von Integration und Grenzwertiibergang

Satz 6.9.1. Es sei a < b € R und I = [a,b]. Weiter sei (fy)5>, eine Folge von Funktionen mit
fr: I = R, wobei die fr auf I Riemann- integrierbar sind, und fy l—> f (k— o) auf I. Dann ist f
glm.

auf I Riemann- integrierbar, und es gilt

/ab f(z)dz = klglgo /ab fr(x) dx.

Beweis. ohne Beweis. O

Als Spezialfall von Satz 6.9.1 erhalten wir

o
Satz 6.9.2. Es seia <be€ R und I = [a,b]. Es sei Z fr(x) eine gleichmdfig konvergente Reihe auf
k=0

o0
I Riemann- integrierbarer Funktionen. Dann definiert ka(a:) eine auf I Riemann- integrierbare

k=0
Funktion, und es gilt
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Kapitel 7

Der n- dimensionale Raum, Stetigkeit

7.1 Der n- dimensionale Raum, lineare Struktur

Definition 7.1.1. Es sei n € N. Unter dem n- dimensionalen Raum R"™ versteht man

R"=Rx...xR={Z=(z1,...,zp)| 2 € R, 1 <j <n}
N —mal
Wir nennen & auch Punkt des R™, welcher dabei als Zeilenvektor geschrieben wird. Es wird auch der

zugehorige Spaltenvektor
z1

Tn

eine Rolle spielen. Um eine kurze Schreibweise dafiir zu haben, machen wir von dem aus der Linearen
Algebra bekannten Begriff der Transponierten Gebrauch.
Es sei

A = (ajk)1<j<p
1<k<q

eine Matrix vom Typ (p, ¢). Unter der Transponierten A7 von A versteht man

A" = (arj)1<i<q
155<p

eine Matrix (g¢,p), die aus A dadurch hervorgeht, dafy die Rolle von Zeilen und Spalten vertauscht
wird. Fassen wir den Zeilenvektor & = (z1,...,x,) als einzeilige Matrix und den dazugehorigen
Spaltenvektor als einspaltige Matrix auf, so fithrt dies zur Schreibweise

I

TIn

von der wir in Zukunft Gebrauch machen wollen.

In Analysis I haben wir Eigenschaften von Abbildungen (Funktionen, z. B. Stetigkeit und Differen-
zierbarkeit, f: X — Y, 2z — f(z) mit X und Y Teilmengen von R betrachtet. Man bezeichnet f
daher auch als Funktion einer Variablen (bei unserer Wahl ist ”z” diese Variable).
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In Analysis II betrachten wir nun die allgemeine Situation, da$ X und Y Teilmengen von (méglicherweise)
hoherdimensionalen Rdumen sind: X C RP und Y C R? mit p,q € N. Analysis I ergibt sich dann als
Spezialfall p = g = 1.

Definition 7.1.2. Die Menge simtlicher Abbildungen f : X - Y mit X CRP und Y C R? bezeich-
nen wir mit F7. Fiir den Wert von f an der Stelle & € X schreiben wir gewéhnlich f(Z), beniitzen

—

manchmal jedoch auch eine andere Bezeichnungweise, z. B. # = (z,y, z) und dann statt f(Z) auch

f(z,y, z), wobei eine Klammer weggelassen wird. Ist ¢ = 1, d.h. Y C R, so schreiben wir die Funktion
meist ohne Vektorpfeil: f statt f.

Beispiel 7.1.1. Es sei p = 3 und ¢ = 1 sowie X = R? und Y = [0,00). Es sei f(¥) die Entfernung
des Punktes (z,y,z) vom Ursprung (0,0,0), also die Linge des Vektors #. Dann kénnen folgende
Schreibweisen beniitzt werden:

F@ = (@ +y*+ 22 oder f(z,y,2) = (a” +y* + )2

Es geht nun darum, grundlegende Eigenschaften und Folgerungen daraus, wie z. B. Stetigkeit und
Differenzierbarkeit, die in Analysis I fiir Funktionen einer Variablen definiert wurden, auf Abbildun-
gen in mehreren Variablen zu iibertragen. Der Definition der Differenzierbarkeit (Definition 3.7.1)
lag der Vergleich mit Funktionen eines besonders einfachen Typs, den linearen Funktionen zugrunde
(Satz 3.7.1).

Auch bei der Differenzierbarkeit von Funktionen mehrerer Variablen spielen lineare Abbildungen eine
Rolle. Diese basieren auf den linearen Strukturen des R™, insbesondere der Struktur des Vektorraums,
der Gegenstand der Vorlesung ”Lineare Algebra” ist.

Diese werden wir in diesem Abschnitt betrachten.

Definition 7.1.3. Es sei n € Nund &, € R" mit & = (z1,...,2,) und § = (y1,...,Yn)-

i) Unter der Summe 7 + ¢ verstehen wir Z+ ¢ := (z1 + y1, ..., Tn + Yn)-

ii) Es sei A € R. Unter dem (skalaren) Vielfachen A7 verstehen wir A& = (Az1,..., Azy).

ili) Die Standardbasis B ist B = {€1,...,€,} mit €; = (0,...,1,...,0), das in der j- ten Spalte
einen Eintrag besitzt.

Satz 7.1.1. Es sei n € N. Es bildet R™ mit den in Definition 7.1.3 definierten Rechenoperationen
einen n- _dimensionalen Vektorraum iber R mit Nullvektor 0 = (0,...,0). Die Standardbasis ist eine
Basis des R™.

Beweis. Fiir die Definition der in Satz 7.1.1 vorkommenden Begriffe und seinen Beweis verweisen wir
auf die Vorlesung ”Lineare Algebra”. O

Definition 7.1.4. Es seien p,q € N.

i) Eine Abbildung L € F} ist genau dann linear, wenn fiir alle #, 5 € R” und A € R

LZ+y) = L)+ L)
L) = AL(F)

gilt.

ii) Man nennt f € Fi affin, wenn F(Z) = Ty + L(Z) mit festem F, € R? gilt.
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Aus der Vorlesung ”Lineare Algebra” ist folgender Satz bekannt:

Satz 7.1.2. Eine Abbildung L € F} ist genau dann linear, wenn L(Z) = AZT mit einer Matriz A
vom Typ (q,p) ist.

Definition 7.1.5. Es heifit .A Matrix der linearen Abbildung L.

Weiter besitzt R™ die zusatzliche Struktur eines Euklidischen Vektorraums:

Definition 7.1.6. Essein € Nund & = (z1,...,2,),¥ = (y1,...,yn) € R™

i) Unter dem inneren Produkt ¥ - i versteht man

n
-y = E xjyj.
j=1

ii) Unter der Norm (Lénge) ||Z|| von & versteht man

Satz 7.1.3. Es seien &,y € R™ und X € R. Die Norm hat folgende Eigenschaften:

i) [|#]| >0 und ||Z|| = 0 & & =0 (Definitheit)
i) |INE|| = || - ||Z]| (Homogenitit)

iii) |2+ 9| <||Z|| + [|¥]| fir alle Z,§ € R™ (Dreiecksungleichung)

Beweis. siehe Vorlesung ”Lineare Algebra” O

7.2 Der n- dimensionale Raum, topologische Struktur

In der Analysis einer Variablen spielte der Begriff der Umgebung eines Punktes, der wiederum auf
dem Abstandsbegriff aufgebaut war, eine wichtige Rolle. Diese Begriffe wollen wir zunéchst auf den
R"™ iibertragen.

Definition 7.2.1. Es seien 7o, Z,y € R™. Dann heifit d(Z, %) := ||Z — ¢]| Abstand zwischen Z und .
Es sei § > 0. Die §- Umgebung Us(Zy) von &y ist durch Us(%y) := {& € R"| d(Z, Zp) < 0} definiert.

Bemerkung 7.2.1. Fiir n = 1 ist das dquivalent zu Definition 2.1.2.
Die in Definition 7.2.1 eingefiihrte Abstandsfunktion d(-) ist der Spezialfall einer Metrik. Weiter ist
(R™,d) ein metrischer Raum.

Definition 7.2.2. Es sei X # ) und d: X x X — R. Dann heiit (X, d) genau dann ein metrischer
Raum, wenn d die folgenden Eigenschaften besitzt:
Es seien z,y,z € X.

i) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)
ii) d(z,y) > 0 und d(z,y) = 0 & = =y (Definitheit)

iii) d(z,z) < d(x,y)+ d(y, z) (Dreiecksungleichung)
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Beispiel 7.2.1. Es sei X = {f: [0,1] — R| f stetig} und

a(f,0) /!f 2)|da.

Dann ist (X, d) ein metrischer Raum.

Von den Eigenschaften (i)-(iii) in Definition 7.2.2 sind (i) und (iii), die Symmetrie und die Dreiecks-
ungleichung, unmittelbar klar, wihrend (ii) etwas Uberlegung erfordert:

Essei f(zo) # g(xo). Wegen der Stetigkeit von f und g gibt es dann ein € > 0 und ein 6 mit 0 < § < %,
so dafl |f(x) — g(x)| > € fiir alle x € Us(zp) N[0, 1]. Es folgt

min{zo+94,1} 1
/ |f(z \dm>/ edr > —6e > 0.
max{0,z0—4d} 2

Die Elemente von X werden auch Punkte des metrischen Raumes genannt. Wie Beispiel 7.2.1 zeigt,
ist der Begriff des metrischen Raumes allgemeiner als der Begriff des R™ und umfafit auch Rdume
von Funktionen. Dadurch wird es moglich, Ideen und Begriffe, die fiir den R™ entwickelt werden, zum
Studium von Mengen von Funktionen nutzbar zu machen. Diese Vorgehensweise ist zentral in der ma-
thematischen Disziplin Funktionalanalysis. Wir werden als Beispiel den Banachschen Fixpunktsatz

kennenlernen.
Der Begriff der Konvergenz einer Punktfolge kann fiir jeden metrischen Raum erklért werden:

Definition 7.2.3. (Konvergenz in metrischen Rdumen)
Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

i) Es sei 29 € X und § > 0.
Die 6- Umgebung Us(zo) des Punktes z¢ ist durch Us(zg) := {x € X| d(z,x0) < §} definiert.

ii) Es sei (ay)32, mit ap € X eine Folge von Punkten von X, und es sei a € X.
Wir sagen:
Die Folge (aj) hat den Grenzwert a € X oder konvergiert gegen a (Schreibweise: hm ax = a),

k—o00
falls gilt: Ve > 0, 3ko = ko(€), so daB a € Ue(a), Yk > ko.

Satz 7.2.1. (Eindeutigkeit des Grenzwertes)
FEs sei (X, d) ein metrischer Raum und (ay)5e, mit ap € X eine Punktfolge. Dann hat (ai) hochstens
einen Grenzwert.

Beweis. Es sei hm ap = a® und lim ap = a?,

k—o0
Annahme: oV 75 a(2
Nach Definition 7.2.2 (ii) (Definitheit) ist dann d(a(!),a®) > 0. Es sei d(a(V),a®) = 2¢ mit ¢ > 0.
Nach Definition 7.2.3 gibt es ein ko, so daB fiir alle k > kg dann d(ay,aM)) < e und d(ag, a®) < €
gilt.
Nach Definition 7.2.2 (ii) (Dreiecksungleichung) folgt: d(a™), a®) < d(aM, az) + d(ay, a®) < 2, ein
Widerspruch. O

Viele Konvergenzkriterien in R, wie z. B. das Monotoniekriterium ergeben fiir den allgemeinen Fall ei-
nes metrischen Raumes keinen Sinn. Der Begriff der Monotonie beruht auf der Anordnungseigenschaft
der reellen Zahlen (Axiome (A1), (A2), (A3) von Abschnitt 1.3). Diese ist im R™ und fiir allgemeine
metrische Rdume nicht gegeben.

Jedoch kénnen die Begriffe ” Beschréinktheit” und ” Cauchyfolge” fiir beliebige metrische Rdume ein-
gefithrt werden.
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Definition 7.2.4. Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

i) Eine Menge B C X heifit beschrankt, wenn es xp € X und M € R mit d(z,z) < M fiir alle
x € B gibt.

ii) Eine Folge (ax);2; mit ar € X heiflt beschréinkt, wenn die Menge {ay| k € N} beschrénkt ist.

Definition 7.2.5. (Cauchyfolgen in metrischen Réumen)
Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (aj)32; mit a; € X heiit Cauchyfolge, falls Ve > 0,
dkg = k‘o(e), so daf} d(akl, akz) < € Vky, kg > ko(é).

Satz 7.2.2. (Konvergente Folgen sind Cauchyfolgen)
Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine konvergente Folge von Punkten in X ist stets eine Cauchy-

folge.
Beweis. Es sei klim ap = a und € > 0. Dann gibt es ko = ko(e/2), so daB fiir k > ko dann d(ag,a) < §
—00
gilt. Fiir kq, k2 > ko gilt nach Definition 7.2.2 (iii) (Dreiecksungleichung)
d(ag,,ak,) < d(a,,a) + d(a,ax,) < €.

Also ist (ax);2; eine Cauchyfolge. O

In metrischen Raumen gilt also der "notwendige Teil” des Cauchykriteriums (Satz 2.1.15). Notwendig
fiir die Konvergenz einer Folge ist, daf sie eine Cauchyfolge ist. Im allgemeinen ist diese Bedingung in
metrischen Rdumen nicht hinreichend. Metrische Rdume, in denen das Cauchykriterium gilt, heiflen
vollsténdig.

Definition 7.2.6. Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, wenn in ihm jede Cauchyfolge
konvergiert.

Da wir uns fast ausschlieBlich mit dem Spezialfall X = R™ und d(Z,%) = ||Z — ¥]| beschiiftigen
werden, formulieren wir die Konvergenzeigenschaft noch fiir diesen Fall gesondert (Definition 7.2.3).
Im Grunde ist Definition 7.2.3” iiberfliissig, da sie sich aus Definition 7.2.3 durch die Spezialisierung
X =R" und d(Z,7) = ||Z — 9| ergibt.

Definition 7.2.3.” (Konvergenz im R")

Es sei (dj)p2, mit d, € R™ eine Folge von Punkten im R", und es sei @ € R™. Wir sagen: Die Folge

(dy) hat den Grenzwert @ € R™ oder konvergiert gegen @ (Schreibweise: klim d, = a), falls gilt: Ve > 0,
- — 00

dky = ko(e), so daf3 H(_ik — 6” < e Vk > ko(e).

Die Konvergenz im R"” ist streng mit der in Analysis [ behandelten Konvergenz in R verkniipft: Die
Vektoren dj, haben n Komponenten ay, ; derart, da @y = (ax1,...,ary) ist. Mit der Folge (ax)32,
sind somit n "Komponentenfolgen” verbunden: (a1)72,, (ak2)321,---, (k)i ;- Die Konvergenz
der Punktfolge (dj) ist dquivalent zur Konvergenz samtlicher n Komponentenfolgen.

Satz 7.2.3. Es sei (a;);2, eine Folge von Punkten des R™ mit dp = (aga,...,akyn). Weiter sei
a=(ai,...,a,) € R". Esist genau dann lim @ = d, wenn lim ay; = a; fir alle j € {1,...,n}.
k—oo k—o0
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Beweis. 7=":

Es sei lim dj = d. Es ist nun zu zeigen, daf8 lim ay ; = a; fiir alle j € {1,...,n} ist.
k—o0 k—oo

Es sei € > 0 gegeben. Dann gibt es nach Definition 7.2.3" ein kg = ko(€), so daB ||a@; — @|| < e fiir alle
k > ko(e) gilt. Daraus folgt fiir j € {1,2,...,n} dann

. 1/2
lak; — a;] < | ) (ar; — a;) = ||ax —dl| <e
j=1
fir alle k > ko(e). Also ist lim ay ; = a;.
k—o00
” @77:
Nun sei lim ay; = a; fir alle j € {1,2,...,n}, und es ist lim @) = a@ zu zeigen.
k—o00 k—o00

_€_

Wiederum sei € > 0. Dann gibt es nach Definition 2.1.1 ein kg, so da8 |ax; — a;| < NG fiir alle
k > ko(e) ist. Damit gilt

n 1/2 9 1/2
G — dll = )2 - —
=l =S aw | <o ()] -
fiir alle k > ko(e). Also ist klim a, = a. O
—00

Aus Satz 7.2.3 ergibt sich sofort

Satz 7.2.4. Es seien (dy);>, und (gk)gil Folgen von Punkten des R™ und (A\,)32 eine Folge reeller
Zahlen. Weiter sei

lim dp =d, lim by =b wund Lim A\ = A
k—o0 k—o0 k—o0

Dann gilt
i) Vim (@, +by) =a+b
k—o0
i) lim A\pdr = @
k—o0
iti) lim @pb, = @b
k—o0
iv) lim |[a] =[]
—00
Satz 7.2.5. (Cauchykriterium im R™)

Es sei (dy)52, eine Folge von Punkten des R™. Dann konvergiert (dy) genau dann, wenn es eine
Cauchyfolge ist, d.h. wenn gilt: Ve > 0 Ik = ko(e), so daff Vk1,ka > ko(e) gilt: ||k, — dg,|| < e.

Bemerkung 7.2.2. Nach Definition 7.2.6 ist (R",d) mit d(Z,y) = || — 7| also ein vollstéindiger
metrischer Raum.

Beweis. (Beweis von Satz 7.2.5)

Es sei @, = (ag,,...,akn). Nach Satz 7.2.4 ist (d)) genau dann konvergent, wenn die Komponen-
tenfolgen (ay ;)p_, fir j € {1,...,n} konvergieren, also nach Satz 2.1.15 (Cauchykriterium) genau
dann, wenn sie Cauchyfolgen sind. Man zeigt leicht, daf8 dies dazu &quivalent ist, dal (a@j)7, eine
Cauchyfolge ist. O

126



Definition 7.2.7. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und (@) ; eine Folge von Punkten in X. Dann
heifit a Haufungswert (HW) von (ay), wenn es fiir alle € > 0 unendlich viele k € N mit a € U.(a)
gibt.

Satz 7.2.6. Es sei (X, d) ein metrischer Raum, und a € X sei Hiufungswert der Folge (ay). Dann
gibt es eine Teilfolge (akj)Jo-’;l mit lim ay, = a.
j—00

Beweis. Die Folge (kj) wird durch vollstéandige Induktion definiert.

j=1

Zuerst wird k1 so gewéhlt, daBl d(ag,,a) < 1 ist.

j—J+1:

Dann wird k;11 so gewéhlt, da8 kj 1 > k; und d(ag,,,,a) < Jﬁ gilt. O

Satz 7.2.7. (Bolzano- Weierstraf§ im R™)
Eine beschrdankte Folge im R™ hat mindestens einen Hdufungswert.

Beweis. Es sei (dy)72; mit d; = (ak,1, - - - akn). Nach Satz 7.2.3 geniigt es zu zeigen, daf es eine Folge
(k:l(n))fle gibt, so daff simtliche Komponentenfolgen (a, ) j) mit j € {1,...,n} konvergieren. Wir
l b

konstruieren die Folge (ky,) in n Schritten:

Schritt 1:
Da (ag,1)32, beschrénkt ist, besitzt diese Folge nach dem Satz von Bolzano- Weierstrafl (Satz 2.1.14)
eine konvergente Teilfolge (aén))fil mit lim a, 1y = a.
l I—oo Ky
Schritt r: 4
Es sei schon die Folge (k[_l)f‘;_lzl so konstruiert, daf§ lim P = a9 fir 1 <j<r-—1ist.

o0 Fr-1

Da die Folge (agi)l) beschrénkt ist, hat sie eine konvergente Teilfolge. Es gibt also eine konvergente

Teilfolge (k:l(r) von (k‘l(r_l)), so daB lhm a, () = a'") gilt.
—00 1

In Schritt n erhalten wir eine Folge (kl(n))fil, so daf} ljgnoo a6 = aV) fiir j € {1,...,n} ist.
Nach Satz 7.2.3 folgt lim @ ) = (a(l)7 e a("))_ O
l—oo Ky

In Analysis I haben wir gesehen, daf viele Eigenschaften von stetigen Funktionen, wie Beschrianktheit,
Existenz von Maximum und Minimum, etc., von Eigenschaften ihres Definitionsbereiches abhéngen:
es handelte sich meistens um ein kompaktes Intervall.

Fiir n > 1 werden die betrachteten Mengen im allgemeinen komplizierter sein, jedoch spielen auch
hier die Eigenschaften abgeschlossen, offen, kompakt und beschrénkt eine entscheidende Rolle. Diese
topologischen Eigenschaften einer Menge wollen wir im folgenden definieren:

Wir geben zunéchst die Definition der ersten beiden Eigenschaften fiir den allgemeinen Fall eines

metrischen Raumes:

Definition 7.2.8. Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

i) Die Menge O C X heifit offen, wenn es fiir alle x € O ein § > 0 gibt, so dafl Us(z) C O ist.
ii) Die Menge A C X heifit abgeschlossen, wenn X\ A offen ist.

Definition 7.2.9. Es sei (X, d) ein metrischer Raum, M C X und a € X.

i) Man nennt a einen Hiaufungspunkt (HP) von M, wenn Us(a) N (M\{a}) # 0 fiir alle 6 > 0 ist.
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ii) Es heifit a ein Beriihrpunkt (BP) von M, wenn fiir alle § > 0 dann M N Us(a) # O gilt.

iii) Weiter heifit a ein isolierter Punkt von M, wenn a € M ist und ein 6 > 0 existiert, so daf
Us(a) N (M\{a}) = 0 gilt.

iv) Ein duBerer Punkt von M ist a, wenn ein § > 0 existiert, so dafl Us(a) N M = ( gilt.
v) Es ist a ein innerer Punkt von M, wenn ein 0 > 0 existiert, so dafl Us(a) C M gilt.

vi) Schliefllich heit a Randpunkt von M, wenn fiir alle § > 0 gilt, daB Us(a) N M # () und
Us(a) N (X\M) # 0 gilt.

Definition 7.2.10. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und M C X.

i) Der Durchschnitt aller abgeschlossener Mengen, die M enthalten, heiit die abgeschlossene Hiille
M von M.

ii) Die Vereinigung aller offenen Mengen O mit O C M heifit offener Kern M von M.

Zwischen den Begriffen in den Definitionen 7.2.8, 7.2.9 und 7.2.10 bestehen zahlreiche Beziehungen,
von denen wir im folgenden einige beschreiben.

Satz 7.2.8. Es sei (X,d) ein metrischer Raum, M C X und a € X. Dann ist a genau dann ein
Beriihrpunkt von M, wenn a Hdufungspunkt oder isolierter Punkt von M ist.

Beweis. Ubungen. O

Satz 7.2.9. Es sei (X,d) ein metrischer Raum und O C X.

i) Die Menge O ist genau dann offen, wenn jeder Punkt von O ein innerer Punkt von O ist.
ii) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.

i11) Der Durchschnitt zweier offener Mengen ist offen.

Beweis. 1) Dies folgt aus Definition 7.2.4 (i) und der Definition 7.2.5 (v) des inneren Punktes.

ii) Es sei {O;,j € J} eine Menge offener Mengen und O = {J;c; O;. Ist a € O, so existiert ein
J € J, so daf} a innerer Punkt von O; ist. Damit ist a innerer Punkt von O. Also ist O offen.

O]

Satz 7.2.10. Es sei (X,d) ein metrischer Raum und M C X.

i) Der Durchschnitt einer beliebigen Menge von abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.

ii) Die abgeschlossene Hiille M ist abgeschlossen.

Beweis. i) Essei {A;,j € J} eine Menge abgeschlossener Mengen. Dann ist X'\ A; nach Definition
7.2.8 fiir alle j € J offen. Nach den Regeln von de Morgan ist O = X\(;c; 45) = U,c (X \4;).

Nach Satz 7.2.9 ist O offen. Also ist [, ; A; abgeschlossen.

ii) Dies folgt unmittelbar aus Definition 7.2.10 (i).
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Satz 7.2.11. Es sei (X,d) ein metrischer Raum und M C X. Dann gilt

i) Ein Punkt a € X ist genau dann Beriihrpunkt von M, wenn es Beriihrpunkt von M ist.
ii) Die Menge M ist genau dann abgeschlossen, wenn sie samtliche Berihrpunkte enthdlt.
iii) Die Menge M ist die Menge aller Beriihrpunkt von M.

iv) Die Menge M ist genau dann abgeschlossen, wenn M = M ist.

Beweis. Es sei B(M) die Menge aller Bertihrpunkte von M. Wir zeigen zunéchst:
Der Punkt a ist Bertihrpunkt von B(M) = a ist Berithrpunkt von M. (1)

Es sei a ein Berithrpunkt von B(M) und § > 0. Dann gibt es ein b € B(M) mit b € Us(a). Dann ist
d(a,b) < J, und somit existiert ein §; > 0, so daB d(a,b) + 61 < § ist. Da b Beriihrpunkt von M ist,
existiert ein ¢ € Us, (b) N M. Dann ist nach der Dreiecksungleichung d(a,c) < ¢, also ist ¢ € Us(a).
Also ist a Berithrpunkt von M, und damit ist (1) gezeigt.

Wir beginnen nun mit (ii):

="

Es sei M abgeschlossen. Dann ist X\ M offen. Ist a € X\ M, so ist es nach Satz 7.2.9 innerer Punkt
von X\M. Also existiert ein § > 0, so daBl Us(a) N M = () gilt. Nach Definition 7.2.9 (ii) ist a kein
Berithrpunkt von M.

RS

Die Menge M enthalte alle ihre Beriihrpunkte. Weiter sei a € X\ M. Dann ist a kein Berithrpunkt
von M. Nach Definition 7.2.9 existiert ein § > 0 mit M N Us(a) = 0, d.h. a ist innerer Punkt von
X\M. Nach Satz 7.2.9 ist X\ M offen, also ist nach Definition 7.2.8 die Menge M abgeschlossen.

(iii) Da M abgeschlossen ist, folgt nach (ii) sogleich M = B(M). Daraus und aus M C M folgt
B(M) c B(M) =M. (2)
Nach (1) enthélt B(M) alle seine Berithrpunkte und ist daher nach (ii) abgeschlossen. Wegen
M= (] A4

MCA
A abgeschlossen

folgt
M C B(M). (3)

Aus (2) und (3) folgt B(M) = M, also die Behauptung.
Aus (iii) und (1) folgt die Behauptung (i).
SchlieBlich folgt (iv) aus (ii) und (iii). O

Eine noch allgemeinere Struktur als die des metrischen Raumes ist die des topologischen Raumes.
Topologische Rdume sind Gegenstand der mathematischen Disziplin Topologie.

Definition 7.2.11. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, T'), bestehend aus einer Menge X # ()
und einer Menge T offener Teilmengen von X, die folgende Bedingungen erfiillen:

i) X, 0eT
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ii) 01,0, €T =0,N03 €T
iii) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.

Satz 7.2.12. Fin metrischer Raum (X, d) ist stets ein topologischer Raum, wenn die offenen Mengen
wie in Definition 7.2.8 (i) definiert wurden.

Beweis. Es sei T' die Menge der Teilmengen O, die im Sinne von Definition 7.2.8 (i) offen sind. Wir
iiberpriifen nun die Eigenschaften von Definition 7.2.11:

i) Es ist klar, da X und () offen sind.
ii) Sind O; und O3 offen, so ist nach Satz 7.2.9 (iii) auch O N O3 offen.

iii) Es seien O; fiir j € J offen. Nach Satz 7.2.9 (ii) ist auch O = {J;c; O; offen.

O]

Definition 7.2.12. Es sei (X, T) ein topologischer Raum und a € X. Unter einer offenen Umgebung
von a versteht man eine Menge U € T mit a € U.

Bemerkung 7.2.3. Fiir metrische Raume (X, d) fithrt Definition 7.2.12 auf einen Umgebungsbegriff,
der weiter gefaBt ist als in Definition 7.2.3 der Begriff der §- Umgebung Us(a). Nach Definition 7.2.12
ist jede offene Obermenge eines Us(a) eine Umgebung von a.

Auch der Begriff der Konvergenz kann fiir allgemeine topologische Rdume erkldrt werden.

Definition 7.2.13. Es sei (X, T') ein topologischer Raum. Weiter sei (xj)3°, eine Folge mit x; € X
und a € X. Dann heifit a Grenzwert der Folge (x1)72, (Schreibweise: klim xp = a), wenn es fiir jede
—00

offene Umgebung U von a ein kg = ko(U) gibt, so daf z € U fir alle k > kg gilt.

Definition 7.2.14. Es sei (X,T) ein topologischer Raum und M C X. Eine Menge U von offenen
Mengen von X heiBt eine Uberdeckung von M, wenn fiir alle z € M ein U = U(z) € U mit z € U
existiert. Weiter heifit V C U Teiliiberdeckung von U, wenn auch V eine Uberdeckung von M ist.
Zudem heifit V endlich, wenn die Menge V endlich ist.

Definition 7.2.15. Es sei (X, T') ein topologischer Raum und K C X.

i) Die Menge K heifit kompakt (oder iiberdeckungskompakt), falls jede Uberdeckung von K eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt.

ii) Weiter heifit K folgenkompakt, falls jede Folge (x1)3; mit 3, € K eine konvergente Teilfolge
besitzt, deren Grenzwert in K liegt.

Ist der topologische Raum ein metrischer Raum, so sind die Figenschaften ”kompakt” und ”folgen-
kompakt” dquivalent.

Satz 7.2.13. Es sei (X,d) ein metrischer Raum und K C X. Dann ist K genau dann kompakt,
wenn es folgenkompakt ist.

Zur Vorbereitung des Beweises von Satz 7.2.13 beweisen wir zunéchst zwei Lemmata:

130



Lemma 7.2.1. Fs sei (X,d) ein metrischer Raum, K C X folgenkompakt und € > 0. Dann gibt es
endlich viele Punkte yi,...,ym € K, so daf$ die Umgebungen U (y;) mit 1 < j < m die Menge K
m

tberdecken, d.h. K C U Ue(y;)-
j=1

m

Beweis. Annahme: Es gibt keine solche endliche Menge M = {y1,...,ymn}, so daB} K C U Ue(yj)-
=1

Wir konstruieren durch vollstdndige Induktion eine unendliche Folge ()72, mit d(a:l,j xj) > e fir

i .

k=1:

Es sei ;1 € K beliebig.

kE—k+1:

Es seien x1,...,z; € K, so da d(z;, ;) > € fir 1 <i,5 < k und ¢ # j. Da die Umgebungen U, (x;)

k
fiir 1 < ¢ < k nach der Annahme K nicht iiberdecken, gibt es ein xx 11 & U Ue(z;). Damit ist auch
j=1
d(zgy41,x5) > efiiralle j € {1,...,k}. Somit gilt fiir jede Teilfolge von (x), daB sie keine Cauchyfolge
ist und damit nach Satz 7.2.2 nicht konvergiert. Damit enthélt (zj) also keine konvergente Teilfolge,
im Widerspruch zur Folgenkompaktheit von K. O

Lemma 7.2.2. Es sei (X, d) ein metrischer Raum, K C X folgenkompakt und L C K abgeschlossen.
Dann ist auch L folgenkompakt.

Beweis. Es sei (x1)72; mit x;, € L. Wegen der Folgenkompaktheit von K enthélt (x;) eine konver-
gente Teilfolge (zy,;)72; mit lim zy, = 2*. Dann ist 2* Beriihrpunkt von {zy,| j € N} und damit
J—00

auch Beriihrpunkt von L. Nach Satz 7.2.11 ist z* € L. O

Beweis. (Beweis von Satz 7.2.13):

7=

Es sei K C X kompakt, und (x)g2 sei eine Folge mit xj, € K.

Annahme: Die Folge (z) hat keinen Hiufungswert in K.

Dann gibt es fiir alle y € K ein § = 6(y) > 0, so da8 z € Us(,)(y) fiir héchstens endlich viele k € N
gilt. Wegen K C U ex Us(y)(y) ist U = {Us(,(y)| y € K} eine Uberdeckung von K. Wegen der
Kompaktheit von K hat U eine endliche Teiliiberdeckung

V= {Us, ()l 7 €{L,...,n}}.

Nach Konstruktion liegen hochstens endlich viele zj in jedem Uy, (y) und daher auch héchstens
endlich viele in

U Usy(wi) o K,
j=1

ein Widerspruch, da xj € K fiir alle k ist.

Damit hat (xj) einen Hiufungswert * € K und deshalb auch eine konvergente Teilfolge mit Grenz-
wert z* € K. Somit ist K folgenkompakt.

” <:77:

Es sei K C X folgenkompakt.

Annahme: Es gibt eine Uberdeckung ¢/ von K, die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt.
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Wir konstruieren durch vollstéindige Induktion eine Folge (x)32, mit x € K, so dal Uy—« () durch
keine endliche Teiliiberdeckung von U iiberdeckt wird.

k=0:
Nach Lemma 7.2.1 gibt es endlich viele Punkte y1 0, ..., ¥mq,0, so daf die Umgebungen U,-i(y;,;) mit
j € {1,...,mp} die Menge K iiberdecken. Dann gibt es mindestens ein jy € {1,...,mo}, so dal

Us-1(yj,) durch keine endliche Teiliiberdeckung von U iiberdeckt wird. Wir setzen g := yj; 0.
k—k+4+1:

Es werde nun Uy« (zy) durch keine endliche Teiliiberdeckung von U tiberdeckt. Nach Lemma 7.2.1
und 7.2.2 gibt es endlich viele Punkte y1 g 41, -, Ymy,, k+1, S0 daBl die Umgebungen Uy—(e+1) (Y5 k41)
mit j € {1,...,mgy1} die Menge Uy« (zy) iberdecken. Fiir mindestens ein jo € {1,...,mg41} wird
Uy k1) (Yjo,k+1) durch keine endliche Teiliiberdeckung von U iiberdeckt. Setze xy1 := yjo k+1-

Wegen der Folgenkompaktheit von K gibt es eine Teilfolge (xy; );";1 von () mit

lim 2, =2* € K.
j—oo 7

Da () wegen d(xy, zxy1) < 27% eine Cauchyfolge ist, ist auch

kli)n;o T =T .
Es gibt ein U* € U mit z* € U*. Da U* offen ist, gibt es ein € > 0 mit Uc(x*) C U*. Wir wihlen
ko derart, dal zp € U.jp(x™) fiir & > ko und wéhlen k1 > ko so, daB 2~k < ¢ ist. Nach der
Dreiecksungleichung ist dann Us—x, (2, ) C Ue(x*). Also wird Uy-«, (zk, ) von der einzigen Umgebung
U* € U tiberdeckt, im Widerspruch dazu, dafl U,—k, (zk, ) durch keine endliche Teiliiberdeckung von
U iiberdeckt wird. O

Zum Schluf dieses Abschnitts betrachten wir den Spezialfall (R", d) mit d(Z,7) = ||Z — ¥|.

Satz 7.2.14. Die Menge K C R" ist genau dann kompakt, wenn K abgeschlossen und beschrinkt
15t.

Beweis. 7="
Es sei K C R™ kompakt.

i) Annahme: K ist nicht beschrinkt.
Dann kénnen wir mittels einer vollstéindigen Induktion eine Folge ()3, mit ||Zo|| > 1 und
|| Zx+1]] > ||Z;]|+ 1 fiir alle j < k konstruieren. Es gilt dann ||Z; — ;|| > 1 fur alle 4, j mit i # j.
Fiir jede Teilfolge von (7)) gilt dann, daf sie keine Cauchyfolge und daher nach Satz 7.2.2 nicht
konvergent ist. Also ist K nicht folgenkompakt und daher nach Satz 7.2.13 nicht kompakt, ein
Widerspruch.
Also ist K beschriinkt.

ii) Es sei b ein Beriihrpunkt von K. Fiir alle k € N existiert dann ein ), € U; /k(g) N K. Also gilt
lim & = 5, und wegen der Folgenkompaktheit ist daher b € K. Damit enthélt K alle seine

k—o0

Beriihrpunkte und ist daher nach Satz 7.2.11 (ii) abgeschlossen.
77<::77

Es sei K C R™ abgeschlossen und beschrankt.
Weiter sei (Z))52, eine Folge mit 7} € K. Nach Satz 7.2.7 (Bolzano- Weierstrafl im R™) hat (Z%)
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mindestens einen Héufungswert und damit eine konvergente Teilfolge (Zx;)72; mit lim &, = ™.
J—00

Damit ist #* Berithrpunkt von K, und daher ist nach Satz 7.2.11 (ii) auch #* € K. Damit ist K
folgenkompakt, also nach Satz 7.2.13 auch kompakt. ]

7.3 Stetigkeit

Definition 7.3.1. Es seien p, ¢ € N. Mit F}! bezeichnen wir die Menge der Abbildungen f: X — Y
mit X C RP und Y C RY.

Wir verallgemeinern zunéchst die Grenzwertdefinition fiir den Fall p = ¢ = 1 (Definition 3.1.2).

Definition 7.3.2. Es sei p,g € N, X C RP, xg ein Haufungspunkt von X und f: X — RY9. Dann

—

heifit @ € R? Grenzwert von f(Z) fiir & gegen &y (Schreibweise: lim f(&) = @), wenn fiir alle € > 0
Tr—T0

ein 0 = §(e) existiert, so daB fiir alle # € X mit 0 < ||Z — Zo|| < 8 dann ||f(Z) — @] < € gilt.
Bemerkung 7.3.1. Wie im Fall p = ¢ = 1 148t sich die Bedingung in Definition 7.3.2 wieder mit
dem Umgebungsbegriff ausdriicken:

Ve > 030 =6(e), sodab VZ e (X\{Zo}) NU;(@) gilt: f(Z) € U(@).

Satz 7.3.1. (Folgenkriterium)
Es seien p,g € N, X C RP, f: X — RY und x¢ ein Hdaufungspunkt von X. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

—

i) lim (@)

x—)fo

a.

—

it) Fir jede Folge (2,)22, mit Z, € X\{Zo} und lim Z, = Zp gilt lim f(Z,) =a.
n—oo n—oo

Beweis. Der Bewies verlauft fast wortlich exakt wie der Beweis von Satz 3.1.1, wobei lediglich der
Betrag | - | durch die Norm || - || zu ersetzen ist. O

Aus dem Folgenkriterium und Satz 7.2.3 folgt sofort, dafi die Existenz des Grenzwerts einer Funktion
zur Existenz der Grenzwerte fiir die Komponentenfunktionen dquivalent ist.

Satz 7.3.2. Es seien p,q € N, X C RP, f: X — RY und xy ein Hdaufungspunkt von X. Weiter

—

sei f(Z) = (fi(@),..., fq(Z)) und @ = (a1,...,aq). Dann gilt genau dann lim f(Z) = d, wenn
T—TQ

lim f;(Z) = a; fir alle j € {1,...,q} gilt.

T—T0

Aus dem Folgenkriterium und aus Satz 7.2.4 ergibt sich

Satz 7.3.3. Es seienp,q € N, X C RP und x¢ ein Hiufungspunkt von X. Weiter seien f, g: X - R
und A: X — R. Dann gilt



i) lim f() - §(@) = (lim f(f)) : (Jir{l 5(@)

54)50 f‘)fo Tr—TQ
i) lim |[f(Z)]| = || lim f(Z)]|
T—XT0 T—T0

Definition 7.3.3. (Stetigkeit)
Es seien p,q € N.

i) Es seien X C RP, f: X — R? und #y € X. Dann heifit fin xo stetig, wenn fiir alle € > 0 ein

0 = 0(e, xp) existiert, so daf§ fiir alle ¥ € X mit ||Z — Zy|| < 0 dann ||f(Z) — f(Zo)|| < € gilt.

ii) Weiter heifit fauf X stetig, wenn fin jedem Iy € X stetig ist.

Bemerkung 7.3.2. Die Stetigkeit &t sich auch mit dem Umgebungsbegriff wie folgt ausdriicken:

—

Ve > 036 = (e, z0), so daB V& e X NUs(Z) gilt:  f(&) € U(f(Zo)).

Bemerkung 7.3.3. Ist &y ein isolierter Punkt von X, so ist f in Ty immer stetig.

Aus den Definitionen 7.3.2 und 7.3.3 ergibt sich sofort

Satz 7.3.4. FEs seien p,q € N, X C RP, f: X = RY und zg ein Hiufungspunkt von X. Dann ist f
in Zy genau dann stetig, wenn lim f(Z) = f(Zo).
T—T0

Daraus ergibt sich, dafl auch die Stetigkeit ”komponentenweise” iiberpriift werden kann.

Satz 7.3.5. Es seienp,q € N, X CRP, f: X — R? und zo € X. Zudem gilt f(Z) = (f1(Z), ... , fq(Z)).
Dann ist fgenau dann in Xy stetig, wenn f; in Zo stetig ist (fir alle j=1,...,q).

Beweis. Ist Ty ein isolierter Punkt von X, so sind nach Bemerkung 7.3.3 f und die f; in 7y stetig.
Es sei dann also 7y ein Haufungspunkt von X. Dann gilt

— —

fstetigin@y <  lim f(%) = f(T)
S. 4TIy

3.
P, () = f;(2o) firalle j € {1,...,
ST52 ot fi(Z) = f;(Zo) fiir alle j € { n}
PR 0 0 stetie fiir alle 7 € (1. .. .
5734 fj in T stetig fir alle j € {1,...,n}

O]

Satz 7.3.6. Es secien p,q € N, X C RP und x¢g € X. Weiter seien ﬁg: X >R A X — R und
fyd, A in 2y stetig. Dann sind auch folgende Abbildungen in Xy stetig:

i) [+
i) A f
iii) f- g
iv) |1 £l

Beweis. Ist Ty ein isolierter Punkt von X, so sind alle erwihnten Funktionen dort stetig. Ist Zp ein
H&aufungspunkt von X, so folgt die Behauptung aus Satz 7.3.3 und Satz 7.3.4. O
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Satz 7.3.7. (Stetigkeit der Komposition)
Es seien p,q,r e N, X CRP, Y CRY, e X, jo €Y, g: X =Y, f: Y = R" und §(Zy) = ¥o-
Weiter sei g in Zy und f in gy stetig. Dann ist auch f o g in g stetig.

Beweis. Wir konnen wieder annehmen, dafl Zy ein Haufungspunkt von X ist. Es sei (wj);2; mit
lim Wy = &y. Nach Satz 7.3.4 ist

k—o0

—

lim §(ax) = §(7o) wnd  lim f(G(dr)) = f(d(70))-

k—o0

Wiederum nach Satz 7.3.4 folgt die Stetigkeit von f og. 0

Die Stetigkeit einer Abbildung 1d8t sich wiederum mit Begriffen der Topologie formulieren. Wir
beginnen mit dem Spezialfall der topologischen Rdume R” und R? sowie einerAbbildung f: RP — RY,
die auf dem gesamten Raum RP definiert ist.

Satz 7.3.8. Es sei f: RP — RY9. Dann st fgenau dann auf RP stetig, wenn das Urbild jeder offenen
Menge von R? wieder offen ist, d.h. wenn f~1(O) fiir alle offenen Mengen O C RY eine offene Menge
von RP gst.

Beweis. Es sei O C RY eine offene Menge und & € f~1(0). Dann ist Yo = f(i) € 0. Da O offen
ist, existiert ein € > 0, so dal U.(%y) C O ist. Wegen der Stetigkeit von f in %y existiert ein d>0,so
daB f() € Ue (yo) und damit f(Z) € O fiir alle & € Us(Zo) ist. Damit ist Us(Zo) C FH0). Also ist
jedes Zy € f~1(0) innerer Punkt von f~1(0). Nach Satz 7.2.9 ist f~1(O) offen. O

Die in Satz 7.3.7 beschriebene Eigenschaft stetiger Abbildungen dient zur Definition der Stetigkeit
von Abbildungen zwischen topologischen Rdumen.

Definition 7.3.4. Es seien (X,7T) und (Y, .S) topologische Rédume. Eine Abbildung f: X — Y heifit
stetig, falls fiir alle O € S dann f~1(0) C T gilt.

Ist f nicht auf dem gesamten Raum, sondern nur auf einer Teilmenge W C X definiert, so kann die
Stetigkeit mittels der sogenannten relativen Topologie definiert werden.

Definition 7.3.5. Es sei (X,T) ein topologischer Raum und W C X mit W # (. Eine Teilmenge
Ow C W heifit relativ offen (bzgl. W), falls es eine Menge O C T mit Oy = O N W gibt.

Satz 7.3.9. Es sei (X,T) ein topologischer Raum und W C X mit W # (. Weiter sei T‘W die

Menge der relativ offenen Teilmengen von W. Dann ist (W, T|W) etn topologischer Raum.

Beweis. i) Die Mengen W = X N W und @ = () N W sind nach den Definitionen 7.2.11 und 7.3.5
relativ offen.

ii) Es seien O%),O%) relativ offen. Dann existieren OM, 0®) e T mit O%,) = 0W NW und
O = 0@ N W. Dann ist Of) N0 = (0W NO@)nW T,

iii) Es seien O‘(,{,) relativ offen fiir j € J. Dann existiert ein OU) € T mit O‘(/{,) = 0U)NW. Dann ist

Yoy =(JoV|nwert|,.

jedJ jedJ

Nach Definition 7.2.11 ist (W, T |W) ein topologischer Raum.
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Definition 7.3.6. Es seien (X,7') und (Y, S) topologische Rdume. Weiter sei W C X mit W # 0.
Eine Funktion f: W — Y heifit stetig, falls fiir jede Menge O, die bzgl. f(W) relativ offen ist, die
Menge f~1(O) relativ offen bzgl. W ist.

Bemerkung 7.3.4. Fiir den Fall W = X stimmt Definition 7.3.6 mit Definition 7.3.4 {iberein.

Satz 7.3.10. Es seien p,q € N und W C RP mit W # (). Dann heifst W = R stetig auf W (im
Sinne von Definition 7.3.3 (ii)), wenn es stetig im Sinne von Definition 7.3.6 ist, wobei RP bzw. RY
mit der Topologie der metrischen Rdaume (RP,d) bzw. (RY,d) versehen sind.

Beweis. ohne Beweis. O

Satz 7.3.11. Es sei (X, T) ein topologischer Raum und K C X mit K # (). Dann ist K genau dann
kompakt, wenn K bzgl. der Topologie (K,T‘K) kompakt ist.

Beweis. 7=":
Es sei K kompakt. Es sei U eine Menge von (bzgl. K) relativ offenen Teilmengen U C K, die K
iiberdecken, d.h.

K=|JU.

veld

Nach Definition 7.3.5 gibt es zu jedem U ein offenes U(U) € X mit U(U) € T, so daB U = KNU(U).
Somit ist 4 = {U(U| U € U} eine Uberdeckung von K. Nach Definition 7.2.10 (Kompaktheit) ist
U eine endliche Teiliiberdeckung V = {U(U;)| j € {1,...,n}}. Dann ist V = {U;| j € {1,...,n}}
eine endliche Teiliiberdeckung von . Nach Definition 7.2.10 ist K kopmpakt (bzgl. der Topologie
(K, T],.)).

T

Wir verzichten auf den Beweis der Riickrichtung. O

Satz 7.3.12. (Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt)
Es seien (X, T) und (Y, S) topologische Raume. Weiter sei K C X kompakt, und f: K —Y sei auf
K stetig. Dann ist auch f(K) kompakt.

Beweis. Es sei V eine Uberdeckung von f(K). Dann sind alle V € V relativ offen (bzgl. f(K)). Dann
ist
K={]Jr'mw.
Vey

Nach Definition 7.3.6 ist f~!(V) relativ offen bzgl. K fiir alle V € V. Also bildet U = {f~1(V)|V € V}
eine Uberdeckung (bzgl. der Topologie (K,T‘K) von K). Damit ist K nach Satz 7.3.11 auch bzgl.
der Topologie (K,T’K) kompakt.

Daher hat U eine endliche Teiliiberdeckung Ueng = {f~1(V;)| 7 € {1,...,m}} mit V; € V. Dann ist
Vend = {Vj| j € {1,...,m}} eine endliche Teilmenge von V. Also ist f(K) kompakt bzgl f(X) und
nach Satz 7.3.11 auch kompakt bzgl. der Topologie (Y, 5). O

Wir kommen nun zu einer Anwendung auf den Fall (X,7T) = (RP,d), (Y, 5) = (R?,d) und d(Z,¥) =
|7 = 9[-

Satz 7.3.13. FEs seien p,q € N, K C RP kompakt und f: K — R? sei auf K stetig. Dann ist auch
f(K) kompakt.

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 7.3.12. O
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Wir kommen nun zum wichtigen Spezialfall ¢ = 1.

Satz 7.3.14. (Annahme der Extremwerte)
FEs seien p € N, K C RP kompakt und f: K — R sei auf K stetig. Dann nimmt f auf K Mazimum
und Minimum an, d.h. es gibt Tpmaz, Tmin € K mit f(Zmin) < f(&) < f(Zmae) fir alle T € K.

Beweis. Nach Satz 7.3.12 ist f(K) kompakt, also nach Satz 7.2.14 abgeschlossen und beschrinkt.
Damit besitzt die Menge f(K) ein endliches Infimum s = inf{f(K)} und ein endliches Supremum
S =sup{f(K)}. Da f(K) abgeschlossen ist, gilt 5,5 € f(K). O

Definition 7.3.7. (gleichméBige Stetigkeit)
Es seien p,q € N, M C R? und f M — RY. Dann heifit f gleichméfig stetig auf M, wenn es fiir

alle € > 0 ein § = d(e) > 0 gibt, so daB ||f(Z1) — f(Z2)|| < € fiir alle &, Ty mit ||F] — || < 0 gilt.

Satz 7.3.15. (gleichmdflige Stetigkeit auf kompakten Mengen)
Es seien p,q € N, K C RP kompakt und f K — RY stetig. Dann ist f auf K gleichmdfig stetig.

Beweis. Es sei € > 0 gegeben. Nach der Definition der Stetigkeit (Definition 7.3.3) gibt es zu jedem
7€ K ein 6(Z) > 0, so daf fiir alle x € Ussz)(2) gilt

L . €

1£(@) = f2)l < 5. (1)

Es bildet U = {Uyz(%)| Z € K} eine Uberdeckung von K. Wegen der Kompaktheit von K hat I/ eine

endliche Telluberdeckung, d.h. es gibt {z1,..., 2}, sodaB K CV = {Usz,)(%)| j € {1,...,m}} ist.

Es sei § = d(e) := min{d(2})| j € {1,...,m}}. Weiter seien &1,2» € K mit || — Z2|| < §(¢). Dann

gibt es ji,72 € {1,...,m} mit ||Z1 — 2}, || < d und ||Z2 — Z},|| < 0. Nach der Dreiecksungleichung ist
dann

125 = Zpll <125 = Zull + 171 = Zaf[ + (|72 — 2] < 36.

Wegen (1) folgt

NF @) = f@)I < If (@) = FE+FE) = FER)I+ 17 (Z) = F(@)]] <e

A-Ugl.

7.4 Partielle Differenzierbarkeit

Definition 7.4.1. Es seien p,q € N, X C RP offen und %y ein innerer Punkt von X. Dann heifit eine
Funktion f: X — RY in & partiell differenzierbar nach z;, wenn fiir alle j € {1,...,p}

J(d@o + hey) — f(7) if

h—0 h - 8.%’]‘

(7o)

0 ~
existiert. Dann heift 9f partielle Ableitung von f nach x; (in Zp). Andere Schreibweisen sind
Tj

—

a‘zj f(#@o) oder fo, (Zo).
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Bemerkung 7.4.1. Nach Satz 7.2.3 kénnen die partiellen Ableitungen ”komponentenweise” ermit-
telt werden. Ist f = (f1,..., fq), so ist

o _ (38, 28)

oz dzr1’ " Oy

mit j € {1,...,p}.

Die Bestimmung der partiellen Ableitungen kann also auf den Fall ¢ = 1 zuriickgefiihrt werden.
Fiir ¢ = 1 hingt der Begriff der partiellen Ableitung eng mit dem Begriff der Ableitung aus Definition
3.7.1 zusammen:

Es sei £y = (21,0,...,2p0). Setzen wir g;(z;) = f(z1,0,...,%j,...,2p0), so ergibt sich aus Definition
7.4.1 of () (2;0)
: 9i\Tj) — 9j{X5,0 /
——(z0) = lim = g:(x;
Ox;j (z0) T;—Tj0 Tj— x50 g]( 50)

Wir sehen schon, daf die einzige ”wirkliche Variable” die Variable z; ist. Fiir ¢ # j nimmt z;
jeweils den festen Wert ;¢ an und wird als Konstante behandelt. Die Regeln fiir die Bestimmung
der partiellen Ableitung ergeben sich daher aus den alten Ableitungregeln.

Beispiel 7.4.1. Es sei f: R = R, (2,9,2) — f(z,y,2) = xyeY?. Bestimme die partiellen Ableitun-
gen von f.

Losung;:

Es werden jeweils die zwei anderen Variablen als Konstante behandelt. Man erhélt

2 (ayer) = yer
E" (xye¥?) = xeyza—(y) + :L‘ya—eyz = ze¥* + xyzeV®
Yy Y Y
5 (xye¥?) = zy’eV?
z

unter Verwendung der Produkt- bzw. Kettenregel.

Es stellt sich nun heraus, dafl der Begriff der partiellen Ableitung noch nicht geeignet ist, den Begriff
der gewohnlichen Ableitung zu verallgemeinern. Nach Satz 3.7.3 folgt aus der Differenzierbarkeit einer
Funktion in einem Punkt auch deren Stetigkeit. Hingegen folgt aus der partiellen Differenzierbarkeit
einer Funktion mehrerer Variablen nicht deren Stetigkeit, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 7.4.2. Die Funktion f: R? — R sei durch

fla y)z{ ﬁyy? fir  (z,y) # (0,0),
| 0  fir (z,y)=(0,0)

definiert. Die Stetigkeit und die Existenz der partiellen Ableitungen fir (z,y) # (0,0) sind klar.
Existenz der partiellen Ableitungen und Stetigkeit sind also nur noch im Ursprung (z,y) = (0,0) zu
untersuchen. Aus Definition 7.4.1 ergibt sich

z-0

f2(0,0) = lim e = lm0=0

) 0-y .

Die partiellen Ableitungen f, und f, existieren also auch fiir (z,y) = (0,0). Wir untersuchen nun
die Stetigkeit von f in (0,0) mit dem Folgenkriterium:
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Fiir t € R betrachten wir die Folge #),; = (%, %) Die Punkte der Folge ndhern sich dem Ursprung
(0,0) also auf der Geraden y = tx. Es ist

. - . t/n? t
i f(@ne) = Jim, A+)/n2 1+

Der Grenzwert héingt also von t ab. Nach dem Folgenkriterium miifite er im Falle der Stetigkeit fiir
alle t derselbe sein. Damit ist f in (0,0) nicht stetig.

Eine einfache Rechnung zeigt, daf§ die partiellen Ableitungen der Funktion f in Beispiel 7.4.2 im
Nullpunkt nicht beschrankt sind. Aus der zusétzlichen Forderung der Beschrinktheit der partiellen
Ableitungen folgt nun tatséchlich die Stetigkeit der Funktion f.

Satz 7.4.1. Es seien p € N, X C R? offen und f: X — R. Samtliche partielle Ableitungen 887]; von
fmitl <j<pmdgen auf X existieren und seien dort beschrinkt. Dann ist f auf X stetig.

Beweis. Es sei

of
81‘]'
fir alle Z € X und &y € X. Da &y ein innerer Punkt von X ist, gibt es ein dg > 0, so daf fiir alle
Z € RP ein 7y € X mit

<M (1)

|17 — Zol| < do (2)

gibt. Fiir festes ©* € Us,(Zo) definieren wir die endliche Folge (%)) mit 1 < k < p wie folgt: Es sei

P
=2y + E P €.

m=1

Dann sei
k
_’k = _'0 + Z hmgm

m=1

Es ist »
F@) = f(@o) + ) _(f(@r) — f(Tr-1)) (3)
k=1

Wir wenden nun den Mittelwertsatz (Satz 3.9.3) auf die Funktionen
vk [0,hk] = R (bzw. [hy, 0], falls by < 0), t = pr(t) = f(Zr_1 + tex)
an. Wir haben ¢ (0) = f(Zx—1), vx(hx) = f(Z%) und
F(@) = f(@k-1) = er(he) — 0i(0) = @}, (&)

fiir & € (0, hy). Es ist

01 (&k) = gg{;(_’k—l + &kek)
und damit
|f (@) — f(@r-1)| < I M. (4)
Aus (3) und (4) folgt
7% = fn] < (g ) o o)
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Es s<(—:'i)e > 0. Wir setzen ¢ := min{do, ;77 }, und es sei || — Zo|| < §. Wegen maxi<p<p by < § folgt
aus (9

[f(@) = f(Zo)| <e.
O

Die gesamte Information iiber die partiellen Ableitungen einer Funktion kann in der Funktionalmatrix
gesammelt werden.

Definition 7.4.2. i) Es seien p,q € N, X C RP offen, Zy € X und f: X — R? mit f =
(fi,..., fq). Die partiellen Ableitungen %(fo) mogen fiir j € {1,...,q} existieren. Dann ver-

—

steht man unter der Funktionalmatrix oder Jacobimatrix %(a’;’o) (von f in i) die Matrix

=
T

ON(Zo)  9f1(Zo)
- Ox oz
of _ . o (31‘}; (:EO))
oF : : -\ Ox; 1<i<
’ 0fg(To)  0fy(d0) K 1720
0z, Oxy,

—

In der i- ten Zeile von g—é stehen also die partiellen Ableitungen der j- ten Komponentenfunk-

tion, in der j- ten Spalte die partiellen Ableitungen simtlicher Komponentenfunktionen nach

der i- ten Variable. Die Matrix % ist vom Typ (q,p).

ii) Im Spezialfall ¢ = 1 heifit

grad f (&) = <8f(fo) 3f(:ﬁo)>

dxy T Oy

der Gradient von f in Zp.
Der Gradient ist also die einzige Zeile der einzeiligen Funktionalmatrix.

7.5 Totale Differenzierbarkeit

Wir haben in Beispiel 7.4.2 gesehen, dafl aus der partiellen Differenzierbarkeit einer Funktion nicht
deren Stetigkeit folgt. Die partielle Differenzierbarkeit einer Funktion mehrerer Variablen ist da-
her als Verallgemeinerung der Differenzierbarkeit einer Funktion einer Variablen nicht gut geeignet.
Bei der Suche nach einer guten Verallgemeinerung lassen wir uns daher von Satz 3.7.1 leiten. Die
Differenzierbarkeit einer Funktion f einer Variablen ist zur linearen Approximierbarkeit dieser Funk-
tion dquivalent:

Es gibt ¢ € R, so daBl

f(z) = f(zo) + c(z — z0) + 1(z) (*)
mit
i 7@ g,

T—TQ ’{I,‘ — x()’ o

Bei mehreren Variablen tritt an die Stelle der linearen Funktion L(z) = f(zo) + c(z — xo) die
affine Abbildung L(Z) = f(Z) + (C(Z — Zo)")T mit einer Matrix C.
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Definition 7.5.1. (totale Differenzierbarkeit)
Es seien p,q € N, X C RP offen, #y € X und f: X — R? Dann heifit f in 7y (total) differenzierbar,
falls eine Matrix C' vom Typ (¢, p) und eine Funktion #: X — R mit

lim _,74(371
=i ||& — 20|

=0

existieren, so dafl

— —

f(@) = f(Zo) + (C(T — Zo)")" + (@)
gilt.

Bemerkung 7.5.1. Der Begriff total differenzierbar wird verwendet, wenn der Gegensatz zur bloflen
partiellen Differenzierbarkeit betont werden soll.

Definition 7.5.2. Es seien p,q € N und C eine Matrix vom Typ (g,p). Unter der Norm von C
(Schreibweise ||C||) versteht man

1C]| := sup{[|(CZ")T||: Z € R, ||Z]| = 1}.
Satz 7.5.1. Es seien p,q € N und C' eine Matriz vom Typ (q,p). Dann gilt
i) Esist ||C|| < oo.
i) Fir £ € RP dst |[(CZ)T|| < [|C|| - ||Z]].

iii) Die Abbildung Lo RP — RY, Z — (CZT)T ist auf RP stetig.

Beweis. i) Es sei C' = (c¢ij)1<i<q mit den Zeilenvektoren ¢ = (ci1, ..., ¢ip). Es sei & € RP.
1<j<p
Dann ist
Cl - T
cil =
Cq @

Nach der Cauchy- Schwarzschen Ungleichung ist |¢; - Z| < ||&]| - ||Z]], also

CEY T < q- (max Hau) ,

1<i<q
falls ||Z]| = 1 ist. Damit ist ||C|| < oc.

ii) Fir @ = 0 ist die Behauptung klar. Es sei nun also Z # 0. Dann ist ¢ = ﬁ ein Einheitsvektor,
d.h. ||#]| = 1. Nach Definition 7.5.2 ist ||(CoT)T|| < ||C|| - |||, und damit

lcezH I < ol - 12l N2l = [1C]] - 11Z]].

iii) Es seien %y, & € RP. Nach (ii) ist
1(Cz")" = (Czg) || < |IC]] - |IF — Zol|.

Damit ist

Nach Satz 7.3.4 ist EC in Zj stetig.
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Satz 7.5.2. (Aus totaler Differenzierbarkeit folgt Stetigkeit)
Es seien p,q € N, X C RP offen, Zp € X und f: X — R?. Weiter sei f in &y total differenzierbar.
Dann ist f in Ty stetig.

Beweis. Nach Definition 7.5.1 ist

— —

F(@) = f(&@o) + (O — o))" +7(2).

Nach Satz 7.5.1 ist die Abbildung & — (C(Z — Zp)")T auf RP stetig. Die Abbildung Z — #(Z) ist in

# = ¥y nach Satz 7.3.4 wegen lim 7(7) = 0 stetig. O
T—T0

Satz 7.5.3. Es seien p,q € N, X C RP offen, 7y € X und C eine Matriz vom Typ (q,p). Weiter sei
7: X — R? mit lim _T(ixZ:O undf: X — R? mat
= ||Z — X0

(@) = f(@) + (C@F - 50)")" + (&), (%)

d.h. JF ist nach Definition 7.5.1 in Ty total differenzierbar. Dann ist f auch partiell nach allen Va-
riablen differenzierbar. Die Matriz C' in (x) ist eindeutig bestimmt. Es ist

of .
C == i(x())v
or
die Funktionalmatriz von [ in Zy.
Beweis. Es sei
C]_]_ e Cl] o oee Clp
O = Cil e Cij . e Cip
qu ... cqj ... cqp

und f: (fi,..., fq). Fir k € {1,...,p} bilden wir fiir h # 0 den Differenzenquotienten

f(@o + he)) — f(@)  WMCEN" 7@ + hé))
n T n (1)

Dabei ist Cé;r die j- te Spalte der Matrix C, also

(Ce))" = (cjn- - cqh)- (2)
Weiter ist (o 1 b))
. T(@o + nej .
lim ——= = 0.
hs0 h 0 )
Aus (1), (2) und (3) und Definition 7.4.1 folgt
@ + hey) — f(do) ofy  0f
1 =(C1jy.-yCqj) = | ==, 0, 2
hli)r%) h (61]7 ’ Cq]) awj ’ ’ 81']
Nach Definition 7.4.2 ist C = %(fo). O
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Satz 7.5.4. Es seien p,q € N, X C RP offen, Ty € X und f: X — R9. Weiter sei fm X nach allen
Variablen partiell differenzierbar, und die partiellen Ableitungen seien in Io stetig. Dann ist f in Ty
total differenzierbar.

Beweis. Wir beschrénken uns auf den Fall ¢ = 1. Der allgemeine Fall kann darauf zuriickgefiihrt
werden, indem man die Komponentenfunktionen betrachtet.
Es sei also f: X — R und Zy € X. Da #y ein innerer Punkt von X ist, gibt es §o > 0, so daf3

Us,(Zo) C X ist. Es sei € > 0 gegeben. Wegen der Stetigkeit von 57]; in Zy gibt es § mit 0 < § < do,

so daf
of
Ox;j

o (@) - §i<><e )

fiir alle j € {1,...,p}, falls ||Z — Zo|| < ¢ ist.
Wie im Beweis von Satz 7.4.1 definieren wir fiir festes &* € Us(Zp) die Folge (Z%): es sei

p
=T+ g hm€m
m=1

mit || < . Dann sei

Nach dem Mittelwertsatz ist

of .
i(xkq + £k€l)
Tk

- S of of ., - aof
10~ ) = b g @) < Il |5 G+ 680 - 5@ < .
Also gilt
|f(f*)_f(a‘:'0)—|—<ax( 0) - (" — &) ) _eZ|hk|.
k=1
Nach Definition 7.5.1 ist f in Zp total differenzierbar. O

7.6 Differentiationsregeln

Satz 7.6.1. (Ableitungen von Summen, Produkten und inneren Produkten)
Es seien p,q € N, f GE FF und \ € ]:1 Falls fiir £y € RP die partiellen Ableitungen gg , gf bzw.

5% existieren, dann existieren sie auch fir f + 7, f -G und - f, und es gilt

r+9) = 8x]f+8x]

B of = ( 0g
Ox;j ) = <8mj> g <8x3>
0 2 oA > af
axj( ) = <8x]> U 3x]
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Beweis. Diese Regeln folgen unmittelbar aus Definition 7.4.1 und aus den Regeln fiir die Ableitung
von Funktionen einer Variablen. O

Satz 7.6.2. (Kettenregel)

Es seien p,q,r € N, X C RP und ¥ C R? offen sowie f: X — Y und §: Y — R". Es sei
o € X und f(Zo) = yo. Die Funktion [ sei in Ty und g in o total differenzierbar und haben die
Funktionalmatrizen %(fo) und g—g(gjo). Dann ist auch die Komposition o f in Ty total differenzierbar
und habe die Funktionalmatrix

gof),.. 97, . Of

(Zo)-

Beweis. Nach Definition 7.5.1 und Satz 7.5.3 ist fiir alle £ € X und fiir alle ¥ € Y

und

mit Abbildungen 7, s, fiir die

lim % =0 und lim %
=3 || T — o g0 || — ol

gilt. Wir wenden (1) und (2) mit 4o = f(Z) und ¥ = f(Z) an und erhalten

- T
(Go)(@) = § f(*o)+<af(fo)-(f—fo)T> +7(Z)

57
o G, . o\ e
_ g<y0>+(8g<yo>-<y—yo>) T @)
o7 (oF . . N\
= §(f(&)) + afyq(yo) %(wo)‘(x—ﬂﬁo) + 7(Z) +5(f(2))
o feg,of L N
= g + | ) Pew) - @) ) i@
mit .
N7
() = (65< ) r<m>T> T s(f@)
Nach Satz 7.5.1 ist .
‘ (g;@m - f(f)T) < Hgg,<go> @)
Also ist T
i 1 . @* ADTY) =0
b gy (o) 79) =0 ?
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Wir setzen

(@) oo
B = 4 Twn ¥ # o,
0 fir ¥ = 1.
Dann ist lim #(7) = 0 fiir & # & und
Y=o
D) e o
Hi('_( —'O)H = U(f(Z)) - W(Z),
wobei . .
oo _ (@) = F(@0)]l
W(Z) —
|7 — Zol|
auf Us(Zp) fur hinreichend kleine § > 0 beschrénkt ist. Es folgt
lim @) _ g (4)

i—Zo || — Zo]

Aus (1), (2), (3) und (4) folgt

mit

Nach Definition 7.5.1 und Satz 7.5.3 folgt die totale Differenzierbarkeit von g o f in &y mit

dgof) .. 97, .. of
oz (To) = @(yo) 0%

(Zo)-

7.7 Richtungsableitung

Bei der Bildung der partiellen Ableitung

of o\ _ 1. [(@ + hej) — f(Zh)
By, o) = [ n

spielen nur die Werte von f auf der Geraden ¥ = &y + he€j, deren Richtung durch den j- ten Ein-
heitsvektor €; gegeben ist, eine Rolle. Betrachtet man stattdessen eine beliebige Gerade durch Zy, so
kommt man auf das Konzept der Richtungsableitung.

Definition 7.7.1. Es sei p € N, X C RP offen und @y € X. Es sei f: X — R und v € RP mit
||7]| = 1. Dann heiit f in Richtung ¢ differenzierbar, falls der Grenzwert

De( () = lim 10D S

existiert. Dann heifit Dz(f)(xo) die Richtungsableitung von f in Richtung ¥ im Punkt .
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Bemerkung 7.7.1. Wie schon in der Einleitung ausgefiihrt, ergibt sich fiir 7 = €} gerade die partielle
f

Ableitung 597]
Satz 7.7.1. Es seip € N, X C RP offen und Zy € X. Zudem sei f in Ty total differenzierbar. Dann
existieren im Punkt %y fir alle v € RP mit ||U]| = 1 die Richtungsableitungen von f in Richtung U,
und es ist Dz(f)(Zy) = U - grad f.

Beweis. Nach der Definition der totalen Differenzierbarkeit (Definition 7.5.1) ist fiir alle A mit Zo +
hv e X

f(Zo + ht) = f(Zo) + hi(grad f) + r(Zo + hv),
mit lim 20+ RY)

— 0. Bs folgt
RN 0. Es folg

L J o+ b)) — (@)
h—0 h

=¥ grad f
O

Satz 7.7.2. Es seip € N, X C RP offen, ¥y € X und ||U]| = 1. Zudem sei f: X — R in &y total
differenzierbar. Dann ist |Dg(f)(Zo)| < || grad f]|.
FEs ist genau dann Dy(f)(Zo) = grad f, wenn grad f = 0 oder ¥ = X - grad f mit A > 0 gilt.

Beweis. Dies folgt aus Satz 7.7.1 und der Cauchy- Schwarzschen Ungleichung. O

Bemerkung 7.7.2. Stellt man die Frage, in welche Richtung die Funktion f am stirksten wichst,
d.h. fiir welchen Einheitsvektor ¢ die Richtungsableitung Dz(f)(xo) am grofiten ist, so liefert Satz
7.7.2 die Antwort: in Richtung des Gradienten.

Der Gradient gibt somit die Richtung des stédrksten Anstiegs der Funktion f an.

Beispiel 7.7.1. Es beschreibe f(x,y, z) das Quadrat der Entfernung von Z = (x,y, z) vom Ursprung
0=(0,0,0). Es ist also

f: R3S R, (:c,y,z)—>f(x,y,z):x2+y2+z2.

Dann ist grad f = 2(z,y, z). Befindet sich ein Objekt im Punkt & = (z,y, 2), so kann es sich am
schnellsten vom Ursprung entfernen, indem es sich in Richtung & bewegt.

7.8 Ableitungen héherer Ordnung
Definition 7.8.1. Es seien p,q € N, X C R? offen und 7y € X. Weiter seien j, k € {1,...,p}.

i) Die partielle Ableitung % moge in allen ¥ € X existieren. Existiert die partielle Ableitung
o (af
(%cj 8.%'k

(Zp) (oder f;kx])

in £ = Zy, so schreibt man dafiir

Pf
81’k81‘j

Ableitungen der Form ﬁ heiflen partielle Ableitungen zweiter Ordnung.
g 8Ika:ﬂ]
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ii) Partielle Ableitungen hoherer Ordnung werden induktiv definiert:

Die Ableitung m- ter Ordnung #

8$] m

0 onf
8a:jm+1 8xj1 e 8x]~m

) (Zo) schreibt man dann auch

moge in £ € X und in ¥ = ¥y moge

omy

ale ...azpjm

existieren. Fiir 5 9 <
'Z'J'rrH»l

8m+1f’

81’j1 e 8xjm8xjm+1

(Zo)

und nennt es eine partielle Ableitung (m + 1)- ter Ordnung.

Beispiel 7.8.1. Essei f: R? — R, (x,%,2) — f(x,%,2). Dann gibt es sechs "gemischte” Ableitungen
dritter Ordnung, die Ableitungen nach allen drei Variablen umfassen:

Bf o3f O3 f Bf 03f and Bf
0xdy0z’ 0x0z0y’ Oydxdz’ 0Oydz0x 0z20x0y 020ydx”
Haben diese Ableitungen alle denselben Wert, d.h. ist der Wert unabhéingig von der Reihenfolge der
Differentiationen?

Dies wiirde folgen, wenn wir zeigen kénnten, dafl die Ableitungen zweiter Ordnung von f und deren
drei Ableitungen erster Ordnung unabhéngig von der Differentiationsreihenfolge sind. Es folgt dann

Bf D2 (f.) = 0? O = (9 0*f _ 0 ?rN\ _ 0f
0xoydz  Oxdy "~ dyox ' * 0xdz) 0Oy \0z0x) 0Oydz0x
— = - o (oo o
o Qyoz " 0z0y " 020ydx 0z \Oydx ) 0z \ Oxdy
3 f 0? 0? Bf
N 828x8y 020x (fy) = 0x0z 9202 ) = 01020y

Das Beispiel legt jedenfalls nahe- und es ist auch beweisbar- daf} sich die Fragestellung der Vertau-
schung der Differentiation auf den Fall einer skalaren Funktion zweier Variablen reduzieren laf3t:
Es sei f: X — R mit X C R? zweimal partiell differenzierbar. Wann gilt

J xy — J ym? (1)
Das folgende Beispiel zeigt, dafl dies nicht immer gelten braucht.
Beispiel 7.8.2. Es sei f: R? — R durch

1:2—y2
f(xay) = Ty m fiir <$17$2) 7é (0;0),
0 fir (z1,22) = (0,0)
gegeben. Fiir (z,y) # (0,0) ist
il 2a(2” +y*) — 22(a” — y? a? —y° zy?
fo@y) =y 5 sty ( 2> 2(2 ):y- st s
4 +y (2% +y?) 2 +y (22 + 32)
und o 2
et A
o) = oy (22 + %)%

Daraus ergibt sich f;(0,0) = f,(0,0) = 0. Es ist f;(0,y) = —y und f, = (2,0) = z und damit
f2y(0,0) = —1 und fy,(0,0) = 1.
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Um die Vertauschbarkeit (1) zu gewihrleisten, miissen also zusitzliche Forderungen an die Funktion
f gestellt werden. Es stellt sich heraus, dafl die Stetigkeit der zweiten Ableitung hinreichend ist.

Satz 7.8.1. (Schwarz)
Es sei X C R?, X offen und nichtleer, sowie f: X — R. Die Ableitungen zweiter Ordnung fu, und
fyz mogen in X existieren und seien stetig in o = (xo,y0) € X. Dann ist foy(z0,Y0) = fyz(Z0,y0)-

Beweis. Es seien h, k € R, so da3 (xg + 01h,yo + dok) € X fiir alle 41, J2 mit 0 < 01,2 < 1 gilt. Wir
wenden nun auf die Funktionen

9(y) == f(zo+ hyy) — f(zo,y) bzw. I(z):= f(z,y0 + k) — f(z,v0)

den Mittelwertsatz an und erhalten

f(@o+h, yo+k)— f(zo+h,y0)— f(x0, yo+k)+ f(z0,y0) = 9(yo+k)—g(yo) = k <ddyg(yo + 191’6)) (1)

= k(fy(zo + h,yo + V1K) — fy(wo,yo + V1K)
mit 0 < % < 1 bzw.

f(xo+h,yo+k)— f(xo+h,yo)— f(xo, yo+k)+ f(x0, y0) = l(xo+h)—=1(z0) = h (ddxl(wo + 192h)> (2)

= h(fx(aj‘o + ’192h, Yo + k) - fx(xo’ yO)

mit 0 < ¥ < 1. Wir wenden auf die rechten Seiten von (1) und (2) nochmals den Mittelwertsatz an
und erhalten nach Division durch hk

1
W (f(xo+ h,yo + k) — f(xo + h,yo) — f(xo.y0 + k) + f(z0,90)) = [fya(xo + V3R, yo + V1k)
= fay(xo + Vah, yo + V2k)
mit 0 < 93,94 < 1. O

7.9 Taylorpolynome, Satz von Taylor

Wir kommen nun zum Satz von Taylor in p Variablen. Wie im Falle p = 1 ist der einfachste Spezialfall
der Mittelwertsatz.

Satz 7.9.1. (Mittelwertsatz)
Es sei X C RP offen, f: X — R sei auf X differenzierbar, und es seien Ty, Zo+h € X, so daf$ auch
die Verbindungsstrecke von Xy und Zo + h in X liegt. Dann gibt es ein ¥ mit 0 < 9 < 1, so daf

F(&o + 1) — f(To) = grad(f (T + Oh)) - h
gilt.

Beweis. Wir setzen g(t) := Zo + th und ¢ = f o g. Nach der Kettenregel (Satz 7.6.2) ist ¢ auf (0,1)
differenzierbar, und es ist

¢ (t) = grad f(§(1)) - ¢'(t) = grad f(To + th) - h.

Nach Satz 7.3.7 (Stetigkeit der Komposition) ist ¢ auf [0, 1] stetig. Nach dem Mittelwertsatz (Satz
3.9.3) gibt es ¥ mit 0 < 9 < 1, so daf

F(@o +h) — f(o) = (1) — (0) = &' (V) = f'(Zo + Oh) - h
gilt. O
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Bei der Formulierung des allgemeinen Satzes von Taylor in mehreren Variablen sind ”symbolische
Potenzen” des ”Operators” h -V von Nutzen.

Definition 7.9.1. Es sei p € N und f: R? — R. Alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung m
mogen existieren und stetig sein. Es sei h € RP. Dann definieren wir induktiv:
k=1:

. P P .

k—k+1:
(F- V) f = (-9)- ((B- VM)

Beispiel 7.9.1. Es sei p =2, m = 3 und i € R2. Damit ist (l_i V) f= hl%f + hga%f und

(h-V)’f = h-V (hlaiﬂ hgaayf)

0 0 0 0 0 0
= hi—\hgfH+ho—f|+hag—(hi—f+har f
ox ox

ox oy y oy
o2 f o2 f o2 f o2 f

_ 27 2

= Mgga tihag g halng o TG

Wegen der Stetigkeit von f, und fy, ist nach Satz 7.8.1 dann f;, = f,, und damit

. 2f >Pf Of
. 2 — 2Y J 2Y J
(F-VPf = higg+ohbg s +h26 2
, o [ 0% o2 f 0 (,0°f o%f L 2f
3 2 2 2
(hV)f = hlfax <h a 2+2h1h2 28 2) + ho 8 < +2h1h28 oy h20 2)
O f > f > f 5 f
3 2 2
= h18x3+3h1h28x28 -|-3h1h2a By 2+h 25, a3

Definition 7.9.2. Es seien p,m € N und X C RP? offen. Dann ist C™(X) die Menge aller Funktionen
f: X — R, deren partielle Ableitungen bis zur m- ten Ordnung auf X existieren und stetig sind.

Definition 7.9.3. Es seien p,m € N; X C RP offen, 7y € X und f € C™(X).
Das Taylorpolynom m- ter Ordnung von f in Zg ist

Satz 7.9.2. (Taylor)
Es seien p,m € N, X C RP offen und f € C™(X). Liegen die Punkte o und To + h samt ihrer
Verbindungsstrecke in X, so gibt es ein ¥ mit 0 < ¥ < 1, so dafs

1

m(ﬁ V)" f (@ + Oh).

f(Zo + k) = T(f,Zo,m)(h) +

Beweis. ohne Beweis. O
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7.10 Extremwerte

In diesem Abschnitt betrachten wir nur Funktionen f € ]-'I}. Notwendige Bedingungen fiir das Vorlie-
gen eines Extremwerts ergeben sich aus der Approximation durch das Taylorpolynom erster Ordnung,
hinreichende aus der Approximation durch das Taylorpolynom zweiter Ordnung.

Satz 7.10.1. (Notwendige Bedingung fiir Extrema)
Es seip € N, X C RP offen und Zy € X. Die Funktion f sei in Zy nach allen Variablen partiell
differenzierbar. Besitzt f in Ty ein lokales Extremum, so ist grad f = 0.

Beweis. Hat f im Punkt &y ein lokales Extremum, so haben auch die Funktionen einer Variablen
ok (h) := f(Zo + hex) mit k € {1,...,p} lokale Extrema in h = 0. Nach Satz 3.9.1 folgt daraus

0
(o) = B,/ (o) =0-

Also ist grad f = 0. O

Zur Formulierung von hinreichenden Bedingungen erinnern wir an den Begriff der Definitheit einer
quadratischen Matrix aus der Linearen Algebra:

Definition 7.10.1. Es seip € Nund A = (ajk)lgjgp eine symmetrische Matrix, d.h. a;; = ay; fiir
1<k<p
alle j,k € {1,...,p}. Die Matrix A bzw. die zu A gehérende quadratische Form @Q: ¥ — Q(Z) =

7 - (AZT) heiBen positiv (bzw. negativ) definit, falls Q(Z) > 0 (bzw. Q(F) < 0) fiir alle Z # 0 ist. Es
heiBen A bzw. Q positiv (bzw. negativ) semidefinit, falls Q(Z) > 0 (bzw. Q(&) < 0) fiir alle & # 0
ist. Man nennt A bzw. @ indefinit, falls #1, Z2 mit Q(#1) > 0 und Q(Z2) < 0 existieren.

Definition 7.10.2. Essei p € N, X C R?, Zp € X und f € C?(X). Dann versteht man unter der
Hesseschen Matrix H (%) von f in &g

0°f (= Pf (7 I (z

(971'%( 0) Ox10x2 ( 0) et 3$18£Ep (.’L‘O)

82f o 62f N 82f —
o) = (2 @) | Bt (F0) - Gz(@0) - g, (T0)

PO 6.%']8.%'k 0 i;iép : :
<k<p
9f f (=
aaxp&m( 0) 572(:1:0)

Bemerkung 7.10.1. Nach dem Satz von Schwarz (Satz 7.8.1) ist die Matrix H (%) symmetrisch,
2

02 - 0 — . . .
da W{iﬁg(mo) = 8zk6ij (Zp) fiir alle 1 < j,k < p gilt.
Satz 7.10.2. Es seip e N, X CRP, #y € X und f € C*(X). Weiter sei grad f(Z) = 0.

i) Ist Hy(Zo) positiv (bzw. negativ) definit, so hat f in o ein strenges Minimum (bzw. Maximum,).

ii) Ist H¢(Zo) indefinit, so hat f in Zo kein Extremum.

Beweis. Wir fiihren den Beweis nur fiir den Fall, dafl Hy (%)) positiv definit ist. Die anderen Fille
werden dhnlich behandelt.
Fiir h € RP und |¢| < 1 sei die quadratische Form Q(y) = Q(¥, Zo, 9, h) durch

Q) = Hy(Z + 9h) - §"
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definiert. Ist H (&) positiv definit, so nimmt Q(#, Zo, 0, h) = §- H¢(%o)-y" auf der kompakten Menge
S1 ={¥: ||y]| = 1} ein positives Minimum an:

Q7. 70,0, 1) = m >0
fir ||g]| = 1. .
Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen zweiter Ordnung gibt es ein § > 0, so daf} fiir alle h
mit ||h|| < 0 und fir alle ¥ mit ||7]| =1

Q(:’ja fﬂaﬁa ﬁ) > % >0 (]‘)

gilt. Nach dem Satz von Taylor (Satz 3.9.2) mit m = 1 haben wir wegen (1)

L B - hoo oom
f(@o + h) = f(Zo) +[hl]*- Q <\|ﬁ|’xo’ﬁ’h> 2 f(Zo) + 5 1711
Damit hat f in &y ein lokales Minimum. O

7.11 Banachscher Fixpunktsatz

Der Banachsche Fixpunktsatz hat zahlreiche Anwendungen, insbesondere in Funktionenrdumen, z.B.
bei Existenzséitzen in der Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen. Wir werden eine anders-
artige Anwendung in Abschnitt 7.12 kennenlernen.

Definition 7.11.1. Es sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum. Eine Abbildung f: X — X
heifit kontrahierend, wenn es ein 0 < ¢ < 1 gibt, so dafl

d(f(x), f(y)) < q-d(z,y)

fir alle z,y € X gilt.

Satz 7.11.1. (Banachscher Fixpunktsatz)
Es sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und f: X — X sei kontrahierend, d.h. es gibt ein
q <1 gibt, so dafs
d(f(z), f(y)) < q-d(z,y) (1)
fir alle x,y € X gilt. Dann hat f genau einen Fixpunkt x* € X, welcher iterativ gewonnen werden
kann. Es sei xg € X beliebig und

Tn+1 = f(xn) (2>

mit n € Ng. Dann ist lim x, = x*, und es ist
n—o0

d(xp,z") <
fiir alle n € Ny.

Beweis. Aus (1) und (2) folgt durch vollstéindige Induktion nach n
d(Tns1,2n) < q" - d(z1, 20). (3)
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Nach der Dreiecksungleichung (Definition 7.2.2 (iii)) folgt fiir £k € N

N
—_

S
j q

d($n+k7xn) < d(xn-i-j—i-lal‘n—&-j) < anJrj = 1 .
. = —q

n

(4)

<
I
o

Also ist lim d(zp4k,2n) = 0 fir alle k£ € N. Damit ist (x,,) eine Cauchyfolge. Nach Definition 7.2.6
n—oo

(vollsténdiger metrischer Raum) ist (z,,) konvergent, d.h. es existiert ein z* € X mit lim z, = z*.
n—oo

Nach der Dreiecksungleichung gilt fiir alle n € N

d(a”, f(«7)) < d(2”, 20) + d(@n, Tny1) + d(Tng1, f(27)). (5)
Nach (1) ist d(f(z*), zp+1) < q - d(z*, zy,), also ist nach (3)

d(z*, f(z*)) < Dy := (14 q) - d(zn, z*) + ¢" - d(z1, z0).

Wegen lim d(z,,2*) =0 und lim ¢" =0 folgt lim D, = 0.
n—00 n—00 n—00
Also ist d(z*, f(2*)) = 0 und nach Definition 7.2.2 (ii) ist f(z*) = x™.
Weiter ist z* vom ”Startwert” o unabhéngig. Es sei yp € X und y,+1 = f(y,) fiir alle n € Ny sowie
y* = lim y,. Nach der Dreiecksungleichung gilt fiir alle n € N
n—oo

d(z*,y*) < d(x*,2n) + d(Tn, yn) + d(Yn, y")-
Aus (1) folgt d(zp, yn) < ¢" - d(z0,y0), also wiederum d(x*, y*) = 0. Damit ist * = y*. O
7.12 Inverse Funktionen im R”, implizite Funktionen

Fiir die Definition der Funktionen einer Variablen gibt es die Moglichkeit der impliziten und der
expliziten Definition.

Beispiel 7.12.1. Die Punkte (z,y) des Einheitskreises im R? sind durch
vyt =1 (1)

bestimmt. Dies ist die implizite Definition zweier Funktionen fi, fo: [—1,1] — R, die durch

y=filz)=V1-22 wd y=fo(z)=—1-22

explizit definiert sind. Die Gleichung (1) wurde "nach y aufgelost”. Falls die Stetigkeit der Losung
verlangt wird, ist diese Auflosung in hinreichend kleinen Umgebungen der Punkte (zg, yo) mit xg # 0
eindeutig. Ist yo > 0, so ist fiir geniigend kleines € > 0 fiir (z,y) € Uc(zo,yo) die Aussage (1) zu
y = fi(x) dquivalent (bei yg < 0 zu y = fa(z)).

Die Gleichung (1) ist ein Spezialfall von F(x,y) = 0. Wir betrachten nun die Verallgemeinerung
F(z,i) =0 (2)

fiir den Fall, dal ¥ € X C RP, ¥ € Y C R? und F: X xY — RY. Der Definitionsbereich der
Funktion F ist somit X x Y = {(Z,9)| £ € X,y € Y}. Der Einfachheit halber schreiben wir nun fiir

(Z,9) = ((&1,...,2p), (Y1,..-,Yq)) kurz (Z,9) = (x1,...,Tp, Y1, .., Yq). Damit wird (Z,y) zu einem
Element des RP™¥ und X x Yzu einer offenen Teilmenge des RPT4,
Im folgenden wird stets vorausgesetzt, daf8 simtliche Komponentenfunktionen von F aus C'(X x Y))
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sind, also stetige partielle Ableitungen nach allen Variablen besitzen.
Ist F' = (Fy,...,Fy), so gilt fiir die Funktionalmatrix von F'

oF 351 (Zo,%0) .- %(507 ), (2)511 (Zo,%0) .- %(fo» o)
—— (%0, %o) ‘ :
(7, 9) dF, OFy (= —~ OF, OFy (= =
oz (L0, %0) - gt (To,%0)  Fyr (Lo, %0) - Fyt(Zo, o)

Diese Matrix zerfillt in zwel Teilmatrizen ‘?9 (%o, 7o) und 2 (xg, 9o)- Es ist

OF OF, (= =
oo (Zo,%0) - G (o, %o)
OF ) .
8_.(1"07y0) :
OFy 15 - OF, /5 -
oy (L0, %0) -+ gt (Zo, o)
und
20 (0, §io) 951 (%o, 7o)
- 8y1 0, ZUO T By 0, Y0
oF ) .
aﬁ(fo,yo) : : >
oF, OF,  » -
ayr (L0, 50) - Gyt (Zo, 7o)

welche mit ¢ Zeilen und g Spalten quadratisch ist.

Bevor wir den Hauptsatz {iber implizite Funktionen formulieren, behandeln wir zum besseren Verstéindnis
einen einfachen Spezialfall:

Es sei F eine affine Abbildung

F(Z,9) = D((%, ) — (Zo, %0))- (3)
Dann ist nach Satz 7.5.3

—

or
(&, y)
Die Funktionalmatrix ist also konstant, d.h. unabhéngig von &, ¥.
Wir suchen nun eine Auflosung f der Gleichung (2) nach ¢, also eine Abbildung f: RP — R? mit

—

F(#,9) =0s 7= f().

-1
) = D! existiert,

Q|
@‘ﬁl

Bei festem 7 ist (2) ein lineares Gleichungssystem fiir die Variable . Da (

F

ist es fiir beliebiges 3 9F eindeutig 16sbar und besitzt

j=f@)=g-D" (gf) (7~ )" @)

als Losung. Diese Losung kann aus einer beliebigen ” Ndherungslosung” durch folgenden Operator &
erhalten werden.

Definition 7.12.1. Es seien F, X, Y wie oben definiert. Weiter sei D := a?ng) (Zo, o) und g: X — Y.
Dann versteht man unter der Funktion ®(g)




—

Satz 7.12.1. Es seien F,X,Y wie oben definiert und f: X — Y. Dann verschwindet F(Z, f(Z))
genau dann identisch, wenn f eine Losung der Fizpunktgleichung § = ®(§) ist.

Beweis. Durch Nachrechnen. O

Satz 7.12.2. Es sei F': RPT9 5 RY eine affine Abbildung mit ﬁ(fo,go) = 0. Weiter sei §: RP — RY.
Dann gilt fiir f = d(g)

—

F(#,9) =0 7= f(z)

Beweis. Es ist .
\OF
oy

die Einheitsmatrix. Nach (4) hat F(Z,7) = 0 die eindeutige Losung

D == =1,

f(@) =gy — D! (2}?) (F —Zo)".

O]

Bemerkung 7.12.1. Bei einer affinen Abbildung F fiihrt dann also der Operator ® eine beliebige

”Néherungslésung” ¢ = §(Z) von ﬁ(a‘:’, 7) = 0 in eine exakte Losung ®(g) = f iiber. Nach Satz 7.12.1
ist § = f eine Losung der Fixpunktgleichung § = ®(g).

Im allgemeinen Fall ist F nicht mehr affin, besitzt aber nach Definition 7.5.1 (totale Differenzierbar-
keit) und Satz 7.5.4 eine affine Approximation

—

oF L o Y
) ) - (»TO,Z/O))T + T(ﬁ,y)

F(&.5) = 5z (5

mit L
(&, §)

i S L Y |}
(Z.9)—(Zo.50) ||(Z — Zo, ¥ — 20)||

Dies legt die Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes (Satz 7.11.1) nahe:
Ist gy ein geeigneter Startwert, so wird die Folge (g,), die durch g, 1 = ®(g,,) definiert ist, gegen die
Losung g = f der Fixpunktgleichung ¢ = ®(g) konvergieren.

Satz 7.12.3. (Hauptsatz iiber implizite Funktionen)
Die Mengen X C RP, Y C R? und die Funktion F': X xY — R? mdgen die beschriebenen Voraus-
setzungen erfillen. Ferner seien Zy € X und §o € Y mit F(Zo,4o) = 0, und die Funktionalmatriz

D= %—g(fo,gj’o) sei invertierbar mit inverser Matriz D™'. Dann gibt es § > 0, € > 0 und genau eine

stetige Funktion [ Us(Zo) = Uc(io), so daf fiir alle & € Us(Zo) und fiir alle i € Uc(7o)

Al

F(&,9) =0 7= f(z)

gilt.
Es sei go(Z) = Yo und gn+1 = ®(gn). Dann ist g, (%) - f(Z) auf Us(Zo).
glm.
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Beweis. Fir g: X — Y ist ®(§)(%) = ¢(Z, §(¥)) mit

o(Z,7)) = § — DTV F(&, 7). (1)

Wir benétigen eine Aussage iiber ¢(Z, 92) — (%, 1), wobei &, 41 und ¢» folgende Forderungen erfiillen
sollen:

Es sei !
ZqHD_lH_l- (2)

Es sei F' = (F1,...,F;), und § > 0 und € > 0 seien so gew&hlt, daf fiir alle j € {1,..., ¢}, fiir alle
7 € Us(Zp) und fiir alle i € Ue(7o)

0=

|| grad F;(Z, ¥) — grad F;(Zo, %o)|| < n (3)

gelte. Wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen von F) existieren § und e.
Wir setzen nun U = Us(Zp) sowie V = Uc(%p), und es sei

ZeU und 41,5 €V. (4)

Es sei

Y2 =1 +k. (5)
Wir finden nun eine lineare Approximation fiir F(&*, ) — F(&*, i) fiir ein festes #* € U. Wir be-
ginnen mit den Komponentenfunktionen Fj;. Da Z* fest ist, ist F} eine Funktion von ¢ allein. Der
Gradient grad F}j soll nur die partiellen Ableitungen nach z1, ...z, beinhalten. Nach dem Mittelwert-
satz (7.9.1) ist

Fj(27,92) — F3(Z°, 1) = grad Fj(Z", i1 + 95h) - (42 — §1)-
Damit ergibt sich aus (2) und (3)
Fj(&,ij2) — Fj(&, 1) —grad Fj(Zo, o) - (§2— 1) = (grad Fj(&, i +9;h) — grad Fj(Zo, §o)) - (52— 1)
Aus (3), (4) und (5) sowie der Cauchy- Schwarzschen Ungleichung folgt
[F5(Z", 42) — F5(Z*, §1) — grad F}(Zo, %) - (%2 — y1)|| < nllg2 — 4|

fiir alle j € {1,...,q}.
Wir fassen dies fiir alle j zusammen und erhalten fiir alle Z € U und fiir alle 7, 9> € V.

T
\|F (&, 7o) — F (&, 1) — <Ew(foaﬂo) (12 — ?71)T> < qnlliz — 1]l (6)

R T
1 F e = or, . . .
+ <D I(F(iva 2)T - F(%@h)T - 877(300,1/0) ) (y2 - yl)T>
Wegen
oOF
D™t —(Zo, 90) = I,
ag(mo,yO) 5



die Einheitsmatrix, verschwindet der erste Summand, und wir erhalten aus (6)

S S _ L 1,
l[o(Z,172) — (@, 71)|| < ||D 1H-qn-Hyz—y1H=1Hy2—y1H- (7)

Wir kommen nun zur Definition des metrischen Raumes (M, d). Es sei M die Menge aller stetigen
Abbildungen §: U — V mit §(Zy) = go. Fiir §1,g2 € M sei

(g1, G2) = sup{[|52(¥) — G1(D)||: T € U}.

Die Menge M ist wegen gp € M nichtleer. Die Cauchyfolgen von (M, d) erfiillen das Cauchykriterium
fiir gleichméBige Konvergenz und konvergieren daher gegen stetige Grenzfunktionen hA: U — V.
Damit ist M ein vollstdndiger metrischer Raum.

Es sei § € M, §(Zo) = 5o und §(Z) € V. Wir wenden (7) mit 7} = §p und 7> = g(¥) an und erhalten

o 1
sup{||e(Z, §(Z)) — tol|: T € U} < e

Alos ist ®(g) € M und insbesondere
€. (8)

RSy,

d(®(go), go) <

Aus (7) folgt, daB ® mit ¢ = % kontrahierend ist.
Damit sind alle Voraussetzungen fiir die Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes (Satz 7.11.1)
erfiillt: Die Folge (g,,) konvergiert gegen einen Fixpunkt f.

Es ist fe M, d.h. f(:f;') €V fiir alle ¥ € U, fist also stetig. Es ist

d(f,G0) < d(®(Go, o) + d(® (o), ). 9)
Nach Satz 7.12.1 ist
d(®(Fo), f) < 1/4 d(®(go, §o) < 1.
g0), _1_1/4 90790_12'
Aus (8) und (9) folgt
— €
d(f?QO) < g
Damit ist f(f) € V fiir alle x € U. Da feindeutig bestimmt ist, ist der Beweis von Satz 7.12.3
beendet. O

Satz 7.12.4. (Differenzierbarkeit der implizit definierten Funktion)
Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie in Satz 7.12.83. Dann ist f in Ty total differen-
zierbar, und es ist
S - -1 5
of ,_, or  _ oF ,_,
7z %0) = <agj(9€0,y0)> 5z (@0, 0)-

Beweis. Es seien ||h|| < 6 und [|k|| < e.
Nach der Definition der totalen Differenzierbarkeit (Definition 7.5.1) ist

L . . 9F . _. - OF _ __ - _ -
F(Zo + h,ijo + k) = -5 (Zo, %) - h + == (Zo, o) - k +7(h, k) (1)
ox oy
mit oo
lim r(h, k) =0.



Wir setzen

Wegen der Stetigkeit von f ist

lim ||k(h)|| = 0. (3)
h—0

Dann folgt aus (1) und nach den Aussagen und Bezeichnungen von Satz 7.12.3

—

L F LOF
0= F(Zo+h, f(Zo+h)) = F(Zo+h, 5o+ k(h)) = aq(woﬁyo) h+8—g(;c0,y0)-k(h)+r(h,k(h)). (4)
Wegen (3) ist

lim UL E(R) g (5)

Es folgt aus (4)

gezeigt werden kann.
Es ist

[1(h, KR < IRI] + [[E(R)II;
also wegen (5)

lim (—(_i,L)_), =0.
=0 [|h[| + [|k(R)]|
do

Damit gibt es §y mit 0 < &y < &, so daf fiir ||| <

I 1. 0F - L.
PRI < 5112 (o 3o)lI~" (1Al -+ IFGR) ) (8)
gilt. Aus (6) und (8) folgt
1, == oo 1, 8F . - OF )
- < e | el . <
SIFGI < RG] = 511 5= @, o) - Rl -1 (Fo, )] |~ < O (9)

mit .
OF _ OF 1,0F ~
C =] (iw(l’o,yo)> 57 — (%o, %o)|| + = H aq(l’owo)ﬂ

Daraus folgt (7) und die Behauptung.

Wir kommen nun zu einem Spezialfall von Satz 7.12. 3:
Wir untersuchen die Umkehrbarkeit der Abblldung f X = RP, x — ¢ = f(&). Dies lauft auf die
Auflssung der Gleichung F/(&, %) = 7 — f(&) = 0 nach Z hinaus.
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Satz 7.12.5. (Inverse Funktionen im RP)

i) Es sei X C RP offen, iy € X, f: X — RP und f € CY(X). Es sei jo = f(Zo) und a—g(f)
invertierbar. Dann gibt es 6 > 0, € > 0 und genau eine stetige Funktion §: Uc(go) — RP,
¥ — §(§), so daf fir alle & € Us(Zy) und fir alle § € Ue(Yo)

j = f(7) & 7= §(7)
gilt.
Weiter ist g in iy total differenzierbar, und es ist
05 of .\
G\ _ (0 .
ii) Das Bild f() ist offen.
Beweis. i) Wir wenden Satz 7.12.3 und Satz 7.12.4 mit F (¢, %) = § = f(&) an. Bs ist

OF(, @) _ (0FG.®) . .\ OF@T), . .

0T ( o7 (%o, Fo), —— = (#0, 7o)
mit

OF (7. OF (7.1 0
é 7 (Yo, o) = I, und )(yo,wo) —é(yowo)
ii) Es sei 7o € f(X), d.h. es existiert ein &y € X mit f(Z) = .
Nach (i) ist dann auch Uc(9p) € f(X), d.h. Zp ist innerer Punkt von f(X).
O

Bemerkung 7.12.2. In Satz 7.12.5 werden die Bedingungen fiir die lokale Invertierbarkeit einer
Abbildung f gegeben. Es gibt Umgebungen Us(Z) bzw. U(%o), die f bijektiv aufeinander abbildet.
Aus der lokalen Invertierbarkeit folgt nicht die globale, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 7.12.2. Es sei f: R? — R2, (z,y) — (¥ cosy,e”siny). Es ist

87]?_ <em cosy —e* siny)

or e’siny efcosy
Wegen

det <g£> = e (cos?y +sin’y) = ¥ £0

ist ( ) fiir alle (z,y) € R? invertierbar. Nach Satz 7.12.5 ist f lokal invertierbar. Allerdings ist f

nicht global invertierbar, da etwa f(z,y + 21) = f (ac,y) gilt.
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7.13 Kurven

Definition 7.13.1. i) Esseip € N, a <b € R und I = [a,]]. Eine stetige Abbildung fiI—>RP
heif3t Kurve. Dabei heifit f ( ) Anfangspunkt und f ( ) Endpunkt von f.

Die Menge {f(t): t € [a,b]} heifit der Triger von f.

ii) Essei f=(fi,..., fp). Dann heif}t f auf la, b] stetig differenzierbar, falls alle f; auf [a, b] stetig
differenzierbar sind.

Definition 7.13.2. Es sei f: [a,b] — RP eine Kurve und Z = (to,t1,...,tp) mita =ty <t; <... <
tn, = b eine Zerlegung von [a, b]. Es sei [(Z Z| (the1) — F(t)]]- Ist 1 := sup{l(Z): Z} < oo, s0

heif3t f rektifizierbar, und [ heifit die Linge (Bogenlange) der Kurve f

Satz 7.13.1. Es seip € N und a < b € R. Weiter sei f: [a,b] — RP stetig differenzierbar. Dann ist

df

dt() dt.

f rektifizierbar mit der Ldnge | = /

a

Beweis. ohne Beweis. O

Beispiel 7.13.1. Es sei f: [0,27] — R?, ¢ — (cos g, sin p). Der Triger von f ist der Einheitskreis.
Die Kurve ist geschlossen, da Anfangs- und Endpunkt iibereinstimmen: f(0) = f(27) = (1,0). Man
nennt ¢ dann auch Winkel zwischen @1 = (1,0) und 7 = (cos @, sin ¢).

Es sei (z0,70) = (cos @o,singp), und wir betrachten die Teilkurve f(-,0): [0, 0] — (cos @, sin ).
Nach Satz 7.13.1 ist f(-, o) rektifizierbar mit der Liinge

o d 2 d 2\ /2 o
(o) :/o (dt cost) (dt smt) dt:/0 1dt =

Hiermit ergibt sich der Zusammenhang mit der seit dem Altertum iiblichen Interpretation des Win-
kels ¢ zwischen zwei Einheitsvektoren als der Bogenlénge der von ihnen begrenzten Teilkurven des
Einheitskreises und der Winkelfunktionen als Quotienten von Seiten des rechtwinkligen Dreiecks mit
Winkel .
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Kapitel 8

Integralrechnung im RP

8.1 Riemannsche Summen und Riemannsches Integral
Definition 8.1.1. Es sei p € N.

i) Unter einem (kompakten) Intervall des RP (auch p- dimensionales Intervall) versteht man eine
Menge I der Form

I={(z1,...,2p) aj <xj <bj, 1 <j<p}

mit a; <b; e Rfir 1 <j <p.

ii) Unter dem Ma$ (Inhalt, Volumen) |/| des Intervalls I verstehen wir

p

17 := T (% — aj).

J=1

Bemerkung 8.1.1. Ein kompkates p- dimensionales Intervall I ist das kartesische Produkt von p
(eindimensionalen) Intervallen

I= [al,bl] X ... X [ap,bp]. (*)

Fiir p = 1 ist das Maf3 von [ gerade seine Lange. Fiir p = 2 ist das Maf§ auch als Fléiche bekannt, und
es ergibt sich die schon in Abschnitt 6.1 erwiahnte Formel fiir die Fliche eines Rechtecks. Allgemein
ist das MaB8 des Intervalls (x) gleich dem Produkt der Langen der Intervalle [a;, b;].

Definition 8.1.2. Es sei p € N und [ ein p- dimensionales Intervall. Unter einer Zerlegung Z von
n

I versteht man eine Menge von Teilintervallen I, C I mit v € {1,...,n} mit [ = U 1, so daf} die
v=1
offenen K von I, disjunkt sind.

Definition 8.1.3. Es sei p € N und [ ein p- dimensionales Intervall. Es sei f: I — R beschrénkt,
und Z2 = {I,: 1 < v < n} sei eine Zerlegung von I. Weiter seien M, := sup{f(Z)| ¥ € I,} und
m,, := inf{f(¥)| ¥ € I,}. Unter der Riemannschen Obersumme S(f, Z) (bzw. Untersumme S(f, Z))
versteht man

S(f ZM|I\ bzw. S(f,Z Zm,,|f|

v=1
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Definition 8.1.4. Es sei p € N, I ein p- dimensionales Intervall und f: I — R. Unter dem Riemann-
schen Oberintegral f (&) dZ (bzw. Unterintegral [, f( Jr ¥) d¥) versteht man

/f(f)df = inf{S(f,Z)| £ Zerlegung von I} bzw.
1

/f(f)df = sup{S(f,2)| Z Zerlegung von I}.
I

Satz 8.1.1. Die Voraussetzungen seien wie in Definition 8.1.4. Dann ist

[r@az < [1@)az

J1 I

Beweis. ohne Beweis. O

Definition 8.1.5. Die Voraussetzungen seien wie in Definition 8.1.4.
Es heifit f integrierbar iber I, falls Ober- und Unterintegral iibereinstimmen. Der gemeinsame Wert
heit das Integral von f iiber I (Schreibweise: [; f(Z) Z dZ).

Riemannsche Integrale kénnen auch iiber anderen Mengen als Intervallen definiert werden.

Lemma 8.1.1. Es sei p € N, M C RP beschrdnkt und nichtleer. Es sei I* der Durchschnitt aller
Intervalle, die M enthalten. Dann ist auch I* ein Intervall.

Beweis. ohne Beweis. O

Definition 8.1.6. Es sei p € N, M C RP beschrinkt und nichtleer. Weiter sei I* der Durchschnitt
aller Intervalle, die M enthalten. Es sei f: M — R beschrinkt. Wir setzen

[ f@ fir Fel
f@”)—{ 0 fir 7el\M

und

/f ) di = f(j’)dx wd [ f@)di= [ f@)di.

IM JI*
Man nennt f integrierbar iiber M, falls

/Mf(f) i = /Mf(f) i

gilt, und der gemeinsame Wert von Ober- und Unterintegral heifit dann das Integral von f iiber M
(Schreibweise: [, f(Z) dZ).

Definition 8.1.7. Es sei p € N, M C RP beschrinkt und nichtleer. Es heifit M mefibar, falls das
Integral [,,1d7 existiert. Weiter heiit |[M| = [, 1dZ das Maf (Inhalt oder Volumen) von M.

Fiir p = 1 spricht man auch von der Lénge, fiir p = 2 vom Flicheninhalt und fiir p = 3 vom
Rauminhalt von M.

Satz 8.1.2. Fs sei p € N und M C RP beschrinkt. Es seien f,g: M — R dber M integrierbare
Funktionen und o, 8 € R. Dann sind auch

a) af + Bg,
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¢) max{f,g},

) |fl,
e) falls inf{g(¢)| € € M} > 0 ist, auch fg=!

tiber M integrierbar.
Es gelten folgende Gleichungen und Ungleichungen

i) (Linearitdt)
| @t@+satandi=a | s@azin [ o@as

it) (Erhaltung von Ungleichungen)
Ist f(Z) < g(Z) fir alle £ € M, so ist auch

/M () dif < /M o(7) di

iii) (Mittelwertsatz)
Ist M mefbar und m < f(Z) < M fir alle £ € M, so ist

mM| < / F(@) di < MIM|.
M

iv) (Dreiecksungleichung)

' | r@a < [ 1n@)as

v) (Cauchy- Schwarz)

([ @@ d) < ([ sr@paz)-( [ o@rar)

Beweis. ohne Beweis. O

Satz 8.1.3. (Integrierbarkeit stetiger Funktionen)
Es sei p € N und M C RP mefbar. Weiter sei f: M — R auf M stetig. Dann ist f diber M

integrierbar.

Beweis. ohne Beweis. O

8.2 Mehrfache Integrale

Wir kommen nun zur Frage, wie Integrale im RP berechnet werden. Der Einfachheit halber be-
schrinken wir uns auf den Fall p = 2, in dem schon die wesentlichen Ideen sichtbar werden.
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Definition 8.2.1. Es sei M C R? beschrinkt und nichtleer.
Fiir y € R setzen wir M(y) := {z € R| (z,y) € M}. Es sei Y(M) := {y € R: M(y) # 0}. Falls fiir

jedes y € Y (M) das Integral F(y) := / f(z,y) dx existiert und falls F(y) dy existiert, so
el M(y) Y(M)
ei

/M/f(x,y) du dy = /Y(M) /M(y)f(:v,y) dx dy

das Doppelintegral von f iiber M.

Beispiel 8.2.1. Es sei M = {(z,y) e R?|0<y <1, —y <z < y?} und f(z,y) = zy. Dann ist
V(M) =[0,1], M(y) = {z] —y <2z <y*} und

1 py? 1 y4 y2 1
/M/f(x,y)wy /O/_yxyxy /Oy<2 2>y 51

Satz 8.2.1. Es sei M C R? beschrinkt, f: M — R sei iiber M integrierbar, und das Doppelintegral
/ /f(f) dx dy existiere. Dann ist
M

/M [ @z - /M [ ) dedy.

Beweis. ohne Beweis. O

8.3 Substitutionsregel

Definition 8.3.1. (Funktionaldeterminante)
Es sei p € Nund X C RP offen. Weiter sei g: X — R? in &y € X total differenzierbar.
Dann heifit die Determinante der Funktionalmatrix %(i‘o) die Funktionaldeterminante von g in 7

(Schreibweise: det g—g(fo)).

Satz 8.3.1. (Substitutionsregel)

Es seip € N und M eine mefbare Teilmenge des RP. Es sei M C X, X offen, §: X — RP sei auf X
stetig differenzierbar, und es sei g\M bijektiv. Es sei det g—g(i”o)) #0 firde M, und f: gIM) - R
sei stetig auf G(M). Dann ist auch G(M) mefibar, und es ist

I N TN SN
[, rodi= pata - jaet S )| a

Beweis. ohne Beweis. O

Einer der wichtigsten Spezialfélle ist die Substitutionsformel fiir Polarkoordinaten.

Satz 8.3.2. Es sei (z,y) € R2\{(0,0)}. Dann gibt es genau ein Paar (r,¢) mitr > 0 und ¢ € [0, 27],
so dafs

r=rcosy und y=rsinp

gilt.
Beweis. ohne Beweis. O
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Definition 8.3.2. Es heiflen (r, ) die Polarkoordianten von # = (z,y).

Satz 8.3.3. Es sei M mefbar, ./\/l C P C (0,00) x (0,27) und P offen. Es sei g: P — R? und
G(r, ) = (rcos g, rsing) sowie f: GIM) — R auf G(M) stetig. Dann ist

/ f(@) da_c':/ f(rcose,rsinp)rd(r, ).
Gg(M) M

Beweis. Satz 8.3.3 ergibt sich aus Satz 8.3.1 wegen

dtgg( )zdet(

cosp —rsinp
sing rcosg

> = r(cos® p + sin? ) = .
Lemma 8.3.1. Fir R > 0 se:

K(R) = {(z,y)l 2* +y* <R} und Q(R):={(z,y)] ~R<z <R, ~R<y<R}.
Weiter sei f: K(R) — R auf K(R) stetig. Dann sind K(R) und Q(R) mefbar, und es gilt

2t rR
/ f(@) df:/ / f(rcosp,rsing)rdrde.
K(R) o Jo

Lemma 8.3.2. Es sei p € N und My, Mo C RP, welche meflbar seien mit M1 C Msy. Dann ist
M| < |Ma|, und Mo\ M, ist mefibar.

Bemerkung 8.3.1. Lemma 8.3.1 und 8.3.2 kénnen aus der bisher behandelten Theorie leicht abge-
leitet werden.

Beispiel 8.3.1. Man bestimme

Losung:
Es ist

> 2 0 2
/ e dr = / e dx
0 —00
A 2 A 2 > 2
/ e ¥ dr < / x-e ¥ dr < / z-e " dr = (2e)7!
1 1 1

Die Konvergenz des Integrals folgt also aus dem Majorantenkriterium.
Essei f: R2 = R, (z,y) = f(z,y) = e~ (@*+¥") Wir betrachten fiir R > 0 die beiden Integrale

/ f(@d# und / (@) di
K(R) )

f(rcos p,rsin @) = exp(—r?(cos® ¢ + sin® p)) =

und

Es ist

Nach Lemma 8.3.1 ist

2m 2m
/ f(@)dz = / / f(recosp,rsing) - rdrde = / / roe drdyp
K(R)
- = _ _ _ —R?
= 2/0 (1 e ) dp=m (1 e ) .
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Es ist K(R) C Q(R) C K(v/2R). Daher ist nach Satz 8.1.2 und Lemma 8.3.2

m(1-e ™) < /Q(R) e a4z < (1 ) (%)

Nach Satz 8.2.1 ist

2 2 R R 2 2 R 2
/ e~ @ty )df—/ / e @) dp dy = (/ e " dx)
Q(R) -RJ-R -R

nl/2 (1 — e_R2>1/2 < /R e_gﬁ2 dz < nl/2 (1 — 6_2R2)1/2.
-R

2
Nach (x) ist

Also ist

/ e dx = /7.

—00
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