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Kapitel 1

Gruppen

1.1 Definitionen und Beispiele

Definition 1.1.1. Es sei X # () eine Menge. Eine Abbildung o: X x X — X heifit eine Verkniipfung
auf X.

Definition 1.1.2. Es sei o eine Verkniipfung auf einer Menge G # (). Dann heifit (G, o) eine Gruppe,
wenn die folgenden Axiome gelten:

(G1) (aob)oc=ao (boc) fiir alle a,b,c € G (Assoziativgesetz).

(G2) Es gibt mindestens ein neutrales Element e € G mit eca =aoe = q fiir alle a € G.

(G3) Ist ein neutrales Element e € G gegeben, so gibt es zu jedem a € G ein inverses Element o’ € G
mit aoad’ =ad oa =ce.

Gilt zusétzlich das Axiom

(G4) aob=boa fir alle a,b € G (Kommutativgesetz),

so heifit G eine abelsche (oder auch kommutative) Gruppe.

Die Definition lésst offen, ob es in der Gruppe G nicht mehr als ein Element oder, wenn das neutrale
Element e € G gegeben ist, zu einem gegebenen a € G mehr als ein inverses Element gibt.
Der folgende Satz zeigt, dass die Situation immer sehr einfach ist:

Satz 1.1.1. In einer beliebigen Gruppe gilt:

i) Es gibt genau ein neutrales Element.

ii) Jedes a € G hat genau ein Inverses (das wir mit a=! bezeichnen,).

Beweis. Zu (i): Beweis durch Widerspruch:

Angenommen, es gibt verschiedene neutrale Elemente eq,es € . Da ey neutral ist gilt e; -a = a
fiir alle @ € G, wir koénnen also a = e einsetzen und erhalten e - e = eo. Da auch e neutral ist
gilt a - eg = a fiir alle a € G, einsetzen von a = e ergibt e; - e = e1. Zusammensetzen der beiden
Gleichungen ergibt e; = e; - ea = €3, ein Widerspruch zur Annahme, dafl e; # es ist.



Zu (ii): Es sei a € G beliebig und a1, a2 € G zwei Inverse, also
a-ai1=a1-a=¢ und a-ay=as-a=-c¢e

mit dem nach (i) eindeutig bestimmten neutralen Element e von G. Wir multiplizieren die zweite
Gleichung von links mit a; und erhalten

a - (a-ag) =aj -e.
Anwendung des Axioms (G1) ergibt die Gleichungen
(a1-a)-ag=aj-e.
Anwendung von (G3) auf der linken Seite ergibt
e-ag=aj-e
und nach (G2) folgt as = a1, also waren die Inversen gleich. O

Bemerkung 1.1.1. Ublicherweise schreibt man die Verkniipfung als Addition- man hat dann die
Gruppe (G, +)- nur dann, wenn G abelsch ist. In diesem Fall schreibt man ”0” fiir das neutrale
Element, und nennt es das Nullelement von (G, +). Es gilt dann a +0 = 0 + a = « fiir alle a € G.
Man schreibt —a fiir das Inverse und benutzt a — b als Abkiirzung fiir den Ausdruck a + (—b). Es gilt
somit a —a=—a+a=a+ (—a) =0 fir allea € G.

Fiir eine multiplikativ geschriebene Gruppe nennt man das neutrale Element auch Einselement und
schreibt 1 statt e. Der Multiplikationspunkt wird oft weggelassen, man schreibt also ab statt a - b.

Wir zeigen nun ein paar Rechenregeln fiir Gruppen:

Satz 1.1.2. In jeder Gruppe (G,-) gilt:

i) Zu beliebigen a,b € G gibt es eindeutig bestimmte x,y € G mit ax = b und ya = b
(ndmlich x = a='b und y = ba—!).

ii) Es gilt (a=1)~! = a fiir alle a € G.

Beweis. Zu (i): Wir miissen zeigen, dass es eine Losung der Gleichungen az = b bzw. ya = b gibt
und dass diese eindeutig bestimmt ist.

Existenz:
Einsetzen von = a~'b und y = ba~! ergibt

=a(a™'b) = (aa™")b = eb = b und ya=(ba ')a = bla'a) = be = b.
ax = a(a )(Gl) (aa™) (Gg)e ) und  ya = (ba™")a et (a” " a) G e(G2)

Eindeutigkeit:

Sind x1,x9 € G zwei Losungen von ax = b, so gilt ax; = b = axy. Nach Multiplikation von links mit
a~! erhalten wir a~tar; = alaxs, daraus folgt mit (G3) und (G2) 21 = 9, die Losungen waren
also gleich. Die Rechnung fiir die Losungen von ya = b verlduft analog.

Zu (ii): Nach (G3) ist @ = (a=1)~! ein Element aus G mit der Eigenschaft a-a=! = a~'-a = e. Auch
a erfiillt diese Eigenschaft wegen (G2). Nach Satz 1.1.1(ii) ist a = a = (a7 1)L O

-1, -1 . -1

Satz 1.1.3. Fiir endlich viele Elemente a1, as,...,a, € G gilt (a1 -az---a,)" ' =a;!- ap,q--



Beweis. Diese Aussage beweisen wir durch vollstdndige Induktion nach n:

1 al_l richtig.

Die Induktionsannahme ist, dass fiir ein beliebiges n > 1 die Aussage (a1 ---a,) ' =a;!--- al_l gilt.
Der Induktionsschritt besteht darin, dass wir die Aussage fiir n + 1 zeigen, indem wir die Indukti-
onsannahme fiir n verwenden. Die Aussage fiir n lautet, dal die rechte Seite des Satzes das Axiom

(G3) erfiillt, also gilt

Der Induktionsanfang ist n = 1: fiir nur ein einziges Element ist die Aussage a;

(al an) . (a;l a;l) = e.
Nach (G2) diirfen wir e in der Mitte einfiigen ohne den Wert der linken Seite zu &ndern:

(al...an).e.(agl...al_l):e.

Nach (G3) kénnen wir e durch anHa;iI ersetzen, und erhalten

(a1++an) - (anpra,yy) - (ag " -oayh) =e.

Wegen (G1) diirfen wir die Klammen umsetzen zu

(al...an.an+1).(a;il.agl...afl):6_

Damit ist die rechte Klammer das Inverse der linken Klammer nach (G3). Das ist die gewiinschte
Aussage fiir n+ 1. Damit haben wir die Induktion abgeschlossen, und der Satz gilt fiir allen € N. [

Definition 1.1.3. (Potenzen)
Es sei (G, 0) eine Gruppe und a € G.

0 =¢cund a"*! = (a") o a.

i) Fiir n € NU {0} definieren wir rekursiv: a
ii) Wir definieren a™" = (a") ™.

Satz 1.1.4. (Potenzregeln)
Es seien (G,o) eine Gruppe und a,b € G mit aob=boa. Weiter seien m,n € Z. Dann haben wir

am o an — am+n
(aod)™ = a™ob™
(@™ = a™".
Beweis. ohne Beweis. O

1.2 Beispiele

Beispiele fiir Gruppen kommen in vielen Gebieten der Mathematik vor.

Beispiel 1.2.1. Es sei Z die Menge der ganzen Zahlen, Q die Menge der rationalen Zahlen und R die
Menge der reellen Zahlen. Alle diese Mengen sind abelsche Gruppen bzgl. der Addition. Wir haben
also die abelschen Gruppen (Z,+), (Q,+) und (R, +).

Beispiel 1.2.2. Die Menge Z der ganzen Zahlen bildet keine Gruppe bzgl. der Multiplikation. Es
gibt zwar ein neutrales Element, ndmlich die Zahl 1, aber es gibt fiir die Zahlen @ # +1 in Z keine
Inversen.

Beispiel 1.2.3. Die Mengen Q\{0} und R\{0} bilden abelsche Gruppen bzgl. der Multiplikation.



Viele Beispiele von Gruppen werden durch Mengen von Abbildungen geliefert. Die Verkniipfung ist
die Komposition (Hintereinanderausfithrung) von Abbildungen.

Definition 1.2.1. Es sei M eine beliebige nichtleere Menge.
i) Unter der Menge S(M) verstehen wir die Menge aller bijektiver Abbildungen von M auf sich.

Die Permutationsgruppe von M ist (S(M),0), wobei o die Komposition von Abbildungen
bedeutet.

ii) Es sei n € N. Unter der symmetrischen Gruppe S,, der Ordnung n versteht man die Permuta-
tionsgruppe.

Definition 1.2.2. (Darstellung von Permutationen)
Es sei n € Nund v € §,,. Dann schreiben wir

_ ( 1 2 ...00n >
LW @ )
Definition 1.2.3. (Zyklus)
Es sei n € N. Eine Permutation 7 € S,, heifit Zyklus (der Lénge m), wenn es paarweise verschiedene
ai,ag,...,am € {1,2,...,n} mit y(a;) = aj41 fir 1 <j <m —1, v(am) = a1 und y(I) =1 fiir alle
[ & {a1,aq9,...,an} gibt. Wir schreiben v = (a1 a2 ... ap,). Zwei Zyklen v = (a1 as ... ap) und
0 = (b1 bg ... by) heiflen elementefremd (disjunkt), wenn {a1, as,...,amn} N{b1,ba, ..., bx} = 0 gilt.

Satz 1.2.1. (Zyklendarstellung)
Es sein € N. Jede Permutation von S, kann als Produkt elementefremder Zyklen dargestellt werden.

()-v

Es sei nun n > 1, und die Behauptung sei schon fiir alle m < n bewiesen.

Es sei v € S,. Wir definieren rekursiv a; = 1 und aj4+1 = v(a; ).

Es sei jo := min{j > 1: a; € {a1,...,aj-1}}. Ware jetzt y(aj,—1) = o fir ein | # 1, so wire
v(ai—1) = v(aj,) = a;, im Widerspruch zur Bijektivitdt von .

Es sei weiter o9 = (a1 ... aj,—1). Ist jo — 1 = n, so ist v = 0. Andernfalls sei A = {a1,...,a5,—1}
und B = {1,...,n} —{a1,...,aj,—1}. Die Restriktion 'y‘B kann nach eventueller Umnummerierung
der Elemente von B als Permutation in S,, mit m = n — (jo — 1) angesehen werden.

Nach der Induktionshypothese ist aber ’y‘ p ein Produkt von Zykeln: fy‘ g = 019...00,. Dann ist

Beweis. Induktion nach n:
Der Fall n = 1 ist klar:

720007|B:000010...oar. O
Beispiel 1.2.4. Es sei n = 13 und

/12 3 4567 8 9 10 11 12 13
7= 7 1258 11 13 12 9 6 3 )

Dann ist
y=(14)o(2 7 8 11 9 13 3 10 12 6 5 ).

Definition 1.2.4. Eine Gruppe (G, o) heifit endlich, wenn sie endlich viele Elemente hat, andernfalls
unendlich. Die Anzahl der Elemente heifft Ordnung von G, geschrieben: |G/|. Ist G unendlich, so setzt
man |G| = co.



Satz 1.2.2. Es sein € N.

i) Esist |Sy| =n!

it) Firn >3 ist (Sp,0) nicht abelsch.

Beweis. i) Durch Induktion nach n.

ii) Es seien 0,7 € S,, mit o = (1 2) und v = (2 3) gegeben. Dann ist
o_123...n7é123...n_o
7°7= 231 ... =n 312 ...n) 177
O

Wichtig sind auch Gruppen von Bijektionen auf einer Menge mit einer vorgegebenen Struktur. Von
den Bijektionen wird verlangt, dass sie die ”Struktur repektieren”. In der Linearen Algebra begegnet
man Mengen von linearen Abbildungen eines Vektorraumes.

Beispiel 1.2.5. Es sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und GL(V) sei die Menge aller
invertierbaren linearen Abbildungen von V' auf sich selbst. Es sei o die Komposition von Abbildungen.
Dann ist (GL(V), o) eine Gruppe.

Fordert man zusétzlich, dass die linearen Abbildungen eine vorgegebene Teilmenge M C V in sich
iiberfithren, so erhélt man die Symmetriegruppe Sym(M) der Menge M.

Beispiel 1.2.6. Es sei Q = {(1,1),(—1,1),(—1,-1),(1,—1)} die Menge der Ecken eines Qua-
drats. Dann besteht Sym(M) aus acht Elementen: vier Drehungen um den Ursprung (die Iden-
titidt eingeschlossen) und vier Spiegelungen (je zwei an den Verbindungsgeraden der Mittelpunkte
gegeniiberliegender Seiten und zwei an den Diagonalen).

1.3 Untergruppen, zyklische Gruppen

Definition 1.3.1. Es sei (G, 0) eine Gruppe und U C G. Dann heifit U Untergruppe von GG, wenn
auch (U, o) eine Gruppe ist.

Beispiel 1.3.1. Die Gruppe (R, +) hat die Untergruppen (Q, +) und (Z, +).
Beispiel 1.3.2. Die Gruppe (Z,+) hat die Untergruppen
mZ=A{k-m:keZ}={...,—2m,—m,0,m,2m,...}

fiir alle m € N.

Um die Untergruppeneigenschaft einer Teilmenge U C G nachzuweisen, geniigt der Nachweis des
folgenden Untergruppenkriteriums:

Satz 1.3.1. (Untergruppenkriterium)
Es sei (G, 0) eine Gruppe und U C G. Dann ist U genau dann eine Untergruppe von G, wenn gilt:

i) Die Menge U ist nichtleer: U # ()

ii) Fir alle a,b € U gilt aob™t € U.



Beweis. Da das Assoziativgesetz auf ganz G gilt, gilt es auch auf der Teilmenge U. Es bleibt, die
Abgeschlossenheit von U bzgl. o, die Existenz eines neutralen Elementes in U und die Abgeschlos-
senheit der Inversenbildung nachzuweisen.

Wegen U # () gibt es ein a € U. Nach (ii) gilt dann

e=aoateU (1)

und weiter
coat=a"leU. (2)
Damit folgt

a,bEU(:2>)a,b*1EU(:})ao(b’l)’lzaObeU.

Untergruppen kénnen auch durch Erzeugendensysteme definiert werden.

Definition 1.3.2. Es sei (G, o) eine Gruppe und M C G. Dann bedeutet (M) die kleinste Unter-
gruppe von G, die M enthilt. So heifit U = (M) die von M erzeugte Untergruppe von G, und M
heifit ein Erzeugendensystem von U.

Ist M = {a} eine einelementige Menge, so schreiben wir (a) anstatt ({a}) und sagen: U wird von a
erzeugt oder a ist ein erzeugendes Element. Eine Gruppe G heifit zyklisch, wenn es ein g € G mit
G = (g) gibt.

Beispiel 1.3.3. Die Gruppe (Z, +) wird von 1 erzeugt. Es ist Z = (1). Das einzige andere erzeugende
Element ist -1, weswegen ebenfalls Z = (—1) gilt. Somit ist (Z,+) eine unendliche zyklische Gruppe.

Satz 1.3.2. Es sei (G,0) eine Gruppe und a € G. Dann ist
(@) ={..,a%a e,a,d%.. }

die Menge aller Potenzen von a.

Beweis. Es sei H = {a": n € Z}. Es seien weiter ¢ = a™,d = a" € H.
Dann ist auch cod™! = a™ ™ € H. Also erfiillt H das Untergruppenkriterium von Satz 1.3.1. O

Wir definieren nun die Ordnung eines Gruppenelements.

Definition 1.3.3. Es sei (G, o) eine Gruppe und a € G.

i) Sind alle Potenzen a® mit k € Z verschieden, so sagen wir: @ hat die Ordnung oo oder ist von
unendlicher Ordnung.

ii) Sind nicht alle Potenzen a* mit k € Z verschieden, so definieren wir die Ordnung von a als das
kleinste n € N mit a™ = e.

Die Ordnung einer endlichen zyklischen Gruppe ist gleich der Ordnung eines erzeugenden Elementes.

Satz 1.3.3. Es sei (G,0) eine Gruppe und a € G.

i) Ist a von unendlicher Ordnung, so ist {(a) eine unendliche Gruppe.

i) Hat a die Ordnung n € N, so ist {a) = {e,a,...,a" " '}. Es ist dann | (a) | = n.



Beweis. 1) Annahme: (a) ist endlich. Dann kénnen nicht alle Potenzen a™ mit n € N verschieden
sein. Es gibt also k < | € N mit a* = o!. Dann ist o/ = e, also ist a nicht von unendlicher
Ordnung., ein Widerspruch.

ii) Esist a” ' oa = e, also
a b =a""1, (1)

ab = (a7 a" =a". (2)

Damit ist (a) = {e,a,...,a" '}. Wire a* = o fiir 1 < k <1 < n, so wire a' =% = ¢, also die
Ordnung von a kleiner als n.

O

Bemerkung 1.3.1. Nach Satz 1.3.3 kann die Ordnung eines Elements a € G kurz als | (a) | geschrie-
ben werden.

Beispiel 1.3.4. Es sei (G,0) = (Sg, o) sowie v = 01 U 02 mit den beiden Zykeln o3 = (1 2 3) und
02 =(45678). Dann ist 07 = (1 3 2) und o3 = oy = id. Also ist | {o1) | = 3. Analog ergibt sich
dann | (o2) | = 5. Es ist 4™ = o]" 0 0}", da offenbar elementfremde Zyklen vertauscht werden kénnen.
Es ist

" =id & o' =id, oy =1id,

also wenn m durch 3 und 5 teilbar ist. Damit ist | () | = 15.

1.4 Isomorphismen

Zur Beschreibung der Idee beginnen wir mit einem Beispiel:

Beispiel 1.4.1. Wir betrachten die beiden Gruppen (G, -) und (S2, o). Dabei sei G = {1, -1} und -
die Multiplikation. Es ist Sa = {id, (1 2)}. Wir haben die Verkniipfungstafeln

1 -1 o | id (12
fir G: 1 1 -1 und fiir So: id id  (12) .
1] -1 1 12) | (12) i

Die beiden Gruppen (G, -) und (S, o) sind ”im wesentlichen gleich”, sie unterscheiden sich nur durch
die Namen ihrer Elemente. Die Namensénderung wird durch die Abbildung ®: G — Sy mit (1) = id
und ¢(—1) = (1 2) vermittelt.

Die Verkniipfungstafel von G geht durch die Namenséinderung ® in die Verkniipfungstafel von So
iiber. Damit ist ® ein Isomorphismus, und (G, -) und (S, 0) sind isomorph.

Definition 1.4.1. Es seien (G, o) und (H,*) Gruppen.
Eine Abbildung ®: G — H heifit Isomorphismus (von G nach H), wenn sie folgende Eigenschaften
erfiillt:

i) Die Abbildung ® ist bijektiv.

ii) Es gilt ®(aob) = ®(a) » ®(b) fiir alle a,b € G (Relationstreue).



Beispiel 1.4.2. Es sei R™ = (0,00). Die Gruppen G = (R,+) und H = (R™,.) sind isomorph.
Der Isomorphismus von G nach H ist die Exponentialfunktion exp: R — RT mit 2 — e* wegen
der Funktionalgleichung exp(z1 + x2) = exp(x1) - exp(x2). Die Umkehrabbildung log: RT™ — R mit
y — logy ist ein Isomorphismus von H nach G.

Isomorphismen sind niitzlich, wenn es darum geht, Gruppen zu klassifizieren. Darunter versteht man
die Losung des folgenden Problems:

Gegeben sei eine Kategorie von Gruppen einer festen Ordnung n. Es ist ein Katalog von Re-
prasentanten zu erstellen, so dass jede Gruppe der gegebenen Kategorie zu genau einem dieser Re-
prasentanten isomorph ist.

Wir 16sen dieses Problem fiir den Fall der zyklischen Gruppen.

Satz 1.4.1. i) Jede unendliche zyklische Gruppe ist isomorph zu (Z,+).

it) Eine endliche zyklische Gruppe der Ordnung n ist isomorph zur additiven Gruppe der Restklas-
sen modulo n.

Beweis. Ubungsaufgabe O

1.5 Homomorphismen

Schwéicht man die Forderungen an die Eigenschaften eines Isomorphismus dadurch ab, dass man nur
die Relationstreue, nicht jedoch die Bijektivitdt verlangt, so erhélt man den allgemeinen Begriff des
Homomorphismus.

Definition 1.5.1. Es seien (G,o) und (H,*) Gruppen. Eine Abbildung ¢: G — H heifit ein
Homomorphismus (von G nach H), wenn ¢(a o b) = @(a) x ¢(b) fiir alle a,b € G gilt (Relations-
treue).

Ein Homomorphismus liefert ein im allgemeinen verkleinertes Bild der gegebenen Gruppe G (ein
Miniaturmodell).

Beispiel 1.5.1. Es sei (G, 0) = (R\{0},-) und (H,*) = ({—1,1},). Ein Homomorphismus ist durch
die Vorzeichenfunktion sgn mit

sgn(z) 1, falls x>0,
& | -1, falls z<O0.

gegeben. Die einzige Information, die erhalten bleibt, ist das Vorzeichen von z.
Die Verkniipfungstafel von (H,x)

illustriert dann die Vorzeichenregeln (z.B. ”minus mal minus gibt plus”).

Wir ergénzen die Definition des Homomorphismus wie folgt:

Definition 1.5.2. i) Ein surjektiver Homomorphismus heift Epimorphismus.

ii) Ein injektiver Homomorphismus heifit Monomorphismus.

iii) Ein Isomorphismus einer Gruppe G auf sich selbst heifit Automorphismus.

10



1.6 Gruppenwirkungen

Definition 1.6.1. Man sagt: Eine Gruppe G wirkt (oder operiert) auf einer Menge M (von links),
wenn eine Abbildung G x M — M, (g, m) — gm mit

i) (fg)m = f(gm) fiir alle f,g € G und alle m € M und

ii) 1m = m fir alle m € M, wobei 1 das Einselement von G ist,
gegeben ist. Analog werden Gruppenwirkungen von rechts definiert.

Gruppenwirkungen kommen in vielen Gebieten der Mathematik vor. Sie sind jedoch auch in der
Gruppentheorie von Bedeutung.

Beispiel 1.6.1. Es sei V ein Vektorraum iiber einem Kérper K, und G = K — {0} sei eine Gruppe
bzgl. der Multiplikation. Dann wirkt G auf V' durch Skalarmultiplikation:

(\T) =0
mit A\e Gund v € V.

Beispiel 1.6.2. Es sei K ein Korper und V' = K" der Vektorraum aller n- tupel iiber K (als
Spaltenvektoren geschrieben). Weiter sei GL(n, K) die Gruppe aller nicht- singuldren Matrizen vom
Typ (n,n). Dann wirkt GL(n, K) auf V' durch Matrixmultiplikation von links:

(A, V) = AU
mit A € GL(n,K) und ¥ € K™.

Beispiel 1.6.3. Es sei G eine Gruppe und M = G. Die Abbildung G x G — G sei durch (g,x) — gz
gegeben. Dann wirkt G auf sich selbst durch Linksmultiplikation.

Wir machen nun eine Exkursion in die Graphentheorie. Deren Objekte, die Graphen, sind nicht
eigentlicher Gegenstand dieser Vorlesung. Sie liefern jedoch, wie die in Abschnitt 1.2 erwdhnte Sym-
metriegruppe, viele Beispiele fiir Gruppenwirkungen und Gruppenisomorphismen.

Definition 1.6.2. Ein Graph ist ein Paar G = (E, K), wobei E eine beliebige Menge von Objekten,
die Ecken genannt werden, wéhrend K eine Menge von zweielementigen Teilmengen k = {ey, ea} mit
e1,es € E ist. Fiir k = {e1, e2} mit e1, e € E schreiben wir auch k = e7e3 und nennen k die Kante
zwischen e und ey. Zwei Ecken e; und e heiflen verbunden (oder benachbart), falls ejez € K ist.
Fiir e € E heifit die Anzahl der zu e benachbarten Ecken der Grad von e (grade).

Definition 1.6.3. Es seien G = (Ej, Kj) und U = (E3, K2) Graphen. Eine bijektive Abbildung
7: E1 — FE5 heiit genau dann (Graphen)- Isomorphismus, wenn

eres € Ky < 1(ep)1(e2) € Ky

ist. Ist G = U, so heifit 7 Automorphismus von G. Die Menge aller Automorphismen von G heifit die
Automorphismengruppe von G (Schreibweise: Aut(G)).

Dieser Name erkldrt sich aus folgendem leicht zu beweisendem Satz:

Satz 1.6.1. Es sei G ein Graph. Dann ist Aut(G) eine Gruppe beziiglich der Hintereinanderausfithrung
von Abbildungen.

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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Beispiel 1.6.4. Es sei G = (F, K) mit £ = {1,2,3,4,5,6} und K = {13,23, 34,45, 46}.

1 5

Bestimme Aut(G).

Losung;:

Ist 7 € Aut(G), so gilt fiir alle e € E, dass e und 7(e) mit derselben Anzahl von Ecken verbunden
sind. Also ist grade = grad 7(e). Da e = 3 und e = 4 die einzigen Ecken mit grad e = 3 sind, muss
fiir 7 einer der folgenden Fille gelten:

Fall 1: 7(3) =3, 7(4) =4

Fall 2: 7(3) =4, 7(4) = 3.

In jedem der Fille 1 und 2 gibt es vier Moglichkeiten fiir die Bilder der Ecken {1,2,5,6}.

Wir erhalten
6 1 2 6
6/'\2 1 5/’

. 2 3 )

Aut(g) = {zd, (1 5 3 6
2 4 5 6 1 2 3 5 6
6 "\ 6 5 3 1 2 5 4 2 1

Die Automorphismengruppe Aut(G) eines Graphen G liefert Beispiele von Gruppenwirkungen.

3 4
3 4

—
D

Beispiel 1.6.5. Es sei G = (E, K) ein Graph. Dann wirkt die Automorphismengruppe sowohl auf
FE als auch auf K.

Definition 1.6.4. Die Gruppe G operiere von links auf der Menge M, und es sei m € M.

i) Stabg(m) :={g € G: gm = m} heifit der Stabilisator von m in G.

ii) Gm = {gm: g € G} heifit die Bahn von m unter G.
Bei Operationen von rechts definiert man analog Stabg(m) := {g € G: mg = m} und eben
mG = {mg: g € G}.

iii) Die Menge der Bahnen wird mit G\M bezeichnet bzw. bei Operationen von rechts mit M/G.

Beispiel 1.6.6. Es sei K ein Korper und V' ein Vektorraum iiber K. Die Gruppe G = (K — {0}, )
wirkt auf V' durch Skalarmultiplikation.

i) Es sei 7 # 0. Dann ist die Bahn von @ gerade G = {\7: A € K —{0}}, der von # aufgespannte
eindimensionale Unterraum (Gerade) ohne den Nullvektor.
Es ist Stabg(7) = {1}.

ii) Es sei ¥ = 0. Dann ist die Bahn G# = {0} und Stabg (%) = G.

12



Satz 1.6.2. Die Gruppe G wirke von links auf der Menge M.

i) Der Stabilisator Stabg(m) ist fir alle m € M eine Untergruppe von G.

ii) Die Menge aller Bahnen auf M unter G bildet eine Partition auf M. Insbesondere sind zwei

Bahnen entweder disjunkt oder gleich.

Beweis. i) Esist 1 € Stabg(m), insbesondere ist Stabg(m) # 0.

ii)

Seien also g, h € Stabg(m), so ist (gh~)m = g(h~'m) = gm = m, denn aus hm = m folgt
m = h~'m. Also ist gh~! € Stabg(m), d.h. Stabg(m) erfiillt das Untergruppenkriterium von
Satz 1.3.1.

Aus m = 1m € Gm fiir alle m € M folgt
M = U Gm.

meM

Wir zeigen, dass die Bahnen Gm entweder gleich oder disjunkt sind. Dazu seien =,y € M und
Gr NGy # 0, womit ein n € Gz N Gy existiert. Da n € Gz liegt, gibt es ein g € G mit n = gx.
Es gilt

Gn ={hn: he G} ={h(gz): h€ G} ={(hg)z: h€ G} = {iz: i€ G} = Gux.
Analog erhilt man Gn = Gy. Also ist Gz = Gy.
O

Definition 1.6.5. Eine Gruppe G wirke auf einer Menge M (von links oder rechts). Eine Menge
R C M heilit ein Représentantensystem der Gruppenwirkung, falls es zu jeder Bahn B genau ein
r € R mit r € B gibt.

Beispiel 1.6.7. Wir kehren zu Beispiel 1.6.4 zuriick.
Essei G = (E,K) mit £ ={1,2,3,4,5,6} und K = {13,23,34,45,46}.

i)
ii)

Bestimme die Bahnen sowie ein Reprisentantensystem der Gruppe G = Aut(G).

Bestimme den Stabilisator Stabg(3) sowie die Bahnen und ein Représentantensystem der Grup-
penwirkung von Stabg(3) auf E.

Losung:

i)

ii)

Aus der Liste der Elemente von Aut(G) in Beispiel 1.6.4 ist ersichtlich, dass es zu jedem Paar
(e1,e2) mit e; € By = {1,2,5,6} ein g € Aut(G) mit ge; = ez gibt. Dasselbe gilt fiir (es, e4) mit
e; € By = {3,4}. Hingegen ist g3 ¢ B; bzw g4 ¢ B;. Die Bahnen sind somit By = {1,2,5,6}
und By = {3,4}. Ein Reprisentantensystem ist daher R = {1, 3}.

Es ist

(1 2 3 4 5 6 1 2 3 45 6 1 2 3 456
StabG(B):{ld’(l 2 3 4 6 5>’<2 1345 6)’(2 1346 5)}
Elemente, die beziiglich der Wirkung einer Gruppe G zur selben Bahn gehoren, brauchen

beziiglich der Wirkung einer Untergruppe U von G nicht zur selben Bahn gehoren.

In diesem Fall zerfillt die Bahn B; = {1,2,5,6} beziiglich der Wirkung von Aut(G) in die
Bahnen B;; = {1,2} und B; 2 = {5,6} unter der Wirkung von Stabg(3) und die Bahn By =
{3,4} beziiglich der Wirkung von Aut(G) in die Bahnen By ; = {3} und By 2 = {4} unter der
Wirkung von Stabg(3). Ein Reprisentantensystem ist R = {1, 3,4,6}.
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1.7 Nebenklassen, Normalteiler und Faktorgruppen

Um eine einfachere Schreibweise zur Verfiigung zu haben, fithren wir zunéchst das Komplexprodukt
ein.

Definition 1.7.1. (Komplexprodukt)
Es sei (G, -) eine Gruppe und S, T C G Teilmengen von G (Komplexe). Unter dem Komplexprodukt

ST versteht man
ST :={st: se€ S,teT}.

Ist S (bzw. T') eine einelementige Menge S = {s} (bzw. T' = {t}), so schreibt man auch sT statt
{s}T (bzw. St statt S{t}).

Eine entsprechende Definition kann auch fiir Gruppenwirkungen gegeben werden.

Definition 1.7.2. Die Gruppe G wirke auf der Menge M (von links). Es sei S € G und L C M.
Dann versteht man unter SL die Menge SL = {sl: s € S,l € L}. Sind S = {s} (bzw. L = {l})
einelementige Mengen, so schreibt man sL (bzw. SI).

Wir kommen nun zu einem wichtigen Spezialfall einer Gruppenwirkung. Es sei U eine Untergruppe der
(multiplikativ geschriebenen) Gruppe G. Dann operiert U auf G durch Multiplikation von links (oder
rechts). Ist G kommutativ, braucht zwischen links und rechts natiirlich nicht unterschieden zu werden.
In diesem Abschnitt werden wir die Bahnen dieser Gruppenwirkung betrachten, die sogenannten
Nebenklassen von U. Eines der bekanntesten Beispiele entstammt der elementaren Zahlentheorie.

Definition 1.7.3. Es sei m € Nund k,[ € Z.

Dann heifien k und [ kongruent modulo m (Schreibweise: k = [ mod m), wenn m|(k —1) gilt. Andern-
falls heiflen sie inkongruent modulo m, also k # [ mod m. Die Menge {l € Z: | = k mod m} heifit die
Restklasse (Kongruenzklasse) k mod m.

Satz 1.7.1. Es seim € N.

i) Fir k,l € Z gilt genau dann k =1l mod m, wenn k und [ zu derselben Bahn der Wirkung von
(mZ,+) auf (Z,+) durch Addition gehiren.

ii) Es gibt m Bahnen dieser Gruppenwirkung, und zwar die Restklassen 0 mod m, 1 mod m, ...,
(m — 1) mod m.

Beweis. i) Dies folgt sofort aus der Definition der Gruppenwirkung.

ii) Die Zahlen 0,1, ..., m—1 sind offenbar paarweise inkongruent modulo m. Also représentieren sie
verschiedene Bahnen. Andererseits représentieren sie auch sdmtliche Bahnen: Es seil = ¢-m+r
mit ¢,7 € Z und 0 < r < m — 1. Dann ist [ = r mod m.

O]

Definition 1.7.4. Es sei (G, o) eine Gruppe und (U, o) eine Untergruppe von G. Die Bahnen der
Wirkung von U auf G durch Multiplikation von rechts (bzw. von links) heiflen Linksnebenklassen
(bzw. Rechtsnebenklassen) modulo U.

Zwei Elemente g,h € G heiflen linkskongruent (bzw. rechtskongruent) modulo U (Schreibweise:
g =; hmod U bzw. g =, h mod U), wenn sie derselben Links- (bzw. Rechts-) nebenklasse modulo U
angehoren.

Die Anzahl der Linksnebenklassen modulo U heifit der Index von U in G (Schreibweise: (G: U)).
Dabei ist (G: U) = oo moglich.
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Bemerkung 1.7.1. Aus Definition 1.7.3 ergibt sich fiir die Menge der Links- (bzw. Rechts-) neben-
klassen die Bezeichnung G/U (bzw. U\G).

Man sieht sofort die Giiltigkeit von

Satz 1.7.2. Es sei G eine Gruppe und g € G. Die Links- (bzw. Rechts-) nebenklassen von g sind
durch gU (bzw. Ug) im Sinne von Definition 1.7.1 gegeben. Es seien g, h € G. Dann gilt

g= hmodU & hlgeU
g=,hmodU <« hglel.

Fiir endliche Gruppen G fithrt das Konzept der Nebenklassen zu einer wichtigen Beziehung zwischen
der Ordnung der Gesamtgruppe G und der Ordnung einer Untergruppe U.

Satz 1.7.3. (Lagrange)
Es sei G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe von G. Dann gilt fir alle g € G

lgU[ = [Ug| = [U].

Dann teilt die Ordnung der Untergruppe U die Ordnung der Gruppe G. Die Anzahl der Linksneben-
klassen von U in G ist gleich der Anzahl der Rechtsnebenklassen, und es gilt

G
Gl = e = 16
e =1

Der Index von U in G (in Definition 1.7.4 als die Anzahl der Linksnebenklasen definiert) ist auch
die Anzahl der Rechtsnebenklassen. Es ist |G| = (G: U) - |U]|.

Beweis. Nach Satz 1.6.2 bildet die Menge aller Links- (bzw. Rechts-) nebenklassen eine Partition
von G, also G = U U gU U...UqU. Die Abbildung U — gU, u — gu ist eine Bijektion. Also gilt
|U| = |g;U]| fiir alle i = 1,...,] und damit [ - |U| = |G|.

Der Rest der Behauptung folgt aus Definition 1.7.4. O

Wir kehren noch einmal zum Thema der Gruppenwirkung zuriick.

Satz 1.7.4. (Bahnensatz)
Die Gruppe G wirke (von links) auf der Menge M mit m € M. Dann gibt es eine Bijektion T
zwischen den Elementen der Bahn von m und den Linksnebenklassen G\ Stabg(m), welche durch

| Gm — G\ Stabg(m)
T gm — g Stabg(m)

definiert ist. Insbesondere ist
G|

1= TStabetml

Beweis. Es sei G = Stabg(m) U g1 Stabg(m) U ... U g; Stabg(m) die Partition von G in Linksneben-
klassen von Stabg(m) in G. Es ist zu zeigen, dass 7 wohldefiniert ist, d.h. nicht von der Wahl des
Représentanten g abhéngt. Es seien g, h € G. Dann gilt

gm =hm < h~lgm =m < h™'g € Stabg(m) < g Stabg(m) = h Stabg(m).

Das zeigt auch die Injektivitdt von 7. Die Surjektivitét ist klar. O
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Unter gewissen Bedingungen ist es moglich, die Menge der Nebenklassen einer Untergruppe wieder
zu einer Gruppe zu machen.

Beispiel 1.7.1. Es sei m € N. Die Menge (Z/mZ) der Restklassen modulo m ist beziiglich des
Komplexproduktes (das in diesem Fall eine Addition von Komplexen ist), eine zyklische Gruppe der
Ordnung m.

Entscheidend fiir das Gelingen dieser Konstruktion ist hier die Tatsache, dass das Produkt (hier die
Summe) zweier Nebenklassen wieder eine Nebenklasse ist. Dies ist nicht immer der Fall, wie folgendes
Beispiel zeigt:

Beispiel 1.7.2. Es sei G = S5 = {id,0,0%,7,07,0%7} mit

(1 23 4123
7=\2 3 1) ™ 7712 1 3)"

Es gilt 70 = 07 und 70? = o7. Wir betrachten zunichste die ”gute” Untergruppe Uy = {id, o, 0%}.
Obwohl die Verkniipfung nichtkommutativ ist, sind Links- und Rechtsnebenklassen identisch. Es gilt
id-Uy = Uy -id und 7-U; = Uy - 7. In der Verkniipfungstafel gruppieren wir die Elemente aus den
selben Nebenklassen zusammen:

2

id - U; 7-U;

o id o o2 T TO T0°
id id o o’ T TO T0?
o o o? id | To T0? T
o2 o2 id o | To? T TO
T T T0? TO id o’ o
TO | TO T 02| o id o2
1702 | 102 TO T o? o id

Wir haben die folgenden Eigenschaften:

i) Es gilt
g1 =1 92 mod Uy, hy =; ho mod Uy = 91h1 = gghg mod Uj.

Dasselbe gilt fiir die Rechtskongruenz.

ii) Die Linksnebenklassen U; und 7 - U; = {7,70,70?} entsprechen den Rechtsnebenklassen U;

und Uy - 7 = {1,017 = 702, 0%1 = 70}

iii) Das Komplexprodukt zweier Nebenklassen ist wieder eine Nebenklasse.

Auch die Menge der Nebenklasse bildet eine Gruppe bzgl. des Komplexproduktes

o ‘id‘Ul T-U;
ZdUl ’LdUl T'U1
Uy | 7-U; id-Uj.

Diese Gruppe werden wir spiter die Faktorgruppe S3/U; nennen.
Die Abbildung ®: S5 — S3/Uy, v — yU; ist ein Epimorphismus.

Wir betrachten nun die ”schlechte” Untergruppe Us = {id, 7}:
Die Linksnebenklassen sind

Us = {id, 7}, oUsy = {0,017}, 0°Us = {0?,0°7}
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und die Rechtsnebenklassen

Us = {id, 7}, Uso = {0,0%1}, Uso? = {0?,07}.

Weiter gilt

o id o o? T To  TO?

id id o o? T To  TOZ
o o o? id 70 | T0? T
o2 o2 id o 102 T TO
T T 02 | 10 id o2 o
TO | TO T T02 o id o2
ro? | 70? 1O T o? o id

Wir sehen, dass keine der Eigenschaften, die fiir U; die Konstruktion einer Faktorgruppe ermdoglicht

haben, fiir Us erfiillt ist.

Es stellt sich heraus, dass jede der drei Eigenschaften aus Beispiel 1.7.2 jeweils die beiden anderen
impliziert. Wir legen eine dieser Eigenschaften der Definition des Normalteilers zugrunde.

Definition 1.7.5. Ein Normalteiler einer Gruppe G (geschrieben: N < G) ist eine Untergruppe N
von G, fiir die die Relation =; mod N gleich der Relation =, mod N ist. Man schreibt dann fiir beide

Relationen einfach = modN.

Satz 1.7.5. Es sei N eine Untergruppe der Gruppe G. Folgende Aussagen sind dquivalent:

i) N ist ein Normalteiler.
ii1) gN = Ng fiir alle g € G
i) gNg=! = N fiir alle g € G

iwv) gNg~* C N fiir alle g € G

v) (gN)(hN) = (gh)N fiir alle g,h € G

vi) (Ng)(Nh) = N(gh) fir alle g,h € G

vii) Aus g1 =; go mod N und h; = hg mod N folgt gih1 = g2ho mod N.

viii) Aus g1 =, g2 mod N und hy =, he mod N folgt g1h1 =, g2he mod N.

Beweis.

e (i) ist zu (ii) dquivalent, da die Links- (bzw. Rechts-) nebenklassen, die zu den

Aquivalenzrelationen =; (bzw. =,) gehoren, Aquivalenzklassen sind. Aquivalenzklassen zweier
Aquivalenzrelationen stimmen genau dann iiberein, wenn die Aquivalenzrelationen iibereinstimmen.

o (i) = (iii):

Mit gN = Ng gilt auch gNg=! = (Ng)g ' = N-e = N.

e (iii) = (iv):
Dies ist trivial.
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(iv) = (i):
Es gilt

g=hmodN=h"lgeN = ght=g(hlg)g! = gNg ' Cc N=g=, hmod N.

()

o (ii) = (v):
Wegen NN = N gilt (gN)(hN) = g(Nh)N = g(hN)N = (gh)N.

o (v) = (iv):
Insbesondere ist (¢N)(g~*N) = gg !N = N.
Annahme: gNg=' ¢ N. Dann ist (¢gNg~')N ¢ N, weswegen (gN)(¢g~'N) ¢ N folgt, ein
Widerspruch.
Damit folgt die Aquivalenz von (i) bis (iv) mit (v) und analog mit (vi).

o (vii) = (iv):
Es seien g € Gund n € N. Ausn = 1 mod N und g~ = ¢! mod N folgt

ng =g mod N=gng'eN=gNg'cN,

also (iv).
o (ii) = (vii):
Aus g1 = gomod N und hy =; ho mod N folgt g1 € goN und h; € hoNN. Also ist auch
gih1 € g2(Nh2)N = (g2h2)N. 5
Damit folgt die Aquivalenz (i) bis (vi) mit (vii). Ebenso folgt die Aquivalenz von (i) bis (vi)
mit (viii).
O

Satz 1.7.6. Es sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler von G. Dann bildet die Gruppe G/N
der Nebenklassen von N in G eine Gruppe mit dem Komplexprodukt als Verkniipfung. Die Abbildung
®: G — G/N, g — gN ist ein Epimorphismus von der Gruppe G auf die Gruppe G/N. Also ist G/N
ein homomorphes Bild von G.

Beweis. Die Verkniipfung ist wegen der Eigenschaft (v) aus Satz 1.7.5 abgeschlossen. Das Assozia-
tivgesetz von G iibertrigt sich auf G/N. Das neutrale Element ist 1q/y = 1- N = N € G/N. Das
Inverse von gN ist g~ ' N. ]

Definition 1.7.6. Die Abbildung ® in Satz 1.7.6 heiffit auch der kanonische Epimorphismus von G
auf G/N.

1.8 Homomorphismen und Faktorgruppen

Nach Satz 1.7.6 ist mit jedem Normalteiler N einer Gruppe G ein Homomorphismus ®: G — G/N
verbunden.

Wir werden hier die Umkehrung zeigen: Zu jedem Homomorphismus von G gehort ein Normalteiler
von G, der sogenannte Kern des Homomorphismus.

Definition 1.8.1. Es sei ®: G — H ein Homomorphismus einer Gruppe G in eine Gruppe H mit
Einselement 1. Unter dem Kern von ® versteht man die Menge Kern(®) = {g € G: ®(g) = 1u}.
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Beispiel 1.8.1. Der Begriff des Kerns ist schon aus der Linearen Algebra bekannt. Ist ® eine lineare
Abbildung vom Vektorraum V in den Vektorraum W, so ist Kern(®) = {# € V: ®(%) = O }. Dies
steht in Einklang mit Definition 1.8.1, wenn ® als Homomorphismus der Gruppe (V, +) in die Gruppe
(W, +) betrachtet wird.

Satz 1.8.1. (Homomorphiesatz)
Es seien G und H Gruppen mit Einselementen 1g und 1y sowie ®: G — H ein Homomorphismus.

Dann gilt

1) Kern(®) ist ein Normalteiler von G, ®(QG) ist eine Untergruppe von H, und es gilt ®(1g) = 1g.
) ( : grupp ; g

i)

iii)

Es gilt G/ Kern(®) = &(G), und zwar wird ein solcher Isomorphismus ® durch

o { G/ Kern(®) — ®(G)
gKern(®) — ®(g)

geliefert.
Ist v der kanomnische Epimorphismus von G auf G/ Kern(®), so ist ® = ® o), d.h. das Dia-
gramm

P
G H
(4 -
d
G/ Kern(®)

ist kommutativ.

Der Homomorphismus ® ist genau dann ein Monomorphismus, wenn Kern(®) = {1} gilt.

Beweis. i) Fiir alle g € G gilt ®(g9) = ®(1g - g) = ®(1¢)P(g). Daher ist (1g) = 1x.

ii)

Es seien hi,hy € ®(G), etwa hy = ®(g1) und hy = ®(go). Dann ist hih,' = ®(g1g, "), also
hihs ' € ®(G), womit ®(G) das Untergruppenkriterium (Satz 1.3.1) erfiillt.

Es sei k € Kern(®) und g € G. Dann ist ®(gkg™!) = ®(g9)®(k)®(g7!) = ®(g9)-1y-P(¢7!) = 14,
also ist auch gkg=! € Kern(®), d.h. gKern(®)g~! C Kern(®). Nach Satz 1.7.5 (iv) ist dann
Kern(®) ein Normalteiler von G.

Wir zeigen zunichst, dass die Abbildung ®: G/ Kern(®) — ®(G) wohldefiniert ist, d.h. nicht
von dem Reprisentanten g der Nebenklasse g Kern(®) abhéingt:

Es impliziert g1 Kern(®) = g, Kern(®) fiir ¢1,92 € G dann g1 = g9 - k fiir ein k € Kern(®),
woraus ®(g1) = ®(g2)@(k) = ®(g2) folgt.

Zur Relationstreue:

©(g1 Kern(®)go Kern(®)) = @(g1g2 Kern(®)) = ®(g192) = @(g1)®(92)
@ (g Kern(®))® (g2 Kern(®)).

Zur Injektivitét:

®(g1 Kern(®)) = &(g2 Kern(®)) = O(g1) = D(g2) = 1y = ®(g1)®(g2) ' = ®(g195 ")
9195 € Kern(®)) = g1 € go Kern(®)
g1 Kern(®) = go Kern(®)

oy
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iii) Ist ® injektiv, so folgt {1g} = ®~1({1x}) = Kern(®).
Sei andererseits Kern(®) = {14}, dann gilt

®(g1) = P(g2) = g1 Kern(®) = go Kern(®) = g1 = go

nach Teil (ii).

Beispiel 1.8.2. Es sei G = (R3,+) und ®: R?® — R?, (z,y,2) — (x,7).

Es ist dann @ ein Epimorphismus mit Kern(®) = {(0,0, z): z € R}. Die Elemente der Faktorgruppe
G/ Kern(®) sind die Nebenklassen (x,y,0) + Kern(®). Weiter ist G/ Kern(®) zum homomorphen
Bild ®(G) = R? isomorph.

Beispiel 1.8.3. Es sei = 2Y/12 und G = ({n*: n € Z},-) sowie H = (Z/12Z,+). Weiter sei
®: G — H, n" - nmod 12. Dann ist
Kern(®) = {n": ®(n") = 0mod 12} = {n": n =0 mod 12} =: Okt = {2™: m € Z}.

Nach dem Homomorphiesatz (Satz 1.8.1) ist ®(G) = H = G/ Okt.

Anwendungsbezug;:

Es sei C = 440 und F die Abbildung F: G — R, g — Cg. Dann enthélt F(G) die Frequenzen
der Tone eines Klaviers (oder eines anderen Musikinstruments). Fiir die Bilder der Elemente der
Faktorgruppe G/ Okt unter der Abbildung F' sind folgende Bezeichnungen iiblich:

n 0 1 23 4 5 6 7 8 9 10 11
Bez. fiir C(n"Okt)‘a als h ¢ ci e f fis g gis

Kammerton a mit der Frequenz 440 Hz:

Homomorphismen der symmetrischen Gruppe S, spielen in der Linearen Algebra in der Theorie
der Determinanten eine wichtige Rolle. Wir erinnern an die folgenden Begriffe und Tatsachen der
Linearen Algebra:

Definition 1.8.2. Es sei v € .5,,.
Eine Inversion von 7 ist eine zweielementige Teilmenge {a,b} C {1,...,n} mit a < b und y(a) > v(b).
Bezeichnet () die Anzahl der Inversionen von -, so heifit y gerade, falls I(+y) gerade ist, ansonsten

ungerade. Weiter heifit sgn(v) = (—1)’(") das Vorzeichen (oder Signum) von +y. Die Menge der geraden
Permutationen von S, heifit die alternierende Gruppe der Ordnung n und wird mit A,, bezeichnet.
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Satz 1.8.2. Jedes vy € S, ist ein Produkt von Transpositionen. Ist v gerade (bzw. ungerade), so ist
in jeder Darstellung von v als Produkt von Transpositionen die Anzahl der Faktoren gerade (bzw.
ungerade). Sind o,y € Sy, so ist sgn(o oy) = sgn(c)sgn(y).

Daraus ergibt sich
Satz 1.8.3. Es sein > 2. Die Abbildung

sgn: { Sn - ({_17 1}7)

v — sgn(7)

ist ein Epimorphismus mit Kern(sgn) = A,,.
Die Menge Ay, bildet einen Normalteiler von Sy, vom Index 2. Es ist Sp /A, = ({—1,1},-) = (Z/2Z,+)
und |A,| = $n!
Fiir n > 5 besitzen die Gruppen A,, die bemerkenswerte Eigenschaft der Einfachheit:

Definition 1.8.3. Eine Gruppe mit |G| > 1 heifit einfach, falls G nur die trivialen Normalteiler {1}
und G besitzt.

Satz 1.8.4. Fiirn > 5 ist A, einfach.

Beweis. ohne Beweis. O

Satz 1.8.5. Fiirn >5 sind {id}, A, und S, die einzigen Normalteiler von A,,.

Beweis. Es sei N 4 S, und N & {A,,S,}. Es ist nun

N = {id} (1)
zu zeigen. Es ist N N A, < A,. Wegen der Einfachheit von A,, folgt
NNA, ={id}. (2)

Annahme: es existiert ein v € N — {id}.
Dann ist wegen (2) auch v ¢ A, also sgn(y) = —1 und sgn(y?) = 1, also 42 = id. Damit muss in der
Zyklendarstellung von ~y jeder Zyklus die Lénge 1 oder 2 haben. Alos gilt v = (a1 b1) o ... 0 (as bs)

mit a;,b; € {1,...,n} und einem ungeraden s. Ware nun o € N — {id, v}, so wére o oy € A,,, aber
ooy #id, da y~! = v im Widerspruch zu (2) steht. Also gilt
N = {id,~v}. (3)

Es sei weiter p € Sy, mit p(a1) = a1 und p(b1) & {a1,b1}. Dann ist

pyp~ ' = (p(ar) p(b1))o...o (p(a;) p(b;)) #~

und pyp~! € N wegen N < S,, im Widerspruch zu (3).
Damit ist (1) gezeigt. O

Satz 1.8.6. Es sein > 5 und ®: S, — H ein Epimorphismus von Sy, auf H.
Dann gilt einer der folgenden drei Fille:

1. H= S,
3. H={1}
Beweis. Nach dem Homomorphiesatz (Satz 1.8.1) ist H = 5,/ Kern(®).

Wegen Kern(®) < S, ist nach Satz 1.8.5 nun also H = S,,/{id} = S,, oder H = S,,/A,, = ({-1,1},")
oder H = S,,/S,, = {1}. O
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Kapitel 2

Ringe

2.1 Ringe und Korper

Definition 2.1.1. Ein Ring ist ein Tripel (R, +, ), bestehend aus einer nichtleeren Menge R, einer
als Addition bezeichneten Verkniipfung 4+ und einer als Multiplikation bezeichneten Verkniipfung -,
so dass folgende Ringaxiome erfiillt sind:

Es seien a,b,c € R.

(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
(R2) (a-b)-c=a-(b-c) (Assoziativgesetz)

(R3) a-(b+c¢)=a-b+a-c (1. Distributivgesetz) und (b+c¢)-a =0b-a+ c-a (2. Distributivgesetz)

Dabei wird die Regel "Punkt vor Strich” angewandt.
Gilt zusatzlich das Kommutativgesetz der Multiplikation

(R4) a-b=1b"a,

so spricht man von einem kommutativen Ring.

Das neutrale Element der Gruppe (R, +) heifit Null des Rings R. Fiir a € R wird das Inverse bzgl.
+ mit —a bezeichnet und heifit auch das Negative von a. Der Ring R heifit Ring mit Eins, falls ein
eindeutiges Element 1 € R mit 1-a =a -1 = q fiir alle a € R existiert.

Aus den Distributivgesetzen folgt sofort
Satz 2.1.1. Es sei (R,+,-) ein Ring. Fir alle a,b,c € R gilt

i)a-0=0-a=0
ii) a-(=b) = —(a-b) =(—a)-b
iit) (—a)-(=b)=a-b.

Beispiel 2.1.1. Es sei R = {0}. Setzt man 0+0 =0 und 0-0 = 0, so ist (R, +, ) ein kommutativer
Ring mit Eins. Es ist 1z = Og. Dieser Ring heif3t Nullring. Aus Satz 2.1.1 folgt sofort, dass fiir jeden
Ring (R, +,-) mit Eins, fiir den 1z = Og gilt, auch R = {0} folgt.
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Definition 2.1.2. Es sei (R, +,-) ein Ring.

i) Ein Element a € R heifit linker bzw. rechter Nullteiler, wenn es z € Rmit z #0und a-x =0
bzw. - a = 0 gibt.

ii) Der Ring R heifit nullteilerfrei, wenn R aufler Or keine Nullteiler besitzt.

iii) Weiter heiit R Integritéitsring, wenn R ein kommutativer Ring mit Eins und nullteilerfrei ist
und zudem 1p # Op gilt.

iv) Es sei R ein Ring mit Eins und 1p # Og. Dann heifit a € R eine Einheit, falls es ein b € R mit
a-b=1>-a = 1g gibt. Wie man leicht sieht, bildet die Menge aller Einheiten in R eine Gruppe,
die Einheitengruppe von R, die mit R* bezeichnet wird.

v) Schliefllich heifit R Schiefkérper, wenn R ein Ring mit Eins ist, 1 # 0 und R* = R\{0g} gilt.
Ist R zusétzlich ein kommutativer Ring, so heifit R ein Korper.

Beispiel 2.1.2. (Z,+, ) ist ein Integritdtsring. Die Einheitengruppe ist Z* = {—1, 1}.

Beispiel 2.1.3. Es sei R ein Ring, n € N und R die Menge der Matrizen vom Typ (n,n)
mit Elementen in R. Dann ist auch (R("’”), +,-) ein Ring. Ist R ein Ring mit Eins 1, so ist auch
(R(™™) 4 .} ein Ring mit Eins. Die Eins ist dann die Einheitsmatrix

1 Orp ... Op
Or 1p ... Op
En: . .
Or ... 1gr

Andere Eigenschaften von R wie beispielweise die Kommutativitit oder die Nullteilerfreiheit iibertragen
sich im allgemeinen nicht auf R(™™).

Im Rest dieses Kapitels betrachten wir nur noch Ringe mit Eins. Die Existenz des Einselements wird
im folgenden stets vorausgesetzt, ohne dass es explizit verlangt wird.

2.2 Homomorphismen und Ideale
Definition 2.2.1. Es seien (R, +,-) und (S,H, ) Ringe.

i) Eine Abbildung ®: R — S heifit (Ring-) homomorphismus, falls fiir alle a,b € R

(a) ®(a+b) = P(a) B P(b),
(b) ®(a-b) = ®(a) (D),
(c) ®(1r) =15
gilt. Die Menge Kern(®) = {r € R: ®(r) = 0g} wird der Kern von ¢ genannt.

Ein bijektiver, injektiver bzw. surjektiver (Ring-)homomorphismus heifit (Ring-) isomorphismus,
(Ring-) monomorphismus bzw. (Ring-) epimorphismus.

ii) Es sei (R,+,-) ein Ring. Eine nichtleere Teilmenge 7" von R heifit ein Teilring von R, falls
(T,+) < (R,+), lg € T und t; - to € T fiir alle t1,to € T gilt. Dann heifit R Oberring von T
(Bezeichnung: T' < R).
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iii) Eine Teilmenge J C R heifit Ideal (bzw. zweiseitiges Ideal) von R, falls (J,+) < (R, +) und
r-a,a-r € J fir alle a € J und r € R gilt. Schreibweise: J < R.

iv) Es sei M C R. Das kleinste Ideal

7

J<R

MCJ
welches M enthilt, heift das von M erzeugte Ideal, und wird mit (M) bezeichnet.
Wir nennen J Hauptideal von R, falls J = ({m}) fir ein m € R gilt. In diesem Fall schreiben
wir auch J = (m).

Bemerkung 2.2.1. Ist R kommutativ und m € R, so hat das von m erzeugte Hauptideal offenbar
die Form
(m) ={mr:r € R} =mR = Rm.

Zwischen Ringhomomorphismen und den Idealen besteht ein Zusammenhang, der dem zwischen
Gruppenhomomorphismen und den Normalteilern entspricht. Zunéchst wird die Menge der Neben-
klassen definiert, indem lediglich die Addition betrachtet wird.

Definition 2.2.2. Es sei (R, +,-) ein Ring und J ein Ideal von R. Unter einer Restklasse von J in
R versteht man eine Nebenklasse der Untergruppe (J,+) von (R, +) im Sinne von Definition 1.7.4.
Die Menge aller Restklassen wird mit R/J bezeichnet: R/J = {z + J: x € R}.

Satz 2.2.1. Es sei (R,+,-) ein Ring, J < R ein Ideal und ®: (R,+) — (R/J,+) der kanonische
Epimorphismus (der Gruppen bzgl +). Dann gibt es genau eine Verkniipfung ”-” (fir die wir dieselbe
Bezeichnung verwenden, wie fir die Multiplikation auf R) auf R/J, so dass (R/J,+,-) ein Ring und
® ein Ringhomomorphismus ist, und zwar ist - durch

(z+J) (y+J)=(x-y)+J

fiir alle z,y € R definiert.

Beweis. Wir zeigen, dass das Produkt zweier Restklassen wohldefiniert ist. Es seien z1 + J = zo + J
und y; + J = y2 + J, und wir wollen zeigen, dass (x1 - y1) + J = (22 - y2) + J gilt. Es folgt dann
x1 —x9 € J sowie y; —ya € J, also (x1 —x2) - y1 € J und somit (z1-y1) +J = (x2-y1) + J. Aber
ebenso folgt mittels zo - (y3 — y2) € J dann (2 -y1) + J = (22 - y2) + J, also die Wohldefiniertheit.

Die Rechenregeln (Assoziativ- und Distributivgesetze) folgen aus den entsprechenden Regeln in R.
Die Restklasse 1 4 J ist neutrales Element der Multiplikation in R/J. Damit ist (R/J, +, ) ein Ring
und ® ein Ringhomomorphismus. Wegen -y + J = ®(x - y) = ®(x) - ®(y) = (z+ J) - (y+ J) ist -
die einzige mogliche Multiplikation auf R/J mit den geforderten Eigenschaften. O

Definition 2.2.3. Der Ring (R/J,+,-) von Satz 2.2.1 heifit Restklassenring von R modulo J.

Wie im Homomorphiesatz der Gruppentheorie (Satz 1.8.1) betrachten wir nun die umgekehrte Si-
tuation. Es sei ein Ringhomomorphismus ®: R — S gegeben. Gesucht ist ein Restklassenring, der zu
dem Bild ®(R) isomorph ist.

Satz 2.2.2. (Homomorphiesatz fiir Ringe)
Es seien R und S Ringe und ®: R — S ein Ringhomomorphismus.

i) Der Kern von ® ist ein Ideal von R, und ®(R) ist ein Teilring von S.
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ii) Die Abbildung
g R/ Kern(®) — ®(R)
| z+ Kern(®) — ®(x)

~

ist ein Ringisomorphismus, also R/ Kern(®) = ®(R). Ist ¢ der kanonische Epimorphismus von
R auf R/ Kern(®), so ist ® = ® o), d.h. das Diagramm
@

R S
(4 ~
P
R/ Kern(®)

ist kommutativ.

i11) Die Abbildung ® ist genau dann ein Monomorphismus, wenn Kern(®) = {0g} ist.

Beweis. Betrachtet man zunéchst nur die Addition allein, so folgen die behaupteten Eigenschaften
(beispielsweise (Kern(®),+) Untergruppe von (R, +)) unmittelbar aus dem Homomorphiesatz fiir
Gruppen. Man rechnet unmittelbar nach, dass auch die Eigenschaften, die die Multiplikation betref-
fen, erfiillt sind. ]

Definition 2.2.4. Es sei R ein kommutativer Ring.

i) Ein Ideal p € R heiit Primideal, wenn p # R ist und fiir alle a,b € R mit a-b € p stets a € p
oder b € p gilt.

ii) Ein Ideal m < R heift maximales Ideal, wenn m # R ist und fiir jedes Ideal J von R mit
m C J # R stets m = J gilt.

Satz 2.2.3. Es sei R ein kommutativer Ring.

i) Ein Ideal p von R ist genau dann ein Primideal, wenn R/p ein Integrititsring ist.
ii) Ein Ideal m von R ist genau dann ein mazimales Ideal, wenn R/m ein Korper ist.

iii) Jedes mazimale Ideal ist auch ein Primideal.

Beweis. i) "=
Es sei p ein Primideal. Nun ist zu zeigen, dass R/p nullteilerfrei ist. Es seien a,b € R mit
(a+p)(b+p) =0g + p. Dann ist auch (a-b) +p =0g + p, also a-b € p. Da p prim ist folgt
ac€poderbep, dh.a+p=0g+poderb+p=0gr+np.
e
Sei R/p ein Integrititsring. Wegen R/p # {0+ p} ist p # R. Sind nun a,b € Rmit a-b € p
gegeben und gilt Ogp+p = (a-b)+p = (a+p)-(b+p), dann ist a+p = Og+p oder b+p = Or+p,
also a € p oder b € p.

i) "=
Es sei m < R ein maximales Ideal. Dann ist

a+meR/m—{0p+m} < agm.

Zu zeigen ist also, dass a +m in diesem Fall ein multiplikatives Inverses besitzt. Wir betrachten
das Ideal J = ({a},m) =aR+m. Esist J #m,daa =1 -a € J aber a ¢ m gilt. Wegen der
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Maximalitdt von m folgt J = R, insbesondere ist 1z € J, d.h. es gibt 7 € R mit a-r+m = 1g+m,
woraus a -7 +m=1gp+m= (a+m)- (b+m) folgt.

”

Es sei R/m ein Korper und J < R mit m € J C R und J # m. Zu zeigen ist dann J = R. Es
gibt a € J —m, also a +m # 0 + m. Das multiplikative Inverse von a + m sei » + m mit r € R,
dh. (a+m)-(r+m)=(a-r)+m=1zr+m. Wegen a-r € J ist 1g € J, woraus J = R folgt.

iii) Dies folgt direkt aus der Tatsache, dass jeder Korper ein Integritéitsring ist.

Satz 2.2.4. Firp € Z mit p > 1 sind folgende Aussagen dquivalent:

i) Es ist p eine Primzahl.
ii) (Z/pZ,+,-) ist ein Integrititsring.

iii) (Z/pZ,+,-) ist ein Korper.

Beweis. Die Kette (ii7) = (ii) = (i) ist klar.

Es bleibt noch (i) = (iii) zu zeigen, d.h. nach Satz 2.2.3 (ii), dass pZ ein maximales Ideal von Z ist.
Es sei J < Z ein Ideal mit pZ C J C Z und J # Z. Da (J,+) eine Untergruppe von (Z, +) ist, folgt
nun J = aZ fiir ein a € Z, da jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe zyklisch ist. Also gilt p = ab
mit a,b € Z. Da a # +1 und p eine Primzahl ist, folgt a« = +p, also J = pZ. O

2.3 Quotientenkorper

In diesem Abschnitt sei R stets ein Integritéitsring. So wie der Integritétsring (Z, +, -) ein Teilring des
Korpers (Q, 4+, -) der rationalen Zahlen ist, der aus den Quotienten ganzer Zahlen besteht, so kann
jeder Integritdtsring in einen Quotientenkdrper eingebettet werden.

Definition 2.3.1. Es sei R ein Integritétsring. Ein Paar (Q(R), ), bestehend aus einem Koérper Q(R)
und einem injektiven Ringhomomorphismus i: R — Q(R) heifit Quotientenkorper von R, wenn fiir je-
den Korper K und jeden injektiven Ringhomomorphismus ¢: R — K genau ein Ringhomomorphismus
®: Q(R) — K mit 1) = ® o existiert, d.h. das Diagramm

R K

Q(R)

ist kommutativ.

Da Q(R) ein Korper ist, ist ® injektiv. Aufgrund der Eindeutigkeitsaussage fiir ® ist klar, dass
das Paar (Q(R),i) bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Im Fall R = Z ist Q(Z) = Q der
Korper der rationalen Zahlen.

Satz 2.3.1. Es sei R ein Integritdtsring.

i) Auf M = {(a,b): a € R,b € R\{0g}} erklirt man die Aquivalenzrelation

(a,b) ~ (') = a-b =d b
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ii)

Bezeichnet man mit § die Aquivalenzklasse von (a,b) unter ~, so ist
a
Q(R) = {g: a€Rbe R\{OR}}

eine Menge, wobei die Identitit § = ‘g—,/ Sa-b =d b erklirt ist.
Auf Q(R) erklirt man die Verknipfungen

a1, G2 mbptagh a1 02 G10p
by by b1b2 by by biby

Damit ist (Q(R),+,-) ein Korper.

i4i) Die Abbildung i: R — Q(R), r — T ist ein injektiver Ringhomomorphismus.

iv) Esist (Q(R),+,-) der Quotientenkirper von R.

Beweis. i) Symmetrie und Reflexivitit der Relation ~ sind klar.

ii)

iii)

iv)

2.4

Zur Transitivitéit: Es seien (aj, b1) ~ (a2, b)) und (ag,b2) ~ (a3, bs). Daraus folgt aj by = as - by
und ag - by = ag - be, also a1babs = asbi1bs = brasbe und damit ba(a1bs) = ba(asbi). Wegen der
Nullteilerfreiheit von R kann der gemeinsame Faktor by ”gekiirzt” werden, und wir erhalten
(a1,b1) ~ (a3, b3).
Wir zeigen, dass die Addition wohldefiniert ist: Es seien
“_N
bi b

bl also a181 = a1b; und a282 = asby. Dann folgt

(a1b2 + agb1)B1 P2 = a1P1b252 + azf2b1 51 = a1bibafB2 + agbabi f1 = (P2 + a2 31)b1be.

a2 a
und — = —,
by B

Es ist unmittelbar einsichtig, dass die Multiplikation wohldefiniert ist. Man rechnet auflerdem

leicht nach, dass (Q(R), +,-) ein Kbbrper mit dem Nullelement %, dem Negativen 5% zu ¢, dem

Einselement % und dem Inversen 4 Zu % ist.

Die Abbildung i ist injektiv, denn aus i(r) = 7 = % folgt 7 - 1g = 1p - Og = Og, also r = Og.
Damit ist Kern(:z) = {Og}.

Ist ¢: R — K ein injektiver Ringhomomorphismus, so ist ¢(R — {Og}) C K. Also ist
$:QR) - K mit (%) = (a)(b) "

wohldefiniert und offenbar ein Ringhomomorphismus.

Polynomringe

Im folgenden sei R stets ein kommutativer Ring und ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus.

Definition 2.4.1. Ein Tripel (R[X], X, i), bestehend aus einem kommutativen Ring R[X], einem
ausgezeichneten Element X und einem Ringhomomorphismus i: R — R[X], heiit ein Polynomring
iiber R, wenn es fiir jeden Ringhomomorphismus ¢: R — S mit einem kommutativen Ring S und
fiir jedes = € S genau einen Ringhomomorphismus ®: R[X]| — S mit ¢ = ® oi und ®(X) = z gibt.
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Man hat ein kommutatives Diagramm W
R

R[X]
Satz 2.4.1. Fir jeden kommutativen Ring R gilt:
i) Es gibt (bis auf Isomorphie) genau einen Polynomring (R[X], X,1) in einer Unbestimmten X
tiber R.

i1) Die Abbildung i ist injektiv. Man kann R mit i(R) identifizieren und somit als Unterring von
R[X] auffassen. Fir jedes f € R[X]| mit f # Ogjx] gibt es eindeutig bestimmte ay,...,an € R
mit a, # 0, so dass

f=an - X"+an1- X" 4. . 4a - X'+ ag
gilt. Die Zahln € N heifit Grad von f (Schreibweise: deg(f)).
Fiir f = Ogjx] schreiben wir deg(f) = —oo.
Beweis. Setze
R[X] := {Zai - X%: a; € R, 3 nur endlich viele i mit a; # OR} ,
i=0

wobei Y a; X i nur ein endlicher formaler Ausdruck mit Koeffizienten a; € R ist. Formaler Ausdruck
bedeutet, dass

e . e .
Zain = sz)(Z S VieNy:a; =b;
=0 =0

gilt. In R[X] erklért man die Verkniipfungen

(i aiXi> + (i biXi> = i(ai + b)) X*
=0 =0

=0
<iaiXi> - (i biXi> = i > aib; | X*.
i=0 i=0 k=0 \i+j=k

Dadurch wird 1g[x] = 1g- X?. Man definiert i: R — R[X], r — r- X°. So ist i offenbar ein injektiver
Ringhomomorphismus. Zum Nachweis der universellen Eigenschaft gebe man sich (i, ) vor, wobei
¥: R — S ein Ringhomomorphismus und x € S beliebig ist. Dann definiert man

®: R[X] — S mit ® (i aiXi> = ii[}(ai)xi.
=0

i=0
Durch Nachrechnen bestétigt man, dass ® ein Ringhomomorphismus ist. Die Eindeutigkeit ist klar.
O

Wir erweitern Definition 2.4.1 auf den Fall mehrerer Unbestimmter:
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Definition 2.4.2. Es sei R ein kommutativer Ring und n € N. Unter einem Polynomring {iber R in
n unabhingigen Unbestimmten X7, ..., X, verstehen wir eine Folge der Lénge n von Tripeln

T 1= (R[Xl, R ,kal][Xk]a Xk,lk)

mit 1 < k < n. Dabei soll 7 ein Polynomring iiber R[X1,...,X;_1] in der Unbestimmten X} im
Sinne von Definition 2.4.1 sein.

Durch vollstdndige Induktion beweist man folgende Verallgemeinerung von Satz 2.4.1:

Satz 2.4.2. FEs gibt (bis auf Isomorphie) genau einen Polynomring iber R in n unabhingigen Un-
bestimmten X1,...,X,.

Definition 2.4.3. Es sei R ein kommutativer Ring.

i) Es sei R < S und z1,...,z, € S. Unter R[z1,...,x,] versteht man den kleinsten Teilring von
S, der die Menge R U {z1,...,z,} enthélt:
Rlzy,...,xy) = ﬂ T.

<S8
RU{z1,...,zn }CT

ii) Es sei (R[X],X,i) der Polynomring iiber R in der Unbestimmten X. Das Element x heifit
Unbestimmte iiber R, falls z Element eines kommutativen Oberrings S von R ist und der nach
Satz 2.4.1 existierende Homomorphismus ®: R[X] — S mit ®(X) = x ein Monomorphismus

ist.

iii) Die z1,...,x, heiflen unabhéngige Unbestimmte iiber R, falls z1,...,z, Elemente eines kom-
mutativen Oberrings S von R sind, 1 Unbestimmte iiber R ist und fiir alle 2 < k < n gilt,
dass zj Unbestimmte iiber R[z1,...,zp_1] ist.

Aus Satz 2.4.1 ergibt sich die Giiltigkeit von

Satz 2.4.3. Es sei S ein kommutativer Oberring von R und z,x1,...,x, € S. Weiter sei (R[X], X, 1)
der Polynomring tber R in der Unbestimmten X und ((R[X1,..., Xp_1][Xk], Xk, ik))1<k<n der Po-
lynomring tber R in n unabhdingigen Unbestimmiten Xq,...,X,.

i) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) Es ist x eine Unbestimmte iber R.
(b) R[X] 2 Rlx].

i) Aus Y a;xt =0 mit ag,...,a, € R und aj = 0 fiir j > m fiir ein m € Ny folgt a; = 0 fiir alle
J € Np.

iit) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) Es sind 1, ..., x, unabhingige Unbestimmte iber R.
(b) R[X1,...,Xn] = R[x1,...,24]
(c) Aus

Z ail,.‘,,inl’illx? . xﬁ; _ 0
(i17-..,in)el
mit @iy,...i, € R und I eine endliche Menge von n- Tupeln folgt aj, ... j, = 0 fir alle

jl,...,jHEN().
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Fiir einen gegebenen kommutativen Ring R bedeute kiinftig R[X] bzw. R[X1,...,X,] stets den
Polynomring iiber R in der Unbestimmten X bzw. in den n unabhéngigen Unbestimmten X1, ..., X,,.

Definition 2.4.4. Es sei R ein Teilring von S. Ein Element a € S heifit Nullstelle des Polynoms
n .
f=) _rX'eR[X],
§=0
wenn
n .
fla) = Ztia’ =0g
§=0

ist.

Satz 2.4.4. Es sei R ein Integrititsring. Dann besitzt jedes Polynom f € R[X] mit f # 0 hdchstens
deg(f) Nulistellen in R.

Beweis. Wir zeigen dies mittels vollsténdiger Induktion nach n := deg(f).

Ist n =0, so ist f € R und wegen f # 0 ist f das konstante Polynom, welches keine Nullstelle
besitzt.

Es sei nun n > 1. Hat f keine Nullstelle, so gilt die Behauptung. Ansonsten gibt es a € R mit
f(a) = 0. Durch ”lange Division” erhilt man ein ¢ € R[X] mit deg(q) = n—1,sodass f = ¢-(X—a)+r
mit r € R ist. Aus f(a) = 0 folgt aber r = 0. Weil R ein Integritétsring ist, ist § € R genau dann
Nullstelle von f, wenn 8 Nullstelle von ¢ oder 8 = « ist. Nach Induktionsvoraussetzung hat ¢ aber
hochstens n — 1 Nullstellen, also hat f hochstens n Nullstellen. O

2.5 Teilbarkeitstheorie

In diesem Abschnitt sei R stets ein Integritdtsring.

Definition 2.5.1. Es seien a,b,a’ € R. Es heifit a ein Teiler von b (oder a teilt b), wenn es ein r € R
mit b = r - a gibt (Schreibweise: a|b). Ist a kein Teiler von b, so schreibt man a fb. Die Elemente a
und o’ heiBen assoziiert, wenn es eine Einheit u € R* mit ¢’ = ua gibt (Schreibweise: a ~ a’).

Folgende Teilbarkeitsregeln sind unmittelbar klar:

Satz 2.5.1. Es sei R ein Integrititsring und a,b,c,a’,b; € R. Dann gilt

i) alb< (b)) =bR C (a) =aR

ii) a~d < (a) = (d)

ii1) alb und blc = alc

w) albi,...,alby = a > j=1bjrj fir alle r; € R
v) a|llp < a € R*

vi) ala’ und d'la & a~d.
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Definition 2.5.2. Es sei R ein Integrititsring.

i) Ein Element 0 # a € R — R* heifit irreduzibel oder unzerlegbar, falls jede Faktorisierung von a
in R trivial ist, d.h. falls a = ajas fiir a1,as € R gilt, so ist a; € R* oder as € R*.

ii) Ein Element a € R — R* heiit prim oder Primelement, falls a|b;by impliziert, dass a|b; oder
alby fiir alle by, by € R gilt.

Bemerkung 2.5.1. Offenbar ist a genau dann prim, wenn (a) = aR Primideal ist.
Satz 2.5.2. Ist a prim, so ist a auch unzerlegbar.
Beweis. Es sei a zerlegbar, d.h. @ = ajaz mit a1,as € R — R*. Wir nehmen an, es gelte a|a;. Dann

ista; = f-a= f-a1-a2 mit f € R. Daraus folgt aber der Widerspruch f-as =1 bzw. as € R*. Also
gilt a fa;. Ebenso folgt a fas. Damit ist alajay aber a fa; und a fag, also ist a nicht prim. O

Bemerkung 2.5.2. Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht.
Beispiel 2.5.1. Es sei R = Z[v/—5] und a,b,c,d € Z. Es sei

3=(a+bV=5)-(c+dV=5)=3=(a—b/=5) (c—dv—=5)= 9= (a®+5b) - ( + 5d°),

also b = 0 oder d = 0 sowie (a+by/—5)|1 oder (c+d+/—5)|1. Nun ist aber 3-2 = (1++/—=5)-(1—+/=5),
weswegen 3|(1 + +/—5) - (1 —+/—5) aber 3 (1++/—5) und 3 (1 — /—5) gilt.

Damit ist 3 in Z[y/—5] unzerlegbar, aber nicht prim.

Definition 2.5.3. Ein Ring R heifit faktoriell oder ein Ring mit eindeutiger Faktorisierung (oder
auch Gaufischer Bereich), falls jede Nichteinheit eine im wesentlichen eindeutige Faktorisierung in
unzerlegbare Elemente besitzt.

Das bedeutet: Falls a = ay - --a, = by - - - b, Faktorisierungen von a in unzerlegbare Elemente von R
sind, so folgt m = n, und nach Umnummerierung der b; ist a; ~ b; fiir j = 1,...,n.

Satz 2.5.3. Ein Ring R ist faktoriell, falls

i) es keine unendlichen Teilerketten ay,ag, ... mit ajy1|a; und aj # ajyq fir alle j € N in R gibt,

i1) und jedes irreduzible Element in R prim ist.

Die Umkehrung gilt trivialerweise.

Beweis. Es gelte (i). Wir zeigen zunéchst, dass fiir jedes a € R — R* eine Zerlegung in irreduzible
Elemente existiert. Dazu konstruieren wir eine endliche Folge by, . .., bx von Teilern von a, so dass b
irreduzibel ist. Sei by := a gesetzt. Falls by unzerlegbar ist setzen wir £ = 0 und sind fertig. Ansonsten
existiert ein by € R— R* mit by|a und by % a. Sind by, . . ., b;—1 schon konstruiert, und ist keines davon
irreduzibel, so existiert b; € R — R* mit b;|b;—; und b; 7 b;—1. Wegen (i) erhalten wir auf diese Weise
in endlich vielen Schritten ein irreduzibles by|a. Wir konstruieren als néichstes die Folge (a;). Dazu
setzen wir a; = by, und es gilt a = a1d;. Wir konstruieren in der selben Weise wie oben fiir a1 ein
irreduzibles ag mit as|a; und setzen a = ajasdz. Nach n Schritten ist a = ay - - - a,, - dp, wobei alle
a; irreduzibel sind. Falls a,, fiir alle n zerlegbar wire, so wire wieder die Folge (d;) eine unendliche
Teilerkette im Widerspruch zu (i). Damit ist die Existenz der Faktorisierung gezeigt.

Zur Eindeutigkeit: Es seien a1 ---a, = b1---b, und alle a;,b; € R unzerlegbar. Wir fithren den
Beweis durch Induktion tiber das Minimum von m und n. Es teilt a; das Produkt by - - - b,;,, und da
ap nach (ii) prim ist, teilt a; eines der b;. Ohne Einschréinkung sei j = 1. Also gilt: a; teilt by und b,
ist unzerlegbar. Das heifit a; ~ b;, und man kann ohne Einschrinkung a; = b; annehmen. Es folgt
ag -+ ap = by -+ by,. Nach Induktionshypothese ist m = n und (nach Umnummerierung) a; ~ b;. O
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Definition 2.5.4. Es sei R ein Integritédtsring und a,b € R mit a # 0 oder b # 0. Dann heifit ¢ € R
der grofite gemeinsame Teiler von a und b (Schreibweise: ¢ = ggT'(a, b)), falls

i) c|la und c|b,

ii) d|a und d|b impliziert d|c.

Weiter heiit € R der kleinste gemeinsame Vielfache von a und b (Schreibweise: ©z = kgV'(a, b)),
falls

i) a|z und bz,

ii) aly und by impliziert x|y.

Ist R faktoriell, so existieren ggT und kgV', und sind bis auf Einheiten eindeutig bestimmt.

Definition 2.5.5. Es sei R ein Integrititsring.

i) Dann heifit R Hauptidealring, falls jedes Ideal von R ein Hauptideal ist.

ii) Ein Euklidischer Ring ist ein Paar (R,0), bestehend aus einem Integritéitsring R und einer
Abbildung §: R — {Or} — No, so dass fiir alle a,b € R — {Or} es ¢, € R mit a = ¢b+ r und
d(r) < 4(b) oder r = 0 gibt. Die Abbildung ¢ heifit Hohenfunktion von R.

Beispiel 2.5.2. Folgende Ringe sind Euklidisch:

i) (Z,9) mit 6(a) = |al.

ii) Der Polynomring K[X] in einer Unbestimmten fiir einen Kérper K mit §(f) = deg(f).
Die Polynome ¢ und r in der vorhergehenden Definition kénnen durch die wohlbekannte ”lange
Division” gefunden werden.

Satz 2.5.4. FEs gilt:

i) Ein FEuklidischer Ring ist immer ein Hauptidealring.
it) Ein Hauptidealring ist immer faktoriell.

iii) In einem Hauptidealring ist jedes von {0} verschiedene Primideal auch mazimal.

Beweis. i) Es sei (R,J) ein Euklidischer Ring und J ein Ideal von R. Wihle a € J — {Or}, so
dass 0(a) minimal ist. Zu b € J gibt es ¢ € R, so dass b = aq + r mit §(r) < d(a) oder r = O
ist. Da r € J ist und §(a) minimal gewihlt war, folgt » = Og. Also ist b =aq € aR. Dabe J
beliebig war, folgt J = (a) = aR.

ii) Nach Satz 2.5.3 geniigt zu zeigen:

e Es existieren keine unendlichen Teilerketten.

e Jedes irreduzible Element ist prim.
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Zum ersten Punkt: Angenommen es gibe aj,as,... mit a;41]|a; und a; % a;41 in R. Dann gilt
aRG asR ; .... Wir setzen

(0.)
J =] R,
j=1
womit auch J < R ein Ideal ist. Da R ein Hauptidealring ist, gibt es a € R mit J = aR. Dann
gibt es auch ein i mit a € a; R, woraus a; R = a;1-1 R = ... im Widerspruch zur Annahme folgt.

Zum zweiten Punkt: Es sei a € R — R* irreduzibel. Es geniigt zu zeigen, dass aR < R prim ist.
Wir zeigen aber die stirkere Eigenschaft, dass aR maximal ist, womit auch (iii) folgt. Es sei
daher aR C J ;Cé R. Es folgt J = dR fiir ein d € R — R*, und damit a € dR, also a = dd’' mit
d" € R. Das bedeutet d’ € R*, da a irreduzibel ist. Also gilt a ~ d und damit J = aR.

iii) siehe (ii).
O

Satz 2.5.5. (Euklidischer Algorithmus)
Es sei (R, ) ein Euklidischer Ring und ri,m9 € R mit ro # Og. Wir konstruiere q;,r; € R, so dass

ri=aqre+rs mit §(r3) < (ra)
ro = qors +14 mit §(ry) < (r3)

: (*)
Tn—1 = Qn—1Tn + Tn+1 mat 5(Tn+1) < 5(Tn)
Tn = Qn’nt1 + Tny2  mit Tpyo = 0p

gilt. Das so erhaltene Element ryy1 ist der gréfste gemeinsame Teiler von r1 und ro, und indem man
(*) rickwdrts durchliuft, erhdlt man a,b € R mit r,11 = ary + bra.

Beweis. Aus der letzten Gleichung von (k) erhélt man r,41|r,, aus der vorletzten r,41|r,—1, usw.
Schlieflich folgt aus der zweiten Gleichung 7,41|r2 und aus der ersten r,11|r;. Das heiit, dass 41
ein gemeinsamer Teiler von r; und 74 ist. Es sei nun ¢ ein beliebiger Teiler von ;1 und ro. Dann folgt
aus der ersten Gleichung t|rs, usw. bis aus der letzten Gleichung ¢|r, 41 folgt. Also ist 7,41 der groBite
gemeinsame Teiler.

Zur Konstruktion von a und b:

Aus der vorletzten Gleichung ergibt sich 7,41 als Linearkombination von r,_; und 7, mit Koeffizi-
enten aus R, also rp11 = rp—1 — ¢n_17n. Ersetzt man mit Hilfe der vorigen Gleichung r,, so erhélt
man 7,41 als Linearkombination von r,_s und r,-1. So fortfahrend erh&lt man schlief8lich r, 1 als
Linearkombination von r; und r9 mit Koeflizienten ¢ und b aus R. O

Definition 2.5.6. Es sei R faktoriell. Das Polynom f = ag+a1 X' +...+a, 1 X" ' +0a,X" € R[X]
heifit primitiv, falls gg7'(ao,...,a,) = 1g gilt.

Satz 2.5.6. (Gaufs)
Das Produkt zweier primitiver Polynome ist wieder primitiv (in R[X], wobei R ein faktorieller Ring
ist).

Beweis. Esseien f = ag+a1 X' +...+a, X" und g = bo+b1 X' +. .. +b, X™ mit ggT (ag, ..., a,) = 1
und ggT'(bo, - ..,bm) = 1 sowie fg=co+c1 X'+ ...+ cpimX™™ das Produkt. Wir nehmen an, fg
sei nicht primitiv. Dann gibt es ein Primelement p € R, das die ¢; fiir ¢ = 0,...,n 4+ m teilt. Wir
definieren q; als letztes a; mit p fa; und by, als letztes b; mit p fb;. Dann gilt

Clak = aobyrg + a1bipp—1 + .. Fagbg + appibp—1 + -+ aprbo -

P|bj P|az‘
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Da p ein Teiler von ¢, ist, muss p auch a;by teilen, also gilt p|a; oder p|bx. Das ist aber ein
Widerspruch zur Wahl von [ und k. ]

Satz 2.5.7. Es sei R faktoriell und K der Quotientenkdrper von R. Ist f € R[X] irreduzibel, so ist
f auch irreduzibel in K[X].

Beweis. Da f in R[X] irreduzibel ist, ist f auch primitiv. Wir nehmen an, f zerfiele in f = fi fo in
K[X] (also mit f1, f2 € K[X]), so existiere ein a € R—{Og} mit af = fifo mit fi1, fo € R[X], womit
f; ein R- Vielfaches von f; ist. Ohne Einschrinkung seien die f; primitiv. Mit dem Satz 2.5.6 folgt,
dass auch fifs € R[X] primitiv ist. Damit folgt, dass a eine Einheit in R ist, und so f = (a~! fl) f
in R[X] reduzibel wére, ein Widerspruch. O

Satz 2.5.8. Ist R faktoriell, so ist auch R[X] faktoriell.
Beweis. Wir wenden Satz 2.5.3 an:

i) Es existieren keine unendlichen Teilerketten, da die Grade der Polynome beim Teilen bis auf
Null verkleinert werden und auch in R keine unendlichen Teilerketten existieren, da R faktoriell
ist.

ii) Sei ¢ € R[X] unzerlegbar. Es sei K der Quotientenkérper von R. Dann ist ¢ nach Satz 2.5.7
auch in K[X] unzerlegbar und prim, da K[X] ein Hauptidealring ist. Falls ¢lab mit a,b € R[X]
gilt, folgt gla oder ¢|b in K[X]. Da ¢ primitiv ist, folgt ¢la in R[X] oder ¢|b in R[X].

O

Satz 2.5.9. (FEisensteinkriterium)

Es sei R faktoriell mit Quotientenkorper K und f = ap + a1 X' + ...+ a, X™ € R[X] mit a,, # 0
fiir n > 1. Es sei weiter p € R prim, so dass p fa, und pla; firi=0,...,n—1 und p* fag. Dann
ist f irreduzibel in K[X].

Beweis. Ohne Einschréankung sei f primitiv. Wir nehmen an, f sei nicht irreduzibel, womit es sich
als f = ghmit g =bg+...+b;X? € R[X]und h = co+...+cn X™ € R[X] mit by, ¢, # 0 darstellen
lieBe. Nun gilt plag = boco, aber p? fbocg. Daraus folgt ohne Einschrinkung plco aber p fbg. Da p
nicht ¢,,bq = a,, teilt, teilt p auch nicht ¢,,. Wahle nun r minimal, so dass p nicht ¢, teilt. Dann ist
r > 0 und a, = byc, + bicr—1 + .. .. Da p weder by noch ¢, teilt, teilt es auch nicht das Produkt byc;.
Andererseits gilt p|c,—; fir i = 1,...,r, da p|¢; fiir i < r. Das ist aber ein Widerspruch zu p|a,. O
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Kapitel 3

Korpertheorie

3.1 Charakteristik und Primkorper

Definition 3.1.1. Es sei L ein Korper.

i) Unter einem Unterkorper K von L versteht man einen Teilring von L, der ein Korper ist.

ii) Essei K ein Korper. Unter einer Koérpererweiterung von K versteht man ein Paar (L, K), wobei
L ein Korper ist, der K als Unterkorper hat (Schreibweise: L/K). Dann heifit L Oberkorper
von K.

Beispiel 3.1.1. So sind etwa R/Q, C/Q und C/R Korpererweiterungen.

Definition 3.1.2. Es seien K; und Ky Korper. Ein ®: K; — K> heifit (Koérper-)isomorphismus, falls
es ein Ringisomorphismus ist. In diesem Fall heiflen K7 und Ko isomorph ( Schreibweise: Kj & K5).

Satz 3.1.1. Es sei K ein Korper. Es gibt nun genau einen Ringhomomorphismus ®: 7Z — K mit
®(1) = 1g. Es gibt p € Z mit Kern(®) = pZ. Man unterscheidet zwei Fille:

i) Istp > 0, soist p eine Primzahl. Dann ist ®(Z) der kleinste Unterkorper von K. Er ist isomorph
zum Korper Fy, == Z/pZ.

it) Ist p = 0, so ist ® ingektiv. Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus ¢: Q — K mit
Wz = ®. Dann ist Y(Q) der kleinste Unterkirper von K. Dieser ist isomorph zu Fy := Q.

Definition 3.1.3. Die Zahl p aus Satz 3.1.1 heiit Charakteristik von K (Schreibweise: p = char(K)).
Man nennt F, den Primkoérper der Charakteristik p. Der kleinste Unterkoérper von K (d.h. der
Durchschnitt aller Unterkérper von K) heifit Primkorper von K.

Beweis. (Beweis von Satz 3.1.1)

Offenbar ist ®: Z — K, n — n - 1 ein Ringhomomorphismus. Weil Phi(1) = 1k fiir jeden Ringho-
momorphismus ®: Z — K gilt, ist ® eindeutig bestimmt. Da K Integritéitsring ist, ist auch ®(Z) C K
ein Integritdtsring. Wegen ®(Z) = Z/ Kern(®) ist nach Satz 2.2.3 Kern(®) ein Primideal von Z. Nach
Satz 2.2.4 folgt Kern(®) = {0} oder Kern(®) = pZ mit einer Primzahl p. Da jeder Unterkorper von
K das Einselement 1x enthalten muss, muss er auch ®(Z) enthalten, woraus die Behauptung im
ersten Fall folgt.

Es sei p = 0. Dann ist ® injektiv. Da Q ein Quotientenkoérper von Z ist, gibt es nach Satz 2.3.1 genau
einen Homomorphismus ¢: Q — K, der ® fortsetzt. O
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Definition 3.1.4. Es sei L/K eine Korpererweiterung und M eine Teilmenge von L. Dann setzt
man

i) [M] als den kleinsten Teilring von L, der M umfasst,

ii) (M) als den kleinsten Unterkorper von L, der M umfasst,

111

[M] = [K'U M],

)
)
) K
iv) K(M) :=(KUM).

Ist M = {au,...,an}, so schreibt man K (aq,...,ay) fir K(M). Eine Kérpererweiterung L/K heifit
einfach bzw. endlich erzeugt, falls L = K(«) bzw. L = K(a1,...,ay) fir a,a;,...,a, € L ist.
Sind K7 und Ky Unterkérper von L, so heifit Ki(K32) = Ko(K;) das Kompositum von K; und Ko

(Schreibweise: K1 K3).

3.2 Korpererweiterungen

Definition 3.2.1. Es sei L eine Erweiterung eines Korpers K. Unter dem Grad von L iiber K
(Schreibweise [L: K1) versteht man die Dimension von L als Vektorraum iiber K. Es handelt sich bei L
um eine unendliche Erweiterung von K, falls [L: K] = oo ist, bzw. heifit L eine endliche Erweiterung
von K, falls [L: K] =n < oo ist.

Satz 3.2.1. (Gradsatz)
Es seien L, K und M Kérper sowie L/K und M/L Kérpererweiterungen (Schreibweise: M/L/K ).

i) Es gilt genau dann [M: K] < co, wenn [M: L] < oo und [L: K] < oo gilt.
ii) In diesem Fall ist [M: K| =[M: L]-[L: K].
iii) Ist{z1,...,xm} eine Basis des Vektorraums L tiber K und {yi,...,yn} eine Basis von M iiber

L, soist {x;-y;: 1 <i<m,1<j<n} eine Basis von M tber K.

Beweis. Wir beweisen (iii), woraus offenbar (i) und (ii) folgen.

Wir zeigen zunéchst, dass B = {z;y;: 1 <i < m,1 < j < m} ein Erzeugendensystem des Vektor-
raums M iiber K ist. Es sei v € M. Da {y1,...,yn} eine Basis des Vektorraums M iiber dem Kérper
L ist, gibt es B1,...,8, € L mit v = f1y1 + ... + Bnyn. Da andererseits {x1,...,x,,} eine Basis von
L iiber K ist, gibt es a; fiir 1 <i <mund 1 < j < n, sodass Bj = arjr1+...QmjTy, fir 1 <j<n

ist. Es folgt
n m
7= iy
j=1i=1

Somit bleibt noch die lineare Unabhéngigkeit der z;y; iiber K zu zeigen. Angenommen, es gelte

n m
Z Z ozijxiyj =0

j=1i=1

fiir Koeffizienten o;; € K, dann folgt

n

Z (Z Oéisz) y; =0,
j =1

le =
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und damit fiir jedes j auch
m
Z a;jr; =0,
i=1

da die y; linear unabhéingig iiber L sind. Aus der linearen Unabhéngigkeit der x; iiber K folgt damit
dann o =0 fiiralle 1 <i<mund 1 < j < n. O

Wir untersuchen nun einfache Korpererweiterungen auf Endlichkeit.

Definition 3.2.2. Es sei L/K eine Korpererweiterung. Ein « € L heifit algebraisch iiber K, falls es
ein Polynom f € K[X] — {0} mit f(a) =0 gibt. Ein a € L heifit transzendent iiber K, falls es nicht
algebraisch iiber K ist. Die Erweiterung L/K heifit algebraisch iiber K, falls alle a € L algebraisch
iiber K sind. Nicht algebraische Erweiterungen heiflen transzendent. Eine komplexe Zahl z € C heifit
algebraisch (bzw. transzendent), falls z algebraisch (bzw. transzendent) iiber Q ist.

Bemerkung 3.2.1. Es sei a € L.

i) Offenbar ist o genau dann transzendent iiber K, wenn « eine Unbestimmte iiber K ist.

ii) Man kann zeigen, dass wichtige Konstanten der Analysis (beispielsweise e und 7) transzendent
sind.

Definition 3.2.3. Unter einem normierten Polynom f € K[X] versteht man ein Polynom mit
hochstem Koeffizienten 1g, also

f=X"4a, 1 X" 1+ . +a1X +ap.

Satz 3.2.2. Es sei X eine Unbestimmite iber K und L/ K eine Korpererweiterung von K mit « € L.
Der Ringhomomorphismus ® sei durch ®: K[X] — K[a|, f — f(a) gegeben.

i) Dann ist o genau dann transzendent iber K, wenn Kern(®) = {0} ist. In diesem Fall ist
Klo] =2 K[X], und Kla] ist kein Korper. K(«) ist der Quotientenkdrper von K|a].

ii) Es sei a algebraisch iber K. Dann ist Kern(®) = (g) fiir ein eindeutig bestimmtes, normiertes
und irreduzibles Polynom g € K[X|. Fir h € Klz] gilt genau dann h(a) = 0, wenn g|h,
und g ist durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmit: es ist das Polynom kleinsten Grades aus
K[X] — {0} mit der Nullstelle a. Es gilt K(a) = K|o] =2 K[X]/(g) und

K(a):{ﬁ:B:ao—kala—i—...—}—an,la”_l, a; € K, 0<i<n-—1},

wobei jedes 3 € K(a) genau eine Darstellung der Form 8 = ag + aja + ... + ap_1a™ 1 mit

Koeffizienten aus K besitzt. Fs ist [K(a): K] = deg(g) = n.
iii) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) « ist algebraisch iber K.
(b) K(a)/K ist eine endliche Erweiterung.
(¢) K(a)/K ist eine algebraische Erweiterung.

Beweis. 1) und ii):
Wir verwenden die Definition 2.4.1 des Polynomrings. Danach besteht ein Polynomring aus
einem kommutativen Ring R[X] und einem Ringhomomorphismus i: R — R[X], so dass es
fir jeden Ringhomomorphismus ¢: R — S mit einen kommutativen Ring S und = € S genau
einen Ringhomomorphismus ®: R[X]| — S mit ¢ = ® o4 und (X ) = z gibt, d.h. wir haben
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(iii)

das kommutative Diagramm Y

von Ringen.Wir setzen nun R = K, i = idg, S = L, x = o und ¢ = idg. Es gibt genau einen
Ringhomomorphismus ®: K[X| — KJa], fir den wegen der Relationstreue ®(f(X)) = f(«)
fir alle f € K[X] gelten muss. Nach Satz 2.4.3 ist ® genau dann ein Isomorphismus, wenn «
eine Unbestimmte iiber K, d.h. transzendent iiber K ist. Da K[X] kein Kérper ist, ist auch
K[a] keiner. Der kleinste Korper, der K[a] enthélt, ist sein Quotientenkorper. Ist « algebraisch
iiber K, so ist Kern(®) ein von {0} verschiedenes Ideal. Da K[X] ein Euklidischer Ring ist,
ist Kern(®) = (¢g) mit g € K[X]| — {0}. Nach dem Homomorphiesatz fiir Ringe (Satz 2.2.2) ist
dann K[X]/(g) = K|a]. Da K|o] ein Integrititsring ist, ist (¢) nach Satz 2.2.3 (i) ein Primideal.
Nach Satz 2.5.2 ist g irreduzibel. Nach Satz 2.5.4 (iii) ist dann (g) maximal. Damit ist nach
Satz 2.2.3 (ii) der Faktorring K[z]/(g) und somit auch K[a] ein Kérper. Also gilt K(«) = K[a].
Es sei h € K[X], womit
h(a) =0 < h € Kern(®) = (g) < g|h

gilt. Es sei f € K[X]| und f(X) = g(X)g(X) + r(X) mit deg(r) < deg(g) = n. Dann ist
fla) =g(a)q(a) + r(a) = r(a), und damit
Klo] = {r(a): r € K[X], deg(r) <n —1} ={ap +a1a + ...+ a,_10" ': a; € K}.

Es gilt genau dann ag + aja + ... 4+ a,_10" "' = 0, wenn a; = 0 fiir alle ¢ gilt. Damit ist
{1,a,...,a" 1} eine Basis des Vektorraums K () iiber K, und die Darstellung jedes 8 € K ()
in der angegebenen Form ist eindeutig. Es folgt [K(a): K] = n.

Die Aussage (a) = (b) ist schon in (ii) enthalten.

(b) = (¢):

Es sei § € K(«) mit [K(a): K] = n. Dann sind die n+1 Elemente 1, 3, ..., " des Vektorraums
K (o) iiber K linear abhéngig, d.h. es gibt ein g = by + b1 X + ... + b, X" € K[X] mit

g(B) =bo+ 018+ ... +b," =0.

Das heif3t, dass [ algebraisch iiber K ist.

(¢) = (a):
Insbesondere ist « algebraisch iiber K, und nach Teil (ii) ist daher K(«)/K endlich.

O]

Definition 3.2.4. Es sei « algebraisch iiber dem Koérper K. Das Polynom g des Satzes 3.2.2
heifit Minimalpolynom von « iiber K (Schreibweise: mg(a, X)). Der Grad deg(mg (o, X)) des
Minimalpolynoms heifit auch Grad von « iiber K (Schreibweise: degy(«)). Nach Satz 3.2.2 ist
degg (o) = [K(a): K]. Offenbar gilt

degr(a) =1 mrg(a,X) =X -—as ac K.

Beispiel 3.2.1. Es sei K = Q und L = R. Nach dem Zwischenwertsatz der Analysis hat das
Polynom ¢g(X) = X? — 2 in L = R genau eine Nullstelle, nimlich a = /2. Somit ist nach dem
Eisensteinkriterium (Satz 2.5.9) g irreduzibel. Daher ist mg(¥/2, X) = X® — 2. Nach Satz 3.2.2 ist

Q(V2) = {ag a2+ a2 ao, a1, az € Q}
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und [Q(¥/2: Q] = 3. Es sei v = 4 — 2V/2 + \3@2 € Q(v/2. Wir wollen 4! als Polynom héchstens
zweiten Grades in v/2 schreiben.

Losung:
Wir setzen g(X) = mg(v/2,X) = X? —2und f(X) = X2 —2X + 4, also v = f(+/2). Mittels des
Euklidischen Algorithmus bestimen wir s,¢ € Q[X] derart, dass f-s+ ¢ -t =1 in Q[X] gilt:

X3-2 = (X+2)-(X?-2X+4)-10
=10 = (X+2) (X2-2X +4) - (X3-2)
1 1 1
=1 = (—=X+-) (X?—2X+4) - —(X3-2
<w +Q ( 4~ 35 )

11
L1 <5+10%> (42024 92).
und damit v~ = % + %0\3@

Wir wenden uns nun Kérpererweiterungen zu, die nicht notwendig einfach sind.

Satz 3.2.3. Es sei L/K eine Kirpererweiterung. Folgende Eigenschaften sind dquivalent:

i) L/K ist endlich.
ii) L/K ist algebraisch und L = K(a1,...,ap).
i) L = K(a,...,ap) ist endlich erzeugt, wobei oy jeweils algebraisch iber K(aq,...,a;—1) fir

1=1,...,n ist.

Beweis. 1) = ii):
Es sei @« € L. Wegen K C K(a) C L ist K(a)/K nach Satz 3.2.1 endlich. Nach Satz 3.2.2
(iii) ist « algebraisch iiber K. Also ist L/K algebraisch. Wir konstruieren nun eine beliebige
(endliche oder unendliche) Folge (a;) mit oy; € L, so dass ag ¢ K und «; & K(av, ..., a4-1) ist.
Nach dem Gradsatz (Satz 3.2.1) ist dann

[K(al,...,ai): K] = [K(al,...,ai): K(a 7-'->ai—1)]
[K(Ozl,...,ai,l): K 041,...,042',2)]

[K(ay): K]>2°.
Da L/K endlich ist, muss nach endlich vielen Schritten K(aq,...,ay) = L gelten.

i) = iii):
Da L/K algebraisch ist, ist a; algebraisch iiber K und damit auch iiber K (aq,...,a;—1).

i) = i):
Nach dem Gradsatz und Satz 3.2.2 (iii)i st

[L: K|=[L: K(a1,...,0p-1)] - [K(a1): K] < 0.

O]

Satz 3.2.4. Es seien M /L/K Kdérpererweiterungen. Ist M algebraisch iber L und L algebraisch iber
K, so ist auch M algebraisch tiber K.
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Beweis. Es sei f € M. Dann ist § algebraisch tiber L, d.h. es gibt ein € L[ X]| — {0} mit

fX)=an X" +a, 1 X" 1. +ag
mit «; € L.und zudem f(f) = 0. Damit ist S auch algebraisch iiber K(ay,...,a;,) und insbesondere
ist [K(ap,...,an,0): K(a0,...,a,)] < co. Nach Satz 3.2.3 (iii) ist [K(ao,...,an): K] < 0o, nach

dem Gradsatz (Satz 3.2.1) ist also [K(ao,...,an,3): K] < oo, also auch [K(8): K| < oo, und /3 ist
algebraisch iiber K. O

3.3 Endliche Koérper

Endliche Kérper sind isomorph zu endlichen Erweiterungen der Korper F), := (Z/pZ,+,-) mit einer
Primzahl p.

Satz 3.3.1. Es sei p eine Primzahl. Dann gibt es stets ein irreduzibles Polynom in (Z/pZ)[X] vom
Grad m.

Beweis. ohne Beweis. O

Satz 3.3.2. Die Ordnung eines endlichen Kirpers K ist stets eine Primzahlpotenz |K| = p™ fir
eine Primzahl p und m € N. Der Primkérper P von K ist isomorph zu (Z/pZ,+,-).

Beweis. Es sei P der Primkorper von K. Wére char(P) = 0, so wire nach Satz 3.2.1 dann P = Q,
im Widerspruch zur Endlichkeit von K. Also folgt nach Satz 3.1.1 char(P) = p fiir eine Primzahl p
und P = (Z/pZ). Es sei [K: P] = m und 1, ...,z eine Basis des Vektorraums K {iber P. Dann ist

K={aix1+...a0pmTn: a; € P, 1 <i<m}.
Somit gilt |K| = p™. O
Satz 3.3.3. Es sei ¢ = p™ fiir eine Primzahl p und m € N. Dann gibt es einen Korper K mit

K| =q.

Beweis. Nach Satz 3.3.1 gibt es ein irreduzibles Polynom g in (Z/pZ)[X] vom Grad m. Nach Be-
merkung 2.5.1 ist (g) ein Primideal. Nach Satz 2.5.4 ist (¢g) maximal. Wir betrachten den Oberring
F, == (Z/pZ)[X]/(g) von Z/pZ. Nach Satz 2.2.4 ist F, ein Korper. Die Restklasse o := = + (g)
ist Nullstelle von g, weswegen nach Satz 3.2.2 F, = (Z/pZ)(a) und [Fy: (Z/pZ)] = m ist. Also ist
|Fq| = p™. O

Satz 3.3.4. Es sei g = p'™ mit einer Primzahl p und m € N. Dann g¢ibt es bis auf Isomorphie genau
einen Kérper Fy mit Fy = q.

Beweis. ohne Beweis. O
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3.4 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Im Mittelpunkt der Geometrie der alten Griechen standen Konstruktionen geometrischer Figuren.
Als Mittel zur Konstruktion waren dabei nur Zirkel und Linear zugelassen. Wihrend viele Probleme
auf diese Weise erfolgreich gelost werden konnten, blieben andere ungedtst, vor allem drei berithmte
Probleme:

i) Das Delische Problem der Wiirfelverdopplung:
Ein vorgegebener Wiirfel ist so zu vergroern, dass ein Wiirfel doppelten Volumens entsteht.

ii) Die Winkeldreiteilung:
Ein Winkel ist mit Hilfe von Zirkel und Lineal in drei gleiche Teile zu zerlegen.

iii) Die Quadratur des Kreises:
Zu einem gegebenen Kreis ist ein Quadrat mit gleichem Flacheninhalt zu konstruieren.

Schon die alten Griechen vermuteten, dass die Losung der genannten Probleme unmdglich sei. Dies
konnte jedoch erst ca. 2000 Jahre spéter gezeigt werden. Eine erste wichtige Voraussetzung zur Losung
dieser Probleme wurde von Descartes geschaffen, indem er durch die Einfiithrung von Kartesischen
Koordinatensystemen und der damit verbundenen Identifizierung von Punkten mit Zahlenpaaren
(bzw. n- tupeln) ermoglichte, geometrische Beziehungen in algebraische Beziehungen zu iibersetzen.
So liegt etwa der Punkt P mit den Koordinaten (z,y) genau dann auf dem Einheitskreis, wenn
22 + y? = 1 erfiillt ist. In der weiteren Entwicklung wurde dann die Konstruierbarkeit von Punkten
durch die Zugehorigkeit ihrer Koordinaten zu gewissen Zahlkorpern charakterisiert, und es wurde
gezeigt, dass diese algebraischen Kriterien in den genannten Problemen nicht erfiillt sind.

Definition 3.4.1. Es sei § eine Teilmenge der Euklidischen Ebene mit mindestens zwei Punkten.

i) (a) Eine §- Gerade ist jede Gerade g, die mindestens zwei Punkte aus § enthilt.

(b) Ein §- Kreis ist jeder Kreis, dessen Mittelpunkt in § liegt, und dessen Radius durch den
Abstand von zwei Punkten aus § gegeben ist.

(c) Eine §- Figur ist eine §- Gerade oder ein § -Kreis.

ii) Ein Schnittpunkt von zwei (verschiedenen) §- Figuren heifit aus § elementar konstruierbar.

iii) Jeder Punkt der Euklidischen Ebene, fiir den endlich viele Punkte, etwa P, ..., P, existieren, so
dass fiir alle k = 0,...,n—1 der Punkt Py41 aus §x = FU{ P, ..., P} elementar konstruierbar
ist, heifit aus § konstruierbar.

Satz 3.4.1. Es sei § = {P1,..., Py} mit P, = (x;,y;) € R? gegeben. Fir die Koordinaten jedes
aus § elementar konstruierbaren Punktes Ppi1 = (Tm+1, Ymt1) Gilt Tomi1,Yms+1 € L(Vdm) mit
L=Q(x1,- s Tm, Y15+, Ym) und dp, € LNRT mit RT = [0, 00).

Beweis. Wir untersuchen zunéchst, welchem Korper die Koeffizienten angehoren, die in den Glei-
chungen fiir die §- Figuren auftreten:

§- Geraden:
Die Verbindungsgerade der Punkte P; = (z1,y1) und P = (x2,y2) ist durch die Losungen P = (z,y)
der Gleichung

(2 —21)(y —y1) = (y1 — y1)(z — 71),
also durch az 4 by = c¢ fiir Koeffizienten a, b, c € L gegeben.
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§- Kreise:
Der Radius r eines §- Kreises K ist durch den Abstand zweier Punkte P; = (z1,y1) und Py = (x2,y2)
aus § gegeben. Es ist r2 = (21 — 22)? 4+ (y1 — y2)? € L. Ist Py = (x0,%0) der Mittelpunkt von K aus
5, so ist dessen Gleichung durch
(x —20)* + (y —yo)* = r?

bzw. ax? + ay® + bx + cy + d = 0 fiir Koeffizienten a, b, c,d € L und a # 0 gegeben.
§- Figur:
Diese beiden Gleichungen erlauben eine gemeinsame Darstellung von §- Geraden und §- Kreisen als
Losungen einer Gleichung

ar’ +ay? +br+cy+d=0 (%)

mit a, b, c,d € L, wobei es sich fiir @ # 0 um einen §- Kreis und fiir ¢ = 0 um eine §- Gerade handelt.
Es seien nun zwei §- Figuren gegeben, etwa durch

ar? +a1y? +hir+ ey +di =0 (1)

und
asx?® 4+ asy? + bz + oy +do =0 (2)

mit a;, b;,c;,d; € L.

Wir untersuchen die Koordinaten des Schnittpunkts:

Fall 1: a1 = a9 = O:

Es liegen zwei §- Geraden vor. Die Koordinaten des Schnittpunkts S gehéren dem Korper L an, da
sie sich beispielsweise nach der Cramerschen Regel als rationale Funktionen der Koeffizienten b;, ¢;, d;
ausdriicken lassen.

Fall 2: a1 # 0 oder ag # 0:
Es liegt mindestens ein §- Kreis vor, ohne Einschrinkung sei dieser durch (1) gegeben, also a; # 0.
Angenommen ay = 0, so ldsst sich Gleichung (2) nach = oder y auflésen. Wir erhalten

y=kx+1 bzw. xz=ky+I (3)
mit k,l € L. Dies in (1) eingesetzt, ergibt eine quadratische Gleichung fiir 2 bzw. y:
pr®+qr+r=0 (4)

mit p,q,r € L.

Angenommen ag # 0. Durch Multiplikation mit f € L—{0} kénnen wir a; = as erreichen. Subtraktion
der Gleichungen (1) und (2) ergibt eine lineare Gleichung fiir z und y, auer im Fall konzentrischer
Kreise (in welchem die Koeffizienten von x und y beide verschwinden). Auflésung nach einer der
Variablen ergibt wieder eine Gleichung der Form (3). Diese in (1) eingesetzt, ergibt wiederum eine
quadratische Gleichung der Form (4). Die Losungen von (4) seien fiir beliebiges as nun durch

—q+/q*>—4pr
2p

T12 =

fir d = ¢*> — 4pr > 0 gegeben. Fiir d < 0 gibt es keine Losung, d.h. die Kreise schneiden sich nicht.
Also ist x19 € L(v/d) mit d > 0 und insbesondere d € L. Einsetzen in (3) ergibt nun dasselbe fiir die
y- Koordinate y; 2 der Schnittpunkte.

Damit ist der Satz bewiesen. O

Definition 3.4.2. Es sei nun im folgenden §* = {(0,0), (1,0)}.
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Satz 3.4.2. Ist P = (x,y) aus §* konstruierbar, so sind z,y € K, wobei K ein Kdrper mit Grad
[K: Q] =2 fiir ein k € Ny ist.

Beweis. Nach Definition 3.4.2 ist P, genau dann konstruierbar, wenn es Punkte Py, ..., P,_1 gibt,
so dass fiir alle k = 0,...,m — 1 der Punkt Py aus §x = §*U{P,..., P} elementar konstruierbar
ist. Es sei P, = (x;,y;) und Ly = Q(x1,...,2k,Y1,...,yk) sowie Ly = Q. Es ist klar, dass die
Koordinaten der Punkte aus §g = §* in Ly = Q liegen. Nach Satz 3.4.1 ist Lyy1 = Li(y/dx) mit
einem dj, € Ly NR*T. Dann ist

[ X?2—dy, falls Vdi & Ly,
m(v/dy, X) = { X? =y, falls v/dy, € Ly.

Somit ist [Lp41: L] € {1,2}. Nach dem Gradsatz ist dann
[Lin: Lol = [Lin: Lin—1] - [Lin—1: Lim—2] -+ [L1: Lo] = 2"
fiir ein n € Ny. ]

Satz 3.4.3. Die Ldsung des Delischen Problems der Wiirfelverdopplung ist mit Zirkel und Lineal
nicht konstruierbar.

Beweis. Die Losung des Problems liuft auf die Konstruktion des Punktes P = (¥/2,0) aus §* hinaus.
Nach dem Satz von Gau8 gilt fiir eine rationale Nullstelle v = ¢ von p(X) = X*—2 mit ggT (a,b) =1
dann a|2 und b|1. Damit besitzt p keine Nullstelle in Q und ist damit iiber Q irreduzibel. Also gilt
mo(¥/2, X) = p(X) = X3 — 2. Damit ist [Q(v/2): Q] = 3, und mit Satz 3.4.2 ist P = (+/2,0) daher
nicht aus §* konstruierbar. O

Satz 3.4.4. Die Dreiteilung des Winkels mit Zirkel und Lineal ist unmdglich, denn es ist nicht
mdglich, aus §* den Punkt (cos §,0) zu konstruieren.

Beweis. Es sei v = § und
cos B +i-sinf = (cosy+i-siny)® = cos® v+ 3i - cos? vy -siny — 3 - cosy-sin?y — i -sin®~,
also
cos(3y) = cos® v — 3cosy - (1 — cos® ) = cos® v + 3cos® v — 3cosy = 4cos® vy — 3cos 7.

Anders ausgedriickt: Es ist & = cos~y eine Nullstelle des Polynoms p(X) = 8X? — 6X — 1. Nach
dem Satz von Gauf gilt fiir eine rationale Nullstelle o = § mit gg7T'(a,b) = 1 aber a|1 und b|8. Man
iiberpriift aber leicht, dass p(x) keine Nullstelle dieser Art besitzt. Damit ist das Polynom p(x) iiber
Q irreduzibel, womit [Q(cos §): Q] = 3 gilt. Nach Satz 3.4.2 ist der Punkt (cos g,0) nicht aus §*
konstruierbar. O

Satz 3.4.5. Die Quadratur des Kreises ist mit Zirkel und Lineal unmdglich.

Beweis. Es sei sei der Einheitskreis um den Nullpunkt, der durch die Gleichung 2 4+ y? = 1 beschrie-
ben wird, gegeben, welcher den Flicheninhalt 7 besitzt. Ein Quadrat mit Fldcheninhalt 7 besitzt
dann die Seitenlinge /7. Die Quadratur des Einheitskreises lduft also auf die Konstruktion des
Punktes (1/7,0) hinaus. Nach Satz 3.4.2 miisste dann die Zahl /7 in einem Kérper K enthalten
sein, dessen Grad iiber Q endlich ist. Dieser enthielte dann aber auch m, im Widerspruch zur Tran-
szendenz von 7, die wegen des dazu notigen Aufwands in dieser Vorlesung nicht gezeigt wird, aber
1882 von Ferdinand von Lindemann gezeigt wurde. O
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