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Gesamtpunktzahl: 130 Punkte, 100 Punkte= 100 %, keine Abgabe

1. Es sei L der Zerfillungskérper von f(X) = X3 — 2 iiber Q.

(a) Gib eine Basis des Vektorraums L iiber Q an.

-,

(b) Finde ein o € G(L/Q) mit |{(c)| = 3 und beschreibe o (b) fiir die in Teilaufgabe a) gefundenen
Basiselemente b. (8 Punkte)

2. Es sei f € Q[X], deg(f) =5 und G(f,Q) = 5. Weiter sei L ein Zerfallungskérper von f iiber Q.

Es sei mit a; € L
5

FX) =[x =)

j=1
Die Folge der Zwischenkérper K sei durch Ky = Q und K; = K;_1(oy;) fiir 1 < j <5 definiert.

(a) Bestimme die Grade [K;: K;_1]| der Korpererweiterungen.

(b) Ist f tiber Q bzw. iiber Ky auflésbar? (10 Punkte)
3. Bestimme das zehnte Kreisteilungspolynom ®14(X). (6 Punkte)

4. Bestimme simtliche d € N, fiir welche der Kérper GF(3°) die d- ten Einheitswurzeln enthiilt.

(8 Punkte)
5. Es seien p eine Primzahl, ¢, = es und L = Q(¥/2,¢,). Weiter sei
G(p) = {((T) i) s € (Z/pZ)*, s € Z/pZ}.
Zeige:
(a) G(p) ist eine Gruppe bzgl. der Matrixmultiplikation.
(b) G(L/Q) = G(p) (11 Punkte)
6. Gib die Definition folgender Begriffe an:
(a) Kompositionsreihe
(b) Kommutatoruntergruppe
(¢) Galoiserweiterung
(d) Diskriminante
(e) freier Modul (20 Punkte)

7. Essei f(X)= X1 421X - 3X5 42 € Q[X]. Zeige, dass f auflosbar ist. (6 Punkte)



10.

11.

12.

13.

14.

Es sei R = K[X1, X5, X3] der Ring der Polynome in drei Unbestimmten iiber einem Kérper K.
Stelle das symmetrische Polynom f = X3 + X3 + X3 als Polynom in den elementarsymmetrischen

Polynomen sq, s1, 52,53 € R mit Koeffizienten aus K dar. (8 Punkte)

Es sei L/K eine Galoiserweiterung und Z ein Zwischenkorper.
Formuliere und beweise eine Bedingung, unter der jeder K- Isomorphismus von Z ein Automor-

phismus ist.
(8 Punkte)

Bestimme in den folgenden Korpererweiterungen L/K fiir die angegebenen Elemente o € L das

Minimalpolynom.

(a) L=C, K=Rund a =7

(b) L=C,K=Qund o= _1+T‘/§l (8 Punkte)
Es sei L = Q(v/2,1).
a) Zeige, dass L Zerfillungskorper von f(X) = X% — 2 iiber Q ist.

(
(b) Bestimme [L: Q).

)
)
(c) Zeige, dass L/Q eine Galoiserweiterung ist und bestimme die Galoisgruppe G(L/Q).
(d) Bestimme zu séimtlichen Untergruppen H von G(L/Q) die Fixkérper L.

)

(e) Welche der in Teilaufgabe d) bestimmten Fixkorper sind iiber Q galoisch? (15 Punkte)

Es sei L/K eine Galoiserweiterung und [L: K] = 15. Weiter sei H eine Untergruppe von G(L/K)
mit |[H| =5.Esseioc € H Fira € Lsein= Zﬁzoaj(a).
Zeige, dass [K(n): K] < 3 gilt. (8 Punkte)

Es sei A ein Ideal eines Rings R. Beweise, dass A genau dann ein freier R- Modul ist, wenn A ein

Hauptideal ist, das von einem Nichtnullteiler erzeugt wird. (8 Punkte)

Finde ein Erzeugendensystem des Z- Moduls Z?2, das nicht zu einer Basis verkleinert werden kann.
(6 Punkte)

Viel Erfolg!



