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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Vorbemerkung

Die Lineare Algebra ist zusammen mit der Analysis eine der mathematischen Grunddisziplinen. Bei-
de sind am Aufbau aller weiterfiihrender Disziplinen in unterschiedlichem Mafle beteiligt. Die Lineare
Algebra hat sich aus der Elementargeometrie, in der Figuren der Ebene und des dreidimensionalen
Raumes untersucht werden, entwickelt. Sie spielen jedoch auch in Gebieten eine Rolle, die auf den
ersten Blick keinen Zusammenhang zur Elementargeometerie zu besitzen scheinen. Viele zentralen
Ideen und Begriffe der Linearen Algebra treten schon in einfacher Form in der Geometrie der Ebene
und des Raumes auf. Hier ist die geometrische Anschauung sehr hilfreich. Sie hilft beim Verstdndnis
der Begriffe und beim Finden von Beweisen. Die geometrische Anschuung selbst hat jedoch keinerlei
Beweiskraft.

Wir werden den Aufbau der Theorie nach den Prinzipien der modernen Mathematik vornehmen.
Eine mathematische Theorie besteht aus folgenden Bestandteilen:

e Axiome:
Dies sind (im allgemeinen wenige) Grundtatsachen, die ohne Beweis als wahr angenommen
werden. Auch die Grundbegriffe, von denen in den Axiomen die Rede ist, werden nicht weiter
erklart.

e Definitionen:
Es ist notwendig, Namen fiir die Objekte der Theorie und die Eigenschaften dieser Objek-
te einzufithren. Definitionen sind keine Aussagen, die wahr oder falsch sein kénnen, sondern
Vereinbarungen iiber diese Namensgebung. So ist zum Beispiel 2 ein Name fiir die Summe 1+1.

e Lehrsétze:
Dies sind Aussagen, die aus den Axiomen und schon bekannten Lehrsitzen durch eine Kette
von logischen Schliissen, Beweisen genannt, hergeleitet werden.

Das Konzept, das ganz am Anfang der Linearen Algebra steht, ist der Begriff des Vektorraumes. Auch
in dieser Einleitung steht dieser Begriff im Mittelpunkt. Wir werden hier jedoch nur Vektorrdume
iiber dem Korper der reellen Zahlen- reelle Vektorrdume- betrachten, die viele Aspekte, mit den aus
der Elementargeometrie bekannten Spezialfillen Ebene und Raum gemeinsam haben. Manche der
Definitionen und Sétze der spéteren Kapitel werden die der Einleitung nur leicht verallgemeinern.




1.2 Ebene und Raum

Wir setzen die Menge R der reellen Zahlen mit den Rechenoperationen Addition, Subtraktion, Mul-
tiplikation und Division als bekannt voraus. Unter R? verstehen wir die Menge aller Paare reeller
Zahlen:

R? = {(z,y): =,y € R}.

Die Ebene F, die wir uns zum Beispiel als Zeichenebene vorstellen, kann durch Einfithrung eines kar-
tesischen Koordinatensystems mit dem R? identifiziert werden. Ein kartesisches Koordinatensystem
entsteht durch Vorgabe eines Punktes 0 und einer Zahlengeraden, die wir z-Achse nennen, mit dem
Nullpunkt 0. Die y-Achse entsteht durch eine positive Drehung (gegen den Uhrzeigersinn) um 90°
um den Punkt 0 aus der x-Achse. Fillt man fiir einen (beliebigen) Punkt Py € E die Lote auf die
Achsen, so bestimmen die beiden Fuflpunkte die z- bzw. y-Koordinate xg bzw. yo von Py, und man
schreibt Py = (xo, yo).

by

Yo

Zo

Der Punkt 0 = (0,0) heiit Nullpunkt oder Ursprung des Koordinatensystems. Nach der Festlegung
eines kartesischen Koordinatensystems gibt es zu jedem Zahlenpaar (z,y) € R? genau einen Punkt
X € FE mit X = (z,y), und umgekehrt. Zu je zwei Punkten P und @ der Ebene gibt es genau eine
Parallelverschiebung (der Ebene), die P nach @ bringt. Diese Verschiebung wird mit ]?Cj bezeichnet,
und heifit ” Vektor von P nach @”. Der Vektor ¢ = I@ wird durch einen Pfeil, der von P nach Q
zeigt, dargestellt.

Wird unter Pﬁ ein anderer Punkt R nach S verschoben, dann hat offenbar ﬁ die gleiche Wirkung
wie 1@, das heifit ]@ = ﬁ . Zwei gleich lange und gleichgerichtete Pfeile im Raum stellen somit
den selben Vektor dar.

Offenbar gibt es zu einem Vektor I@ genau einen Punkt S, so dass 1@ = (ﬁ ist. Wir konnen
den Vektor P() dann mit dem Punkt S der Ebene identifizieren. Jeder Punkt der Ebene kann also
ein Vektor gedeutet werden und umgekehrt, insbesondere kann jeder Vektor der Ebene durch ein
Zahlenpaar beschrieben werden. Wir schreiben dieses Paar als Spalte

= (3)
U= .
Yy
Die Zahlen z,y € R heiflen die Komponenten von .

Die Addition von Vektoren

Den zu v gleichgerichteten, aber entgegengesetzten Vektor bezeichnen wir mit —¢ mit

-(3)
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insbesondere ist —]@ = Cﬁ’ Der Nullvektor ist

- (2)

mit 0 = P_}% fiir alle Punkte P. Fiihrt man zwei Parallelverschiebungen, erst @ = P(), dann b= @,
hintereinander aus, so ergibt sich wieder eine Parallelverschiebung, ndmlich ¢ = PR. Wir nennen ¢
die Summe von & und b und schreiben ¢ = @ + b.

Sind @ und b durch ihre Komponenten gegeben, so kann die Summe durch Addition der Komponenten
erhalten werden:

L [ z (b s, 7 [ @ bi \ _ [ a1+bh
=) o= () == () (n) = (55

Offenbar gelten fiir beliebige Vektoren @, b, € die folgenden Rechenregeln:

i+0 = @ a+(—a)=0
i+b = b+a (Kommutativgesetz) (VA)
i+ (b+7 = (@+b)+¢  (Assoziativgesetz).

Die skalaren Vielfachen eines Vektors

Zu einer reellen Zahl A > 0 und einem Vektor @ bezeichne Ad denjenigen Vektor, der dieselbe Richtung
wie @ besitzt, aber die A-fache Liange. Im Fall A < 0 setzt man \d := —(|\|@).

Sonderfiille dieser Definition sind 0 = 0 und A0 = 0 fiir jede Zahl A € R und jeden Vektor a.

Fiir diese Multiplikation von Vektoren mit Zahlen (Skalarmultiplikation) gelten mit mit A\, x € R und
Vektoren @, b folgende Rechenregeln:

A(ua) (Aw)ad
A@+b) = Xi+Ab (VM)
A+ p)a = A+ pd.

Geraden

Ein Punkt X liegt genau dann auf der Geraden g durch A in Richtung € (fiir & # 0), wenn AX & par-
allel ist, falls es eine also Zahl t € R mit zﬁ = tc gibt. Man sagt, dass g die Punkt-Richtungsgleichung

AX = 1 (*)




mit ¢ € R besitzt. Die in () auftretende Variable ¢ nennt man einen Parameter. Zu jedem Parameter
t =t gehértjenau ein Punkt X, auf der Geraden g mit AXy = to¢, und umgekehrt. Wegen
zﬁ) = FX) — PA lisst sich g beziiglich eines beliebigen Punktes P durch

PX = PA+1t¢

mit ¢ € R darstellen. Ist A = (a1,a2), B = (b1,b2) und ¢ = ( Zl >, so ergibt ein Komponentenver-
2

gleich fiir die Geradenpunkte X = (z,y) die zwei Gleichungen
T =ai+tc
Yy =ag +tco

{x:a1+t-(bl—a1)
y=as+t-(by— a2)

(Punkt-Richtungs-Gleichung)

(Zwei- Punkte- Gleichung)

Lost man die zwei unteren Gleichungen nach t auf, und setzt die Ausdriicke gleich, so erhilt man
mit A = (a1,a2) und B = (b1, be) eine parameterfreie Darstellung.

Koordinatengleichung der Geraden durch A und B

Es ist

° S S y_@,fallsai;ébifﬁri:l,Z
bl—al bz—ag

e r =ay, falls a; = b;

® Y = ay, falls ag = b2.

Aus der (parameterfreien) Zwei-Punkte-Form fiir g findet man iiber

r — ax

—a
bzw. t—y 2

t = -
by — a2

by —ay
zur Parameterform zuriick.

Beispiel 1.2.1. Die durch die Parametergleichung
) r=3-2t
TV y=4a+5t
bestimmte Gerade in der Ebene hat die Koordinatengleichung
33—z y—4
2 5

Beispiel 1.2.2. Man finde die Parameterdarstellung der durch die Gleichung 2x + 3y = 5 gegebenen
Geraden. Die Rechnung ist

243y = 5
20 —5 = -3y
-5y
1 - _1
2 3
5 _ 1
5,1
_ 1 T =g+ 5t
R {y=—§t



Schnittpunkt zweier Geraden

Die Bestimmung des Schnittpunkts zweier Geraden fiihrt auf die Losung eines linearen Gleichungs-
systems, und zwar in jedem Fall: ob die Gerade nun durch die Punkt-Richtungs-Gleichung oder
durch die Zwei-Punkte-Gleichung gegeben ist. Auch lineare Gleichungssysteme stehen im Zentrum
der Linearen Algebra. Wir werden sie in Abschnitt 1.4 systematisch behandeln.

Beispiel 1.2.3. Seien zwei Geraden durch Punkt-Richtungs-Gleichungen gegeben:

) r =345t and ) r=4—2u
g y=2-—t g2 y=1+3u

Es ist wichtig, zwei verschiedene Variablen fiir die Parameter zu beniitzen. Gleichsetzen liefert

3+5t = 4—2u
2—t = 1+3u

oder

5t+2u = 1
—t—3u = -1.

Addition des 5-fachen der 2. Zeile zur 1. Zeile ergibt

—13u = —4
—t—3u = -1
4
u = —.
13
Einsetzen in das System von g5 ergibt x = % und y = %—g, also erhalten wir den Schnittpunkt (%, %)

Sind die beiden Geraden durch Koordinatengleichungen gegeben, so erhélt man das Gleichungssystem
unmittelbar:

Beispiel 1.2.4. Seien g1 : 4+ 3y =5 und g9 : 3z — 2y = 7 gegeben, dann ist

{x—|—3y:5 :>{ r+3y=5

3r—2y =17 —11ly = -8
nach Subtraktion des 3-fachen der ersten Zeile von der zweiten Zeile. Dies fithrt zu y = % und x = %,
also zu dem Schnittpunkt Py = (%, %)

Die Gleichungssysteme haben keine bzw. unendlich viele Losungen, falls es sich um parallele bzw.
identische Geraden handelt.

Der Raum

Es sei nun R3 = {(x,y,2): z,y,2 € R}.

Ahnlich wie die Ebene mit dem R? kann der Raum nun mit dem R3 identifiziert werden. Ein karte-
sisches Koordinatensystem im Raum besteht aus dem Nullpunkt 0 und drei sich in 0 schneidenden
Zahlengeraden gleicher Langeneinheit. Man bezeichnet sie als z, y und z-Achse derart, dass diese drei
Achsen ein Rechtssystem bilden, das heifit, die Drehung der positiven x-Achse um 90° in die positive



y-Achse, zusammen mit einer Verschiebung in Richtung der positiven z-Achse, muss eine Rechts-
schraube darstellen. Diese drei durch je zwei Achsen bestimmten Ebenen heiflen Koordinatenebenen,
bzw. (x,y)-Ebene, (y,z)-Ebene und (z,z)-Ebene. Die Koordinaten x, yo, 29 eines Punktes Py ge-
winnt man aus den Schnittpunkten der entsprechenden Achsen mit dem zu den Koordinatenebenen
parallelen Ebenen durch Py. Man schreibt Py = (z0, 30, 20)-

)

Yo P

X

T

Vollig analog zum Fall der Ebene werden nun auch im Raum Vektoren als Parallelverschiebungen des
Raumes definiert. Auch die Pfeildarstellung sowie die Operationen der Addition und der Skalarmul-
tiplikation verlaufen vollig analog zum Fall der Ebene. Der einzige Unterschied liegt in der Tatsache,
dass Vektoren im Raum drei Komponenten besitzen. Wie in der Ebene besitzt eine Gerade im Raum
eine Parameterdarstellung

—
OX = OA +t7
mit ¢ € R. Falls A = (a1, a9, a3) und
C1
C= Co
C3

ist, so ergibt ein Komponentenvergleich die drei Gleichungen

T =a] +tcy
y = as + teo (Punkt- Richtungs- Gleichung)
z = ag + tcs

Fiir eine Gerade durch die zwei verschiedenen Punkte A = (a1, as,as) und B = (b1, ba, bg) erhiilt man
die Gleichung

$:a1+t'(bl—a1)

y=as+t-(bg—az) (Zwei- Punkte- Gleichung)

z:a3+t-(b3—a3)

Die parameterfreien Koordinatengleichungen der Geraden durch A und B sind

o T _ YT W _ 2T s a; # by fiir i = 1,2,3
bl—al bQ—ag bg—ag

T —al Y — a2

= und z = ag, falls a; # b; fiir i = 1,2 und a3 = bs
b1 — ai bg*ag

e x =ay und y = ao, falls a; = by, as = bs und ag # bs.
Neben den Geraden sind die Ebenen wichtige Teilmengen des Raumes.

Wir betrachten nun die Ebene E mit dem ” Aufpunkt” A und den beiden (von 0 verschiedenen und
nicht parallelen) Richtungsvektoren @ und ¢. Ein Raumpunkt X liegt genau dann auf E, wenn sich



der Vektor zﬁ in der Form H = ti + st mit Zahlen ¢, s € R darstellen ldsst, das heif3t, man hat
(mit den zwei Parametern ¢, s € R) die Parameterdarstellung von E:

AX = (T + 57, (1)

Wird ein Kartesisches Koordinatensystem festgelegt, so dass A = (a1, a2, az) und

Ui U1
U= u9 bzw. U= V2
uz U3

ist, so die Parameterdarstellung (1) #quivalent zu den drei Koordinatengleichungen

xr = a1 + tug + sv1
Yy = ag + tug + sva (2)
z = ag + tug + svs.

Werden @ und ¢ durch die verschiedenen Punkte A = (a1, az,as3), B = (b1, b2, b3) und C' = (¢, c2, ¢3)
mit 4 = /@, U= B?, also u; = b; — a; und v; = ¢; — a;, bestimmt, dann geht (2) in die Drei-Punkte-
Gleichung fiir die Ebene
x=a+t-(by —a1)+s-(c1—ap)
y=ag+t-(ba—az)+s-(c2—ag)
z=az+t-(bs—a3)+s-(c3—a3)

iiber.

1.3 Der R"

Unsere geometrische Anschauung ist auf drei Dimensionen beschréinkt, da unsere physikalische Welt
dreidimensional ist. Jedoch gibt es keine Griinde, in der Mathematik, die von der Natur unabhéngig
ist, nicht auch Rdume mit mehr Dimensionen zu betrachten.

Definition 1.3.1. Es sei n eine natiirliche Zahl. Unter dem R" verstehen wir die Menge aller n- tupel
reeller Zahlen:

R™ = {(z1,...,20): 7; € R fiir i =1,...,n}.

Diese n- tupel heilen auch Punkte des R™. Sie konnen wiederum mit Vektoren identifiziert werden.
Diese werden als Spaltenvektoren geschrieben:

1
U=
In
Die Zahlen x1,...,x, € R heiflen die Komponenten von 7.

Addition und Skalarmultiplikation werden komponentenweise definiert. Es gelten die Rechenregeln
(VA) und (VM). Auch die Definition der Geraden kann iibertragen werden. Die Definitionen von
Abschnitt 1.2 ergeben sich offenbar als die Spezielfiille n = 2 (Ebene) und n = 3 (Raum).
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1.4 Lineare Gleichungssysteme

Definition 1.4.1. Es seien «;;,8; € R fiiri =1,...,m und j = 1,...,n. Man bezeichnet

ap1ry 4+ Ty + o+ ar, = B
a21T1  + pewy -+ agpm, = B
; (+)
m1T1 + QmaTe + -+ agpTn = B
als ein Lineares Gleichungssystem (LGS) mit m Gleichungen und n Unbestimmten zy,...,z, und

Koeffizienten o;; € R. Eine einfachere Beschreibung erhélt man, wenn man die Koeffizienten in einer
Matrix, einem rechteckigen Schema, sammelt:

11 e AT
A=
Uml .- Qimn

Man nennt A auch die Koeffizientenmatrix des LGS. Sie besitzt m Zeilen und n Spalten. Der Koef-
fizient a;; steht in der i- ten Zeile und der j- ten Spalte. Man scheibt auch

A = (aij)i<i<m
155<n
oder einfach A = (a;;), wenn m und n klar sind. Dann heiit A eine (m,n)- Matrix oder eine Matrix
vom Typ (m,n).
Die Menge aller (m,n)- Matrizen mit reellen Koeffizienten bezeichnen wir mit R(™™) . Die Elemente
der rechten Seite kénnen zu einem Vektor des R zusammengefasst werden:

8y
By
B

Er heifit rechte Seite des Systems. Fiigt man zu A als (n + 1)-te Spalte 3 hinzu, so erhilt man die
erweiterte Koeffizientenmatrix (A|5) € R+ des LGS (x).

Man kann die Unbestimmten z1, ..., 2, zu einem Spaltenvektor des R"
€1
r= :
In
zusammenfassen.

Das Produkt AZ der Matrix A mit dem Vektor # wird dann als die linke Seite von (x) definiert,
womit sich (%) kurz als

A =B (+%)
schreiben l&sst.
Wir werden spéter das Produkt von Matrizen definieren und dabei feststellen, dass sich dabei dieses
Produkt AZ als Spezialfall herausstellt.
Jedes ¥ € R"™, fiir das (x) bzw. (xx) gilt, heifit eine Losung des LGS. Gibt es ein solches Z, so heifit (x)

l6sbar, ansonsten unlésbar. Die Menge aller Losungen heifit Losungsmenge des Systems. Ist ,6_" =0,

so heift das LGS homogen, ansonsten inhomogen. Man nennt dann AZ = 0 das zu (#x) gehorende
homogene LGS. Ein homogenes LGS besitzt immer die triviale Losung & = 0.

11



In diesem Abschnitt begniigen wir uns vorerst mit der Beschreibung eines Losungsverfahrens, des
Gaufischen Algorithmus.

Der Gauflsche Algorithmus besteht aus einer Reihe von elementaren Umformungen des LGS, die es
in eine einfache ”Standardform” bringen. Diese Umformungen kénnen direkt am System (x) oder
aber auch an der Koeflizientenmatrix vorgenommen werden.

Bevor wir das Verfahren allgemein beschreiben, beginnen wir mit einem Beispiel:

Beispiel 1.4.1. Finde die Losungsmenge des LGS

w —2r +by +3z = 3 (I)

3w —bdr +18y +13z = 16 (I1)
2w 2z +17y 416z = 21 (II1)
w -z 410y +llz = 12 (IV)

mit der Koeflizientenmatrix

1 -2 5 313
3 -5 18 13|16
2 -2 17 16|21
10 11|12

—_
1
—_

1. Schritt:
Wir elimieren die Unbestimmte w aus den Gleichungen (/1)- (IV') durch Addition passender Vielfache
der Gleichung (I). Wir notieren die Umformungen an der Koeffizientenmatrix:

w —2r 45y +3z = 3 1 -2 5 33
r 43y +4z = 7T - 0 1 3 4|7 (I1)—3-(I)
20 +7y +10z = 15 0 2 7 10|15 | (III)—2-(I)
r 45y +8z = 9 0 1 5 8|9 (IV)=1-(I)

Wir benutzen also das Pivotelement ;7 = 1 um zu erreichen, dass unter diesem Element in der
ersten Spalte nur Nullen stehen.

2. Schritt:
Wir elimieren die Unbestimmte z aus den Gleichungen (1), (I11) und (IV') durch Addition passender
Vielfache der Gleichung (I17).

w 11y +11z = 17 1 0 11 1117 (I)+2- (1)
x 43y 44z = 7 N 01 3 4|7
y 422 = 1 00 1 2|1 | (In-2-(I
2 44z = 2 00 2 4]2 (IV) —1-(II)
3. Schritt:

Wir elimieren die Unbestimmte y aus den Gleichungen (I), (I7) und (IV).

w 11z = 6 1 0 0 —111|6 (I)—11-(I1I)
x -2z = 4 - 010 —-2|4 (II)—3-(11I)

y 42z = 1 001 2 (1]
0 = 0 000 0 |0 (IV)—2-(1II)

Das LGS ist losbar und besitzt die Losungsmenge £ = {(w, z,y, 2) = (6+112,4422,1-2z2,2): z € R}.

12



Beispiel 1.4.2. Wir dndern in Beispiel 1.4.1 die Gleichung (V) ab und betrachten

w  —2z +by +3z = 3 (I)

3w —br +18y +13z = 16 (I1)
2w 2z +17y 416z = 21 (II1)
w -z +10y +llz = 13 (IV)

Dieselben Umformungen wie in Beispiel 1.4.1 fithren zu

w —11z =
T —2z

Yy 2z

0 =

1
— = o

Die letzte Gleichung ist falsch. Dies zeigt, dass das LGS unlésbar ist.

Es gibt noch eine andere Version des Gaufischen Algorithmus, bei der nur die Koeffizienten unterhalb
der Diagonalen eliminiert werden.
Wir betrachten wieder Beispiel 1.4.1:

w —2z 45y 43z = 3 1 -2 5 3|3
T +3y 44z = 7 - 0 1 3 4|7
2z 47y +10z = 15 0 2 7 10|15
z +dy +8 = 9 0 1 5 81|09

w —2r +dy +3z = 3 1 -2 5 3|3
r 3y +4z = 7 - 0 1 3 4|7

y 2z = 1 0 0 1 2|1

2y 44z = 2 0 0 2 4|2

w —2r +dy +3z = 3 1 -2 5 3|3
r 3y +4z = 7 - 0 1 3 4|7

Y +2z = 1 0O 0 1 21

0 =0 0 0 0 O0]0

Wihrend die Umformung des Systems hier weniger Arbeit macht, ist die Gewinnung der Losung aus
der ”Standardform” aufwindiger. Hier kann die Losung gefunden werden, indem man die Gleichungen
von unten nach oben 16st.

In manchen Fillen treten zusétzliche Komplikationen auf. Es kann passieren, dass zum Beispiel nach
dem ersten Schritt in der zweiten Zeile und zweiten Spalte ebenfalls eine Null steht. Steht in der
zweiten Spalte in der ¢- ten Zeile ein von null verschiedenes Element, so kann eine Pivotisierung
durch Vertauschung der zweiten Zeile mit der i- ten Zeile erreicht werden.

Stehen nach dem ersten Schritt in der zweiten Spalte unterhalb der ersten Zeile nur Nullen, so muss
die zweite Spalte mit einer der Spalten 3,...,n vertauscht werden.

Beispiel 1.4.3. Es liegt das LGS
w 42z +y -z = 1

2w +4xr +3y 45z = -1
Jw 46z +2y +z

Il
|
O
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mit der Koeflizientenmatrix

1 2 1 -1]1
2 4 3 5 |-1
3 6 2 1]-2
vor. Der 1. Schritt ergibt:
w 42z +y —2 = 1 1 2 1 -=-1]1
y 47z = =3 & o0 1 7/]-3
—y 44z = =5 0 0 -1 4 |-5

Man nimmt eine Pivotisierung vor, indem man die Variablen x und y, das entspricht der zweiten und
dritten Spalte, vertauscht. Arbeitet man nur mit der Koeffizientenmatrix, so muss diese Vertauschung
notiert werden.

w 4y +2x —z = 1 Qf 31/ 326 —zl 1

Y +7z = -3 &
K e s 0 1 0 7|-3
y - 0 -1 0 4 |5

Daraus resultiert dann

w 4y 2z —z = 1 T ?i 323 _zl 1

Y +7z = =3 &
+11z = -8 010 73
N 0 0 0 11]-8

Die Losungsmenge ergibt sich als

10 1 23 8 20 23 8
L= {('U),.’If,y,Z) - <w7_11 - 2w7117_11>} - {(w7$7y7z) - <_11 _2:1:7:1:7117_11>}.

Wir schlieen mit einer allgemeinen Beschreibung;:
Gegeben sei ein LGS

aq1 ce qln 51
AF=f, AeR™™ mit (4f) = I (+)
am1 - Qmp Bm
1. Schritt:

Falls in der ersten Spalte mindestens ein Element aj; # 0 vorkommt, bringe man (A|8) durch
elementare Zeilenumformungen in die Gestalt

Lo o | A
. 0
(o gy = [ 9 e )
0 ally -~ ahh | BY

Das LGS AWz = ﬁ(l) hat dann dieselbe Losungsmenge wie AX = 5, denn jede elementare Zeile-
numformung lédsst sich ja durch passende elementare Zeilenumformungen wieder riickgéingig machen.
Enthilt die erste Spalte von A nur Nullen, so vertausche man sie zuvor mit einer Spalte von A (die
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Spalte 3 kommt nicht in Betracht), welche mindestens ein von null verschiedenes Element enthilt.
Diese Umformung muss registriert werden; sie bedeutet eine Umnummerierung der Unbekannten.
Die so erhaltene Matrix bringe man dann durch elementare Zeilenumformungen auf die Gestalt (1).
Ist A= 00™") so ist man von vorneherein fertig.

2. Schritt:
Falls in der Matrix A(M) in der zweiten Spalte unter den ag) fir j = 2,..., m mindestens ein von

null verschiedenes Element vorkommt, bringe man (AM)| 5(1)) durch elementare Zeilenumformungen
in die Gestalt

S e AL
o 0 1 « e«
(AP goy=| T 0 2] 2)
0 0 ag; aq(flzl 7(3)
Sind a%) =...= ag% = 0, dann vertausche man die zweite Spalte von A®M) mit einer Spalte der

Nummer jp mit 3 < jp < n, welche mindestens ein aEé?jO # 0 enthélt (ip > 2). Danach bringe man

die Matrix durch elementare Zeilenumformungen in die Form (2). Verschwindet jedoch die gesamte
(1)

Teilmatrix (ai] ) fiir 2 <4 <mund 2 < j <n, so ist man fertig.

So fortfahrend, gelangt man zu einer Matrix der Gestalt

1 0 0 0 o, o) | P
010 0 o)., o) | By
0 0 1 0 o), o) | By
(A(p)’g(p)) _ . . . T . . . (p)
000 - 1 a? o) | g%
0 0 0 0 0 0 | 8"
00 0 --- 0 0 0 57(712)

Die Losungsmenge des LGS APz = E stimmt nun (bis auf eventuelle Umnummerierung der Unbe-
kannten) mit der von AZ = § {iberein. An den letzten m — p Zeilen kann die Losbarkeit des Systems
abgelesen werden:

e Fall 1:

Ist mindestens eines der Bz(fgl, e ,ﬂﬁ,};) nicht null, so ist das LGS nicht losbar
e Fall 2:

Ist dagegen 53-331 =...= ﬁfﬁ) =0, so ist das LGS losbar.

1.5 Verkniipfungen und Gruppen

Definition 1.5.1. Es sei X # () eine Menge. Eine Abbildung o: X x X — X heifit eine Verkniipfung
auf X.

Bemerkung 1.5.1. Jedem Paar (z,y) € X x X wird also als Ergebnis der Verkniipfung das Element
x oy € X zugeordnet.
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Beispiel 1.5.1. Anstelle von ”0” kann die Verkniipfung jeden Namen erhalten. Auf der Menge R
der reellen Zahlen haben wir die Verkniipfungen ”+” der Addition und ”-” der Multiplikation. So
ordnet etwa die Addition dem Paar (5, 3) als Ergebnis der Verkniipfung die Summe 8 (=5 + 3) zu.

Bemerkung 1.5.2. Im Falle einer endlichen Menge X = {z1,z2,...,2,} kann man o durch eine
Verkniipfungstafel darstellen:

o) I i) T I
T
{5
Tn

Beispiel 1.5.2. Die Menge X = {—1,0, 1} besitzt mit der Multiplikation die Verkniipfungstafel

-1 0 1
-1/ 1 0 -1
010 0 0
1|-10 1

Definition 1.5.2. Es sei o eine innere Verkniipfung auf einer Menge G # (). Dann heifit (G, o) eine
Gruppe, wenn die folgenden Axiome gelten:

(G1) (aob)oc=ao(boc) fiir alle a,b,c € G (Assoziativgesetz).

(G2) Es gibt mindestens ein neutrales Element e € G mit eca =aoe = q fiir alle a € G.

(G3) Ist ein neutrales Element e € G gegeben, so gibt es zu jedem a € G ein inverses Element o’ € G
mit aoa’ =ad oca=e.

Gilt zusatzlich das Axiom

(G4) aob=boa fir alle a,b € G (Kommutativgesetz),

so heifit G eine abelsche (oder auch kommutative) Gruppe.

Beispiel 1.5.3. Es sei Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} die Menge der ganzen Zahlen mit der Ver-
kniipfung der Addition. Das Assoziativgesetz (G1) ist hier offenbar erfiillt: (a +b) +c=a+ (b+ c).
Die Zahl 0 ist das einzige neutrale Element: 0+a = a+0 = « fiir alle a € Z. Zu jeder Zahl a € 7Z exis-
tiert ein eindeutiges Inverses, ndamlich —a mit (—a) + a = 0. Auflerdem ist (G4) erfilllt: a+b=b+a
fiir alle a,b € Z. Somit ist (Z,+) eine abelsche Gruppe.

Beispiel 1.5.4. Ebenso sind (Q,+) und (R, +), wobei Q die Menge der rationalen Zahlen und R die
Menge der reellen Zahlen darstellen, abelsche Gruppen bzgl. der Addition. Fiir N = {1,2,3,...}, der
Menge der natiirlichen Zahlen, ist hingegen (N, 4) keine Gruppe, da kein neutrales Element existiert.

Beispiel 1.5.5. Es sei n € N. Die Rechenregeln (V' A) der Vektoraddition (Abschnitt 1.2) zeigen,
dass (R, +) eine abelsche Gruppe bildet. Das neutrale Element ist der Nullvektor 0. Zu jedem @ € R"
existiert ein eindeutiges Inverses, namlich —d.
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Beispiel 1.5.6. Die Menge Z der ganzen Zahlen bildet keine Gruppe bzgl. der Multiplikation. Es
gibt zwar ein neutrales Element, ndmlich die Zahl 1, aber es gibt fiir die Zahlen a # 41 in Z keine
Inversen.

Beispiel 1.5.7. Die Mengen Q\{0} und R\{0} bilden abelsche Gruppen bzgl. der Multiplikation. In
beiden Féllen ist die Zahl 1 das einzige neutrale Element. Die Zahl a # 0 hat % = a~! als Inverses.

Beispiel 1.5.8. (Eine nicht-abelsche Gruppe)

Es sei S3 die Menge der Permutationen von {1, 2,3}, d.h. die Menge der bijektiven Abbildungen von
{1,2, 3} auf sich selbst. Die Verkniipfung auf S ist die Komposition (Hintereinanderausfiihrung) der
Permutationen. Jede Permutation 7 werde in der Form

" (T<11> T<22> r?:a))

notiert. Dann bildet S5 eine Gruppe mit neutralem Element

. 1 2 3
2d—<1 5 3>.

Jedes T € S3 besitzt als Inverses seine Umkehrabbildung 7—!. Die Gruppe Ss ist nicht abelsch: sei

z.B.
/1 23 4123
7=\2 1 3/ ™ 771 3 2"

co (L 23 (123
70—312381'0"7'—231.

Wir zeigen nun unseren ersten

Dann ist

Satz 1.5.1. In einer beliebigen Gruppe (G,-) gelten folgende Figenschaften:

i) Es gibt genau ein neutrales Element.

it) Jedes a € G hat genau ein Inverses.
Beweis. Zu (i): Beweis durch Widerspruch:
Angenommen, es gibt verschiedene neutrale Elemente e,es € G. Da e neutral ist gilt e; -a = a
fiir alle @ € G, wir koénnen also a = e einsetzen und erhalten e - e = eo. Da auch e neutral ist

gilt a - eo = a fiir alle a € G, einsetzen von a = ey ergibt e; - es = e1. Zusammensetzen der beiden
Gleichungen ergibt e; = e1 - e2 = eo, ein Widerspruch zur Annahme, dass e; # eg ist.

Zu (ii): Es sei a € G beliebig und a1, a2 € G zwei Inverse, also
a-ap=a1-a=e¢ und a-ax=ags-a=c¢e

mit dem nach (i) eindeutig bestimmten neutralen Element e von G. Wir multiplizieren die zweite
Gleichung von links mit a; und erhalten

a - (a-a2) =aj -e.
Anwendung des Axioms (G1) ergibt die Gleichungen
(a1-a)-azy=aj-e.
Anwendung von (G3) auf der linken Seite ergibt
e-ag=aj-e

und nach (G2) folgt as = a1, also waren die Inversen gleich. O
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Bemerkung 1.5.3. Fiir eine multiplikativ geschriebene Gruppe nennt man das neutrale Element
auch Einselement und schreibt 1 statt e. Der Multiplikationspunkt wird oft weggelassen, man schreibt
also ab statt a - b. Fiir das Inverse o’ schreiben wir auch a~ 1.

Wir zeigen nun ein paar Rechenregeln fiir Gruppen:

Satz 1.5.2. In jeder Gruppe (G,-) gilt:

i) Zu beliebigen a,b € G gibt es eindeutig bestimmte x,y € G mit ax = b und ya = b
(nimlich x = a='b und y = ba™").

i) Es gilt (a=")™' = a fiir alle a € G.
Beweis. Zu (i): Wir miissen zeigen, dass es eine Losung der Gleichungen axz = b bzw. ya = b gibt

und dass diese eindeutig bestimmt ist.

Existenz:
Einsetzen von = a~'b und y = ba~! ergibt

=ala”h) = (aa™ )b = eb = b und = (baNa = blata) = be = b
ar = aa )(Gl) (aa™") (G3)e ) und  ya = (ba™)a @ (a”"a) e e(G2)

Eindeutigkeit:

Sind z1,z9 € G zwei Losungen von ax = b, so gilt ax; = b = axs. Nach Multiplikation von links mit
a~! erhalten wir a laz; = a~laxs, daraus folgt mit (G3) und (G2) 1 = z2, die Losungen waren
also gleich. Die Rechnung fiir die Losungen von ya = b verlduft analog.

Zu (ii): Nach (G3) ist @ = (a=!)~! ein Element aus G mit der Eigenschaft @-a=! = a1 -a = e. Auch
a erfiillt diese Eigenschaft wegen (G2). Nach Satz 1.5.1(ii) ist a = @ = (e~ 1)L, O

Satz 1.5.3. Fiir endlich viele Elemente a1, ag,...,a, € G gilt (a1 -az---ap)”" =a, " -a

Beweis. Diese Aussage beweisen wir durch vollstdndige Induktion nach n:

Der Induktionsanfang ist n = 1: fiir nur ein einziges Element ist die Aussage afl = afl richtig.

Die Induktionsannahme ist, dass fiir ein beliebiges n > 1 die Aussage (a1 ---a,) ' =a;!--- al_l gilt.

Der Induktionsschritt besteht darin, dass wir die Aussage fiir n + 1 zeigen, indem wir die Indukti-
onsannahme fiir n verwenden. Die Aussage fiir n lautet, dass die rechte Seite des Satzes das Axiom
(G3) erfiillt, also gilt

(al ...an) . (a;l al_l) = e.
Nach (G2) diirfen wir e in der Mitte einfiigen ohne den Wert der linken Seite zu #ndern:

(al...an).e.(agl..-afl):e‘

Nach (G3) kénnen wir e durch an+1a;_1H ersetzen, und erhalten

(a1 an) - (ansragyy) - (ag ' --ap') =e
Wegen (G1) diirfen wir die Klammen umsetzen zu
(al...an.an+1) . (a';-il-l a;lal_l) = e.

Damit ist die rechte Klammer das Inverse der linken Klammer nach (G3). Das ist die gewiinschte
Aussage fiir n+ 1. Damit haben wir die Induktion abgeschlossen, und der Satz gilt fiir alle n € N. [
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Insbesondere ist die aus der Schule bekannte Regel (a1---a,)™! = afl'--a; !

Gruppen richtig!

nur in abelschen

Bemerkung 1.5.4. Fiir eine additiv geschriebene Gruppe (G,+) dndern sich die Bezeichnungen
und die Rechenregeln folgendermafien:

i) Man schreibt ”0” fiir das neutrale Element und nennt es das Nullelement von (G, +). Es gilt
a+0=04a=ua fir alle a € G.

ii) Man schreibt —a fiir das Inverse statt o’ und a — b als Abkiirzung fiir a + (—b). Es gilt somit
a—a=—-a+a=a+(—a)=0 fir alle a € G.

iii) Die Gleichungen a + x = b und y + a = b sind eindeutig l6sbar mit z = —a + b und y = b — a.
iv) Es gilt —(—a) = a und
—(a1+ag+-+ap) = —an—ap-1— - —a1 = (—an) + (=an-1) + -+ (—a1).

Ublicherweise beniitzt man die additive Schreibweise nur fiir abelsche Gruppen.

Eine zentrale Frage der Algebra befasst sich mit Unterstrukturen einer gegebenen Struktur. Ist die
gegebene Struktur eine Gruppe, so handelt es sich um eine Untergruppe.

Definition 1.5.3. Es sei (G,o) eine Gruppe und U C G eine Teilmenge von G. Dann heifit (U, o)
Untergruppe von G, falls es ebenfalls eine Gruppe ist.

Beispiel 1.5.9. Es sei (G,0) = (Z,+) und U = {—1,0,1}. Somit ist (U, +) keine Untergruppe von
(Z,+), da keine Abgeschlossenheit vorliegt. Die Summe 1+ 1 = 2 ist zwar durch die auf G gegebene
Addition definiert, liegt aber nicht in U.

Beispiel 1.5.10. Es sei (G,0) = (R\{0},-) und H = {—1,1}. Hier ist (H,-) eine Untergruppe von
(G, -). Die Multiplikation ist abgeschlossen. Weiter enthélt H das neutrale Element 1 und ist auch
abgeschlossen bzgl. der Inversenbildung. Wir haben die Verkniipfungstafel

Das Assoziativgesetz gilt auf H, da es auf der gesamten Menge G gilt, in der H enthalten ist.

Zur Nachpriifung der Untergruppeneigenschaft miissen nicht sdmtliche Eigenschaften der Gruppen-
verkniipfung nachgewiesen werden. Es geniigt vielmehr die Uberpriifung des folgenden Kriteriums:

Satz 1.5.4. (Untergruppenkriterium)
Es sei (G, 0) eine Gruppe und U C G. Dann ist (U,o) genau dann Untergruppe von (G,o), wenn

i) Die Menge U ist nichtleer, also U # ().

i) Fiir alle a,b € U gilt ab™! € U.

Beweis. 7<="":
Es ist klar, dass (i) und (ii) fiir die Untergruppeneigenschaft notwendig sind.
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R :>77 .

Das Assoziativgesetz gilt, da es in der Menge G gilt, in der U enthalten ist. Wegen U # () gibt es ein
a € U. Nach (ii) ist dann e = aa~! € U. Also hat U ein neutrales Element.

Es sei b € U. Wegen e, b € U folgt nach (ii) nun

bt =eb L. (%)

Damit ist U beziiglich der Inversenbildung abgeschlossen.
Es seien a,b € U. Wegen a,b™! € U folgt nach (ii) und (x)

ab=a (bil)_l eU.
Dies zeigt die Abgeschlossenheit der Verkniipfung. O

1.6 Ebene und Raum als reelle Vektorraume, Unterraum

Wie schon in den Vorbemerkungen ausgefiihrt, hat sich die Lineare Algebra, in deren Mittelpunkt
der Begriff des Vektorraums (VR) steht, aus der Elementargeormetrie entwickelt. Wir wollen hier
zunéchst die Definition des reellen Vektorraums geben und dann ausfithren, dass Geraden, Ebenen
und Raum- falls sie den Ursprung enthalten- unter diesen Begriff fallen. Den Vektorraumaxiomen
liegen die Regeln (VA) und (VM) von Abschnitt 1.2 zugrunde. Nach Definition 1.5.2 kénnen die
Regeln (VA) kurz im Gruppenbegriff zusammengefasst werden.

Definition 1.6.1. Essei V eine Menge mit einer Verkniipfung & sowie o: RxV — V eine Abbildung.
Das Tripel (V,®,0) heifit ein reeller Vektorraum (oder Vektorraum iiber dem Korper der reellen
Zahlen), wenn die folgenden Axiome fiir alle @, 7 € V und A\, u € R gelten:

V1) (V,®) bildet eine abelsche Gruppe.

V2) Es gilt (A4 p)od = (Aot)® (uo i) sowie Ao (4 ® V) = (Ao ) ® (A o). (Distributivgesetze)

V3) Esist Ao (uow)=(\-pu)od. (Assoziativgesetz)

(V1)
(V2)
(V3)
(V4)

V4) SchlieBlich ist 1 o @ = 4. (Unitarititsgesetz)

Die Elemente von V heiflen Vektoren, die von R Skalare. Die Verkniipfung o nennt man dann
die duflere Multiplikation von Vektoren mit Skalaren; die Operationen & und o nennt man auch
lineare Operationen.

Statt (V, @, o) nennt man meist kurz V' einen Vektorraum, wenn aus dem Zusammenhang Klarheit
iiber & und o besteht.

Bemerkung 1.6.1. In der Vorlesung bezeichnen wir Vektoren mit einem Pfeil, also ¢, und schreiben
0 fiir das Nullelement der abelschen Gruppe (V, @), genannt Nullvektor. In der Literatur gebriduchlich
sind auch die altdeutschen Buchstaben u, Unterstriche u oder Fettdruck u, um Vektoren von Skalaren
zu unterscheiden. Sobald wir mit dem Sachverhalt vertraut sind, schreiben wir statt @ und o einfach
+ und -.

Wir stellen einige einfache Rechenregeln zusammen:

Satz 1.6.1. In einem reellen Vektorraum (V,®, o) gilt fir v, € V und A\, pu € R:
i) AotT=0< A=0 oder 7=0
ii) (—X) o ¥ = Xo (&7) = &(Ao¥), wobei & die Inversion in (V,®) ist.
iii) (A —p)oT=XAo0E pod sowie N\o (VO W) =AotTE Now
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Beweis. 1) Zur Richtung ”<":
Fall A = 0:

0o=(04+0)o0 = 00TH0o7.
(V2)

Es ist auch 00 7@ 0 = 00 7. Also hat die Gleichung 00 7@ Z = 00 ¥ die Losungen & = 0o @ und
Z = 0. Nach Satz 1.5.2 ist die Losung dieser Gleichung aber eindeutig bestimmt. Damit folgt
007 =0.

Andererseits gilt fiir 7 = 0:

Wiederum folgt nach Satz 1.5.2 nun Ao 0 = 0.
Zur Richtung ”=":
Es sei Ao# = 0. Ist A\ = 0, so sind wir fertig. Ist A # 0, so existiert A™' € R, und es folgt

ii) Es gilt

also (=) o ¥ = ©(\ o ¥). Ebenso folgt aus

AoT® Ao (OF) = Ao (FOF) =Aod =0,
(v2)

die Gleichung \ o (67) = ©(\ o 7).

iii) Dies folgt sofort aus (V2) und (ii).
O
Beispiel 1.6.1. Die in den fritheren Abschnitten diskutierte Mengen von Vektoren: R? (Ebene),
R? (Raum) und allgemein der R™ mit n € N erfiillen nun zusammen mit den auf ihnen definierten

Rechenoperationen Vektoraddition und Skalarmultiplikation die Axiome (V1)- (V4) von Definition
1.5.2. Wir haben also die reellen Vektorriume (R?, +,-), (R, +,-) und allgemein den (R, +,-).

Wir betrachten nun ein Beispiel, das von der Elementargeometrie weit entfernt zu sein scheint:

Beispiel 1.6.2. Es sei n € N.

Unter einem Polynom vom Grad n € N versteht man die Funktion p: R — R, z — p(x), wobei
p(z) =ap+ a1z + ...+ apz™ mit a; € R fest und a,, # 0 ist.

Es sei nun P, die Menge aller Polynome vom Grad < n. Polynome kénnen addiert werden: Ist
p(z) =ap+ a1z + ...+ apz™ und g(z) = by + bz + ... + byz™, so ist

p+qg(x) = (ao+arx+...4+ax")+ (bo+bix+...+byz")
= (ao+bo)+ (a1 +bi)x+ ...+ (an + by)z"

wieder ein Polynom. Ebenso kénnen Polynome mit Skalaren multipliziert werden:
(A-p)(x) = (Nag) + (Aar)x + ... + (Aay)x".

Man sieht leicht, dass mit dieser Addition und Skalarmultiplikation die Axiome (V1)- (V4) erfiillt
sind, wenn man als Nullvektor das Nullpolynom mit 0: z - 0+ 0 -2+ ...0-z" = 0 nimmt.
Man hat also den reellen Vektorraum (P, +, ).
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An diesem Beispiel werden die Vorteile klar, die eine Verallgemeinerung einer Theorie haben kann. Sie
umfasst eine groflere Menge an Beispielen als die speziellere Theorie. Ideen, die in dieser- in unserem
Beispiel der Elementargeometrie- entstanden sind, konnen auf auf die iibrigen Beispiele iibertragen
werden.

Wir kehren zur Elementargeometrie (und zum R zuriick): So wie man in Gruppen nach Untergrup-
pen suchen kann, so kann man in Vektorrdumen nach Unterrdumen suchen.

Definition 1.6.2. Es sei (V,®,0) ein Vektorraum und U C V eine Teilmenge von V. Dann heifit
(U, @, 0) ein Unterraum von V', wenn es ebenfalls ein Vektorraum ist.

Wiederum ist die Abgeschlossenheit von Bedeutung, dieses Mal nicht nur die der Addition, sondern
auch der Skalarmultiplikation.

Beispiel 1.6.3. Essei V =R? und U = {(=,y): 2% + y*> = 1}.

Wir werden spéter sehen, dass U der Einheitskreis, der Kreis mit dem Ursprung als Mittelpunkt
und Radius 1. Wie man leicht sieht, ist die Addition nicht abgeschlossen. Es ist 7 = (1,0) € U und
Uy = (0,1) € U, aber v + vy = (1,1) gU.

Also ist U kein Unterraum von V.

Beispiel 1.6.4. Es sei V =R? und U = {(m,m): m € Z}.

Die Menge U ist abgeschlossen beziiglich der Addition, jedoch nicht abgeschlossen beziiglich der
Skalarmultiplikation. Zum Beispiel ist (1,1) € U, aber fiir A = % ist A-(1,1) = (%, %) ZU.

Damit ist U kein Unterraum von V.

Wir geben nun in Analogie zum Untergruppenkriterium aus Satz 1.5.4 ein Unterraumkriterium, aus
dem die Unterraumeigenschaft einer Teilmenge U eines Vektorraums folgt.

Satz 1.6.2. Es sei V ein reeller Vektorraum und U C 'V eine nichtleere Teilmenge von V. Dann ist
U genau dann ein Unterraum von V, wenn

G 0EU = Ni+ui€UVApeER (UR)

gilt.

Beweis. 7<="":

Es gelte (UR). Zu zeigen ist, dass U ein Unterraum von V ist. Die Rechenregeln (Assoziativ-
Kommutativ- und Distributivgesetze sowie das Unitaritéitsgesetz) gelten auf U, da sie auf der Ober-
menge V' gelten. Es bleibt zu zeigen, dass (U, +) eine Untergruppe von (V,+) ist, sowie die Abge-
schlossenheit bzgl. der Skalarmultiplikation.

Es seien 4,7 € U. In (UR) wihlen wir A = 1 und g = —1. Also ist damit A\l + uv = @ — ¥ € U. Nach
Satz 1.5.4 ist (U,+) eine Untergruppe von (V,+). Wihlen wir A € R und p = 0, so folgt A\u € U.
Also ist U auch abgeschlossen bzgl. der Skalarmultiplikation.

7 :>77:
Es sei nun U ein Unterraum von V. Zu zeigen ist, dass (UR) gilt.
Es seien also #,v € U und A\, € R. Wegen der Abgeschlossenheit bzgl. der Skalarmultiplikation

sind A\i € U und pv € U. Wegen der Untergruppeneigenschaft von (U, +) ist i + pv € U, also gilt
(UR). O

Bemerkung 1.6.2. Der Ausdruck Ai+u@ in (UR) ist ein einfaches Beispiel einer Linearkombination.
Dieser Begriff ist zentral in der Linearen Algebra.
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Definition 1.6.3. Es sei V ein reeller Vektorraum und #, ..., 9, € V. Eine Linearkombination von
U1, ..., Uy ist eine Summe der Form A\;07 +...4+ A, 0, mit A; € R. Die \; heilen die Koeffizienten der
Linearkombination.

Bemerkung 1.6.3. Linearkombinationen sind uns schon frither begegnet:

i) In der Punkt- Richtungs- Gleichung der Geraden PX = PA + (¢ aus Abschnitt 1.2 ist der
Summand t¢ eine Linearkombination des Richtungsvektors .

ii) In der Beschreibung der Ebene in der Form AX = til + s7 ist die rechte Seite eine Linearkom-
bination der Richtungsvektoren ¢ und v.

Wir werden nun die allgemeine Regel formulieren, die hinter diese Beobachtungen steckt. Wir begin-
nen mit dem einfachen

Satz 1.6.3. Der Durchschnitt beliebig vieler Unterrdume eines Vektorraums ist wieder ein Unter-
raum.

Beweis. Es sei V' ein reeller Vektorraum und U; mit j € J seien Unterrdume von V. Es sei

U=U;.

jeT

Es seien 4,7 € U. Dann gilt auch 4v € Uj fiir alle j € J. Da U; Unterrdume sind, gilt nach dem
Unterraumkriterium (Satz 1.6.2) auch A + pt¢ € U; fur alle A, p € R. Daraus folgt

Xi+pi e (\U; =U
JjeJ

fiir alle A, p € R. Damit erfiillt auch U das Unterraumkriterium, weswegen U ein Unterraum von V
ist. ]

Definition 1.6.4. Es sei V ein reeller Vektorraum und M C V.

Unter dem von M erzeugten oder aufgespannten Unterraum von V' (auch Erzeugnis von M oder
lineare Hiille von M mit der Schreibweise ( M ) versteht man den Durchschnitt aller Unterrdume von
V', die M enthalten. Im Falle einer endlichen Menge M = {01, ..., ¥, } schreibt man auch (#1,...,7,)
statt ({U1,...,0,}).

Beispiel 1.6.5. Das Erzeugnis der leeren Menge () ist der Nullraum {0}.

Definition 1.6.5. Es sei V ein reeller Vektorraum und U ein Unterraum von V. Eine Teilmenge
M C V heiit Erzeugendensystem von U, wenn U = (M) ist.

Definition 1.6.6. Es sei V ein reeller Vektorraum und M C V. Dann setzen wir
L(M) = {)\1171++)\n17n n €N, 771’---71771 eM, M,..., \ GR}

als die Menge aller Linearkombinationen von Elementen von M.

Bemerkung 1.6.4. Die leere Summe, die null Summanden enthélt, gilt als Nullvektor 0. Somit ist

L() = {0}.

Satz 1.6.4. Es sei V ein reeller Vektorraum und M C V. Dann ist L(M) ein Unterraum von V.
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Beweis. Wir wenden das Unterraumkriterium (Satz 1.6.2) an. Es seien @, € L(M). Dann gibt es
Klyeeys Ky ALyeeoy Ay € Rund w1, ..., 4, W, ..., W, € M mit

U=KU+...+KU und T=M01+...4+ AnUn.

Durch mogliches Hinzufiigen von Summanden 0 - @; bzw. 0 - ¥; kann erreicht werden, dass in den
Darstellungen von # und ¢ dieselben Vektoren und dieselbe Anzahl von Summanden auftreten. Es
ist 4 = Wi + ... + ppW, und U = 1w + ... + v,W, mit p;,v; € R und @; € M. Dann ist mit
a, 8 € R auch

ail + U = (ap1 + pri)wh + ... + (apn + Bup)W, € L(M),

womit L(M) das Unterraumkriterium erfiillt. O

Satz 1.6.5. Es sei V' ein reeller Vektorraum und M C V. Dann ist (M ) = L(M), d.h. (M) ist die

Menge aller Linearkombinationen von Elementen aus M.

Beweis. Wir zeigen zunéchst: Ist U ein Unterraum von V mit M C U, so gilt
L(M)cCU. (1)

Wir fiithren den Beweis durch vollstéindige Induktion nach der Anzahl n der Summanden:

n=0:

Fiir den Nullvektor gilt 0 € U nach dem Unterraumkriterium (Satz 1.6.2).

n—n+1:

Es seien 91, ...,Up+1 € M und A1, ..., Ap11 € R.

Nach der Induktionshypothese ist @ := A\191+. ..+ A\, U, € U. Das Unterraumkriterium mit ¥ = Uj,41,
A=1und g = A\, ergibt

M A+ pt = MU+ ..+ AU + Apr1Una1 € U,
womit (1) gezeigt ist. Wegen M C (M ) folgt aus (1)
L(M) C (M). (2)
Andererseits gilt fiir jeden Unterraum U von V mit M C U
(M) cCU. (3)

Da dies nach Satz 1.6.4 ein Unterraum von V ist, kénnen wir (3) mit U = L(M) anwenden und
erhalten
(M) C L(M). (4)

Aus (2) und (4) folgt die Behauptung. O

Wir betrachten nun einige Spezialfille:

Beispiel 1.6.6. Es sei n € N und #; € R™\{0}. Nach Satz 1.6.5 ist (%) ) = {t%: t € R} die Gerade
durch 0 mit Richtungsvektor 7. Es sei U ein Unterraum von (7). Wir unterscheiden zwei Fiille:
Fall 1: U = {0}.

Fall 2: U # {0}. Dann gibt es s # 0 mit 57 € U, weswegen U auch alle Vielfachen von st enthiilt.
Fiir t € R ist t0; = ts 1(sty) € U, d. h. U = ().

Damit enthélt (@ ) nur zwei Unterrdume: den Nullraum {0} und den Gesamtraum (@ ).
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Beispiel 1.6.7. Es sei n € N und v, 77 € R", wobei 91 und ¥ nicht parallel sind. Nach Satz 1.6.5
ist E = (01,02) = {t101 + tata: t1,ta € R} die Ebene durch 0 mit den Richtungsvektoren 77 und 5.
Wir untersuchen die Unterrdume von E. Es sei U ein Unterraum von E.

Fall 1: U = {0}.

Fall 2: U # {0}. Dann gibt es @, € U — {0}.

Unterfall 1: Fiir alle @ € U gilt @ = sy mit s1 € R.

Dann ist U = () ), die Gerade durch den Ursprung mit Richtungsvektor .

Unterfall 2: Es existiert ein Wy € U mit Wy ¢ () ). Wir behaupten E = (1, ws ).

Wegen 01,75 € E gibt es A11, A2, A21, Aoo € R mit

W1 = AM101 + Ao1Ua  bzw. Wy = A9U]1 + Agots. (1)

Es sei
U =110 +tols € E. (2)

Wir wollen nun die Existenz von z1 und zo mit x1wW; + xows = ¥ zeigen. Einsetzen von (1) und (2)
fithrt auf das LGS

A1z + A2z =t
A21%1 + A2 = to

<)\11 )\12) ( 1 > _ ( t1 )
Ao1 Ago T2 ta )
Wegen Wy & (W) ist (A11,A12) # (0,0) und (21, A22) # (0,0). Durch den GauBschen Algorith-
mus kann das LGS (nach moéglicher Umnummerierung der Unbestimmten x1,x3) in folgende Form

gebracht werden:
1Ay <x1>_<t1>
0 )\512) T2 to )
Annahme: )\%) =0

Dann gibt es v € R mit Aoy = uA11 und Aoo = uie. Die Koeffizientenmatrix hat dann die Form

<>\11 )\12) _ (/\11 A12 )
Aa1 Ago ulnl udiz)
Man sieht, dass dann auch die Spalten der Matrix Vielfache voneinander sind, im Widerspruch zu

Wo & (W ). Somit ist )‘é12) # 0, d.h. das LGS ist fiir beliebige t1, t5 l6sbar. Es ist U = E.

Wir erhalten:
Die Ebene E hat die Unterrdume {0}, {t¥: ¢t € R}, also Geraden durch den Ursprung, und E selbst.

oder

Geraden und Ebenen, die nicht den Nullpunkt enthalten, sind keine Unterrdume. Sie fallen unter den
allgemeinen Begriff der linearen Mannigfaltigkeit.

Definition 1.6.7. Es sei (G, +) eine abelsche Gruppe und S,7 C G. Unter der Summe S + 7" der
Mengen S und T versteht man

S+T={s+t:s€S,teT}.

Besteht S nur aus einem einzigen Element, also S = {s}, so schreibt man fiir S + T statt {s} + T
auch s 4T
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Beispiel 1.6.8. Es sei S ={1,3,4} und T'= {-2,5,8,9}. Dann ist

S+T = {1+(-2),1+5,1+8,1+9,3+(-2),3+5,3+8,3+9,4+(—2),4+5,4+8,4+9}
= {-1,1,2,6,8,9,10,11,12,13}.

Definition 1.6.8. Es sei V ein reeller Vektorraum. Unter einer linearen Mannigfaltigkeit M (von
V') versteht man eine Menge der Gestalt M = ¢y + U mit Uy € V und einem Unterraum U von V.

Beispiel 1.6.9. Geraden und Ebenen des R” sind lineare Mannigfaltigkeiten. Fine Gerade ¢ ist eine
Menge der Form g = {9 + U1} mit U; = {t¢: t € R}, dem vom Richtungsvektor ¢ aufgespannten
Unterraum. Dann geht g aus U; durch Parallelverschiebung um v hervor.

Eine Ebene FE ist eine Menge der Form E = {0y + Uz} mit Uy = {st + t¥: s,t € R}, dem
von den Richtungsvektoren # und ¢ aufgespannten Unterraum. Dann geht analog E aus Us durch
Parallelverschiebung um v hervor.

1.7 Lineare Unabhingigkeit, Basis, Dimension

Wir betrachten die Definition der Geraden als Punktrichtungsgleichung g(#) = {04 + t,7,: t; € R}
mit

7 #0 (1)
und der Ebene E = E(U1,02) = {0?4 + 41U + tatla: t1,t2 € R}, wobei

1 und ¥ nicht parallel sind, (2)

von Abschnitt 1.2.

Zur Beschreibung der Punkte einer Geraden g(v7) ist also ein Parameter t; notwendig, in der Um-
gangssprache bezichnen wir die Gerade als eindimensional. Zur Beschreibung der Punkte einer Ebene
E (v, U3) sind zwei Parameter ¢; und t9 notwendig, die Ebene wird zweidimensional genannt.

Was passiert nun, wenn die Bedingungen (1) und (2) nicht erfiillt sind?

1. Ist ¥ = 0, so gilt wegen ¢#), = 0 fiir alle ¢ € R folglich g(th) = {O_}l}, d.h. die Menge g ist keine
Gerade, also ein eindimensionales Objekt, dessen Punkte durch einen Parameter beschrieben
werden, sondern nur noch ein Punkt, ein nulldimensionales Objekt, zu dessen Beschreibung
kein Parameter mehr notig ist. Das Erzeugendensystem {%; } kann zur leeren Menge verkleinert
werden.

2. Es seien @ und @, parallel. Wir nehmen an, dass @ # 0 und @ # 0 gilt. Dann gibt es A € R\{0}
mit U5 = Avy. Es ist dann

E(Ul,ﬁg) = {0?4 + 1101 + to¥s: t1,t0 € R} = {0_;4 + (tl + tgk)ﬁl} = {074 + 301 t3 € R}

keine Ebene, ein zweidimensionales Objekt, dessen Punkte durch zwei Parameter beschrie-
ben werden, sondern nur noch eine Gerade, ein eindimensionales Objekt, dessen Punkte durch
einen Parameter beschrieben werden. Das Erzeugendensystem {7, ¥} kann zu {¥; } verkleinert
werden.
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Wir suchen nun nach einer geeigneten Formulierung fiir diese Ausnahmesituation:
Im Fall (1) ist A\ = 0 fiir alle A\; € R.
Im Fall (2) kann ein Vektor als Vielfaches (eine spezielle Linearkombination) der anderen ausgedriickt
werden:
Uy = M@ oder auch A\ @ 4 (—1), = 0.

Beide Fille kénnen so zusammengefasst werden:
Es gibt A1,..., An € R, wobei nicht alle A\; = 0 sind, so dass \{¢'] + ...+ AU, = 0 gilt.

Dies gibt Anlass zu folgender

Definition 1.7.1. Es sei V ein reeller Vektorraum. Dann heiflen v, . . . U, linear abhéngig (l.a.), wenn

es A\,...,An € R gibt, so dass A; # 0 fiir mindestens ein ¢ mit 1 < i < n mit \yv1 + ...+ A\, = 0
gilt. Im gegenteiligen Fall heiflen v, ... 7, linear unabhéngig (L.u.).

Es ergibt sich folgende Formulierung der linearen Unabhéngigkeit:

Die Vektoren ..., ¥, sind genau dann linear unabhingig, wenn aus A7) + ... + A0, = 0 auch
Al =X =...= )\, = 0 folgt, d.h. die einzige Linearkombination von 1, ..., 9,, die den Nullvektor
darstellt, ist diejenige, in welcher sdmtliche Koeffizienten verschwinden.

Unsere obigen Beobachtungen kénnen nun verallgemeinert werden: Ein linear abhingiges Erzeugen-
densystem kann stets verkleinert werden.

Satz 1.7.1. Es sei V ein reeller Vektorraum und U C V' ein Unterraum. Ist U = (1,...,0,) und
sind Uy, ...,y linear abhdngig, so gibt es eine echte Teilfolge Uy, ..., v, , so dass U = (U, ..., ¥;,, )
gilt.

Beweis. Nach Definition 1.6.4 und Satz 1.6.5 ist U = {t17; + ...+ t,U,: t; € R}. Nach der Defintion
der linearen Abhéngigkeit (Definition 1.7.1) gibt es Aq,..., A, € R, die nicht alle verschwinden, so
dass MU + ...+ ApU, = 0 gilt. O.B.d.A. sei A\, # 0. Dann ist

Tp = =M N0 — oo — A A 101
Aus jeder Linearkombination von ¥, ... 7, kann dann v, eliminiert werden:
v + ... F 1 Un—1 + tpUy = (tl — tn)\;l)\l)ﬁl + ...+ (tn—l — tn)\;l/\n_l)’l_fn.

Es ist also U = (91, ..., Up—1). O

Wenn wir nun versuchen, eine Definition fiir den der Umgangssprache entstammenden Begriff der
Dimension zu geben, so scheint die Anzahl der Vektoren eines Erzeugendensystems, das nicht mehr
verkleinert werden kann, d.h. eines linear unabhéngigen Erzeugendensystems, die entscheidende Rolle
zu spielen.

Definition 1.7.2. (Basis)
Es sei V ein reeller Vektorraum. Eine Basis von V ist ein linear unabhéingiges Erzeugendensystem
von V. Ist {¢,...,0,} eine Basis von V, so schreibt man auch V = ((¥1,...,%,))

Man koénnte nun erwégen, die Dimension eines Vektorraum als die Anzahl der Vektoren einer Basis
zu definieren. Da jedoch zuerst noch die Existenz einer Basis gezeigt werden muss, empfiehlt sich
eine andere Definition.
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Definition 1.7.3. (Dimension)
Es sei V ein reeller Vektorraum. Unter der Dimension von V', dim V', versteht man die Maximalzahl
linear unabhéngiger Vektoren in V.

Bemerkung 1.7.1. Wir werden spéter sehen, dass fiir einen Vektorraum mit dim V' = n jede Basis
n Elemente hat.

Beispiel 1.7.1. Der R" hat die Standardbasis {é7, ..., &,} mit

e =(1,0,...,007, & =(0,1,0,...,00T,...,&, = (0,...,0,1)T.

Beweis. Es sei 7 = (\q,... ,)\n)T € R™. Dann ist ¥ = A\1€1 + ... \p€n. Aus A€l + ... \,é€, = 0 folgt
Al =...= A\, =0, weswegen €1, ..., €, linear unabhingig sind. O

Die lineare Abhéngigkeit bzw. Unabhingigkeit eines Erzeugendensystems hat eine weitere wichtige
Konsequenz.

Satz 1.7.2. Es sei V ein reeller Vektorraum und V = (0y,... 0, ).

i) Sind vy, ..., U, linear unabhingig, so gibt es zu jedem ¥ € V' genau eine Darstellung der Form
T=MU1+ ...+ AU

ii) Sind vy, ..., U, linear abhingig, so gibt es zu jedem U € V unendlich viele Darstellungen der
Form 0= M0 + ...+ N\, Un.

Beweis. i) Da{71,...,9,} ein Erzeugendensystem von V ist, gibt es zu jedem ¢ € V mindestens eine
Darstellung
U= AU+ ...+ A\yUn. (1)
Es sei nun

eine beliebige Darstellung. Subtraktion von ( ) und (2) ergibt
6 = ()\1 — ,U,1)171 =+ ... ()\n — ,un)ﬁn

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der ¢, ... 4, folgt Ay —pu1 = ... = Ay —pun = 0, also \; = i,
woraus sich die Eindeutigkeit ergibt.

ii) Es sei v € V. Wiederum gibt es mindestens eine Darstellung
U= MU1 + ...+ ApUn. (1)

Wegen der linearen Abhéngigkeit der o; gibt es vy, ...v, € R, die nicht alle verschwinden, mit

Vit + ...+ U, = 6 (2)

Es sei v; # 0. Ein beliebiges Vielfaches von (2) kann nun zu (1) addiert werden. Fiir t € R
erhélt man
T= (M +t)0 +...(\j+tvy)v + ... (A\p + try) Uy,

Wegen v; # 0 nimmt \; 4 tv; unendlich viele verschiedene Werte an, wenn ¢ alle reellen Zahlen
durchléuft.

O]
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Kapitel 2

Vektorraume

2.1 Ringe und Korper

Wir fithren in diesem Kapitel den Begriff des Vektorraums ein, der sich als Verallgemeinerung des
im vorigen Kapitel eingefiithrten Begriffs des reellen Vektorraums erweisen wird. Wahrend bei reel-
len Vektorrdumen die bei der Skalarmultiplikation verwendeten Skalare dem Korper R der reellen
Zahlen angehoren, entstammen hier die Skalare einem beliebigen Korper K. Man spricht dann auch
von einem Vektorraum (VR) iiber (dem Koérper) K. Wir wollen daher den Begriff des Koérpers und
zunédchst den allgemeinen Begriff des Rings einfiihren.

Definition 2.1.1. Ein Ring ist ein Tripel (R, +, ), bestehend aus einer nichtleeren Menge R, einer
als Addition bezeichneten Verkniipfung 4+ und einer als Multiplikation bezeichneten Verkniipfung -,
so dass folgende Ringaxiome erfiillt sind:

Es seien a,b,c € R.
(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
(R2) Fiir alle a,b,c € Rgilt a-(b-c) = (a-b) - c (Assoziativgesetz fiir -).

(R3) Es gelten die Distributivgesetze:

a-(b+c)=(a-b)+(a-¢c) und (b+c)-a=(b-a)+(c-a).

Gilt zusétzlich das Kommutativgesetz der Multiplikation:

(R4) Fur allea,be Rista-b=10"a,

so spricht man von einem kommutativen Ring. Das Nullelement der Gruppe (R, +) wird mit 0 be-
zeichnet. Gibt es ein neutrales Element der Multiplikation, so heift dieses das Einselement und wird
mit 1 bezeichnet. Man spricht dann von einem Ring mit Eins.

Satz 2.1.1. In einem Ring R gilt fir alle a,b € R:

i)a-0=0-a=0
it) a-(=b) =(—a)-b=—(a-b)
iit) (—a)-(=b)=a-b.
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Beweis. i) Es gilt
a-0=a-(0+0) = a-0+a-0.
(R3)

Subtraktion von a - 0 auf beiden Seiten ergibt 0 = a - 0.

ii) Es gilt
ab+a(—b) = a-(b+(-b)) =a-0=0.

Also gilt a(—b) = —ab. Der Beweis fiir (—a)b = —ab ist analog.
iii) Es gilt
(—a)(—=b) = —(—a)b = —(—ab) = ab.
(i) (i)
0

Bemerkung 2.1.1. Es gibt Beispiele von nichtkommutativen Ringen, d.h. Ringe, in denen das
Kommutativgesetz der Multiplikation nicht gilt. Die Addition ist immer kommutativ, auch in nicht-
kommutativen Ringen.

Definition 2.1.2. Ein Ring (K, +, ) heifit Kérper, wenn (K — {0}, ) eine abelsche Gruppe ist.
Ist a # 0, so wird das zu a inverse Element bzgl. der Multiplikation mit a~' bezeichnet.

Beispiel 2.1.1. Die ganzen Zahlen bilden bzgl. der Addition und Multiplikation einen Ring, den
Ring (Z,+,-) Dieser Ring ist jedoch kein Kérper, da (Z — {0},-) keine Gruppe ist. Die einzigen
Elemente von Z, die Inverse bzgl. der Multiplikation besitzen, sind 1 und -1.

Beispiel 2.1.2. Die rationalen Zahlen und die reellen Zahlen bilden bzgl. der Addition und Mul-
tiplikation einen Korper, die Korper (Q, +, ) bzw. (R, +,-). Im néchsten Abschnitt werden wir den
Korper C der komplexen Zahlen kennenlernen.

In der Mathematik und ihren Anwendungen spielen auch noch vollig anders geartete Korper eine
Rolle. Der einfachste Korper, den es iiberhaupt gibt, hat nur zwei Elemente: 0 und 1.

Beispiel 2.1.3. Es sei Fo = {0,1}. Die Verkniipfungen + der Addition und - der Multiplikation sind

durch folgende Tafeln definiert:
+1]10 1 .
0]0 1 bzw. 0
111 0 1

Beispiel 2.1.4. Es sei F3 = {0,1,2}. Die Verkniipfungen + der Addition und - der Multiplikation
sind durch folgende Tafeln definiert:

o OO

1
0
1.

+]0 1 2

12
010 1 2 bzw. 1|1 2
11 20 5l 1
212 0 1 '

30



2.2 Der Korper der komplexen Zahlen

Definition 2.2.1. Die Menge C der komplexen Zahlen ist die Menge aller Paare reeller Zahlen:

C={(z,y): z,y € R}.

Addition und Multiplikation sind wie folgt definiert:

i) (z1,91) + (x2,y2) = (21 + 22,91 + y2) fur (z1,91), (x2,12) € C.

i) (z1,91) - (r2,y2) = (x122 — Y12, T1y2 + Y122).

Diese Regeln werden durch folgende Definition iibersichtlich:

Definition 2.2.2. Wir setzen i := (0, 1).

Aus Definition 2.2.1 (ii) ergibt sich dann die Regel i> = (—1,0). Die Menge R der reellen Zahlen
kann nun durch eine leichte Anderung der Definition 2.2.1 zu einer Teilmenge der komplexen Zahlen
gemacht werden.

Definition 2.2.3. Es sei C = (C — {(z,0): x € R}) UR.

Wir ”werfen also die Elemente (z,0) hinaus” und ersetzen sie durch die reellen Zahlen x. Die Regel
i? = (—1,0) wird zu i®> = —1, und (z,y) kann als (x,y) = x+iy geschrieben werden. Die Rechenregeln
lassen sich wie folgt sehr leicht merken:

Es gelten die iiblichen Regeln (Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze), und es ist 2 = —1.

Im folgenden schreiben wir wieder C statt C.

Beispiel 2.2.1. Es gilt

(345i)-(7T—2i)=3-T—3-2i+7-5i—(5i)-2i =21 —102+ (7-5—3-2)i = 31 + 29:.
2=—1
Satz 2.2.1. Die Struktur (C,+,-) ist ein Korper mit der Null 0 und der Eins 1.
Fiir x + iy # 0 haben wir
1 T—y
(x_‘_ly) _$2+y2'
Beweis. Die Korperaxiome folgen durch Nachrechnen aus Definition 2.2.1.
Zum Nachweis der Inversen verwendet man

1 T —1y x .y

N1 _ _
(@ +y) Cx4iy x—iy a2 4y ZxQ—i-yQ’

falls z + iy # 0. O

So wie der Korper R der reellen Zahlen durch die Zahlengerade veranschaulicht werden kann, kann
der Korper C der komplexen Zahlen durch die Zahlenebene veranschaulicht werden. Die Menge der
Punkte, die der Teilmenge R entsprechen, wird auch als reelle Achse bezeichnet, die Menge der
Punkte, die der Teilmenge {iy: y € R} entsprechen, als imaginére Achse.
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Skizze:
by

T4y

Definition 2.2.4. Es sei z = x 4+ iy € C mit z,y € R. Wir definieren den Realteil (R(z)) und den
Imaginérteil (3(z)) von z durch R(z) =z und I(z2) = y.

Der Betrag von z wird durch
|2l = Va? +¢?
definiert.

Bemerkung 2.2.1. Die geometrische Bedeutung des Betrages |z| ist die Entfernung des Punktes z
in der komplexen Zahlenebene vom Ursprung.

2.3 Der allgemeine Begriff des Vektorraums

Wir verallgemeinern nun die Definition des reellen Vektorraums von Definition 1.6.1, indem wir an
die Stelle des Korpers R der reellen Zahlen einen beliebigen Korper K treten lassen.

Definition 2.3.1. Es sei V' eine Menge mit einer Verkniipfung @, weiter (K, +,-) ein Koérper mit
Null 0 und Eins 1 sowie o: K x V — V eine Abbildung.

Das Tripel (V, K, o) heifit ein Vektorraum iiber (dem Kérper) K, wenn die folgenden Axiome fiir alle
i, v € V und A\, u € K gelten:

V1) (V,®) bildet eine abelsche Gruppe.

V2) Esgilt (A+p)otd = (Aow)® (uow) sowie Ao (4@ 0) = (Ao @) ® (o). (Distributivgesetze)

V3) Esist Ao (pow)=(A-pu)od. (Assoziativgesetz)

(V1)
(V2)
(V3)
(V4) Schliefilich ist 1 o @ = 4. (Unitaritatsgesetz)

Die Elemente von V heiflen Vektoren, die von K Skalare. Wie in Abschnitt 1.6 werden wir spéter

statt @ und o einfach 4+ und - schreiben

In den Beweisen sdmtlicher Sétze von Abschnitt 1.6 wurde von der Menge R nur die Kérpereigenschaft
benutzt. Diese Sétze lassen sich daher sofort auf Vektorrdume iiber beliebigen Korpern verallgemei-
nern. IThre Beweise erhilt man aus den Beweisen der Séitze in Abschnitt 1.6 einfach dadurch, indem
man den Koérper R iiberall durch den allgemeinen Korper K ersetzt.

Als Verallgemeinerung von Satz 1.6.1 erhalten wir

Satz 2.3.1. In einem Vektorraum (V,®,o) iber dem Korper K gilt fir 0,90 € V und A\, pu € K:
i) NoT=04 A=0 oder 7=0
ii) (=\) o0 = o (60) = ©(\o¥), wobei © die Inversion in (V,®) ist.

i) AN—p)oT=Ao¥S puod sowie \o (TOW) =NotTO oW
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Als Verallgemeinerung von Definition 1.6.2 geben wir

Definition 2.3.2. Es sei (V, @, 0) ein Vektorraum iiber K und U C V eine Teilmenge von V. Dann
heifit (U, ®, o) ein Unterraum von V', wenn es ebenfalls ein Vektorraum ist.

Als Verallgemeinerung von Satz 1.6.2 ergibt sich

Satz 2.3.2. (Unterraumkriterium)
Es sei V' ein Vektorraum diber K und U C 'V eine nichtleere Teilmenge von V. Dann ist U genau
dann ein Unterraum von V, wenn

uvelU=>x+uwelU
fir alle A\, p € K gilt.

Definition 2.3.3. Es sei V ein Vektorraum iiber K und v1, ..., 7, € V. Eine Linearkombination von
U1,...,Uy ist eine Summe der Form A7) + ... + A\,0, mit A\; € K. Die A; heiflen die Koeffizienten
der Linearkombination.

Definition 2.3.4. Es sei V ein Vektorraum iiber K und M C V.

i) Unter dem von M erzeugten oder aufgespannten Unterraum von V' (auch Erzeugnis von M oder
lineare Hiille von M mit der Schreibweise ( M ) versteht man den Durchschnitt aller Unterrdume
von V, die M enthalten.

ii) Unter L(M) versteht man
L(M):{)\lﬁl-f-—l-)\nl_fnnEN, Vlyenn,Up € M, Al,...,AnEK}

als die Menge aller Linearkombinationen von Elementen von M.

Als Verallgemeinerung von Satz 1.6.5 erhalten wir

Satz 2.3.3. Es sei V ein Vektorraum iiber K und M C V mit M # (). Dann ist ( M ) ein Unterraum
von V und (M ) = L(M).

Wir schlielen mit einigen Beispielen:

Beispiel 2.3.1. Es sei (K, +,-) ein Korper, n € N sowie K" = {Z = (z1,...,2p): Z1,..., 2y € K}.
Durch die komponentenweise definierte Addition und die Skalarmultiplikation wird K™ zu einem
Vektorraum V = (K", K, o). Fir Z = (1,...,2n), ¥ = (y1,..-,yn) € K" und A € K definiert man

Z4+y = (z14+9Y1,.-  Tn+Yn)
A = (Az1,...,Azy).
Die Vektorraumeigenschaften werden nachgepriift wie im Spezialfall K = R (Beispiel 1.6.1).

Definition 2.3.5. Der (K", K, o) oder kurz K™ heifit der n- dimensionale Standardraum iiber dem
Korper K.

Fiir Anwendungen von besonderer Bedeutung ist der Fall, dass [F; ein endlicher Kérper mit ¢ Ele-
menten ist.

Satz 2.3.4. Es sei F, ein endlicher Korper mit ¢ Elementen und n € N. Dann hat der Standardraum
Fy genau q" Elemente.

Beweis. Fiir jede der n Komponenten gibt es ¢ Moglichkeiten, womit sich insgesamt ¢ ergeben. [
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Beispiel 2.3.2. Es sei [F ein endlicher Korper mit ¢ Elementen und n € N.
Ein linearer Code (der Lénge n mit Alphabet [F,) ist ein Unterraum von Iy .
Die Elemente von C' werden Codeworte genannt.

Fiir Anwendungen sind folgende Begriffe besonders wichtig:

1. Hammingsbstand

2. Gewicht

3. Minimalgewicht

4. Minimalabstand

Diese Begriffe haben folgende Bedeutung;:
Unter dem Hammingabstand d(%,7) zweier Elemente & = (z1,...,2,)7, 7 = (y1,...,yn)? € Fy
versteht man die Anzahl der Stellen, an denen sich Z und Z unterscheiden, also

dZ,y)={je{l,....n}: z; #y;}.

Unter dem Gewicht w von & versteht man die Anzahl der von null verschiedenen Stellen.

Beispiel: g =2 und n =7, ¥ = (1,0,0,1,0,1,0), ¥ = (1,0,1,1,0,0,0). Dann ist w(Z) = w(y) = 3.
Unter dem Minimalgewicht wg des Codes C' versteht man den kleinsten Wert, den die Gewichtsfunk-
tion w(Z) fiir Z € C — {0} annimmt.

Unter dem Minimalabstand dyp von C' versteht man den kleinsten Wert, den der Hammingabstand
d(Z, ) fiir zwei verschiedene Codeworte Z, ¢y € C' annehmen kann.

Man zeigt leicht:
do = Wo, (*)

der Minimalabstand ist gleich dem Minimalgewicht.

Beweis:
Es sei Zp € C und w(Z) = wo. Wegen 0 € C' (Unterraumeigenschaft von C) ist

do < d(Zo,0) = w(Zo) = wo. (1)
Es seien 71,41 € C mit d(Z1,41) = do. Weiter ist 1 — 4 € C und
wo < w(Z1 — 1) < d(@1,41) = do. (2)
Aus (1) und (2) folgt ().

Beispiel 2.3.3. Der erste lineare Code wurde 1947 von Richard Hamming (1915- 1998) aufgestellt:
der (7,4)- Hamming- Code.
Es ist C C F} und definiert als die Lésungsmenge des folgenden LGS {iber Fa:

T2+ T3+ T4+ T5 = 0
T + X3+ T4 + g = 0
1+ T2 + x4 +x7 = 0
oder A-# =0 mit
01 11100
A=11 01 1 0 1 0
1 101 0 01



und dem Spaltenvektor
x1

x7

Das LGS befindet sich schon in der im Gauflschen Algroithmus angestrebten Endform, die in Ab-
schnitt 1.4 beschrieben wurde. Allerdings stehen hier die Variablen, nach denen aufgelést wird, rechts.
Offenbar kénnen die Werte fiir 1, 29, x3, x4 beliebig vorgegeben werden (Informationsbits), wihrend
die Werte von x5, ¢, v7 dadaurch bestimmt sind (Priifbits).

Von den 27 = 128 Zeichenfolgen aus F5 sind somit 2¢ = 16 Codeworte.

Eines der Probleme der Codierungstheorie ist, Fehler bei der Ubertragung zu erkennen. Fehler kénnen
nur dann nicht erkannt werden, wenn das beabsichtigte Codewort durch Fehler in ein anderes Co-
dewort umgewandelt wird. So kann etwa das Codewort (0,0,0,0,0,0,0) durch drei Fehler in das
Codewort (1,0,0,0,0,1,1) iibergehen.

Ein Codewort kann nur dann in ein anderes Codewort iibergehen, wenn die Anzahl der unbekannten
Fehler mindestens gleich dem Minimalabstand dy von C' ist. Wir behaupten, dass fiir den (7,4)-
Hamming- Code der Minimalabstand dy = 3 ist. Damit kénnen Fehler bei der Ubertragung erkannt
werden, wenn ihre Anzahl héchstens zwei ist.

Nach Beispiel 2.3.2 ist dy gleich dem Minimalgewicht wy.

Es sei €; die j- te Spalte in A.

1. Es gibt kein & € C mit w(Z) = 1.
Aus & = (x1,...,25,...,27) mit ; = 1 und a2, = 0 fiir k # j folgt £ =€; # 0, also & ¢ C.

2. Es gibt kein & € C mit w(Z) = 2.
Es sei & = (x1,...,27) mit ; = z; = 1 und 3, = 0 fiir k & {4, j}. Dann ist AZ = €; + €; # 0,
da —€; = ¢; ist, aber andererseits alle Spalten verschieden sind.

3. Es sei Zp = (1,0,0,0,0,1,1). Also ist w(Zp) = 3, und damit ist wy = dy = 3.

2.4 Lineare Abhingigkeit, Basis, Dimension

Wir verallgemeinern hier Definitionen und Sétze von Abschnitt 1.7 auf Vektorrdume iiber beliebigen
Korpern und kldren auch noch Fragen, die in Abschnitt 1.7 offen geblieben waren:

e die Existenz einer Basis und

o der Zusammenhang mit der Dimension des Vektorraums.

Es sei V stets ein Vektorraum iiber dem Koérper K.

Definition 2.4.1. Vektoren 1, ..., 0 € V heiflen linear abhéngig (kurz l.a.), wennes Ay,..., A\ € K
gibt, so dass

MO+ .+ M0k =0 und (Ar,..., ) # (0,...,0)
gilt. Andernfalls, d.h. wenn fiir \; € K stets

)\1771+--~+)\k17k‘:6:>>‘1:)‘2:"‘:)\k:0

gilt, heiflen 41, ..., U} linear unabhéngig (kurz l.u.).
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Satz 2.4.1. FEs gilt:

i) Der Nullvektor 0 ist stets linear abhdngig, ein einzelner Vektor v # 0 ist stets linear unabhdngig.

ii) Mit Uy,...,0 sind auch vy,...,Uk,...,0 mitl >k linear abhingig.
ii1) Sind U1,..., U linear unabhingig, so auch vy,..., Uy firl <m <k.
iv) Ist U eine Linearkombination von vy, ...,0y, so sind Uy, ..., Uk, U linear abhdngig.

v) Sind k > 2 Vektoren linear abhdingig, so ist wenigstens einer von ihnen eine Linearkombination
der anderen.

vi) Sind v, ..., U linear unabhdngig, aber vy, ..., U, U linear abhdingig, so ist ¥ eine Linearkombi-
nation der vy, ..., Ug.

Beweis. i) Es gilt 1- 0 = 0, also ist 0 linear abhéingig, andererseits folgt aus Ao = 0 mit 7 # 0
dann A = 0 wegen Satz 2.3.1(i).

i) Aus M@ + ... 4+ M0 = 0 und (A, ..., ) # (0,...,0) folgt auch
MO+ - 4 XD + N1 Tps1 + -+ N7 =0
und (Ag,...,A) # (0,...,0), wenn man Ay = ... = A\ = 0 einsetzt.
iii) Wéren ¢, ..., U, linear abhéingig, so nach (ii) auch vy, ..., ¥.
iv) Ist @ = A\ + ... + AT, so folgt A\ + ... + \@y + (=1)7 = 0.

v) Es sei M@ 4 ...+ M@, = 0 und (A1,..., \g) # (0,...,0). Nach eventueller Umnummerierung
konnen wir annehmen, dass Ax # 0 ist. Dann folgt

B = (FATDOATL + o+ (M) AT,

vi) Es gelte M\i71 + ... 4+ A\ + AT = 0 mit (A, oy Ak, A) # (0,...,0). Dann muss A # 0 gelten,
da wegen der linearen Unabhingigkeit von 71, ..., @) die Gleichung A7) + ...+ AT, = 0 nur
fiir A\; = ... = Az = 0 moglich ist. Dann ist aber o = (=A"H\107 + ... + (=AY A\

O

Der Begriff der linearen (Un-)Abhéingigkeit ldsst sich auf beliebige (auch unendliche) Mengen von
Vektoren erweitern:

Definition 2.4.2. Eine Menge M C V heif3t linear unabhéngig, wenn je endlich viele verschiedene
(!) Vektoren aus M linear unabhiingig sind, andernfalls linear abhingig.

Bemerkung 2.4.1. Wir stellen einige Spezialfille zusammen:

1. Die leere Menge ist linear unabhéngig.
2. Ist 0 € M, so ist M linear abhiingig.
3. Jede Teilmenge einer linear unabhéngigen Menge ist linear unabhéngig.

4. Jede in V liegende Obermenge einer linear abhéngigen Menge ist linear abhéngig.
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5. Achtung: Im Falle @ = @ # 0 sind @ und @y linear abhiingig, aber {@;, @} ist linear un-
abhéingig (weil es tatsichlich die Menge {d;} ist).

Definition 2.4.3. Ist M C V linear unabhingig, so schreiben wir (M ) = (( M )), und nennen M
eine Basis des Erzeugnisses ( M ), kurz:

V =((M)) & M ist linear unabhéingig und (M) ="V.

Speziell ist eine Basis eines Vektorraums V' also ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von V.
Im Falle M = {#1,...,0;} sagen wir auch: ”"Die Vektoren 1, ..., 0} bilden eine Basis von V”, und
schreiben wieder kurz ((v1,...,0x)) statt (({v1,...,0k})).

Beispiel 2.4.1. Es ist {0} = ((#)), und () ist die einzige Basis von {0}.

Beispiel 2.4.2. Der K" hat die Standardbasis {é, ..., &, } mit den Einheitsvektoren &; = (1,0,...,0),
é =(0,1,0,...,0)...,&, =(0,...,0,1).
Der Beweis erfolgt wie im Spezialfall K = R in Beispiel 1.7.1.

Beispiel 2.4.3. Der Koérper C der komplexen Zahlen, aufgefait als Vektorraum iiber K = R, hat
die Basis {1,}.

Man kann zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Wir werden uns jedoch bei der Diskussion
der Basis auf relativ einfache Fille, sogenannte endlichdimensionale Vektorrdume beschrianken.

Definition 2.4.4. Gibt es eine maximale Zahl n von linear unabhéngiger Vektoren in V', so heifit n
die Dimension von V', geschrieben dim V:

dimV = max{|M|: M C V linear unabhéngig} € Ny.

Gibt es kein solches n (existiert also zu jedem k € N eine linear unabhéngige Teilmenge M C V mit
|M| = k), so heifit V' unendlichdimensional, und wir schreiben dim V' = oo.

Beispiel 2.4.4. Es ist dim{0} = 0.

Beispiel 2.4.5. Es sei V = K ein Korper aufgefasst als Vektorraum iiber sich selbst. Die Menge
{1} ist linear unabhéngig, und sind A;, A2 € K mit A\; # A2, so gilt Ao + (—A1)A2 = 0, d.h. die
Vektoren Aq, Ay sind stets linear abhéngig, also dim K = 1.

Beispiel 2.4.6. Es sei F = {f: R — R} die Menge aller Funktionen von R nach R.
Fir f,g € F und A € R definieren wir die Summe f + ¢g: R — R, x — f(z) + g(x) und die
Skalarmultiplikation Af: R — R, z — A\ f(x).
Man sieht leicht, dass F dadurch zu einem reellen Vektorraum wird. Wir betrachten die Menge
M :={f,: v €Z} mit

1, falls v<zx<v+1

ful@) ::{ 0 sonst.

Dann ist M linear unabhéngig.

Beweis:
Sei A1 fu, +...+Arfy, =0, wobei 0 die Nullfunktion darstellt, mit paarweise verschiedenen vy, ..., v;.
Fir x mit v; <z < v; + 1 erhalten wir

0=(Afur + .+ Xefuy) (@) = Aifu(z) = A,

also \i =... =Xy =0.
Daraus folgt, dass der Vektorraum F = {f: R — R} die Dimension dim F = oo besitzt.
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Satz 2.4.2. Es seidimV = n < co. Dann besitzt V' eine Basis, genauer bildet jede linear unabhdngige
Teilmenge mit n Vektoren eine Basis von V.

Beweis. Seien 91, ...,U, € V linear unabhéingig und ¥ € V beliebig. Nach Definition der Dimension
sind 1, ..., Uy, ¥ linear abhéngig. Nach Satz 2.4.1 (vi) ist ¥ eine Linearkombination von v, ..., ¥,
also v € (¥1,...,U, ). Da ¥ € V beliebig war, folgt V' = (¥,..., 0, ) = ((T1,...,0n)). O

Wir werden in kiirze zeigen, dass es keine Basis von V' mit weniger als dim V' Elementen gibt.

Satz 2.4.3. Fir vq,...0, € V sind dquivalent:

i) V={_(T1,...,0,)).

ii) Jedes U besitzt eine Darstellung

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten (A1,...,\,) € K™, oder:
die durch (%) vermittelte Abbildung

K" =V, (Al,...,)\n)—))\1171+...—|-/\n17n
st bijektiv.
Beweis. 7="
Da {#1,...,4,} ein Erzeugendensystem von V bildet, hat jedes ¥ € V mindestens eine Darstellung

der Form (x). Es seilen ¢ = \¥U; + ... + A\, und ¢ = 101 + ... + pnt, zwei Darstellungen des
gleichen Vektors. Dann folgt aus der linearen Unabhingigkeit der v

()‘1_M1)771+~"+(/\n_un)l7n:6:> )‘j_MJ' =0
fur j=1,...,n, also \; = p;, d.h. die Darstellung (*) ist eindeutig.

7’¢:’7
Eine (also die einzige) Darstellung () von 0 ist 0 = 0- @} + ...+ 0 - @,. Also sind @1, ..., T, linear
unabhéngig. O

Satz 2.4.4. Es sei V = ((71,...,7,)) und @ € V mit & # 0. In der Darstellung
W= MU +...+ N\, (*)
mit (A1,...,A\p) € K™ sei j ein Index mit \j # 0. Dann ist auch

V={{v,...,0-1,W,Ujq1,...,0n)) .
Beweis. Essei O.B.d.A. j =1 (sonst nummerieren wir die 7; um), und wir miissen V' = ((, ¥a, ..., ¥ ))
zeigen.
i) V= (W,0a,...,0,):

Auflésen von (x) nach ¥ ergibt

U1 = W + pots + ... + pintn (*x)
mit p; = f)\i)\fl firi=2,...,n.
Sei nun U € V beliebig, etwa ¥ = a9 + ... + @t mit ai,...,a, € K. Einsetzen von (xx)
ergibt
T = a1(@+ pota + ...+ pin¥p) + a2la + ... + anty,

—

= oW+ (aqpg + @)y + ... + (1 + )ty € (W, Vs, ..., Ty ).
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i) {w,s,...,0,} ist linear unabhéngig:
Angenommen wir haben
W+ e + ...+ ppt, = 0.

Dann folgt mit (x):

0 = piMT14 . 4 MTp) + 202 + .. + finTn
= (Ml)\l)gl + (,ul)\g + /LQ)UQ +...+ (H1>\n + Nn)ﬁn

und damit
HIAL = piAe + po = ... = 1Ay + py = 0,
da v, ..., U, linear unabhingig sind, also ist u; = 0 wegen A\; # 0. Daraus folgt dann py =
.= pnp, = 0, also ist {wW, Vo, ...,v,} linear unabhéngig.
O
Wir verallgemeinern Satz 2.4.4 zum
Satz 2.4.5. (Austauschsatz von Steinitz, Erginzungssatz)
Es sei V' ein Vektorraum und V = ((¥1,...,0,)) und W,..., W0 € V linear unabhdngig, womit
k <n ist.
Ferner ldsst sich aus {v1,...,0,} eine Teilmenge {Uxi1,...,Un} S0 auswihlen, dass
V= ((W,..., Wk, Uks1,---,Un))
1t.
Mit anderen Worten: Man kann k geeignet gewdhlte Vektoren der Basis {Ui,...,U,} gegen die w;

austauschen, so dass man wieder eine Basis von V erhdlt.
Insbesondere lisst sich jede linear unabhdngige Teilmenge eines endlichdimensionalen Vektorraums
zu einer Basis von V ergdnzen.

Beweis. Wir fiithren eine vollstdndige Induktion nach & fiir festes n.
Induktionsanfang k = 1:

Esist n > 1. Wegen W # 0 ist in der Basisdarstellung W = A9 + ... 4+ A\, ¥, mindestens ein A\; # 0
enthalten. Nach Satz 2.4.4 kann man ¥; gegen w; austauschen, so dass {¥1, ..., Uj—1, W, Ujq1,...,Un}
wieder eine Basis von V ist.
Induktionsschritt &k — k + 1:

Die Behauptung des Satzes gelte fiir ein & € N, und es seien wi,..., Wi, Wrr1 € V linear un-
abhingig. Nach Induktionsannahme (angewandt auf oy, . . ., @) ist k& < n, und es gibt eine Teilmenge
{Uks1,...,0} C{th,...,U,} derart, dass

V= {(W,..., T, Uks1s- -y Un)). (%)
Wire k = n, so wére schon V = ((y,...,w)), also Wi4+1 eine Linearkombination von iy, . .., wy.
Da 1y, ..., Wy, W1 aber linear unabhéngig sein sollen, muss folglich £ < n, d.h. k + 1 < n sein.

Wegen (*) und w41 # 0 gilt

Wey1 = W1 + ...+ ppWr + 10,41 + -+ pnTn

mit py,..., 4, € K, wobel mindestens ein p; # 0 ist. Dabei kann nicht pg1 = ... = p, = 0 sein,
sonst wiren Wy, ..., Wk, W1 linear abhéngig, also ist p; # 0 fiir mindestens ein ¢ € {k+ 1,...,n}.
Austauschen von ¢ gegen w1 geméif Satz 2.4.4 ergibt die Behauptung fiir k£ + 1. O
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Satz 2.4.6. Es sei V. = ((¥,...,U,)). Dann ist dimV = n, und eine Teilmenge B C V ist genau
dann eine Basis von V, wenn B aus n linear unabhdngigen Vektoren besteht.

Beweis. Fiir jede linear unabhéngige Menge M C V gilt nach Satz 2.4.5, dass |M| < n ist, also
dim V' < n. Nach Definition der Dimension ist andererseits n < dim V. Es folgt insgesamt dim V' = n.

Nun sei B eine beliebige Basis von V. Dann folgt zunéchst m := |B| < dim V' = n und dann wie oben
dim V = m, also m = n. Umgekehrt ist nach Satz 2.4.2 auch jede linear unabhéngige Menge B C V'
mit |B| = dim B eine Basis von V. O

Beispiel 2.4.7. Fiir die Standardvektorrdume gilt dim K™ = n, denn die Standardbasis {€1, ..., €y}
hat n Elemente. Insbesondere ist dim R” = n und dim C" = n (als Vektorraum iiber C), aber C™ als
Vektorraum iiber R besitzt die Dimension 2n, eine Basis ist {€1, ..., €y, i€, ...,i€,}.

Satz 2.4.7. Es sei dimV < oo und U ein Unterraum von V. Dann gilt:

i) dimU < dimV.

i) dimU = dimV < U = V.

Beweis. i) Dies folgt sofort aus der Definition der Dimension.

ii) Essei dimU = dim V' = n. Dann besitzt U nach Satz 2.4.2 eine Basis {71, ..., ¥, }. Diese bildet
dann ebenfalls nach Satz 2.4.2 eine Basis von U, also U = V.

O]

Satz 2.4.8. (Dimensionssatz fiir Summenrdiume)
Es seien Uy, Us endlichdimensionale Unterrdume eines Vektorraums V. Dann gilt

dimU; +dim Uy = dim(U1 + UQ) + dim(U1 N UQ).

Beweis. Da U; N Uy ein Unterraum von U; (und ebenso von Us) ist, gilt nach Satz 2.4.7 dann
d = dim(U; NUs) < oo. Es sei also nach Satz 2.4.2 {dy,...,dq} eine Basis von U; N Uz (falls d = 0
ist, ist dies die leere Menge). Wir ergénzen diese Basis nach Satz 2.4.5 zu je einer Basis von U; und
Us:

By = {d,...,dqb1,...,b}, Basisvon Uy,

By = {ai,...,dq,c,...,C}, Basis von Us.

Behauptung: B := By U By = {dy, ..., dq, 61, e l;r, él,...,Cs} ist eine Basis von Uy + Uy. Wir haben
zwei Aussagen zu zeigen: (B) = U; + U und B linear unabhéngig:

i) (B)=U; + Us:
Wegen B C Uy UUy C Uy + Uy (Uy + Uy ist Unterraum) folgt ( B) C Uy + Us. Andererseits ist

Up+Us=(B1)+(Bs) C(B)+(B)=(B)
daBl,ngB.
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ii) B ist linear unabhéngig:
Es sei
alc_il—|—...—i—0zdc_id—|—51b1—|—...ﬁrbr—|—ylé’1+...—|—'ysé’s =0

mit oy, 3,7 € K, und wir miissen nun zeigen, dass alle Koeffizienten verschwinden. Sortieren
ergibt
Q11+ ...+ aqiqg+ B1ib1 + ...+ Brbr = — 11 + ...+ vsCs € UL N Us.

~~

el €Uz

Dann gibt es Koeffizienten A\; mit —(7161 + ... + 7sCs) = A1@1 + . . . + \gdyg, also
M@+ ... 4 Agl@g + 718 + ..+ 7sCs = 0.

Da By als Basis linear unabhéngig ist, folgt Ay = ... = A g =71 = ... =~ = 0. Daraus folgt
Q@1 + ...+ gy + Biby + ...+ Byby =0

und somit a; = ... = ag = 1 = ... = B = 0 da auch By linear unabhingig ist. Also
verschwinden sémtliche Koeffizienten «;, 8, v, womit B linear unabhéingig ist.

Da wir jetzt Basen fiir alle beteiligten Rdume haben, kénnen wir die Aussage des Satzes durch Z#hlen
der Basisvektoren zeigen:

dim(U1 + Ug) = ‘B‘ =d+r+s= (d+ 7“) + (d+ S) —d= dim(Ul) + dim(Ug) — dim(U1 N UQ) .
]

Beispiel 2.4.8. Es sei V = R3 und U; = {((1,0,0),(0,1,0))) sowie Us = (((1,—1,0),(0,0,1))),
also dim U; = dim Us = 2. Die Unterrdume U;,Us sind Ebenen durch 5, und zwar explizit

Ur = {(z,9,0): 2,y € R} die zy-Ebene
Uy = {(z,—z,2): z,z € R}
UrnUy = {(z,—2,0): z € R} = (((1,-1,0))) die Gerade durch y = —z, z =0.
Insbesondere ist dim(U; N Us) = 1. Mit dem Dimensionssatz folgt: dim(U; + Us) =2 +2—1 = 3,

also U; + Uy = R3, d.h. alle ¥ € R3 lassen sich als ¥ = @ + #» mit @; € U; und iy € Us schreiben.
Diese Darstellung ist jedoch nicht eindeutig.
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Kapitel 3

Lineare Abbildungen und Matrizen

3.1 Lineare Abbildungen

Es seien stets V., W, V', ... Vektorrdume iiber dem selben Kérper K. Dieser Abschnitt befasst sich
mit Abbildungen zwischen Vektorrdumen, die mit den linearen Operationen vertréglich sind:

Definition 3.1.1. Eine Abbildung ¢: V' — V" heifit linear oder ein (Vektorraum-) Homomorphismus,
falls folgende Eigenschaften gelten:

(L1) (U 4+ W) = p(V) + () fiir alle 7,7 € V,
(L2) p(AV) = Ap(D) fir alle A € K und ¥ € V,
bzw. was dazu dquivalent ist:
(L) @A\ + pad) = Ap(V) + pp(w) fiir alle A, p € K und 0,9 € V.
Die Menge aller linearen Abbildungen ¢: V — V/ wird mit L(V, V') bezeichnet.
Ein ¢ € L(V, V') heifit ein (Vektorraum-) Isomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist. Existiert ein Isomor-

phismus ¢: V — V', 5o heifit V isomorph zu V', geschrieben V = V'. Ein p € L(V,V) (also V = V")
heifit Endomorphismus, bzw. im Falle der Bijektivitit Automorphismus von V.

Beispiel 3.1.1. Es gibt stets den trivialen Homomorphismus: ¢o(7) = 0/ € V" fiir alle 7 € V.

Beispiel 3.1.2. Der Endomorphismus ¢: V' — V| ¢(¥) = A0 fiir festes A € K ist trivial fiir A = 0,
und ein Automorphismus fiir A # 0. Er ist wegen ¢(¥) = ¢(@) < ¢ = & injektiv und wegen
©(A\"19) = ¥ surjektiv.

Beispiel 3.1.3. Fiir V = R?ist o((x,5)) = (Az, uy) mit A\, u € R—{0} die sogenannte Eulerabbildung.
Die Ebene wird in z-Richtung um den Faktor A und in y-Richtung um den Faktor p gestreckt. So
ist ¢ offenbar ein Automorphismus.

Beispiel 3.1.4. Es sei V = R2. Die Projektion auf die z-Achse p: V — V, o((z,y)) = (z,0) ist
weder injektiv noch surjektiv, also kein Automorphismus.

Beispiel 3.1.5. Fiir V = R? heifit der Automorphismus ¢: V — V, o((x,9)) = (z + Ay, y) fiir festes
A € R Scherung.

42



Beispiel 3.1.6. Der Homomorphismus ¢: R” — R mit

n
o1, ..., xn) = Zaj:vj
j=1

fiir feste a1,...,a, € R ist eine sogenannte Linearform.

Beispiel 3.1.7. Es sei Fp = {p: R — R, p ein Polynom}. Fiir p € Fy mit

pla) =y g

ist ¢(p) = p.
Er ist nicht injektiv, beispielsweise gilt p(pg) = 0 fiir jedes konstante Polynom pg(z) = ag. Somit ist
 ein Beispiel fiir einen linearen Differentialoperator.

Satz 3.1.1. Fiir Vektorriume V, V' und V" gilt:

i) Ist p € L(V, V') und ¢p € L(V', V"), so ist pop € L(V,V").

ii) Ist p: V — V' ein Isomorphismus, so auch die inverse Abbildung ¢=': V' — V.

Beweis. i) Seien U,w € V und A\, € K. Dann gilt
(¢ 0 @) (AT + paw) = Y (Ap(0) + psp(@)) = A © )(0) + p(th o @) (w).

ii) Da ¢! offenbar injektiv ist, miissen wir nur (L) zeigen. Es seien #,4’ € V' und A\, u € K mit
7 = p(¥) und W' = p(w) fiir ¥, € V. Dann folgt

e AT + pd') = o7 (Ap(@) + pp () = (AT + pid)) = AT+ pad = Ap™ 1 (T) + g™ ().

O]

Beispiel 3.1.8. Die Umkehrabbildung des Endomorphismus ¢: V' — V| ¢(¥) = A7 mit A € K\{0}
ist 071V =V, o 1(7) = A1

Satz 3.1.2. Fir ¢,1p € L(V,V') und X € L seien ¢ + 1, \p € L(V, V') werteweise durch

(P +9)(@) = @(@)+¢(0) und
Ap)(@) = Ap(?)

fiir alle ¥ € V definiert. Mit diesen Operationen wird L(V,V') zu einem Vektorraum iber K. Der
Nullvektor ist der triviale Homomorphismus ¢o(T) =0 € V' fiir alle 5 € V.
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Beweis. Durch Nachrechnen sieht man leicht die Giiltigkeit der Regel (L) fiir ¢ + ¢ sowie Ap. Auch
die Vektorraumaxiome werden leicht nachgepriift. O

Satz 3.1.3. Mit der oben definierten Addition sowie der Komposition von Abbildungen ”o” als Mul-
tiplikation ist (L(V,V'),+,0) ein Ring mit Eins, der Endomorphismenring von V. Einselement ist
die Identitit idy : U — U fiir alle 7€ V.

Beweis. Nach Satz 3.1.2 ist (L(V, V), +) eine abelsche Gruppe. Nach Satz 3.1.1 ist o eine Verkniipfung
auf L(V,V). Das Assoziativgesetz der Multiplikation gilt, da es allgemein fiir die Komposition von
Abbildungen gilt. Die Distributivgesetze gelten ebenfalls, da fiir ¥, p,x € L(V,V) und alle 7 € V

(o (¥ +x)) (V) = p((0) +x(V)) = (V) + p(x(V)) = (poth)(T) + (pox) (V) = (pot) +pox) (V).

gilt. Ebenso ist
(¥ +x) 2 0)(0) = ¥(e(?)) + x((0)) = (¥ o v+ x o p)(0).
Fiir das Einselement gilt idy o ¢ = p oidy = ¢ fiir alle ¢ € L(V, V). O

Satz 3.1.4. Die Automorphismen von V bilden bzgl. o eine Gruppe, die lineare Gruppe von V,
geschrieben GL(V).

Beweis. Es ist o ist eine Verkniipfung auf GL(V): mit ¢, ist auch ¢ o ¢: V. — V bijektiv, die
Linearitét folgt nach Satz 3.1.1. Das Assoziativgesetz folgt nach Satz 3.1.3, das Einselement ist idy,
das Inverse von ¢ ist die Umkehrabbildung ¢~!. O

3.2 Kern und Bild
Satz 3.2.1. Fir ¢ € L(V,V') gilt:
i) o(0)=0.
ii) Sind v,...,U, €V linear abhingig, so auch ¢(t1),...,o(0,) € V',
iii) Sind (1), ...,0(0,) € V' linear unabhingig, so auch vy,...,v, € V.

-,

Beweis. 1) Es gilt ¢(0) = ¢(0 + 0) = ¢(0) 4 ¢(0), woraus (0) = 0 folgt.
i) Aus Mt + -+ + A\, = 0 folgt
ME(T) 4 o+ A(Tn) = @NT1L + ...+ ApTn) =0
nach (i).

iii) Dies folgt direkt aus (ii).

Satz 3.2.2. Es seip € L(V,V'). Dann gilt:

i) Ist M C V', dann gilt o((M)) = (@(M) ). Insbesondere ist das Bild eines Unterraums U C V
ein Unterraum von V'.

ii) Fiir einen Unterraum U’ C V' ist o~ (U') = {@ € V: p(a@) € U’} ein Unterraum von V.
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Beweis. i) Fall 1: Es sei M = 0. B
Dann ist (M) = {0} und o((M)) ={0'} = (0) = (p(M)).
Fall 2: M # (.
(p(M)):

Wir zeigen zunéchst o(( M )) C
Ist 0= M1 + ...+ A0, € (M), dann ist p(0) = A\@(01) + ... + App(th) € (@(M)).
)) € (M) zeigen.

€
Jetzt miissen wir noch (o(M
Sei dazu @ € (@(M)), d.h. & = My + ... + AWy, mit W € o(M). Dann gibt es ¥; € M mit
1 <j <nund ¢(¥;) = ;. Es gibt \; € K mit ¢ = A\01 + ...+ A0, € (M) und damit

30(17) = )‘190(171) +...+ )\ngp(ﬁn) =MW1 + ...+ A\, = w,

also W € p(( M )). Damit ist insgesamt (p(M)) = @(( M )) gezeigt.

(
ii) Esist o 1 (U') # 0, da ¢(0) = 0/ € U’ ist, also 0 € ¢~ (U"). Es seien 7,7 € ¢~} (U’) gegeben,
also ¢(7), (W) € U'. Ferner seien A, u € K. Dann gilt
(AT + i) = Mp(0) + pp(i) € U,
d.h. Ao+ i € o~ 1(U).
O

Satz 3.2.3. Es sei ¢ € L(V,V') und U ein Unterraum von V. Dann ist dim p(U) < dimU. Insbe-
sondere folgt dimV = dim V'’ aus V= V',

Beweis. Sei O.B.d.A. dimU < oco. Dann besitzt U nach Satz 2.4.2 eine Basis B, also U = ( B'). Nach
Satz 3.2.2 gilt o(U) = ¢((B)) = (@(B) ), also ist ¢(B) ein Erzeugendensystem von ¢(U). Dann ist
dimp(U) < |p(B)| < |B| =dimU. O

Definition 3.2.1. Es sei ¢ € L(V, V') Dann heifit Bild(¢) = o(V) ={p(@): @ € V} das Bild von ¢.
Die Menge Kern(p) = ¢~ ({0'}) = {# € V': p(¥) = ('} heiBt Kern von ¢. Nach Satz 3.2.2 sind dies
Unterrdume von V' bzw. V. Ferner heifit rg(¢) = dim(Bild(¢)) der Rang und def(y) = dim(Kern(yp))
der Defekt von . -

Beispiel 3.2.1. Wir betrachten die Projektion aus Beispiel 3.1.4: V = R? und o((z,y)) = (z,0).
Dann ist Bild(¢) = {(z,0): z € R}, d.h rg(p) = 1.

Andererseits ist Kern(p) = ¢ 1({(0,0)}) = {v € V: ¢(¥) = (0,0)} = {(0,y): y € R}, und somit
def(¢) =1

Satz 3.2.4. Fiir ¢ € L(V, V') sind folgende Aussagen dquivalent:
i) @ ist injektiv.

i) Kern(p) = {0}, d.h. def(p) =

iit) Sind v1,...,U, € V linear unabhingig, so auch o(¥1),...,o(V,).
Beweis. (1)=(ii):
Ist ¢ injektiv, so folgt aus ¢(¥) = 0/ = ¢(0) schon @ = 0.
(i) = (iii):
Es sei Kern(p) = {0}, und @, ..., %, € V linear unabhiingig gewihlt. Aus \jp(71)+. ..+ @ (T,) = 0/
folgt dann @(A\101 + ... + A\, 0,) = 0/, d.h.

MO+ o+ AT, € Kern(p) = {0} = A = ... =\, =0,

da v1,. .., 7, linear unabhingig sind.
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(iii)=(i):
Es seien 91,75 € V mit ¥5 # v3. Dann ist ¥j — Up # 0 linear unabhiingig, also nach (iii) auch

o(U) — U2) = @(U1) — ¢(U2), und damit gilt p() # @(T2). ]

Satz 3.2.5. (Rangformel)
FEs sei p € L(V,V') mit dimV < co. Dann gilt rg(p) + def(p) = dim V', oder ausfiihrlich

dim(Bild(p)) + dim(Kern(p)) = dim V.
Die beiden Extremfille dieser Gleichheit sind
def(¢) =0 <« dim(Bild(p)) =dimV
rg(p) =0 < Kern(p) =V.

Beweis. Wir wéhlen eine Basis 91, . . ., ¥, von Kern(y) und ergénzen sie nach dem Austauschsatz von
Steinitz (Satz 2.4.5) zu einer Basis ¥y, ..., ¥, 01,...,Us von V. Wir zeigen im folgenden, dass

(V) = ((p(dh), ..., p(ds)))
ist. Daraus folgt dann rg(y) + def(¢) = r + s = dim V, also die Behauptung.
i) (1), ..,p(wWs) sind linear unabhéngig:
Es sei 0 = Ap(Wh) + ...+ Asp(Ws) = (MW + ... + A\ils) mit \; € K. Es folgt
MWL+ ...+ AWs € Kern(go) = AW+ ...+ AW = #1171 + ... —I—;Lrl_fr

mit p; € K. Dann ist 07 + ... 4+ ¥ + (=)W1 + ... + (=As)Ws = 0, woraus nun eben
AM=...=Xds=p1=...=pu, =0 folgt, da v, ..., 0, Wi,...,wWs linear unabhéngig sind.

Es sei dazu @ € p(V), etwa @' = (@) fiir ein @ € V. Dann ist

—

U=t + ...+ a0 + P11 + ...+ BsWs
mit oy, 3; € K. Es folgt

— — -

o) = a1p(01) + ... + app(ty) + Brp(Wh) + ... + Bsp(Ws)
= Bl%o(u_jl) +.o+ Bs‘p(ws) € < (1171)7 R Sp(ws) > )

denn es ist @(7;) = 0 fiir die 7; € Kern(gp).

O
Satz 3.2.6. Es sei p € L(V,V'). Dann gilt:
i) Ist dimV < oo, so ist ¢ genau dann injektiv, wenn rg(p) = dim V' gilt.
ii) Ist dimV = dim V"', so ist ¢ genau dann injektiv, wenn ¢ surjektiv ist.
Beweis. Es gelten die Aquivalenzen
i injekti def(p) = = di :
i) @ injektiv Sats 5,24 © (p) =0 Sats 3,25 () m V7
ii) ¢ injektiv < dim(Bild(¢)) =dimV =dimV’ & (V) =V
(i) Satz 2.4.7(ii)
O
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3.3 Lineare Fortsetzung

Wir kommen nun zur Frage der Beschreibung linearer Abbildungen:

Satz 3.3.1. Es sei V. = ((U1,...,0,)), und es seien Wi, ...,w, € V' beliebige Vektoren. Dann gibt
es genau eine lineare Abbildung ¢ € L(V, V') mit p(v;) = w; firj=1...n.

Also ist eine lineare Abbildung schon vollig festgelegt, wenn ihre Werte auf einer Basis von V bekannt
sind. Andererseits konnen diese Werte beliebig vorgeschrieben werden.

Beweis. i) Existenz:
Zu v € V existieren eindeutig bestimmte A1,..., A, € K mit ¢ = M0} + -+ + A\,U,. Die
Abbildung ¢ wird dann durch ¢(¥) = My + - - - + A\, definiert. Es bleibt zu zeigen, dass ¢

linear ist. Dazu seien
n
v:E Aj¥;  und w:E W
=1

aus V beliebig und «, 8 € K. Dann ist

n

plati+B0) = oD (aXj+Bu)d; | =D (akj+ Buy)d;

J=1 J=1

= ) N+ B iy = ap() + Be(ib).
j=1 j=1

3

ii) Eindeutigkeit:
Es sei ¢ € L(V, V') mit ¢(0;) = w; fiir j = 1...n. Fir jedes ¥ = \9 + ... + A\, muss dann

Y(0) = MY(U1) + ... + M(U) = MWy + -+ - + AWy, = (0)

gelten, also ¥ = .
O

Definition 3.3.1. Die durch die Zuordnung a; — l;j nach dem Satz eindeutig festgelegte lineare
Abbildung ¢ € L(V, V") heift lineare Fortsetzung dieser Zuordnung.

Satz 3.3.2. Es seien V und V' endlichdimensionale Vektorrdume iiber K. Dann gilt
VeV edimV =dimV'

Insbesondere ist also jeder n-dimensionale VR diber K isomorph zum Standardraum K".

Beweis. 7="":
Dies folgt aus Satz 3.2.3.
7 <:77:

Es sei dimV =dim V' =n € N.

Fiir n = 0 ist die Aussage trivial, andernfalls ist V = ((¢,...,9,)) und V' = ({1, ..., &, )). Wir
definieren ¢ € L(V,V’) als die lineare Fortsetzung der Zuordnung v; — j; fiir j = 1...n und miissen
nur noch die Bijektivitdt von ¢ zeigen. Ist @ = M\ + ... 4+ A\, € V' beliebig, so ist @ = () fiir
U= M0+ ...+ M\, € V nach Definition von ¢. Nach Satz 3.2.6(ii) ist ¢ auch injektiv, und damit
ein Isomorphismus. O
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Satz 3.3.3. Es seien ¢ € L(V, V') und » € L(V', V"), also ¢ o p € L(V,V"). Dann gilt

rg(¢) +rg(y) — dim V' < rg(yh o @) < min{rg(), rg()}.

Beweis. Die rechte Ungleichung folgt aus

dim p(V) = rg(p)
dim (V') = rg(¢))

Fiir die linke Ungleichung betrachten wir die Abbildung ¢* = [y, die Beschrinkung von ¢ auf
den Unterraum ¢(V), also ¢*: (V) — V”. Dann gilt

rg(pop) = dimi(p(V)) = dim (V) = rg(y”)
= dimp(V) — def(y) > dimp(V) — def(th) = rg(p) — (dim V' — rg(1)))

nach Satz 3.2.5. ]

rg(1 0 ) = dim (Bild( 0 ) = dim(b((V))) < {

3.4 Isomorphismen

In der Mathematik, vor allem dem Teilgebiet der Algebra, hat man oft folgende Situation vorliegen:
Es sind zwei Mengen G und G2 gegeben, auf denen durch eine (oder mehrere) Verkniipfungen diesel-
be algebraische Struktur (z.B. Gruppe, Ring, Kérper oder Vektorraum) gegeben ist. Die Beziehungen
zwischen den Elementen in G, die durch die Verkniipfungen gegeben sind, sind dieselben, wie die
zwischen den Elementen von Ga (Relationstreue).

Man erhilt also die Elemente von G3 durch Namensénderung aus den Elementen von Gj. In diesem
Fall sagt man, dass G1 und Gs isomorph sind. Die Abbildung, die die Namensénderung beschreibt,
heilt Isomorphismus.

Wir haben schon das Beispiel des Vektorraum- Isomorphismus kennengelernt:

Nach Satz 3.3.2 ist jeder Vektorraum V mit dim V = n zum K™ isomorph.

Fiir eine feste Basis {01, ...,7,} ist dieser Isomorphismus ¢ durch
gO(Al'Ul + ...+ )\nﬁn) = ()\1, e /\n>

gegeben. Durch ¢ wird also der Vektor ¢ = A9} + ... + A0, in (Aq,..., A,) umbenannt.

Es ergibt sich folgendes Bild:

alte Namen: 0 = A0, + ... + AU, W= 101 + ... + p¥n, 0+ 0 = (A + p1)01 + ... + (An + fin)0n
do

neue Namen: ¢(¥) = (A1,..., An),@ (W) = (p1, .. pin), p(T+W) = (A14p1, .-+, Antiin) = ©(0)+ (W)

Wir geben nun die Definition des Isomorphismus fiir die Strukturen Gruppe und Ring.

Definition 3.4.1. Zwei Gruppen (G, o) und (G, A) heiflen isomorph, wenn eine bijektive Abbildung
¢: G— G mit p(aob) = p(a)Ap(b) fiir alle a,b € G existiert.
Dieses ¢ heifit (Gruppen-) isomorphismus.
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Beispiel 3.4.1. Es sei Fo = {0, 1} der Korper mit zwei Elementen und (G, +) = (F3, +).
Es ist also G = {(0,0), (0,1),(1,0),(1,1)} mit der Verkniipfungstafel

+ (0,00 (0,1) (1,00 (1,1)
(0,0) | (0,00 (0,1) (1,0) (1,1)
(0,1) | (0,1) (0,0) (1,1) (1,0) (%)
(1,0) | (1,0) (1,1) (0,0) (0,1)
(1,1) | (1,1) (1,0) (0,1) (0,0)

Nun sei (G, 0) die Gruppe bestehend aus den vier Permutationen id, IIy, Ils, IT3 von {1,2, 3,4} mit
der Komposition als Verkniipfung:

. 123 4 123 4 123 4 123 4
Zd_<1234>’ H1_<2143>’ H2_<3412>’ H3_<4321>

mit der Verkniipfungstafel

o |id I I I
id | id II; IIp II3
H1 H1 id Hg Hg (**)
I, | II, IIs id 1Ly
I3 | I3 II, II; id

Es sei ¢: G — G’ durch

90((07 O)) = ud, @((07 1)) =11, 90((1’0)) = Iy, 90((17 1)) = II3,

gegeben. Fiihrt man die Namensédnderung x — ¢(x) durch, so geht die Verkniipfungstafel (x) in
die Verkniipfungstafel (xx) iiber. Es ist also ¢ ein Isomorphismus von (G, +) auf (G’, o). Die beiden
Gruppen sind isomorph.

Gruppen- und Ringisomorphismen haben nun Eigenschaften, die den schon besprochenen Vektorrau-
misomorphismen entsprechen. Wir beschrinken uns bei der Diskussion auf Gruppenisomorphismen.

Satz 3.4.1. Es seien (G,0) bzw. (G, A) Gruppen mit Einselementen e bzw. €. Weiter sei ¢ : G — G’
ein Gruppenisomorphismus.
Dann gilt:

i) ple) =¢
i) pla™t) = @(a)™! fir alle a € G
iii) Die Umkehrabbildung ¢~': G' — G ist ebenfalls ein Gruppenisomorphismus.
Beweis. 1) Fiir a € G gilt: p(a) = p(aoe) = p(a)Ap(e) = ¢(e) =€
ii) Fiir a € G gilt: ¢’ = ¢(e) = plaoa™t) = p(a)Ap(a™t) = pla™t) = p(a)™?

iii) Offenbar ist ¢ bijektiv. Es bleibt die Relationstreue zu zeigen: es seien a’, b’ € G'. Dann gibt es
a,b € G mit p(a) = a’ und p(b) =V'. Es ist

o (' AV) = o7 (p(a)Ap(b)) = ¢ (p(aob)) =aob=p ' (d) o ().
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3.5 Lineare Abbildungen und Matrizen

Es sei K ein Korper.

Definition 3.5.1. Unter einer Matrix vom Typ (m,n) mit m,n € N (oder einer m x n-Matrix) iiber
einem Korper K versteht man ein rechteckiges Schema der Gestalt

ayy A1n

A=

am1 - OGmn

mit a;; € K fir 1 <7 <m und 1 < j < n. Die Eintrége a;; heilen Komponenten oder Koeffizienten
der Matrix. Den Vektor @; = (aj1,...,a;,n) € K™ fir 1 < ¢ < m bezeichnet man als den i-ten
Zeilenvektor (oder kurz die i-te Zeile) von A, den Vektor 5} = (a1j,...,am;) € K™ fir 1 < j <nals
den j-ten Spaltenvektor (oder kurz die j-te Spalte) von A. Wir schreiben Ej oft in Spaltenschreibweise

alj
bj = :
amj
Man schreibt dann auch kurz
ax
A= = (bl,...,bn) = (aij)lgigm'
o 1<i<n
Am

Die Menge aller Matrizen vom Typ (m,n) bezeichnet man mit K(mn) oder K™*". Die Gerade in A4,
auf der die Elemente a1, ...,a, mit 7 = min(m,n) stehen, nennt man die Hauptdiagonale von A.

Durch Spiegelung an der Hauptdiagonalen erhélt man aus A die Matrix A", die Transponierte von
A. Sie hat die Gestalt

air o Gml
a12 DTS a 2

AT = " e g,
Aln " OAmn

Die Zeilen von A werden also die Spalten von A7, und die Spalten von A werden die Zeilen von A7,
also

A= (ap)1<k<m < AT = (i) 1<k<n
<I<n 151<m

mit by = ay.

Matrizen desselben Typs iiber K kénnen komponentenweise addiert und mit Skalaren aus K multi-
pliziert werden:

Definition 3.5.2. Es seien A, B € K(™") mit

air - Qi bin -+ bin
A= : : , und B =

am1 - OGmn b1 -+ bmn
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Dann versteht man unter der Summe von A und B die Matrix

a1 +bnn - arp +bin
A+ B= :
Am1 +bm1i - Qmn + bmn
Ist A € K, so setzt man
Aaip - Aarg
AN =
Aaml * ANamn

Man schreibt (—1) - A = —A.

Beispiel 3.5.1. Es sei K = R und

3 -1 5 7 2 0 -4 -3
A=[2 1 4 3 sowie B=[1-2 -1 0 -5
0 -8 2 6 1 8 1 4
Dann ist
5 -1 1 4 9 -3 15 21
A+B=|0 0 4 -2 und 34=|6 3 12 9
1 0 3 10 0 —24 6 18

Definition 3.5.3. Die Matrix vom Typ (m, n), deren sdmtliche Komponenten gleich null sind, nennt
man die Nullmatrix
0 --- 0
0=0mm =

Man zeigt leicht

Satz 3.5.1. Der K("™") bildet bzgl. der Matrizenaddition und Skalarmultiplikation mit der Nullmatriz

als Nullelement einen Vektorraum iber K mit Dimension dim K" = m . n.

Beweis. Ubungen O

Von grofier Bedeutung ist auch das Produkt von Matrizen A und B. Im allgemeinen Fall sind hier
jedoch A und B von verschiedenem Typ.

Definition 3.5.4. Sind

A= (aij)lgigm c K(m,n) und B = (bkl)lgkgn S K(n,r)

1<5<n 1<i<r
so versteht man unter dem Produkt C = AB die Matrix

n
C = (Cil)lgigm S K(m,r) mit ¢; = Zaijbjl

<i<r i

und 1 <i<msowiel <[ <r.
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Bemerkung 3.5.1. Das Element in der i-ten Zeile und der I-ten Spalte der Produktmatrix C
wird also erhalten, indem die Elemente der i-ten Zeile von A und der I-ten Spalte von B paarweise
multipliziert und die Produkte addiert werden:

I-te Spalte

C = — A = | i-te Zeile ,B-( )7

Damit das Produkt zweier Matrizen A und B definiert ist, muss die Anzahl der Spalten von A mit
der Anzahl der Zeilen B iibereinstimmen. Die Produktmatrix C' = AB hat dann dieselbe Anzahl
Zeilen wie A, und die dieselbe Anzahl Spalten wie B.

Beispiel 3.5.2. Es sei K =R und

2 3 -1 5 :1)) _01
A=10 -2 1 1 undB:25
3 7 4 2 1 6
Dann ist das Produkt
14 23
A-B=1|-3 11
34 29

Der Grund fiir die komplizierte Definition der Multiplikation von Matrizen wird klar, wenn wir
Matrizen in Zusammenhang mit linearen Abbildungen bringen.

Definition 3.5.5. Es sei dimV = n < oo sowie dim V' = m < oo, B = {51, .. ,l;n} eine Basis von
V sowie B = {b},...,0],} eine Basis von V'. Ferner sei ¢ € L(V,V'). Wegen ¢(b;) € V' gibt es
eindeutig bestimmte ay; € K mit

m
go(bl) = allb/l + ...+ Oémlb;n = Zaklb;g (*)
k=1
mit [ =1,...,n.

Es sei M(p; B',B) = (ag;) mit 1 < k < m und 1 <[ < n. Dabei heiit M(p; B, B) die der Abbildung
¢ bzgl. der Basen B und B’ zugeordnete Matrix (auch Darstellungsmatrix von ¢ bzgl. B und B’).

Ein erster Zusammenhang mit der Matrixmultiplikation ergibt sich durch
Satz 3.5.2. Mit den obigen Bezeichnungen sei
T=Mbi+...4 b €V und (@) =Nty +...+ X, b, eV

Dann gilt
N A1
L =M@BLB) | | (%)
N A
Definition 3.5.6. Wir nennen Ay, ..., \, die Koordinaten von ¢ bzgl. B (entsprechend sind A}, ..., A,
die Koordinaten von (%) bzgl. B').
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Beweis. (Beweis von Satz 3.5.2)
Es ist

also

fiir k= 1,...,m, d.h.

N antAdr + o0 4+ aipA, alp ot Qi A1
)‘;n amiAl + o+ agn g Am1  Qmn An

O]

Bemerkung 3.5.2. Die Matrix M(p; B, B) lésst sich folgendermafen einfach in Worten beschreiben:
Nach (%) besteht die I-te Spalte von M(p;B’,B) aus den Koordinaten des Bilds ¢(b;) des I-ten
Basisvektors.

Wir betrachten jetzt die Matrizen, die einigen der im letzten Paragraphen als Beispiele aufgefiihrten
linearen Abbildungen zugeordnet sind, sowie ein paar andere Beispiele.

Beispiel 3.5.3. Sei dimV = n und dim V' = m sowie ¢g: V — V' der triviale Homomorphismus.
Dann ist bzgl. beliebiger Basen B und B’ von V und V' stets M(go; B/, B) = 00" die Nullmatrix.

Beispiel 3.5.4. Es sei ¢: V — V mit (@) = Ad fiir festes A € K und B = {by,. sy by} irgendeine
Basis von V. Die [-te Spalte von M (¢p; B, B) besteht dann aus den Koordinaten ¢(b;) = Ab; bzgl. B,
also

A
M(p;B,B) =
A

Beispiel 3.5.5. Es sei V = R? und ¢: V — V mit o(z,y) = (\z,uy) die Eulerabbildung. Es
sei B = {€1,é>} mit &1 = (1,0) und & = (0,1) die Standardbasis. Dann gilt ¢(€1) = Aé; sowie

©(€2) = peés, also
A0
M(p;B,B) = (0 ,U> )

Die Darstellungsmatrix héngt im allgemeinen von der Wahl der Basen ab. Ist etwa B = {61, 52} mit
by = (1,1) und be = (1, —1), so ist

- - A—

eb) = () ="FE5 + 5555 wd
- A — - +
p(b2) = (A, —p)= 2Mb1+ 2”62

und damit

Eine der wichtigen Aufgaben der linearen Algebra ist es, zu einer gegebenen Abbildung ¢ Basen zu
finden, bzgl. denen die Darstellungsmatrix besonders einfach wird.
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Beispiel 3.5.6. Sei V = R3 mit der Standardbasis B = {é}, &2, €3} versehen, und ¢ € L(V,V) die
lineare Abbildung mit bzgl. B zugeordneter Matrix

-3 -2 —4
M(p;B,B)=1-3 0 -3
8 4 9

Wir betrachten die neue Basis B = {b;, b, b3} mit

1 2 —1
b1 = 0 s b2 = 3 und bg = —1
—1 —4 2
Es ist
1 1 2 4
Mg:B,B)[ 0 |=| 0 |, MyBB| 3 |=| 6
—1 —1 —4 —8
und

also kurz o(b1) = b1, ¢(by) = 2by und ¢(b3) =
Diagonalmatrix

o 100
M(p:B,B)=10 2 0
00

w

als Darstellungsmatrix. Die Abbildung ¢ Streckt daher den R? in den Richtungen von bl, by und b3
um die Faktoren 1, 2 und 3. Man nennt dann bl, by und bs die Eigenvektoren von ¢ mit zugehorigen
Eigenwerten 1,2, 3.

Beispiel 3.5.7. Es sei ¢ € L(K™, K) mit

n
o1, . .., xy) = Zajq:j
j=1

eine Linearform und B = {é1,...,¢€,} bzw. B’ = {1} die Standardbasen von K™ bzw. K. Dann ist
(&) =¢(0,...,0,1,0,...,0) = aj,
i-te gtelle
also ist die Darstellungsmatrix die Zeile M(p; B',B) = (a1, ..., ap).

Beispiel 3.5.8. Es sei
V ={p: R = R, p Polynom vom Grad < n}

mit der Basis B={1,z,...,2"} und ¢: V — V mit ¢(p) = p’ die Ableitung. Dann gilt:

e(l) = 0 = 0-14+0-2+---4+0-2" 14027
plx) = 1 = 114024+ ---4+0-2" L1 0.-2"
o?) = 2z = 0-1+2-24+---+0-2""140-2"
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und somit

010 0

002 --- 0
M(piB.B)=|: : | eROFLTED,

000 - n

000 -- 0

Im folgenden soll nun die Analogie zwischen linearen Abbildungen und Matrizen weiter untersucht
werden. Dies geschieht mittels des im letzten Abschnitt entwickelten Begriffs des Isomorphismus.
Jede der betrachteten Strukturen von linearen Abbildungen- die Gruppe von Satz 3.1.4, der Ring
von Satz 3.1.3 und der Vektorraum von Satz 3.1.2- ist isomorph zu einer entsprechenden Struktur
von Matrizen.

Satz 3.5.3. Es sei dimV = n und dim V' = m. Dann gilt L(V, V') = K",
Genauer: Ist B = {by,...,by} eine Basis von V sowie B' = {b,,... b} eine Basis von V', so ist
durch

O(p) = M(¢; B, B)

fir ¢ € L(V, V") ein Isomorphismus
o: L(V, V') — K(mn)
gegeben. Insbesondere ist dim L(V, V') = dim K1) — m . n. Der inverse Isomorphismus

o~ K 5 (v, V)

ist durch
N A1
DA =a, @ADL+ .o Anby) = N 4.+ AN =4
N An

gegeben.

Beweis. Man rechnet leicht nach, dass die Abbildung & linear ist.

Wir zeigen noch die Injektivitdt und Surjektivitat von ®:

Es sei ¢ € Kern(®), d.h. M(g;B,8) = 00", Dann ist nach Satz 3.5.2 ¢(7) = 0/ fiir alle 7 € V,
d.h. ¢ ist der Nullvektor von L(V, V"), also Kern(®) = {0} und ® ist injektiv nach Satz 3.2.4. Weiter
sei A € K(m’”), dann werde @4 wie in diesem Satz definiert: fiir v = )\151 + ...+ /\nl_;n € V sei
oA (D) = N, + ...+ X, b, mit

N, A

: =A- :

A A
Dann ist ¢4 € L(V,V’') und ®(pa) = M(pa;B',B) = A. Gleichzeitig ergibt sich die angegebene
Formel fiir 1. O

Der folgende Satz beschreibt den grundlegenden Zusammenhang zwischen der Komposition von li-
nearen Abbildungen und der Multiplikation von Matrizen:

Satz 3.5.4. Es seien V,V' . V" endlichdimensionale VR mit Basen B,B',B". Fiir ¢ € L(V,V') und
e LV, V") gilt dann:

Mo B",B) = M(y; B",B") - M(p; B, B).
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Beweis. Es sei dimV = n, dimV’ = m und dim V" = p sowie B = {b1,...,b,}, B = {l_))’l,,gﬁn}
und B” = {b,...,b,}. Wir definieren die Matrizen A und B durch

M(@;B B)=A=(ay) , 1<k<m, 1<1<n, ob)=>Y aub, (@=1...m),
k=1

p
M@,B"B)=B=Bu) , 1<k<p 1<1<m, ()= Bub, (k=1...m).
j=1

Dann ist
m m m p P m
(o)) = vlpltr)) =1 (Z Oékl%) =Y o) =Y an > Bibi = (Z ﬁjkakl> by,
k=1 k=1 k=1 =1 =1 \k=1
also
M(pop;B",B) = (Z 5jkakz> =B A.
= g

O

Satz 3.5.5. Fir Matrizen A, B, C ber K gilt, sobald die Ausdriicke definiert sind (d.h. die Spalten-
und Zeilenzahl zueinanderpassen) das Assoziativgesetz:

(A-B)-C=A-(B-C).

Beweis. Es sei A e K™ B e K0 ynd C € K% fiir m,n,r, s € N. Es sei B; die Standardbasis
von K. Nach Satz 3.5.3 gibt es lineare Abbildungen ¢: K™ — K", ¢: K" — K" und 0: K" — K*
mit M(p; By, Bn) = A, M(Y; By, B,) = B und M(o; B, B,) = C.

Nach Satz 3.5.4ist (A-B)-C = M((¢otp)oo;Bs, By,) und A-(B-C) = M(po(¢oo); Bs, By,). Wegen
der offensichtlichen Assoziativitét der Komposition von Abbildungen ist (po1)oo = po(1poo) und
daher auch (A-B)-C=A-(B-C). O

Satz 3.5.6. Es seien A, B,C Matrizen tiber K. Es gelten die Distributivgesetze
A-(B+C)=A-B+A-Cund (B+C)-A=B-A+C-A,

sobald die Ausdriicke definiert sind.
Beweis. Durch Nachrechnen. O

Die Satze 3.5.5 und 3.5.6 beinhalten die Verkniipfungsgesetze, die in einem Ring erfiillt sein miissen.
Die Abgeschlossenheit kann erreicht werden, wenn man sich auf Matrizen vom Typ (n,n) mit n € N,
sogenannte quadratische Matrizen, beschrinkt.

Wir erhalten einen zu (L(V, V), +, o) aus Satz 3.1.3 isomorphen Ring von Matrizen, wobei dimV' =n
ist. Dabei hat (L(V,V),+,0) die Identitdt als Einselement. Die zur Identitdt gehtrende Matrix ist
die Einheitsmatrix F,,.

Definition 3.5.7. Es sei n € N. Die Matrix E,, = (;;) vom Typ (n,n) mit 1 < ¢,j < n mit dem
Kroneckersymbol
1, falls 1=
8ij = { J

0, falls i#j

heifit Einheitsmatrix vom Typ (n,n).
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Satz 3.5.7. Es sei dimV = n und B eine Basis von V. Die bijektive Abbildung
O L(V,V) = K™ o — M(p;B,B)
ist ein Ringisomorphismus, d.h. es gilt
Do+ ¢) =2(p) + 2(¥) und (pop) =0(p)- 2(¢).

Die Ringe (L(V,V),+,0) bzw. (K™™ 4+ .) sind isomorphe Ringe mit Einselementen id bzw. mit
®(id) = E,.

Nachdem wir somit Vektorrdume bzw. Ringe von Matrizen gefunden haben, die zu den entsprechen-
den Vektorrdumen bzw. Ringen von linearen Abbildungen isomorph sind, suchen wir nun noch die
Gruppe der Matrizen, die zu der linearen Gruppe GL(V') der Automorphismen von V' aus Satz 3.1.4
isomorph sind.

Dazu miissen die Matrizen charakterisiert werden, die zu Automorphismen gehoren. Dies geschieht,
indem wir das Konzept des Ranges einer linearen Abbildung auf Matrizen iibertragen.

Definition 3.5.8. Die Maximalzahl linear unabhingiger Zeilenvektoren von A € K (™™ heifit der
Zeilenrang von A.

Die Maximalzahl linear unabhingiger Spaltenvektoren von A € K(™™ heiBt der Spaltenrang, oder
kurz Rang der Matrix A (Schreibweise: rg(A)).

Satz 3.5.8. Es seien V, V' endlichdimensionale VR mit Basen B,B' und ¢ € L(V,V'). Dann gilt
rg(p) = rg(M(p; B, B)).
Insbesondere hingt der Rang von M(p;B',B) also nicht von der Wahl der Basen B,B’ ab.

Beweis. Essei B={by,...,by} und B' = {b,,..., b, } sowie M(p; B/, B) = A = (o) mit 1 < k < m
bzw. 1 <[ <n.Furl=1...nist

pb) = anb,
k=1

d.h. der [-te Spaltenvektor

von A, der Koordinatenvektor von gp(gl) bzgl. der Basis B'. Wir zeigen fir 1 <[y <lp <... <[, <n
die Aquivalenz

— —

o(by,), .., e(by,) linear unabhéngig < aj,, ..., d, linear unabhingig.. (%)
Es gilt
T T m T
0= Z)\jg)(blj) = Z)\j (Z akljb§€> =4 Zaklj)\j =0«& )\1511 + ...+ Aralr =0,
j=1 j=1 k=1 j=1
fir k=1,...,m und da 5’1, e l_)”m linear unabhéngig sind. Damit ist (%) bewiesen. Es folgt

rg(p) = dime(V) =dim < go(l;l), ol go(gn) >

— Maximalzahl linear unabhéingiger Vektoren unter den ¢(by), . . ., ¢(by)

—

Maximalzahl linear unabhéngiger Vektoren unter den dy,...,a,

= Spaltenrang von A =rg(A).
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Satz 3.5.9. Fiir Matrizen A € K™ und B € K™P) ¢ilt

rg(A) + rg(B) — n < rg(AB) < minfrg(4), rg(B)}.

Beweis. Wihle Vektorrdume V, V/, V" mit Dimensionen p,n, m und Basen B, B/, B”. Nach Satz 3.3.1
gibt es ¢ € L(V,V') und ¢ € L(V', V") mit M(p;B,B8) = B und M(¢;B",B') = A, also gilt
nach Satz 3.5.4 M(¢ o ¢;B”,B) = A - B. Nach Satz 3.5.8 ist rg(A) = rg(¢), rg(B) = rg(e) und
rg(AB) =rg(1 o p), so dass die Behauptung aus Satz 3.3.3 folgt. O

Definition 3.5.9. Es sei n € N. Die Matrix A € K™ heift regulir, wenn rg(A) = n gilt. Die
Menge aller reguléiren Matrizen von K™ heifit GL(n, K). Andernfalls, also wenn rg(A4) < n gilt,
heifit A singulér.

Satz 3.5.10. Es sei dimV = n, B eine Basis von V und ¢ € L(V,V). Dann ist genau dann
v € GL(V), wenn M(p;B,B) € GL(n, K) ist.

Beweis. Nach Satz 3.2.6 ist ¢ € GL(V) < rg(p) =dim V.
Nach Satz 3.5.8 ist rg(yp) = rg(M(p; B, B)). O

Durch Einschréinkung des Ringisomorphismus ®: L(V;V) — K (n.n)

, p = M(p;B,B) auf GL(V)
erhélt man einen Gruppenisomorphismus ¢: (GL(V),0) — (GL(n, K), -).

Satz 3.5.11. Es sei dimV =n und B eine Basis von V.

Die Abbildung ¥: GL(V) — GL(n, K), ¢ — M(p; B, B) ist ein Gruppenisomorphismus.

Die Gruppen (GL(V),0) bzw. (GL(n, K),-) sind isomorphe Gruppen mit Einselementen id bzw. mit
U(id) = E,.

Beweis. Zum Nachweis der Relationstreue von W und der Gruppeneigenschaft von GL(n, K) beniitzen
wir den Ringisomorphismus ® von Satz 3.5.7, dessen Einschrinkung auf GL(V') gerade W ist.

1. Die Relationstreue ¥U(p o)) = ¥(yp) o ¥(¢)) gilt, da sie fiir ¢ gilt.
Fiir A, B € GL(n, K) sind nach Satz 3.5.10 ¢ := ®~!(A) € GL(V) und ¢ := ®~1(B) € GL(V).

2. Abgeschlossenheit von GL(n, K) bzgl. der Multiplikation:
Wegen der Gruppeneigenschaft von GL(V') nach Satz 3.1.4 ist ¢ o ¢ € GL(V), und damit gilt
wiederum nach Satz 3.5.10, dass A- B = ®(p o) € GL(n, K) gilt.

3. Neutrales Element F,:
Nach Satz 3.5.7 ist E,, das Einslement des Rings K (™™ . Also gilt fiir alle A € K™ und damit
erst recht fiir alle A € GL(V), dass A- E, = E, - A = A gilt.

4. Existenz des Inversen:
Wegen der Gruppeneigenschaft von GL(V) existiert das Inverse ¢! € GL(V) von ¢, d.h. es
ist pop™!l = lop=1id.
Dann ist

Ey, =®(id) = ®(p) - ®(¢ ) =@(p") (o) = A- (™) =B(p7 1) - A.

Also ist ®(p~1) = A7L.
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Definition 3.5.10. Eine quadratische Matrix A € K™ heiBt invertierbar, wenn es eine Matrix
B e K™ mit B- A= E, oder A-B = E,, gibt.

Satz 3.5.12. Eine Matriz A € K" ist genau dann invertierbar, wenn A regulir ist. Dann besitzt
A genau ein Inverses A~ mit A- A~V = A1 . A= E,,. Die Matriz A~ ist auch das einzige Links-
und das einzige Rechtsinverse von A.

Beweis. 7<":

Es sei A regulir. Die Aussage folgt aus der Gruppeneigenschaft von GL(n, K).
="

Es sei A invertierbar. Es existiere B € K(™™ mit B- A = FE,,. Nach Satz 3.5.9 ist

n = rg(E,) = rg(B - A) < min{rg(A), rg(B)}.

Also ist rg(A) = rg(B) = n und damit A, B, € GL(n,K) und B = A~L.
Entsprechendes gilt, falls A- B = E, fiir B € K™"), O

Satz 3.5.13. Fiir eine beliebige (nicht notwendigerweise quadratische) Matriz A gilt A- E, = A und
E, - A=A, falls diese Produkte definiert sind.

Beweis. Durch Nachrechnen. O

3.6 Berechnung des Rangs einer Matrix

Die Berechnung des Rangs und der Inversen einer Matrix beruht auf elementaren Matrixtransforma-
tionen. Diese bestehen aus elementaren Zeilenumformungen und elementaren Spaltenumformungen.
Die elementaren Zeilenumformungen sind uns schon in Abschnitt 1.4 bei der Losung linearer Glei-
chungssysteme mittels des Gaufischen Algorithmus begegnet. Die Schritte des Gaufischen Algorith-
mus bestehen aus den elementaren Zeilenumformungen und einer der elementaren Spaltenumformun-
gen, ndmlich der Vertauschung zweier Spalten.

Definition 3.6.1. Als elementare Umformungen einer Matrix A € K (™™ bezeichnet man:

e Elementare Zeilenumformungen:

1. Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A #£ 0 aus K,
2. Addition einer mit A € K multiplizierten Zeile zu einer anderen Zeile,

3. Vertauschung zweier Zeilen.
e Elementare Spaltenumformungen:

1’. Multiplikation einer Spalte mit einem Skalar A # 0 aus K,
2’. Addition einer mit A € K multiplizierten Spalte zu einer anderen Spalte,

3’. Vertauschung zweier Spalten.
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Satz 3.6.1. Durch elementare Umformungen lisst sich jede Matrizx A = (a;;) € K1) in eine
(M)
Matrixz Dy der Form

1

1, fallsi=j<r
0 sonst

Dmn) — | 1 = (cij)  mit Cij:{

iberfihren.

Beweis. Wie in Abschnitt 1.4 zeigt man, dass A durch elementare Zeilenumformungen und moglicherweise
Vertauschungen von Spalten in die Form

1
1 Alr+1 - Qlgn
0 ' 1 Qpril .. Qpp
0
0 0

gebracht werden kann.Der einzige Unterschied besteht darin, dass die Elemente jetzt dem Korper K,
nicht mehr notwendigerweise dem Korper R angehoren. Die Teilmatrix

Alr+l ... Qln

Orr+1 ... Qpp

kann dann durch Addition von passenden Vielfachen der ersten r Spalten in die Matrix 0-"—")

umgeformt werden. O

Satz 3.6.2. Elementare Umformungen verdndern weder den Zeilen- noch den Spaltenrang einer
Matriz.

Beweis. Wegen der Analogie zwischen Zeilen und Spalten geniigt es zu zeigen, dass elementare Zeile-
numformungen weder den Zeilen- noch den Spaltenrang einer Matrix verdndern. Wir beschréanken uns
auf die Operation 2, der Beweis fiir die anderen Operationen verlduft analog. Wir addieren O.B.d.A.
ein Vielfaches der ersten auf die zweite Zeile:

ai ai
. C_Lj2 2 4 C72+.)\C_i1
i i
Dann gilt (dy,ds,...,dm ) = (d1,d2 + Ad1,...,dp ). Ist ndmlich ¢ = pid; + peds + -+ + wmdm, o

gilt auch
U= (1 — poX)dy + po(de + Aa1) + pusds + - -+ + fmlm.-
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Andererseits gilt fiir @ = v1dy + vo(da + A1) + -+ + Vi@, auch
W= (Vl + )\VQ)C_I:l + vody + - -+ UG-

Also haben A und A’ nicht nur gleichen Zeilenrang, ihre Zeilenvektoren spannen sogar denselben
Unterraum von K" auf. Sind

aii, ail,

- az 1, - a2 1
I, = . Yoty bl,s =

am,h am7lS

beliebige Spaltenvektoren von A, dann sind die entsprechenden Spalten in A’

a1y a1,
= ag, + Aayy, = as, + Aay g,
ll = : R bl,S == .
am7l1 a'mqls

Jede lineare Relation
paby + -+ psby, =0
ist zur entsprechenden Relation

Mlggl + -+ ,U/sﬂgs = 67

dquivalent, die gl sind also genau dann linear unabhéingig, wenn die entsprechenden l;; es sind. Daher
haben A und A’ auch den gleichen Spaltenrang. O

Satz 3.6.3. Fiir jede Matriz A € K(™") gilt:

Zeilenrang von A = Spaltenrang von A = Rang von A.

Es ist rg(A) = r die Anzahl der Einsen aus der Matrix DI™™ aus Satz 3.6.1.

Bemerkung 3.6.1. Die Zahl r hingt also nur von A ab, und nicht davon, mit welcher Serie elemen-

tarer Umformungen die Matrix Dq(am’n) gewonnen wurde.

Beweis von Satz 3.6.3. Nach Satz 3.6.2 hat D,(ﬂm’n) denselben Zeilen- bzw. Spaltenrang wie A. Der

Zeilen- sowie der Spaltenrang von Dﬁm’n) ist aber offensichtlich r. O

3.7 Basiswechsel

Wir untersuchen nun, wie sich die Koordinaten eines Vektors ¢ € V beim Wechsel der Basis des
Vektorraums V' dndern. Auflerdem untersuchen wir die damit eng verwandte Frage, wie sich die zu
einer Abbildung ¢ € L(V,V’) bzgl. der Basen B, B’ gehérende Matrix M(p; B, B) éndert, wenn
die Basen B, B’ durch andere Basen ersetzt werden. Zunichst beweisen wir einen Satz iiber die
Gesamtheit aller Basen eines Vektorraums:

Satz 3.7.1. Es sei B = {by,...,b,} cine Basis von'V und o € L(V,V). Es ist B = {o(b1), ..., ¢(by)}
genau dann eine Basis von V, wenn ¢ ein Automorphismus ist.
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Beweis. Es gilt

B ist eine Basis < ¢(b1), ..., ¢(by) sind linear unabhiingig < rg(p) = n

< ist ein Automorphismus.

Bemerkung 3.7.1. Es besteht also eine umkehrbar eindeutige Entsprechung zwischen

1. den Automorphismen von V,

2. den Basistransformationen von V' und

3. den reguldren (n x n)-Matrizen iiber K.
Satz 3.7.2. Es scien B = {b1,...,by} und B' = {b,,...,b,} Basen von V ound ¢ € GL(V) ein
Automorphismus. Dann gilt M(p; B',B) = M(idy; B, o(B)) mit p(B) = {p(b1),...,¢(bn)}-

Beweis. Die Menge ¢(B) ist nach Satz 3.7.1 eine Basis von V. Beide Matrizen sind gleich (o) mit
1<k<nbzw.1<l<nund

(b)) = idy (p(b)) = Zakl&
k=1
furl=1,...,n. O

Satz 3.7.3. Es seien B = {by,... by} und o(B) = {¢(b1), ..., ¢(by)} Basen von V fiir ¢ € GL(V).
Sind Ay, ..., \p bzw. N}, ..., N, die Koordinaten von U bzgl. B bzw. bzgl. ¢(B), d.h. gilt

T=Mb1 4+ + by bzw. ¥= Aﬁ(p(gl) 4+ A;Lgp(gn),

50 st
M A1
: :M(QD,B,B)_I :
N, An
Beweis. Nach Satz 3.5.2 gilt
A} Al
b = M(dvs(B),B) - | (%)
A An

Nach Satz 3.5.4 ist andererseits
En = M(idv; B, B) = M(idv; B, ¢(B)) - M(idv; ¢(B), B),
also M(idy; p(B), B) = M(idy; B, p(B))~! und daher nach Satz 3.7.2
M(idy;(B), B) = M(; B,B)™".

Daraus und aus (x) folgt die Behauptung. O
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Beispiel 3.7.1. Im Geometrieunterricht begegnet man der Hyperbel in zwei Formen als Kurven. Die
Kurven in der zy-Ebene mit den Gleichungen

(D) 22 —y?> =0 (b>0) (I1) zy = a (a > 0)

werden jeweils als Hyperbeln bezeichnet.

Woher wissen wir, ob durch die Gleichungstypen (I) und (II) kongruente Kurven beschrieben werden?
Die Skizzen legen die Vermutung nahe, dass Kurven vom Typ (II) durch eine Drehung um 45° (im
Gegenuhrzeigersinn) in Kurven des Typs (I) iibergefithrt werden. Zum Beweis dieser Vermutung
drehen wir das zy-Koordinatensystem um 45° in das z'y’-Koordinatensystem und untersuchen die
Gleichung der Kurve zy = a in 2'y’-Koordinaten. Zunéchst leiten wir die Transformationsgleichungen
fiir eine Drehung des Koordinatensystems um einen Winkel 9 im Uhrzeigersinn her.

by

sin

cosY

Die a/-Achse wird vom Vektor by = (cos ¥, sind) bzw. die y'-Achse von by = (—sind, cos ¥) aufge-
spannt. Wihrend die zy-Koordinaten gerade die Koeffizienten @ = (z,y) € R? in der Darstellung
U = (z,y) = z€1 + yés sind, sind die 2’y’-Koordinaten von ¢ die Koeffizienten 2’ und ¢ in der Dar-
stellung 7 = 2/b; + y'by. Die Matrix der Drehung ¢ € L'(R2,R2), die B = (1,&) in B = (b1, by)
tiiberfiihrt, ist

Mgt 5) -

sin? cosd

z\ _ (cos? —sind) x!
y) \sind cos? Y

z = (cos¥)z’ — (sind)y’
y = (sind)z’ + (cos )y’

cos?d —sin 19)

daher ist nach Satz 3.7.3
oder

Fiir ¥ = 7 (=45°) erhalten wir sint = cos? = %, daher ist 2y = a zu 1(2' — ¢/)(2' + ¢) = a oder
x? — y"? = 2a #quivalent. Die Kurve zy = a geht daher aus der Kurve z? — 32> = 2a durch eine
Drehung um 45° hervor. Die Gleichungen (I) und (II) stellen in der Tat kongruente Kurven dar, falls

b = 2a ist.

63



Satz 3.7.4. Es seien dim(V'),dim(V"’) < co und B bzw. B’ Basen von V bzw. V', sowie 9 € GL(V)
bzw. o € GL(V'). Sei X = M(0;B,B) und Y = M(o;B',B"). Dann gilt fiir alle o € L(V,V’):

M(p;0(B'),0B) =Y M(p;B,B) - X.

Beweis. Nach Satz 3.5.4 gilt

M(p;o(B),0(B)) = M(idy o poidy;o(B), o(B))
M(idy o p;0(B'), B) - M(idy; B, o(B))
M(idyr;o(B'),B') - M(p; B, B) - M(idy; B, o(B)).

Nach Satz 3.7.2 folgt
M(idyr;0(B'),B") = M(idy; B ,0(B')) ™' = M(0;B,B") " = Y~

und ebenso

Damit ergibt sich die Behauptung. O

Wir erhalten als Spezialfall

Satz 3.7.5. (Basiswechsel fiir lineare Abbildungen)
FEs sei dim(V') < oo, 0 € GL(V') und B eine Basis von V. Dann gilt fir alle p € L(V,V):

M(p;0(B),0(B)) = X" M(p;B,B) - X
mit X = M(o; B, B).

Beispiel 3.7.2. Im Beispiel 3.5.6 betrachteten wir die lineare Abbildung ¢ € L(R? R?) mit bzgl.
B = {€é1, &, €3} zugeordneter Matrix

-3 -2 —4
M(p;B,B)=-3 0 -=-3].
8 4 9

Wir betrachteten die neue Basis B = {51, b, 53} mit

S
|

~
|OH
—

~
gl
I

|

%WL\D
~
o
B
o,
o>
Y

|

/
o
— =
~_

Es ist B = o(B) mit
Auflerdem war

Satz 3.7.5 sagt uns daher, dass

-3 -2 -4 10
xtf-3 0 -3|]-a=1]0 2
8 4 9 0 0
ist, was man durch Nachrechnen bestétigt.
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Wir haben die Matrix

-3 -2 —4
-3 0 -3
8 4 9

diagonalisiert. Im Kapitel iiber Eigenwerte werden wir das Verfahren zur Diagonalisierung beschrei-
ben.

Ein wichtiger Spezialfall von L(V, V') ist

Definition 3.7.1. Der Dualraum eines K-Vektorraums V ist V* = L(V, K), die ¢ € V* nennt man
Linearformen (im Fall K = R, C auch lineare Funktionale).

Satz 3.7.6. Es sei dim(V) = n < oo, dann ist V* = V. Ist B = {by,...,b,} eine Basis von V, so
gibt es zu jedem @ € V* eindeutig bestimmte aq,...,an € K mit

P(U) = a1Ai + -+ oAy

fiir v = b1+ -+ Auby. Die Abbildung W: V* — K", ¢ — (aq,...,qp) ist ein Isomorphismus.

Beweis. Nach Satz 3.5.3 ist dim(V*) = n -1 = dim(V), also gilt V* = V nach Satz 3.3.2. Bzgl. der
Basis {1} von K ist M(p;{1},B) = (v, ..., a,) € K™ also nach Satz 3.5.2

A1
(V) = (a1, ...,aom) - | ¢ |1
An

fiir @ = AMb1 + - - + Anbyp. Die Linearitit und Bijektivitdt der Abbildung W priift man leicht durch
Nachrechnen. 0
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Kapitel 4

Lineare Gleichungen

4.1 Theorie der Linearen Gleichungen

Das Verfahren des Gaufischen Algorithmus zur Losung von Linearen Gleichungssystemen wurde fiir
den Spezialfall des Korpers R der reellen Zahlen schon in Abschnitt 1.4 behandelt. Es ldsst sich
unmittelbar auf den Fall eines allgemeinen Korpers K iibertragen.

In diesem Kapitel wenden wir uns der theoretischen Beschreibung der Losungsmenge zu. Im folgenden
sei K stets als Koérper vorausgesetzt.

Wir verallgemeinern zunéchst Definition 1.4.1:

Definition 4.1.1. Es sei A = (oj)i<i<m € K(mn) sowie

155<n
: :
- 2
B=1| . |€K™ und ¥=| @ | € K"
! T
B "
Dann heifit
Az =3 (%)
ein lineares Gleichungssystem (LGS) in den Unbestimmten 1, ..., z, und den Koeffizienten o;; € K.

Weiter heifit A die Koeffizientenmatrix und E die rechte Seite des Systems.

Fiigt man zu A als (n 4+ 1)-te Spalte A hinzu, so erhilt man die erweiterte Koeffizientenmatrix
(A|B) € Kmn+D) des LGS (x). Jedes Z € K™, fiir das (x) gilt, heiBt eine Losung des LGS. Gibt es
ein solches ¥, so heift (x) losbar, ansonsten unlésbar. Die Menge aller Losungen heifit Losungsmenge
des Systems.

Ist 5 =0, so heiit das LGS homogen, ansonsten inhomogen. Ein homogenes LGS besitzt immer die

triviale Losung @ = 0.
Es erheben sich folgende Fragen:

1. Unter welchen Bedingungen an A und 3 ist (*) losbar?

2. Wie sieht die Losungsmenge von (%) aus?
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Satz 4.1.1. Es gilt: A7 = B ist genau dann lésbar, wenn rg(A|E) =rg(A) gilt.

Beweis. Das System AX = E ist genau dann l6sbar, wenn der Vektor 5 eine Linearkombination der
Spalten dy,...,d, von A ist und wenn

Fela,...,an) o <61,...,6n,5>:<&’1,...,6n><:>dim<c‘il,...,c7n,§>:dim<61,...,6n>

< Spaltenrang von (A|5) = Spaltenrang von A < rg(A|5) = rg(A)

gilt. O

Die Betrachtung mehrerer rechter Seiten fithrt auf die folgenden Begriffe:

Definition 4.1.2. Ein LGS AZ = § mit A € K™ heifit universell 16sbar, wenn (%) fiir jede rechte
Seite § € K™ losbar ist bzw. heifit eindeutig l6sbar, wenn (x) fiir jede rechte Seite 5 hochstens eine
(eventuell keine) Losung & € K™ besitzt.

Satz 4.1.2. Fin LGS AZ = 5 mit A € K™ st genau dann

i) universell lésbar, wenn rg(A) = m bzw.

ii) eindeutig losbar, wenn rg(A) =n
15t.

Beweis. Betrachte ¢ € L(K"™, K) mit ¢(¥) = AZ. Dann gilt:

AZ = § universell 1osbar < ¢ surjektiv, d.h. o(K") = K™ 5 rg(A) =rg(e) = dim K™ = m.

Ebenso gilt
Az =f eindeutig l16sbar < ¢ injektiv o ?2 A Kern(yp) = {6}

<5 0 = def(¢) = dim K" —rg(p) =n —rg(A) & rg(A) = n.

O]

Satz 4.1.3. Ein LGS AZ = 5 mit A € K" ist genau dann universell und eindeutig lésbar, wenn
m = n = rg(A) ist, d.h. wenn A quadratisch und regulir ist. Fir ein LGS der Form AZ = [ mit
A e KM™" (d.h. Anzahl der Unbekannten entspricht der Anzahl der Gleichungen,) gilt:

Ar = 5 universell losbar < AZ = E eindeutig losbar.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus Satz 4.1.2. O

Satz 4.1.4. Die Losungsmenge H = {Z € K": A% = 0} eines homogenen LGS mit A € K(m™) st
ein Unterraum des K™ der Dimension dim H = n — rg(.A).

Beweis. Es ist H = Kern(y) mit ¢: ¥ — A%, also gilt nach Satz 3.2.5

dim H = n —rg(¢) = n —rg(A).
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Um die Losungsmenge eines inhomogenen LGS beschreiben zu koénnen, verallgemeinern wir den
Begriff der linearen Mannigfaltigkeit von Definition 1.6.8 auf allgemeine Korper:

Definition 4.1.3. Eine Teilmenge M eines Vektorraums V heifit eine lineare Mannigfaltigkeit (oder
auch affiner Unterraum) der Dimension m, wenn sie als

M={ty+u:ueU}
fiir ein festes tih € V' und einem Untervektorraum U von V mit dim U = m geschrieben werden kann.
Satz 4.1.5. Der Vektorraum U ist durch M eindeutig bestimmt, d.h. gilt
M={vy+u:deUy}={t1 +u:ueU},

so ist Uy = Uy. Fiir vy kann jeder Vektor aus M genommen werden.

Beweis. Es sei 1y € Uy. Dann gilt vy + tg = 91 + @1 mit gewissen 1 € M und 4y € U;. Wegen
g =g+ 0 € M ist ¥y = U1 + wh mit W € Uy, also
Uo + Up = U1 + Wy + tUp = U1 + U1 = Up = Uy — W € Uy
und somit Uy C U;. Genauso folgt U; C Uy, also Uy = Uj.
Es sei nun ¢, € M. Dann ist
Ty=0+u (mit @ eU)=M={tg+ua:acU}={t+u:ueU}
O

Beispiel 4.1.1. Den ersten Beispielen sind wir bereits in der Einleitung begegnet:

Die Geraden im R? oder R3, die als {a@ + th: t € R} geschrieben werden koénnen, bzw. die Ebenen
im R3, in der Form {@ + sb + té: s,t € R} mit linear unabhéngigen l;, ¢, sind eindimensionale bzw.
zweidimensionale Mannigfaltigkeiten.

Satz 4.1.6. FEine lineare Mannigfaltigkeit eines Vektorraums V ist genau dann ein Untervektorraum
von V, wenn sie den Nullvektor enthdlt.

Beweis. Wenn M ein Untervektorraum ist, ist klar, dass 0 € M ist. Andererseits gilt fiir 0 € M nach
Satz 4.1.5, dass M = {0+ u: 4 € U} = U ist. O

Satz 4.1.7. Sind M und N lineare Mannigfaltigkeiten von V mit dim N < oo und M C N, so ist
dim M < dim N. Es gilt genau dann dim M = dim N, wenn M = N ist.

Beweis. Es sei 1y € M. Nach Satz 4.1.5 gilt dann M = {0y + u: @ € Up} und N = {tp + @: @ € Uy}
mit gewissen Untervektorrdumen Uy und Uy von V. Es folgt Uy C Uy, und die Restbehauptung folgt
aus Satz 2.4.7. 0

Satz 4.1.8. Ist ¢ € L(V,V') mit dimV,dimV’ < oo, und M eine lineare Mannigfaltigkeit in V,
so ist o(M) = {¢(¥): U € M} eine lineare Mannigfaltigkeit in V'. Ist ¢ ein Isomorphismus, so ist
dim M = dim p(M).

Beweis. Es ist



Wir beschreiben nun die Lésungsmenge eines inhomogenen LGS:

Satz 4.1.9. Ist das LGS

Ai = § ()
mit A € K(m™) ynd E € K™ losbar, so ist die Lisungsmenge eine lineare Mannigfaltigkeit des K™
der Dimension n — rg(A). Man erhdlt alle Lésungen des LGS in der Form & = %y + Tp, wenn Zo
eine beliebige aber feste partikulire (oder spezielle) Lisung des LGS ist, und &y, siamitliche Losungen
des zugehorigen homogenen LGS

—

AT =0 ()

durchliuft. Die Losungsmenge von (x) ist genau dann ein Vektorraum, wenn ﬁ: 0 ist.

Beweis. Es sei ¥ eine Losung von (xx). Dann ist & = Z + & eine Losung von (%), denn es gilt
AT = A(To + p) = ATy + Ay = f+0 = 6.

Jede Losung Z von (x) hat die Form ¥ = &y + Zp,, denn aus AZ = 5 folgt A(Z — @) = 0, also ist
¥ — ¥y =: ¥, eine Losung von (xx). Die Losungsmenge von (x) ist eine lineare Mannigfaltigkeit der
Dimension n—rg(.A), da nach Satz 4.1.4 die Losungsmenge von (*x) ein Unterraum des K™ mit dieser
Dimension ist. Die Losungsmenge von (*) ist nach Satz 4.1.6 genau dann ein Untervektorraum, wenn
# = 0 eine Losung von () ist. Dies ist jedoch dquivalent zu § = A0 = 0. O

Es gilt nun auch die Umkehrung von Satz 4.1.9: Jede lineare Mannigfaltigkeit des K™ ldsst sich als
Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems darstellen. Wir beweisen den etwas allgemeineren

Satz 4.1.10. FEs sei M eine lineare Mannigfaltigkeit des Vektorraums V dber K mit dim M = m
und dimV =n mit 0 < m < n und k =n —m. Es sei L(M) C V* die Menge aller Linearformen,
die auf M konstant sind. Dann ist L(M) ein k-dimensionaler Unterraum von V*. Fir jede Basis
{¢1,... 0K} von L(M) gibt es c1,...,c, € K, so dass

¢1(V) =1
veM & :
o(V) = cx
Dann ist M genau dann ein Untervektorraum von V, wenn ¢y = --- = ¢ = 0 ist.
Beweis. Sei zunéchst U ein m-dimensionaler Untervektorraum von V, und B = {51, .. ,gn} eine

Basis von V. Nach Satz 3.7.6 gibt es zu jedem ¢ € V* eindeutig bestimmte ai,...,a, € K mit
o(U) = a1 A1 + - + apAy, fir ¥ = Aiby + -+ + Apby, € V. Die Abbildung ¥: ¢ — (o, ..., qy) ist
nach Satz 3.7.1 ein Isomorphismus von V* nach K™. Die Vektoren

o= Aubi 4+ -+ Ainbn
vy = Aab1 4+ - 4+ Aonby
ﬁm - )\mlgl + -+ )\mn[;n

mogen eine Basis von U bilden, dann hat die Matrix

A1 A
r— ) .
)\ml o )\mn
den Rang m. Wéren ndmlich die Zeilen von L linear abhéngig, dann wéaren auch 1, ..., ¥, linear

abhéngig, was der Basiseigenschaft widerspricht.
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Es gilt fiir alle v € U

Aior 4+ -+ Ay, = 0
. . . Aotar 4+ -+ Agpay, = 0
p(0) =0 p(t)=...=p(@) =0 ¢ . . (*)
Amior + oo+ Appan = 0
Das System (x) fassen wir nun als LGS mit der Koeffizientenmatrix £ und den Unbekannten oy, . .., ay,

auf. Aufgrund von rg(£) = m bildet nach Satz 4.1.9 die Losungsmenge {(a,...,a,)} von (x)
cinen Unterraum L des K™ der Dimension k = n — m. Die Menge L(U) = ¥~'(L) bildet einen
k-dimensionalen Unterraum von V*. Sei nun M eine m-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit, also
M = {9y +u: @ € U} sowie U ein Unterraum von V mit dim U = m, so folgt

(V) konstant auf M < Vi € U: ¢(0) + @) = ¢(0h) < Yu € U: (i) = 0.
Diese ¢ bilden nun einen k-dimensionalen Unterraum von V*. Es sei nun {1, ..., @i} eine Basis von
L(M) und
pi(V) = ¢ (%)
mit 1 <4 < k und fiir alle ¥ € M. Dazu sei ¥(y;) = (a1, ..., Q) und

Qi1 o Qlp
A =

Qg1 - Okn
Dann ist rg(A) = k. Fiir ¥ = 2161 + - + Tnby ist (%) zu
I C1
ali]=1: (4%)
L, Ck

dquivalent. Nach Satz 4.1.9 ist die Losungsmenge N von (x#x*) eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit
von V mit M C N. Nach Satz 4.1.2 ist M = N. O

Satz 4.1.11. Es sei A € GL(n, K). Man erhilt A=Y, indem man an E, simultan diesselben Zeile-
numformungen vornimmt, die man verwendet, um A (gemdff dem Gaufischen Algorithmus) in E, zu
tiberfihren.

Beweis. Es sei

A= (ag)i<i<n wnd A7 = (yu)i<i<n
1<52n 1<i<n

mit den Spaltenvektoren
Yu
u=1":
Ynl
Die Einheitsmatrix E, werde durch die Zeilenumformungen, die A in E, iiberfithren, in die Matrix

B = (bgn)1<g<n mit den Spaltenvektoren
1<h<n

iiberfiihrt.
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Dann ist £ = ¢; die Losung des LGS AZ = é‘lf, wobei €7, . .
Die Anwendung des Gaufischen Algorithmus fiihrt die n Gleichungssysteme A¥ = é‘lT mit 1 <[ <n

., €y die Standardbasis des K™ bedeutet.

mit den Losungen & = ¢ in die Gleichungssysteme F, ¥ = 5; mit 1 < < n, mit den Lésungen & = gl

iber.

Es folgt 7, = b; und damit B = A~

Beispiel 4.1.2. Wir berechnen die Inverse der Matrix

mit der folgenden Umformungskette:

mit der Inversen

Man rechnet leicht die Probe

nach.

6 2
4 5
7T 2

4

6 2 3
A=|(4 5 —2
72 4
A E
6 2 3| 1 0 0
4 5 2| 0 1 0
702 4| 0 0 1
1 0 -1 1 0 -1
4 5 2| 0 1 0
702 4| 0 0 1
1 0 1] -1 0 1
0 5 6| 4 1 4
0 2 -3| 7 0 -6
1 0 1] -1 0 1
0 1 -10 1 8
0 0 3|27 -2 -22
3 0 3] -3 0 3
0 1 0]-10 1 8
0 0 3|27 -2 -22
3 0 0|24 -2 -19
0 1 0]-10 1 8
0 0 3|27 -2 -22
3 0 0|24 -2 -19
0 3 0]-30 3 24
0 0 3]-27 2 22
1 0 0
0 1 0 A1
0 0 1
24 -2 —19
A'=2.1-30 3 24
27 2 22
24 -2 —19 .
-30 3 24 | =2
—27 2 22 3
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Kapitel 5

Determinanten

5.1 Permutationen

Definition 5.1.1. Eine Permutation o der Menge N = {1,2,...,n} ist eine bijektive Abbildung
o:{1,2,...,n} = {1,2,...,n}. Unter S,, verstehen wir die Gruppe der Permutationen von N mit
der Komposition als Verkniipfung (siehe Beispiel 1.5.8 fiir den Fall n = 3).

Wir schreiben Permutationen in der Form

(1 2 ... n
TN 0@ o)
Eine Permutation 7 € S, welche nur zwei Zahlen i # j vertauscht, also 7(i) = j, 7(j) = ¢ und
7(k) =k fiir k & {4, 5}, heifit Transposition. Wir schreiben sie in der Form 7 = (i j).

Satz 5.1.1. Es ist |\S,| = n!

Beweis. Mit abzihlbarer Kombinatorik lasst sich die Anzahl der Moglichkeiten bestimmen, n Elemen-
te mit Beriicksichtigung der Reihenfolge anzuordnen. Fiir das erste Element gibt es n Moglichkeiten,
fiir das zweite noch n — 1, usw. Fiir das vorletzte verbleiben noch zwei Moglichkeiten, womit das
letzte festgelegt ist. Also gilt

|Spl=n-(n—1)---2-1=nl

O]

Definition 5.1.2. Es sei 0 € S,,. Ein Paar (i,7) mit 1 < i < j < n heifit Fehlstandspaar (oder
Inversion) der Permutation o, falls o(i) > o(j) ist. Die Anzahl der Fehlstandspaare von o heifit
Fehlstandszahl ¢(o). Die Paritiit oder das Signum von ¢ ist durch sgn(o) = (—1)#(?) definiert. Dabei
gilt

o heifit gerade <& sgn(o)= 1 & ¢(o) gerade,
o heit ungerade < sgn(o)=-1 < ¢(o) ungerade.

Beispiel 5.1.1. Es sei 0 € S5 durch
(1 2 3 4 5
T\3 5 1 2 4)

gegeben. Dann hat o die Fehlstandspaare (1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(2,5). Es ist also ¢(¢) = 5 und
sgn(o) = (—1)% = —1, womit ¢ eine ungerade Permutation ist.
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Satz 5.1.2. Fir jedes o € S, gilt:

i) Es kann o als Produkt von Transpositionen geschrieben werden: o0 =71 0+--0 7.

i1) Es ist sgn(o) = (—1)".

iii) Insbesondere gilt sgn(p o o) = sgn(p) - sgn(o) fir alle p,0 € S,,.

Bemerkung 5.1.1. Die Anzahl r ist durch o nicht eindeutig bestimmt. Es ist aufgrund von

_ - 1, falls r gerade ist
sgn(o) = (—1)" = { —1, falls r ungerade ist

aber bestimmt, ob r gerade oder ungerade ist.

Beweis. (Beweis von Satz 5.1.2)

i) Wir zeigen zunéchst:

i)

Ist 0 € S, mit ¢(0) =m und 7 = (o(h),0(h+1)) € S, mit 1 <h <n—1, dann gilt

b(roo) = m — 1, falls (6(h),o(h+ 1)) ein Fehlstandspaar von o ist, (%)
TPYT m+1, falls (o(h),o(h+ 1)) kein Fehlstandspaar von o ist.

Dazu vergleichen wir die Fehlstandspaare der Permutationen

= (ot oy o)

- TOU_<1 e h—1 h o h4+1 -- n>
0 = “\o(1) - ath=1) o(h+1) a(h) - o(n))"

Ist i ¢ {h,h + 1}, so ist (i,h) genau dann ein Fehlstandspaar von o, wenn (i,h + 1) ein
Fehlstandspaar von p ist. Ebenso ist (i, h) genau dann ein Fehlstandspaar von o, wenn (i, h+ 1)
ein Fehlstandspaar von o ist. Unter den Paaren (i, j) # (h,h+1) haben p und o daher dieselbe
Anzahl von Fehlstandspaaren. Ist (h,h + 1) ein Fehlstandspaar von o, so ist es keines von g.
Ist (h,h + 1) kein Fehlstandspaar von o, so ist eines von p. Damit ist (x) gezeigt.

Wir fithren nun den Beweis von (i) durch Induktion nach der Zahl m der Fehlstandspaare. Ist
¢(0) =0, so muss 01 < 09 < ... < o(n) sein, also

. 1 2 -+ n
oc=1d= <1 9 ... n>
Die Identitat kann als leeres Produkt von Transpositionen geschrieben werden, oder auch als
id=(1,2) 0 (1,2).
Nun sei die Behauptung (i) schon fiir die Fehlstandszahl m — 1 bewiesen.
Es sei 0 € S, mit ¢(o) = m mit einem Fehlstandspaar (h,h + 1) sowie 7 = (a(h),o(h + 1)).

Wegen () ist dann ¢(o o 7) = m — 1. Nach Induktionsannahme ist Too =707 0...07; =
fiir gewisse Transpositionen 7; und somit wegen 7 o 7 = id

O=TO0QP=TOT10...0Tg.

Sei 7 = (i,7) € S, mit ¢ < j. Die Vertauschung von ¢ und j kann folgendermaflen erreicht
werden: Durch (j —1) Vertauschungen benachbarter Elemente wird i an die j-te Stelle, und j an
die (5 —1)-te Stelle gebracht. Danach wird j durch (j —i —1) Vertauschungen mit benachbarten
Elementen an die i-te Stelle gebracht.
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Skizze:

1 2 ««+ 4 v §j - m “+1 1 2 i i+1 - j -+ n
1 2 -+« 4 -+ j o 1 2 i1 i e oo m
(z+12+2 1 2 vt 1+1 142 J n
1 2 t+1 i+2 7 J n
N 1 2 i i+1 - j—1 3 n
1 2 t+1 142 - ] J n
(J— 1] 1 2 1 1+1 .- j—l ] n
1 2 t+1 ¢+2 --- J 1 n
1 2 j—2 5—-1 53 -+ n
1 2 j j-1 4 -+ n
1 92 j o n
- <1 2 j i e n)

Wir haben also die Produktdarstellung
T=(i,i+1)o---0(j—1,7—2)o(j—1,j)o...0o(i+1,i+2)o (i,i+ 1),

ein Produkt von 2(j — i) — 1 Transpositionen der Form (o(h),o(h + 1)), also einer ungeraden
Anzahl solcher Transpositionen. Sei nun ¢ = 74 o --- o 7,.. Jedes 7; schreiben wir, wie eben
skizziert, als Produkt einer ungeraden Anzahl von Transpositionen der Form (o(h),o(h + 1)).
Dies fiihrt zu einer Produktdarstellung o = 7y 0- - -0y, wobei jedes 7; von der Form (o (h), o (h+
1)) ist. s ist gerade falls r gerade ist, bzw. ungerade falls r ungerade ist. Nach () unterscheiden
sich ¢(p) und ¢(7 o p) um +1. Daher ist ¢(o) gerade, falls s und somit r gerade ist, und
andernfalls ungerade. Daraus folgt (ii).

ili) Seic =11 0---0o7. und p = vy 0 --- o v, mit Transpositionen 7;, ;. Dann ist
g0pP=T10...0Tp0V]0...0Us.

Nach (ii) gilt dann sgn(o) = (=1)", sgn(e) = (—1)° sowie sgn(o o p) = (—1)""% woraus die
Behauptung sgn(o o o) = sgn(o) - sgn(p) folgt.

5.2 Determinantenfunktionen

Eine Motivation fiir die Einfiihrung einer Determinantenfunktion liegt im Wunsch, das Volumen eines
von n Vektoren dy,...,d, des R™ aufgespannten Parallelepipeds zu definieren. Wir beschrinken
uns bei der Illustration der Einfachheit halber auf den Fall n = 2, also den Flécheninhalt eines
Parallelogramms. Es sei |f (@1, d2)| die Fliche des von @;,d2 € R? aufgespannten Parallelogramms.
Dann gilt offenbar

(H) Homogenitét: f(Ady,d2) = f(dy, Ad2) = Af(d1, ds) fiir alle A € R.

(S) Scherungsinvarianz: f(d, + da,d2) = f(di,d1 + d2) = f(d1,d2).
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Skizze:

a2 Skalierung az
—
ax Ad;
7 ay + ds
a2z Scherung
—
ax a

Wir verallgemeinern diese Eigenschaften nun auf beliebige Abbildungen f: V™ — K, wobei V ein
n-dimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K und V" =V x V x ... x V ist.

Definition 5.2.1. Eine Abbildung f: V" — K heifit homogen, falls fiir alle dy,...,a, € V und
1=1,...,n
fl@y,...,08—1, A@j, Qig1, ... dn) = ANf(A1y. .0, iy e ey lp)

gilt. Die Abbildung f heifit scherungsinvariant, falls fiir alle ¢, k mit ¢ # k und alle ay,...,d, € V

f(a:l,---76:7:_176:1'+ak,6i+17---76n>:f(a/17---7ai,---,arn)
gilt.
Im folgenden sei V' ein K-Vektorraum.

Satz 5.2.1. Es sei dimV =n und f: V" — K eine homogene und scherungsinvariante Abbildung.
Dann gilt:

i) f(@1, ..., 8i—1,0,@i41,...,an) = 0.
it) Fir alle i # k und alle A € K ist f(dy,...,d; + Ak, ...,0dn) = f(@1,...,djy...,0n).
iii) Sind @, . ..,d, linear abhdngig, so ist f(dy,...,d,) = 0.

iv) Die Abbildung f ist in jedem Argument additiv, d.h. fir alle i gilt
F(@1y i+ by din) = (@1 @iy @n) 4 F(@1 - bis e )
v) Die Abbildung f ist in jedem Argumentpaar alternierend, d.h. fir alle i # j ist
f@r, .. @iy @y ) = —f(A1, ... Ay Ty ey Tn).

Beweis. i) Wegen der Homogenitit gilt
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ii) Es sei ohne Einschrankung A # 0. Dann gilt

F@1, .y . d@n) & N, @iy A, )
5 N (@@, @+ ATy AT )
= Alyevos @i+ AAjy ooy iy Ap).
(1) f( 1 ( J J n)
iii) Sind @, ..., d, linear abhingig, so ist M@y —+ -+ Ay, = 0 fiir A,y ..., Ay € K, und mindestens
ein A; nicht null; ohne Einschriankung sei dies Ay # 0. Dann erhélt man
Aflay,...,@n) = f(Mdy,...,dn)

(H)
f(\dr + Aada, da, ..., dy)

(ii)

(:) f()\lc_h+"’+An6n7627‘--76n) = f(6762776n)20

und somit f(dy,...,d,) =0.

iv) Wir unterscheiden hier drei Fille:

® dy,...,d, sind linear unbhéngig:
Dann ist {d,...,dy,} eine Basis von V|, also b; = \id; + - - - + A\p@, mit \; € K. Es folgt
f(al,...,ai+bi,...,an) = f(al,...,ai+A161+'--—i—)\iﬁi—l-"-—i-)\nc_in,...,(_l’n)
11
(ﬁ) (L+ X)) f(a1y..yiyeenydp)
= f(c_il7 7611"'7an)+)\if(ala 76:17 7an)
(E) f(c_ila 761a"'76n)+f(51>" 7>\Z(_ilv aa:n)
= f(di,...,d,...,0n)
(i)
+f(61,...,)\161+---+)\ic?i+---+)\n6n,...,dn)
= f((_ila7alaa6n)+f(ala7blavan)
® dy,...,0d;—1,041,---,0n sind linear unabhéngig, aber @1, ..., d, sind linear abhingig:
Dann ist d@; eine Linearkombination von ay, ..., d;—1, @it1, . .., dy, also gilt

f(ﬁl,...,5i+bi,...,5n) (:) f(c?l,...,bi,...,d‘n) = f(al,...,ZL}',...,ﬁn)+f(61,...,bi,...,ﬁn),
11
da nach (iii) f(ay,...,d;,...,dy) = 0 ist.
® dy,...,d;—1,0@i+1,---,0, sind linear abhéngig:
In diesem Fall ist die Aussage (iv) richtig, weil alle f-Werte nach (iii) verschwinden.

v) Es gilt
J@s i@y (@ T = )
5 —f(@1y @+ Ty =y )
5 —f (@1, Ay iy i)
(i) —f@, ...,y )



Definition 5.2.2. Es sei dimV =n und f: V™ — K eine Abbildung.

i) Dann heifit f n-fache Linearform, wenn f in jedem Argument linear ist, d.h. wenn

—
—

F(@1, - Ay + by @n) = ANf(@ @iy @n) + B (@1, iy )
fiir alle ay, . . .,d’n,gi €V und A\, u € K gilt.
ii) Weiter heifit f alternierend, falls fiir alle ¢ # j und alle @y, ...,d, € V
fl@y,...,a,...,d;,...,4,) = —f(di,...,d;,...,0,...,05,)
gilt.

Satz 5.2.2. FEs sei dimV = n und f: V" — K eine Abbildung. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

i) f ist homogen und scherungsinvariant.

i1) f ist eine n-fache alternierende Linearform.

Beweis. (i) = (i1):

Aus der Homogenitit und der Additivitdt (Satz 5.2.1 (iv)) folgt die Linearitéit. Nach 5.2.1 (v) ist f
auch alternierend.

(i1) = (4):

Es sei f eine n-fache alternierende Linearform. Dann ist

f(al,...,5i+6j,...,6n) = f(c_il,...,ﬁi,...,ﬁj,...,ﬁn)+f(ﬁl,...,Ej,...,ﬁj,...,ﬁn).
Da f alternierend ist, folgt f(d1,...,d;,...,dj,...,d,) = 0 und damit die Scherungsinvarianz von f.
Die Homogenitét von f ergibt sich unmittelbar aus der Linearitét. O

Vertauschung zweier Argumente einer alternierenden Linearform #dndert den Wert von f um den
Faktor —1. Wir wollen nun untersuchen, wie sich der Wert bei einer beliebigen Umordnung der
Argumente verhalt:

Satz 5.2.3. Es sei f eine n-fache alternierende Linearform aufV und o € S,. Firalledy,...,d, € V
ist dann

f(aa(l), PN 760(n)) = sgn(o) : f((_il, PN ,(_in)

Beispiel 5.2.1. Es sei f eine 3-fache alternierende Linearform und dim V' = 3. Fiir @y, ds,as € V ist

oo o " " o . 1 2 3
f(a27 asg, CL1) = f(aa(l)aaa@)a aa’(S)) mit o= (2 3 1> :
Die Permutation o hat die Fehlstandspaare (1,3) und (2, 3), also sgn(o) = 1. Daher ist
f(az, d3, d@1) = sgn(o) f(ar, dz,d3) = f(ar,dz,ds).
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Beweis. (Beweis von Satz 5.2.3)
Wir schreiben ¢ als Produkt von Transpositionen o = 71 o - - - o 7., was nach Satz 5.2.1 moglich ist.
Fir 1 < j <r setzen wir 0; = 7j0---07.. Nun ist

— — —

FGo(1), To(2)s - - > o) = J(G(ri000)(1) A(ri009)(2)s - - + 5 A(rr002)(n)) = —F (oa(1)s To(2)s - -+ > Aora(n))s
da f alternierend ist, und 71 zwei Argumente tauscht. Wiederholtes Abspalten der 7; ergibt

F@o(1): To2) - Gom) = (1) flAry1)s Ton@)r - - Goa(n)

= (_1)2f( o3(1)» 503(2)7 SRR 603(71))

l

Nach Satz 5.2.1 ist (—1)" = ¢(0). O
Satz 5.2.4. Es sei f eine n-fache alternierende Linearform auf V. Dann gilt:

— — n —
i) Sind dy,...,dn,b1,...,0nb €V und Ny € K mit @; = > \irbg, dann ist
k=1

f(c_il) oo 7611) = f(gh ey gn) . Z Sgn(a))\l,a(l) T )‘n,a(n)'
O’GSn
it) Ist f #0, so gilt

—

f(by,..., I;n) #0& bi,...,by sind linear unabhdngig.

Beweis. i) Wir wenden wiederholt die Linearitit von f an:

flar, ... dn) = f(ZM,kgk,ﬁz,mﬁn) = S (be,da, ... )
k=1 k=1

n n
= E Mg f bkl,E A2, ko Oko, B3, - - -, Gy

k1=1 ko=1
n n
== E E )‘1,]{1 )\2,k2 f(bkl 9 bk‘27 6_1:37 AR 7671)
k1=1ko=1

- Z Z >‘1,k1 "'An,knf(gk’ngkzw“’gkn)'

k1=1 kn=1

Da f alternierend ist, sind alle Summanden null, fiir die zwei k; iibereinstimmen. Wir brauchen

also nur iiber die n-Tupel (ki,...,k,) zu summieren, fir die (ki,...,k,) = (o(1),...,0(n)) fir
ein o € S, ist. Also ist
F@n - ) = D Moy Mo f o) bo@)s - - - bo(n))
O'ESn
= Z Sgn(g))‘l,a(l) to )‘n,a(n)f(gla 52) R gn)
oc€Sh

nach Satz 5.2.3.
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ii) Sind 51, ey by, linear unabhéngig, so bilden sie eine ]%asis von V. Fiir beliebige d1,...,d, € V
gibt es dann A\, € K fiir 1 <4,k <n mit @; = >_ A\ixb. Aus (i) folgt dann
F@r, .y dn) = f(bry- b)Y sgn(0) M o(1) " Anor(n)-
O’GSn
Wiire f(l_;l, el l;n) =0, so gilt auch f(dy,...,d,) =0. Dadie @i, ..., dn € V aber beliebig sind,
ist f bereits die Nullallbildung. Sind nun andererseits by, ..., b, linear abhéingig, so ist nach
Satz 5.2.1 (iii) dann f(by,...,b,) = 0.

O]

Satz 5.2.5. Es sei dimV = n. Dann bildet die Menge der n-fachen alternierenden Linearformen auf
V' mit werteweiser Addition und Skalarmultiplikation einen K -Vektorraum der Dimension 1.

Beweis. Es sei L die Menge aller n-fachen Linearformen auf V. Man rechnet leicht nach, dass mit
fyg € Lauch Af + g € L ist. Weiter ist £ auch nicht leer, da die Nullform mit N(ay,...,d,) = 0 fir
alle di,...,d, € V stets in L liegt. Nach dem Unterraumkriterium ist £ damit ein Untervektorraum
von Abb(V™ K). Die Abbildung fo: V" — K werde folgendermafBien definiert: Es sei {by, ..., by}
eine fest gewihlte Basis von V' und

foldr, .. @) =) sgn(0) M o) Ana(n)s Zmbk

gESy

Wir zeigen, dass fj ein nichttriviales Element von L ist:

e fy ist n-fache Linearform:
Es seien dy,...,a, € V wie oben gegeben, und es sei fiir 1 <i <n

n
— z : ! T
k=1

Dann gilt fiir p,v € K

fg(c_il, ey A1, 0+ I/C_L';, Wity ,EL}J = Z Sgn(a))\l’g( 1) (,U)‘z R0 + l/>\Z 0’(2)) o An,a(n)
oESH
= K Z Sgn )‘1 o(l) " )‘i,a(i) T )‘n,a(n)
o€Sn
+v Z SEN(0)ALa(1) ** Aig(i)* Ano(n)
o€Sn
= ufo((il,...,(ii,. )—i—Vfo(al,...,_';,...,L_in).

e fo ist alternierend:
Fiir ¢ # j betrachte man

fo(c_fl, R ,ﬁj, c ,C_L'l', c ,Jn) = fU(C_iT(l)7’ . .,JT(i),. . .,EL}(j), R 767'(71))

mit der Transposition 7 = (7, 7). Es ist

fol@r, .. g,y in) =Y s80(0)Ar(1),001)  * Ar(n)o(n)
gES,
= D 580(0) A1) (ror)(r (1) Arn),(oor)(r(n))
O’GSn
= D s80(0) A eon))  An(oor)(n)-
ogESy
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Wegen der Gruppeneigenschaft von S,, durchléuft & = o o 7 alle Permutationen aus S,, wenn o
dies tut. Die Abbildung o + & ist nimlich bijektiv: ist coT = ¢’ o7, so folgt nach Multiplikation
mit 7 von rechts ¢ = ¢’ (Injektivitéit), und fiir & € S, ist 0 = & o 7 wegen 7 o 7 = id stets ein
Urbild (Surjektivitit). Also kann man die Summe umindizieren, es folgt

fO(ah o ’&}’ R an) - Z Sgn(a))\l,(acn')(l) e )\7%(0'07')(")
0ESh
— Z sgn(e o T))\La(l) A (n)
GESH
Satz 5.21 Z 5g1(0) A 6(1) ** Ana(n)
0ESK
= —fg((il,...,6i,...,6j,...,&'n)_

Also ist fp alternierend.

e fy ist nicht die Nullform:
Fiir die spezielle Wahl a@; = b; fiir ¢ = 1,...,n ist \jz = J;z das Kroneckersymbol, und wir
erhalten

fo(gl, ey gn) = Z Sgn(U)(sl’J(l) cee 5,1,0(”).

O’GSn

Ist o nicht die Identitét, so gibt es ein ¢ mit o(i) # i und der zugehdrige Summand verschwindet
wegen 0; 5(;) = 0. Nur der Summand fiir o = id bleibt mit §;; = -+ = 6, = 1 iibrig. Also ist

Folbr, ... by) =1%0.
Ist nun f € £ beliebig, so ist nach Satz 5.2.4 fiir beliebige Vektoren aj,...,d, € V

f(al, cee ,C_L'n> = f(bl, cee 7gn) . Z Sgn(U)Al,a(l) s )‘n,o(n) = f(gl, . ,gn) . f()(C_L'l, oo ,d'n),

O'ESn

wobei yu = f(gl, N 5n) € K ein von f abhéingiges Skalar ist, also ist f = u- fo, und es folgt insgesamt
L= {((fo)) und dim £ = 1. O

Definition 5.2.3. Eine Abbildung D: V™ — K heifit Determinantenfunktion, falls D eine n-fache
alternierende Linearform, aber nicht die Nullform ist.

Satz 5.2.6. Es sei dimV =n und {by,...,by} eine Basis von V. Dann gibt es fir jedes d € K\{0}
genau eine Determinantenfunktion D : V" — K mit D(l)17 ..b, n) = d.

Beweis. Es sei fo el mlt fo#0 beheblg, was nach Satz 5.2.5 auch existiert. Dann ist nach Satz 5.2.4
(i) speziell fo(br,. .., by) = n#0,da bi, ..., by linear unabhéngig sind. Wir setzen D = dn~ Lo e L.
Offenbar ist dann D(bl, ...,by) = d. Es sei nun D € £ mit D(bl,...,b ), = d gegeben. Weiter ist
nach Satz 5.2.5 dann D = pufy fiir ein p E K, also D(bl,...,b ) = /,Lf(](bl,...,bn) = un. Es folgt
un=dbzw. p=dn=t, also D =dn~1fy = O

Satz 5.2.7. Ist D: V" — K eine Determinantenfunktion auf V, so gilt

—

di,...,0ay linear unabhingig < D(dy,...,d,) # 0.
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 5.2.4 (ii). O
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5.3 Die natiirliche Determinantenfunktion des K"

Definition 5.3.1. Es sei {€1,...,€é,} die Standardbasis des V' = K™ (geschrieben als Zeilenvekto-
ren). Dann verstehen wir unter der natiirlichen Determinantenfunktion des K™ die nach Satz 5.2.6
eindeutig bestimmte Determinantenfunktion D,,: V" — K mit D,(é1,...,€,) = 1.

Satz 5.3.1. (Leibniz-Formel)
Es seien dy,...,d, € K™ mit

gegeben. Dann ist

Dn(c_il’ s (_in) = Z Sgn(a)al,a(l) ©Qpg(n)-
oESH

Beweis. Nach Satz 5.2.4 ist

Dn(alv s 7671) = Dn(élv LR én) ’ Z Sgn(a)al,a(l) ©Qpo(n)

mit D, (€é1,...,é,) = 1. O
Definition 5.3.2. Es sei A = (a;;) € K(™™). Dann ist die Determinante von A der Wert

det(A) = |A| = Dy (a1, ..., dy)
mit den Zeilen @; = (a1 - - - ajp) von A.

Beispiel 5.3.1. Im Fall n = 2 ist die Determinante nach der Leibniz-Formel durch

a2
det(A det sgn(o)a nHa =ai1 a2 — Q12 - G
(A) = ( a22> E g 1,0(1)42,0(2) 11 - 422 12 - 421

oES2 o=id o=(1,2)
sgn=1 sgn=—1
gegeben. Dazu gehort das Schema:
atl ai2
a1 a2

Dabei ist das Produkt iiber die Querdiagonale mit dem Vorfaktor —1 zu versehen. Dann kann | det(.A)|
als der Flicheninhalt des von d; = (a11 a12) und do = (a91 aze) aufgespannten Parallelogramms
angesehen werden.

Beispiel 5.3.2. Im Fall n = 3 ist die Determinante

ailp aiz2 a3

det | az1 a2 ass Z se(0) a1, 5(1)02,0(2)3,0(3)-
azy az2 ass oES3
Die sechs Elemente (6 = 3!) von S3 sind
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3 1 3 2 2 1 3)°\2 3 1)’\3 1 2)’\3 2 1/)°
sgn=1 sgn=—1 sgn=—1 sgn=1 sgn=1 sgn=—1
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Also ist
det(A) = ar1a22a33 + a12a23a31 + 13021032 — A11023G32 — 12021033 — 113022031 .

Dies kann schematisch durch die Sarrussche Regel dargestellt werden:

az a2 az3 az a2
a31 a32 a33 a31 a32
Dabei sind die Produkte iiber die Querdiagonalen mit dem Vorfaktor —1 zu versehen, und |det(.A)|

kann als das Volumen des von d; = (a11 aie a13), do = (a21 a2 ags) und ds = (ag1 asy ass)
aufgespannten Parallelepipeds angesehen werden.

Satz 5.3.2. Fiir A€ K™ gilt det(A) = det(AT).

Beweis. Es sei A = (a;) mit 1 < i,k < n. Dann ist

det(A) = Z sgn(o)a o1y * Gy o(n) und det(AT) = Z sgn(0)ag(1),1 "+ * Ao (n)n-
O’ESn UESn

Esist a1 5(1)** Gnop = o-1(1),1 " * Qo—1(n) >, WESWEEEN

det('A) = Z Sgn(a)aafl(l),l © g —l(n)n = Z Sgn(ail)aafl(l),l © g =1(n)n
O'ESn UESn

gilt. Durchliuft o alle Elemente von S,,, so auch p = o~!, also ist nach Umindizierung der Summe

det(A) = > sgn(o)ay)1 -+ tgnyn = det(AT).

0ESK

Satz 5.3.3. Fiir Determinanten von Matrizen gelten folgende Regeln:

i) Fir alle X € K gilt

ail T Aln ail - Aln
det )\ail cee )\am = A-det a;1 cee Ain s
Gnl to Gnn Gpl - Qpp
sowte
ai; o Aay o aig air -+ oay e Qip
det | : : : = A-det
Apl *++ Aapi - Qg Gp1 " Qpi - Qpp
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ail e a1n ail - Qln ailr . Gln
det | a1 +bi1 -+ @+ by | =det | ax -+ agp | +det | bin - bin |,
anl T Ann an1 -+ Qpn anl - Opn
sowze
air -0 oayp+by - an aiy -+ oay ot Qip
det | : : : = det
nl  Gpi+bn o apy anl *°° Qpi - Onpn
S VAR (5P
+ det
ani -+ bni o Gnn

iii) Besitzt A eine Zeile oder Spalte, die nur aus Nullen besteht, so ist det(A) = 0.

iv) Die Determinante einer Matrixz dndert sich nicht, wenn man zu einer Zeile (oder Spalte) das
Vielfache einer Zeile (oder Spalte) addiert.

v) Die Determinante einer Matriz dndert beim Vertauschen zweier Zeilen (oder zweier Spalten)
das Vorzeichen.

vi) Es gilt

det(A) #0 < die Zeilenvektoren sind linear unabhingig
& die Spaltenvektoren sind linear unabhdngig < A ist requlir.

Beweis. Per Definition ist die Determinante einer Matrix eine n-fache alternierende Linearform der
Zeilenvektoren der Matrix. Nach Satz 5.3.2 ist sie auch eine n-fache alternierende Linearform der
Spaltenvektoren. Alle Aussagen folgen daher aus den entsprechenden Aussagen fiir alternierende
Linearformen. ]

Satz 5.3.4. Es ist

a1 v G1p—1 1n
, ' ' N ]
det : : : = det :
an—-1,1 *°° QAn—-1n—-1 Gn—1n Un11 - Gpi 1
0 0 1 n—1, n—l,n—

Beweis. Es sei A = (a;x). Dann ist nach nach Satz 5.3.3

det('A) Z Sgn(a)al,o(l) ©Qpo(n)-

" Satz 5.3.1
gESy
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Ist o € S,, eine Permutation mit o(n) # n, so ist o(j) = n mit j < n, so verschwindet der zugehérige
Summand, weil er den Faktor a;,(;) = a;,, = 0 enthélt. Die Determinante von A ist dann

Z Sgn(a)al,o(l) ©Qpo(n) = Z Sgn(g)al,g(l) © Qp—1,0(n—1) " Anyn
0€ESy 0€Sn—1 \_T
o(n)=n =
ai a1,n—1
= det ,
S. 5.3.1
an-1,1 *°° QAnpn—-1n—1
da jedes o € S,, mit o(n) = n als Permutation von {1,...,n — 1} aufgefasst werden kann (ohne
Anderung der Fehlstandszahl). O

Definition 5.3.3. Es sein > 2 und A € K(™™)_ Mit Aj;j bezeichnen wir die Matrix, die aus A durch
Streichung der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht:

arl T atj—1 arj+1 - A1n
A — ai—11 " Qi—15-1 Qi—14+1 - Qi—1n
(/A
Ai+1,1 0 @i415-1 Gi4l+41 " Qi+l
Gn,1 ce Gn,j—1 Gn,j+1 T Gn.n

Satz 5.3.5. Es sein > 2 und A € K" Dann gilt

aiil ce al,j—1 aij aij+1 - A1n
ai—11 - Qi—15-1 Ai—15 Qi—1454+1 - Qi—1n o
det| 0 - 0 1 0 0 = (=1)""7 - det(A;j).
Qi+1,1 - Qil5-1 Qitl,j Qi4l41 0 Qi4ln
Qan,1 cee an,j—1 an,j Gn,j+1 te Gnn

Beweis. Durch n — j Vertauschungen benachbarter Spalten erhalten wir

air -+ Glp Gl
det(A) = (=1)"t-det[ 0 --- 0 1
apl  *°° Qnp  Gpj

Weitere n — i Vertauschungen benachbarter Zeilen ergeben

*
det(A) = (~1)"~ (=1)"~" Ai ]
0 --- 0 ‘ 1

Aus (—1)""#"=J = (—1)"*J und Satz 5.3.4 folgt die Behauptung. O
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Satz 5.3.6. (Entwicklungssatz von Laplace)
Es sein > 2 und A € Kmn),
Fiir jedes feste i gilt die Entwicklung nach der i-ten Zeile:

det(A) = i(—l)iJrjaij det(Aij).

Jj=1

Fiir jedes feste j gilt die Entwicklung nach der j-ten Spalte:

n

det(A) = (—1)"™ay; det(Ay).

i=1
Beweis. Es ist det(A) = D,(d,...,d,) mit den Zeilen a, = (ax; -+ aky) fir 1 < k < n. Die
Entwicklung nach der i-ten Zeile folgt aus
n n
D(dy,....@n) = Dn(dy,..., Y i€, ...dn | =Y aiDn(dr,....&,... dn)
Jj=1 Jj=1
a‘ll ... al] e aln
n . . . n
_ _ i+
= ZCLZ’]‘ det 0 1 0 g 33'5 Zaij(—ly Jdet(Aij).
Jj=1 : : : =
anl e anj o oe. ann
Die Entwicklung nach der j-ten Spalte wird durch Ubergang zur Transponierten gezeigt. O

Beispiel 5.3.3. Wir bestimmen die Determinante von

cr e = e
N N
BN NI
[a—

oo o w

Wegen des Auftretens von zwei Nullen in der zweiten Zeile empfiehlt es sich, die Determinante nach
der zweiten Zeile zu entwickeln:
2 1 3 1 2 3
det(A)=(=1)-1-det {6 4 9 | +(-1)-2-det |3 6 9
8 7 5 8

13 13

Die zweite Determinante ist null, da die ersten beiden Zeilen linear abhingig sind. Also ist

21 3 2 1 _ -
det(A) = —det|6 4 9 = —det|{0 1 el (12 det
8 7 (I1)=3-(1) 0 3 entwickeln 0 1

13/ (rrny-a(1)
— (2.1-0-3)=-2.

_— o W

Determinanten kénnen auch dazu verwendet werden, explizite Formeln fiir die Losungen eindeutig
losbarerer quadratischer Linearer Gleichungssysteme zu erhalten:
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Satz 5.3.7. (Cramersche Regel)

Es sei A € K und b = (by,...,by)T € K™ (ein Spaltenvektor). Das LGS AZ = b besitzt
genau dann eine eindeutige Losung, wenn det(A) # 0 ist. Ist dies der Fall, dann ist die Lisung
Z=(x1,...,2,)T" durch

all DRI bl e alTL
det | z ]

a/TLl “ e bn e ann

Tk

B 1
 det(A)

wobei die k-te Spalte von A durch b ersetzt wird.

Beweis. Nach Satz 4.1.3 ist A7 = b genau dann eindeutig 16sbar, wenn A reguléir ist. Das ist nach
Satz 5.3.3 (vi) zu det(A) # 0 dquivalent. In diesem Fall gilt fiir die eindeutig bestimmte Losung
F=(z1,...,20)7

b= 2181 + - + Tpdn,

wobei
aj
o a2;
CLj =
Qnj
die j-te Spalte von A ist. Dann gilt
all DR bl DR aln
det = Dy(d1,...,dk—1,b,dk11,...,0n)
anl “ e bn DY a/nn
n
= -DTL 51,---,5k172$j5j75k+1,.--,5n
Jj=1
n
= Y @;Du(dy, ...k, ), Gpr1s - - Gn) -
j=1
Nun ist Dy (dy,. .., k—1,dj, Gkt1,--.,0n) = 0 fir j # k, da dann zwei gleiche Argumente vorliegen.
Der verbleibende Summand ist zj det(.A), also ist
all .. bl DR aln
det | : : : = xy - det(A),
anl DY bn “ e ann

woraus die Behauptung folgt, weil man diese Gleichung wegen det(.A) # 0 durch det(A) teilen
darf. .

5.4 Der Multiplikationssatz

Satz 5.4.1. (Determinantenmultiplikationssatz)
Fiir A,B € K" gilt det(A - B) = det(A) - det(B). Ist A regulir, so gilt det(A~') = det(A)~".

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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Eine wichtige Folgerung aus diesem Satz ist, dass ein Basiswechsel die Determinante einer Darstel-
lungsmatrix nicht &ndert: Ist ¢ € L(V,V) fiir einen endlichdimensionalen Vektorraum V, und sind
B1 und By zwei Basen von V, so ist M(p; B2, Ba) = X1 - M(p; By, By) - X fiir eine regulire Matrix
X € GL(n, K) nach Satz 3.7.5. Nach dem Multiplikationssatz ist

det(M(p; B, Ba)) = det(X~"- M(p; Br,Br) - X)
= det(X)™" - det(M(p; By, Br)) - det(X) = det(M (p; By, Br)).

Definition 5.4.1. Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Die Determinante von ¢ ist
det(p) = det(M(y; B, B))

fiir eine Basis B von V. Die Definition hingt nach der vorigen Rechnung nicht davon ab, welche Basis
man wéhlt.

Der Multiplikationssatz fiir Endomorphismen lautet

Satz 5.4.2. Sind ¢, € L(V,V), so gilt det(p o)) = det(yp) - det(v)). Es gilt
¢ bijektiv < det(p) # 0.

In diesem Fall ist det(op~™1) = det(p)~!.

5.5 Inverse Matrix

Aus der Cramerschen Regel ergibt sich nun ein Ausdruck fiir die Inverse einer reguldren Matrix.

Definition 5.5.1. Es sein > 2 und A € K(®n),

Die Matrix A;; von Definition 5.3.3, die aus .A durch Streichung der i- ten Zeile und der j- ten Spalte
entsteht, bezeichnen wir auch als Minor der Matrix A. Weiter heifit @;; = (—1)*7 det .A;; Kofaktor,
und die Transponierte der Matrix der Kofaktoren von A heifit Adjunkte von A:

a1l Q21 ... Gpl

aig @92 ... Gp2
adj(A) =

ain A2n  --. Gnpp

Satz 5.5.1. Es sein € N und A € GL(n, K). Dann gilt

A= 1 agiA).

det A
Beweis. Es sei
11 Tnl
-1 . - -
A —_— N = (3717 7xn)

Tin Tnn

mit den Spaltenvektoren
a;lj
l‘j = «Tz’j

T —nj



Aus AA™! = E, folgt, dass die n LGS Az = é; fir 1 < j < n erfiillt sein miissen.
Nach der Cramerschen Regel (Satz 5.3.7) folgt

0’11 PEEEEY O PR a‘/n/l
1
J— — . det : :
Lij det(A) e . 1 . 9
aln PEEEEY O PR ann

wobei die i- te Spalte von A durch €} ersetzt wird. Entwicklung nach der i- ten Spalte (nach Laplace,
Satz 5.3.6) ergibt

all DY O DY anl
det 1 = (—1)i+j det .Aij == dji.
aln DY O DY ann
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Kapitel 6

Euklidische und unitiare Vektorraume

6.1 FEuklidische und unitire Vektorraume

Definition 6.1.1. Es sei V ein Vektorraum iiber R. Eine Abbildung (-,-): V x V. — R heifit
inneres Produkt (oder Skalarprodukt) auf V', wenn

T+79,2) = (Z,2) + (¢, 2) fiir alle Z, 7,7 € V (Additivitét)

>

Z,y) = M&,y) fur alle Z, 5 € V und A € R (Homogenitét)
Z,y) = (¥, @) fur alle Z,§ € V (Symmetrie)

Z,%) > 0 fiir alle Z € V und (%, %) = 0 < Z = 0 (positive Definitheit)

gelten.

Definition 6.1.2. Ein Euklidischer Vektorraum ist ein Paar (V, (-,)), wobei V ein Vektorraum iiber
R und (-, ) ein inneres Produkt auf V' im Sinne von Definition 6.1.1 ist.

Definition 6.1.3. Es sei V ein Vektorraum iiber einem Koérper K.
Eine Abbildung b(-,-): V x V — K heifit Bilinearform auf V', wenn

(B1)

=

(AT 4 pny, 2) = Ab(Z, 2) + pb(7, 2) fir alle 2,7, Z2€ V und A\, p € K
Linearitdt in der ersten Variablen)

[

(B2) b(&, A\ + p2) = Ab(Z, ) + pub(Z, 7) fiir alle &, 7, 7€ V und \, p € K

Linearitéit in der zweiten Variablen)

—~

gelten.

Definition 6.1.4. Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und b(-,-): V x V — K eine
Bilinearform auf V.

i) Die Abbildung b heifit symmetrisch, wenn b(Z, §) = b(y, Z) fiir alle &, 5 € V gilt.

ii) Im Fall K = R heifit b positiv definit, wenn b(Z,Z) > 0 fiir alle ¥ € V und genau dann
b(Z, %) = 0 gilt, wenn Z = 0 gilt.
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Bemerkung 6.1.1. Ein Euklidischer Vektorraum ist also ein reeller Vektorraum mit einer symme-
trsichen, positiv definiten Bilinearform.

Definition 6.1.5. Es sei V ein Vektorraum iiber C. Eine Abbildung (-,-): V. x V. — C heifit
inneres Produkt (oder Skalarprodukt) auf V', wenn

T+9,2) = (Z,2) + (¢, 2) fiir alle Z, 7,7 € V (Additivitét)

AT, y) = XNZ,y) fir alle Z, 5 € V und A € C (Homogenitét in der ersten Variablen)

Z,y) = (¢, @) fir alle Z,§ € V (Hermitizitét)

) > 0 fiir alle Z € V und (%, %) = 0 < & = 0 (positive Definitheit)

\.al
8

gelten.

Definition 6.1.6. Ein unitidrer Vektorraum ist ein Paar (V, (-,-)), wobei V ein Vektorraum iiber C
und (-, -) ein inneres Produkt auf V' im Sinne von Definition 6.1.5 ist.

Bemerkung 6.1.2. Diese Abbildung (-, -) ist zwar in der ersten Variablen, nicht aber in der zweiten
Variablen linear, da aus (12’) und (I3') dann (Z, \y) = A\(Z, 9) folgt.
Damit ist (-, ) keine Bilinearform, sondern eine Sesquilinearform (13- fache Linearform).

Beispiel 6.1.1. Es sei n € N.
Der Vektorraum V = R" wird durch (%, %) := Y., z;y; fiir 7,7 € R® mit & = (z1,...,7,)7 und
7= (y1,...,Yn)" zu einem Euklidischen Vektorraum.

Beispiel 6.1.2. Es sei n € N.
Der Vektorraum V = C" wird durch (Z,§) := > i, 2;%; fir Z, € C* mit ¥ = (x1,...,2,)" und
7= (y1,...,Yn)T zu einem unitiren Vektorraum.

Definition 6.1.7. Die inneren Produkte (-,-) auf dem R™ in Beispiel 6.1.1 bzw. auf dem C" in
Beispiel 6.1.2 heiflen kanonisches inneres Produkt auf dem R™ bzw. auf dem C".

Es gibt nun eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen Bilinearformen auf dem R"™ bzw. Sesqui-
linearformen auf dem C™ einerseits und quadratischen Matrizen aus dem R(™™ bzw. aus dem C(7)
andererseits.

Definition 6.1.8. Es sei K ein Kérper und n € N. Die Matrix A € K (") heifit symmetrisch, wenn

A= AT gilt. -

Bemerkung 6.1.3. Ist A = (aij)1<i<n € K (1) 50 ist A offenbar genau dann symmetrisch, wenn
1<j<n

ai; = aj; fir alle 1 <i,5 < n gilt.

Definition 6.1.9. Es sei n € N. Eine Matrix A € R(™™) heifit

i) positiv definit, wenn #7 AZ > 0 fiir alle Z € R"\{0}
ii)

negativ definit, wenn &7 AT < 0 fiir alle € R™\{0}

iii) positiv semidefinit, wenn 27 A% > 0 fiir alle ¥ € R®
)

iv) negativ semidefinit, wenn 7 AZ < 0 fiir alle ¥ € R™

gilt.
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Satz 6.1.1. Es sein € N, K ein Korper und V' ein Vektorraum tiber K mit dimV = n.

i) Es sei B = {51, ey 5n} eine Basis von V und b(-,-): V x V. — K eine Bilinearform auf V.
Dann ezistiert genau eine Matriz A € K™ | so dass

b(,7) = (7)" AF (%)

mit den Koordinatenvektoren @' von T bzw. § wvon § bzgl. B, d.h. & = (a},..., ),

=30 33;-5]-, bzw. § = (Y, ..., yh)T, wobei j = > i1 y§5] gilt.
Es ist dann A = (b(bi, b;))1<i<n-
1<5<n
i) Fiir jede Matriz A € K" ist durch () eine Bilinearform auf V bestimmi.
iii) Die Abbildung b ist genau dann symmetrisch, wenn A symmetrisch ist.
i) Ist K =R, so ist b genau dann positiv definit, wenn A positiv definit ist.
v) Ist K =R, so ist b ein inneres Produkt auf V' und (V,b) damit genau dann ein Euklidischer

Vektorraum, wenn A symmetrisch und positiv definit ist.

Beweis. Durch Nachrechnen. O

Definition 6.1.10. i) Fiir die Matrix in Satz 6.1.1 (i) schreiben wir A = Mp(b). Sie heifit die
Matrix der Bilinearform b (bzgl. der Basis B).

ii) Fiir die Bilinearform b in Satz 6.1.1 (ii) schreiben wir b = bg(.A). Sie heifit die zur Matrix A
(bzgl. der Basis B) gehorende Bilinearform.

Satz 6.1.2. (Bilinearformen bei Basiswechsel)
Es sein € N, K ein Korper und V ein Vektorraum tiber K mit dimV = n.
Weiter seien B = {by,... by} und B = {c(b1),...,0(by)} Basen von V mit o € GL(V) und b eine
Bilinearform auf V. Dann gilt
Mg(b) = T Mpb) - x.

: bzw. :
/ !
xn xn

die Koordinatenvektoren von Z bzgl. B bzw. B und

vh yY
: bzw. :
v, Yn

die Koordinatenvektoren von 7 bzgl. B bzw. B. Nach Satz 3.7.3 ist

@ 1 vl Vi
Cl=ax7 | und l=a7t]

1 /

Yn Yn

Beweis. Es seien

1 /
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und damit
/ /!

U h
(), ..., 2 )Mg®) | : | =&, ..., 2)xTMgb)X | :
Yn Yn
Vergleich mit (x) in 6.1.1 ergibt die Behauptung. O

Eine eng verbundene Frage ist die folgende: Welche Automorphismen ¢ € GL(V') lassen eine gegebene
Bilinearform invariant, d.h. fiir welche ¢ ist b(p (%), ¢(7)) = b(Z, ¥) fiir alle Z, 5 € V?

Definition 6.1.11. Es sei V ein Vektorraum iiber R und b eine Bilinearform auf V. Ein Automor-
phismus ¢ € GL(V) heift Automorphismus von b, falls b(¢(Z), ¢(¥)) = b(Z, 7) fiir alle &, 7 € V gilt.
Die Menge aller Automorphismen von b bezeichnen wir mit Aut(b).

Satz 6.1.3. Es bildet Aut(b) eine Gruppe bzgl. der Komposition von Abbildungen.

Beweis. Wir wenden das Untergruppenkriterium (Satz 1.5.4) an.
Wegen id € Aut(b) gilt Aut(b) # (). Weiter folgt

@ € Aut(b) = b(e~ (D), o (7)) = bl (@), p(~ (7)) = b(Z, )

fiir alle 7,4 € V. Also gilt =1 € Aut(b).
Es seien nun ¢, € Aut(b). Wegen ¢! € Aut(b) gilt

b(Z,4) = ble™ (&), 0~ () = b~ (D)), v (¢~ () = Yo" € Aut(b)

O]

Fiir endlichdimensionale Vektorrdume lassen sich nun die Automorphismen einer Bilinearform mittels
Satz 6.1.1 durch ihre Darstellungsmatrizen charakterisieren.

Satz 6.1.4. Es sein € N, K ein Korper und V' ein Vektorraum tber K mit dim'V = n. Weiter sei B
eine Baiss von V', b eine Bilinearform auf V., A= Mpg(b) die Matriz von b bzgl. B und ¢ € GL(V).
Dann gilt genau dann ¢ € Aut(b), wenn fiir die Darstelllungsmatric X = M(p; B, B)

XT A x=A

gilt.

Beweis. Es seien Z,§ € Vmit den Koordinatenvektoren @,y € K", womit ¢(Z) bzw. ¢(y) die
Koordinatenvektoren X bzw. X'y haben. Nach Satz 6.1.1 (ii) gilt

bp() ¢(§) = (@) XTAXF und b(7,9) = (&) A7
Da die Matrizen durch die Bilinearformen eindeutig bestimmt sind, folgt die Behauptung. O

Von besonderer Wichtigkeit ist der Spezialfall des kanonischen inneren Produktes auf dem R™:
Fir 7,y € R" mit
I Y

und ¢ =

8y
Il

In Yn

ist b(Z,9) = (Z,9) = >, vy, = &1 E,§ mit der Einheitsmatrix E,,.
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Es sei B € GL(n,R). Nach Satz 6.1.4 gilt fiir alle #, 5 € R"™ genau dann

(BT, BY) = (Z,9),

wenn

B'B=E, (%)

gilt. Matrizen, die (x) erfiillen, nennt man orthogonal. Der Grund fiir diese Namensgebung wird in
Kiirze klar werden.

Definition 6.1.12. Es sei n € N. Eine Matrix A € R(™™ heifit orthogonal, wenn AT A = E,, gilt.

Bemerkung 6.1.4. Die Eigenschaft AT A = E,, bedeutet, dass A~! = AT ist. Da das Linksinverse
stets auch Rechtsinverses ist, folgt auch AAT = E,,.

Satz 6.1.5. Es sein € N, und A € R sei orthogonal. Dann gilt det A € {—1,1}.

Beweis. Wegen det AT = det A folgt nach dem Determinantenmultiplikationssatz (Satz 5.4.1) und
nach Satz 5.3.2
(det A)? = det AT - det A = det B, = 1.

Definition 6.1.13. Es sei n € N. Dann setzen wir

O(n) = {AeR™: ATA=E,}
SO(n) = {AcO(n): det A=1}

Nach Satz 6.1.3 und Satz 6.1.4 bildet O(n) eine Gruppe bzgl. der Komposition von Abbildungen.
Nach dem Determinantenmultiplikationssatz (Satz 5.4.1) ist SO(n) eine Untergruppe von O(n).

Definition 6.1.14. Es heifit O(n) orthogonale Gruppe und SO(n) spezielle orthogonale Gruppe.

Wir kommen nun zur Theorie der Sesquilinearformen und der inneren Produkte auf komplexen Vek-
torrdumen. Es gibt eine enge Analogie zur obigen Theorie der Bilinearformen und inneren Produkte
auf reellen Vektorrdumen. Wir geben sie dehalb nur in gekiirzter Form wider.

Definition 6.1.15. Es sei V' ein Vektorraum iiber C. Eine Abbildung s(-,-): V' x V' — C heifit
Sesquilinearform auf V', wenn

(S1) s(AZ + pg, 2) = As(Z, 2) + ps(y, 2) fir alle Z,7,2€ V und A\, u € C
(Linearitét in der ersten Variablen)

(S2) s(&, A\ + p2) = \s(&, ) + fs(&, 2) fiir alle Z,4,Z€ V und A\, u € C
(Semilinearitét in der zweiten Variablen)
gelten.
Definition 6.1.16. Es sei n € N und A € C™" mit A = (aij)1<i<n. Dann heifit A* = (a;)1<i<n
1<j<n 1<j<n

die Adjungierte von A.

Bemerkung 6.1.5. Die Adjungierte ist fiir A € R(n,n) die Transponierte von A und fiir A € C(»")
die Konjugierte der Transponierten.
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Definition 6.1.17. Es sei n € N. Eine Matrix A € C™™ heiBt (nach Charles Hermite, 1822-1901)
hermitesch oder selbstadjungiert, wenn A* = A ist.

Definition 6.1.18. Es sei n € N. Eine Matrix A € C™™) heifit

i) positiv definit, wenn #*AZ > 0 fiir alle & € C™\{0}
ii) negativ definit, wenn 7*AZ < 0 fiir alle € C"\{0}

iii) positiv semidefinit, wenn Z* AZ > 0 fiir alle ¥ € C"

iv) negativ semidefinit, wenn 7* Az < 0 fiir alle ¥ € C"

gilt.

Die Sétze 6.1.1 bis 6.1.5 und die mit ihnen verbundenen Definitionen 6.1.8 bis 6.1.12 haben nun alle
ihre Entsprechung fiir Sesquilinearformen und inneren Produkte auf komplexen Vektorrdumen:

An die Stelle der Darstellung b(%, %) = (2')T Ay der Bilinearform b von Satz 6.1.1 tritt nun die
Darstellung s(Z, %) = ()T Ay’ der Sesquilinearform s.

Da die entsprechenden Sitze, ihre Beweise und die Definitionen alle durch offensichtliche Anderungen
aus den Sétzen 6.1.1 bis 6.1.5 und den Definitionen 6.1.8 bis 6.1.12 hervorgehen, verzichten wir auf
die Einzelheiten.

Wir geben lediglich folgende Definitionen und Sétze ohne Beweise an:

Definition 6.1.19. Es sei n € N. Eine Matrix A € C™™ heiBt unitér, wenn A*A = E,, gilt.

Satz 6.1.6. Es sein € N, und A € C™™ sei unitir. Dann gilt | det A] = 1.

Bemerkung 6.1.6. Die Menge der moglichen Werte der Determinante einer unitéren Matrix A ist
damit unendlich. Die Werte von det A liegen auf dem Einheitskreis der komplexen Zahlenebene.

Definition 6.1.20. Es sei n € N. Die Menge U(n) der unitiren Matrizen bildet eine Gruppe bzgl.
der Matrixmultiplikation. Die Menge SU(n) der Matrizen aus U(n) mit Determinante 1 bildet eine
Untergruppe von U(n).
Fir A € U(n) gilt

A*A=AA*=E, und A'= A"

Es gilt genau dann A € U(n), wenn
(Z,79) = (AZ, Ay)

fiir alle Z, ¢ € C™ gilt, wobei (-, -) das kanonische innere Produkt auf C™ bedeutet.

6.2 Langen und Winkel, Orthogonalitéit

Mittels des inneren Produktes auf Euklidischen Vektorrdumen kénnen nun Lingen von und Winkel
zwischen Vektoren definiert werden. Anstelle des Begriffs der Linge wird meist der Begriff Norm
verwendet. Die Definitionen dieser Begriffe werden auch fiir unitdre Vektorrdume verwendet. Diese
Begriffe haben ihren Ursprung in der Elementargeometrie.
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Beispiel 6.2.1. Es sei & = (21, 22)7 € R%

(z1,22)"

I

Nach dem Satz des Pythagoras ist der Abstand [ des Punktes (z1,22)7 vom Urspung gerade

l — m Oder l == <f) j:‘>7

wobei (-, -) das kanonische innere Produkt auf R? bedeutet.

Dies liefert die Motivation fiir folgende

Definition 6.2.1. Es sei (V, (-, -)) ein Euklidischer oder unitérer Vektorraum und & € V. Unter der
Norm ||Z|| des Vektors & versteht man ||Z|| = \/(Z, Z).

Satz 6.2.1. (Cauchy- Schwarzsche- Ungleichung (CSU))
Es sei (V,(-,-)) ein Euklidischer oder unitirer Vektorraum und Z,3 € V.. Dann gilt

(@ ] < 11| - [191],

und das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn & und i linear abhingig sind.

Beweis. Da die Behauptung fiir 7 = 0 offenbar richtig ist, kénnen wir 7 #* 0 annehmen. Wir setzen

{7, 9)
(,9)

Wegen der positiven Definitheit (Definition 6.1.1 (14)) folgt

t=—

(&, 9)?

0 < (Z+tg, 7+ t5) = ||7||> — e

mit Gleichheit genau fiir & + ¢ = 0. Multiplikation mit ||7]|? liefert die Behauptung. O

Satz 6.2.2. FEs sei V' ein Fuklidischer oder unitirer Vektorraum sowie T,y € V und A € K mit
K =R oder K =C. Dann gilt

i) ||Z]| > 0 und ||Z|| = 0 genau dann, wenn T =0
i) [|AZ]] = A - []2]]

iii) || 4yl < ||Z]| + ||y]| (Dreiecksungleichung)
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Beweis. Die Aussagen (i) und (ii) folgen unmittelbar aus den Definitionen 6.1.1 und 6.2.1.
Zu (iii): Fiir Euklidische Vektorrdume gilt

2+ g = (@F+g.a+g =7 +2&7 + 77 < [2*+ 202171+ 7]
(CSU)
= (2l +1191)*
Fiir unitdre Vektorrdume folgt der Beweis etwas aufwéndiger aber dhnlich. O

In der Elementargeometrie ist der Begriff der Kongruenz (Deckungsgleichheit) von besonderer Be-
deutung. Zwei Teilmengen des R? heiflen kongruent, wenn sie durch eine Bewegung (Kongruenz)
ineinander {iberfithrt werden kénnen.

Definition 6.2.2. Es sei n € N.

i) Unter dem Abstand d(Z,y) zwischen den Vektoren ¥,y € R™ versteht man d(Z, 7) := ||Z — ¥]|.
ii) Eine Abbildung f: R™ — R™ mit d(f(Z), f(¥)) = d(Z,y) fiir alle Z, ¥ € R™ heifit Bewegung.

iii) Eine lineare Abbildung ¢ € L(R™,R") heiit orthogonal, wenn ||p(Z)|| = ||Z|| fur alle & € R"
gilt.

Bemerkung 6.2.1. Man kann zeigen, dass die Bewegungen f des R™ mit f (6) = 0 gerade die
orthogonalen Abbildungen sind.

Satz 6.2.3. Es sein € N und ¢ € L(R™, R™). Folgende Aussagen sind dquivalent:

i) Die Abbildung ¢ ist orthogonal.
ii) Die Abbildung ¢ erhdlt das innere Produkt, d.h. es gilt (Z,9) = (p(Z), ©(¥)) fir alle Z,7 € R™.
iii) Es ezistierte eine Matriz A € O(n) mit o(¥) = AZ fir alle & € R™.

Beweis. 1) — ii):
Es seien 7,4 € R". Es ist

(@ +§), (@ + 1) = [le@)|” + 2(0(Z), () + lle()]?
= 171> + 2(e(F), () + [17]?

(@ + )1

und andererseits
lo(@+PII° = (17 + 411> = 12> + 2z, ) + ||7]]
Zusammenfassen beider Aussagen liefert (o(Z), p(¥)) = (%, ).
i) — did):
Es sei A die Darstellungsmatrix von ¢ bzgl. der kanonischen Basis B = {é1,...,é,}. Nach
Definition 6.1.11 ist ¢ € Aut((-,-)) und nach Satz 6.1.4 gilt ATE, A = E,, also ATA = E,,,
womit A € O(n) ist.

i) — i):
Es ist ||o(Z)||? = (A%, AZ) = (Z, %) = ||#]|?, womit die Abbildung ¢ orthogonal ist.
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Zur Motivation der Definition des Winkels zwischen zwei Vektoren betrachten wir den Einheitskreis
E = {# € R?: ||Z|| = 1} im R2. Dieser kann durch die aus der Analysis bekannten Funktionen Cosinus
und Sinus folgendermaBen parametrisiert werden: E = {(cost,sint)”: 0 <t < 2r}.

Es sei # = (cosw,sinw)? € E. Der Einfachheit halber beschriinken wir uns auf den Fall sinw > 0,
d.h. w € [0, 7].

Das Bogenmaf} des Winkels £ (€7, Z) zwischen dem Einheitsvektor €; und dem Vektor Z ist durch die
Liénge der Kurve (des Bogens) v: [0,w] — R?, t — (cost,sint) gegeben.

A Lo

(1
]/ a-our

Diese Lange [ erhalten wir {iber

l—/w d (1) dt—/w icost 2+ 1sint 2dt—/wsin2t+cos2tdt—/w1dt—w
=~ Jo llat? ~Jo V\a dt A ), YT

Also sollte £(é}, %) durch

cos(£(€1,Z)) = cosw = 1 = (€1, )

mit 0 < £(€7, %) < 7 definiert werden.
Diese Definition sollte auch fiir jedes Paar # und 4 von Vektoren aus [E gelten, die aus €} und £ durch
eine orthogonale Abbildung hervorgehen. Da das innere Produkt erhalten bleibt, sollte auch hier der
Winkel £(Z, %) durch

cos(£(7, 7)) = (Z,7)
mit 0 < £L(Z,y) < 7 definiert werden.
Schliefllich sollte der Winkel erhalten bleiben, wenn sowohl ¥ als auch 3 mit beliebigen positiven
Faktoren multipliziert werden:

L(AZ, py) = £(Z,9)
fiir alle A, g > 0. Dies wird durch die Festlegung
(@,9) = IZ]] - 17| - cos(£(Z, 7))
mit 0 < £L(Z, ) < 7 gewihrleistet.

Diese gesamten der Elementargeometrie und der Analysis entstammenden Uberlegungen lassen fol-
gende Definition als sinnvoll erscheinen:

Definition 6.2.3. Es sei (V,(-,-)) ein Euklidischer oder unitiirer Vektorraum und #,7 € V — {0}.
Dann ist der Winkel (7, %) zwischen Z und ¢ durch

(@, 9) = [|Z[] - 1] - cos(£(Z, )

mit 0 < £L(Z,y) < 7 definiert.
Die Vektoren Z und ¢ heifien orthogonal (senkrecht) zueinander (Schreibweise: Z1%), wenn (¥, %) = 0
gilt.

Bemerkung 6.2.2. Aus der Definition des Winkels folgt, dass zwei Vektoren Z und ¢ genau dann
senkrecht zueinander stehen, also ZLy gilt, wenn £(Z, %) = 7 ist.

97



6.3 Orthonormalbasen, Gram- Schmidt- Verfahren

Definition 6.3.1. Es sei (V, (-, -)) ein Euklidischer oder unitérer Vektorraum.
Eine Teilmenge M C V heifit Orthogonalsystem, wenn 0 ¢ M und fiir Z,y € M mit £ # ¢ dann £ 1y
folgt. Gilt auBerdem noch ||Z|| =1 fiir alle £ € M, so heifit M Orthonormalsystem (ONS).

Satz 6.3.1. Es sei (V,(-,-)) ein Euklidischer oder unitirer Vektorraum und M = {¥1,...,U} ein
ONS. Dann gilt

i) Jedes Orthogonalsystem von V ist linear unabhdngig.

ii) Fir z € (M) gilt
k
= (&7
i=1
iii) Es seien T,y € (M) mit ¥ = Zle il und § = Zle wi;. Dann ist

k
(&) =D Niffa.
i=1

Beweis. i) Es sei T ein Orthogonalsystem und y, ..., W, € T sowie Zle A\ = 0 mit \; € R
(bzw. C). Dann gilt fiir alle j =1,...,n

k
0= GZU <Z)\ wz,w]> :Z)\Z<’LU“’LEJ> :Aj<wj>wj>.

i=1
Wegen (w;, ;) = ||w;||* # 0 folgt \; = 0.

ii) Wegen & € (M) gibt es A1,..., \x € R (bzw. C) mit & = Zle A\i¥;. Es folgt dann
k
*aj>:<ZAiﬁi,ﬁj> Z)\ ZAéj_)\
i=1

iii) Es gilt

O

Definition 6.3.2. Es sei (V. (-,-)) ein Euklidischer oder unitérer Vektorraum. Eine Basis B von V/
heifit Orthonormalbasis (ONB) von V', wenn die Menge ihrer Elemente ein ONS bildet.
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Satz 6.3.2. Es sein € N.

i) BEs sei A € R und es seien 51, .. .,En die Spalten- oder Zeilenvektoren von A. Dann ist
B ={bi,...,b,} genau dann eine ONB von (R™,(-,-)), wenn A € O(n) ist.

i) EsseiB={by,... by} eine ONB von (R™, (-,-)) und B' = {b,...,b,} mit E; € R" eine weitere
Basis. Dann gibt es genau ein A € R™™) mit l_;; = Agj fiir alle 1 < j <n.
Die Basis B' ist genau dann eine ONB des R"™, wenn A € O(n) gilt.

iii) Die Aussagen (i) und (i) bleiben richtig, wenn R durch C und O(n) durch U(n) ersetzt werden.

Beweis. i) Esist ATA= ((b;, 5j>)1§i§n. Somit ist B genau dann eine ONB, wenn AT A = E,, ist.
1<j<n
Die Aussage fiir Zeilenvektoren folgt durch Betrachtung von AA”.

ii) Es sei C bzw. C' die Matrix mit den Spaltenvektoren bi,..., b, bzw. I_)"l, ... ,5;1 Die Matrix C
ist regulir. Es gilt dann C'C™1b; = C'e; = b Also ist A = c'c1.
Fiir den zweiten Teil gilt

B’ ist ONB & (b, b)) = 6;, < (Ab;, Aby) = 6.
Damit ist nun noch die Aquivalenz iAl;i, Agk> = dix & A € O(n) zu zeigen:
Fir A € O(n) gilt_'<.,4bi,.,4bk> = <b1, bk> = 0k.

Nun gelte <45u Aby) = b Dann ist {Agl, e .Al;n} eine ONB des R". Es seien Z, % € R" mit
=" Nbund =D 7" | pb;. Somit gilt

(A7, Ay) = <; )\iAbi,]z;/ijAbj> = ;)\i;lh’ <Ab;jtbj> = ;)\im = (7, %)

nach Satz 6.3.1 (iii). Also ist A € O(n).

iii) Die neuen Aussagen folgen ebenfalls durch Ersetzen von R durch C und von O(n) durch U(n)
in den Beweisen.

O

Definition 6.3.3. Es sei 0 < ¢ < 27 und B = {€}, €>}. Dann heifit ¢ € L(R? R?) mit

) ~ [cosyp  —siny
M(; B, B) = <sinw cos 1 )

die Drehung um den Winkel ¥. Die Matrix

_ (costp —siny
D(y) = (sim/z cos >

heiBt Drehmatrix (zum Winkel ). Weiter heifit ¢ € L(R?, R?) mit

MgiB.8) = (ol 0 ) = gy

Drehspiegelung.
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Satz 6.3.3. FEs gilt

SO12) = {DW):0< ¢y <27} und
0O(2) = SO2)U{Dsp(?0): 0 <1 <27},

Beweis. Es sei

A= <a“ a12> € 0(2).

a a2
Nach Satz 6.3.2 (i) bilden die Spalten von A eine ONB des R?, also gilt

H <a11> H = 1 bZW. a%l + a%l = ].
a21

Es gibt somit ¢ mit 0 < ¢ < 27 und a1; = cos und as; = siny. Aus
() ()= ma [IG2)] -
a1 a2 a2
<a12> — 4 <— sin¢> ‘
a9 cos Y

Der Rest der Behauptung folgt durch Betrachtung von det A. O

folgt

Bemerkung 6.3.1. Aus den Additionstheoremen

cos(t1 + 1) = costycoshy —sinyhy sintg  und
sin(i1 +12) = cosy sing + sin )y cos o
folgt
cosy —sin [ cos o —sintp\  [cos(¢r +1p2) —sin(Y1 + o)
sinty;  cosiy sintpy  costpe ) \sin(yy +2)  cos(¢r +2) )
Damit ist die Abbildung ®: R — SO(2),

cosy —siny
v (sin¢ cos Y >
eine relationstreue Abbildung der Gruppe (R, +) auf die Gruppe (SO(2),-), ein Homomorphismus.
Allerdings ist ® kein Isomorphismus, da er nicht bijektiv ist.

Wir diskutieren nun die Existenz von Orthonormalbasen. Es zeigt sich, dass fiir endlichdimensionale
Euklidische bzw. unitidre Vektorrdume stets ONB existieren.

Satz 6.3.4. (Verfahren von Gram- Schmidt)

Es sei (V,(-,-)) ein Euklidischer oder unitirer Vektorraum mit Basis B = {1, ...,W,}. Dann ldisst
sich eine ONB von (V,(-,-)) folgendermaflen gewinnen:

Setze by =y - || || L.

Sind by, ...,bp_1 bereits definiert, so setze man
k—1
U = Wy — Z(zﬁk,gﬁ . E; und
=1
O [ e

Dann, ist {by,...,b,} eine ONB von (V,{-,-)).
Fiirl1 <k <nist {51, .. ,Ek} eine ONB des Unterraums (Wi, ..., W).
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Beweis. Es ist ¥, # 0 wegen

e

1
(W, b;) - b € (W, ..., Wg_1)
1

.
Il

und Wy, & (Wi, ..., W,_1) wegen der Basiseigenschaft.
Damit ist gewéhrleistet, dass die Schritte des Verfahrens definiert sind. Es ist klar, dass (b, bx) = 1
ist. Fiir j < k folgt

. - b1, 7y 7 k-1
- Uy 5 W — 3 iz (We, bi) - bi > I o
bg,b;) = ——. b; = Jbi ) = ||v . w, E w, b, b;
o) = () - < A i) = ' SR

o5

= |7l (Wkﬁj) - <U7k,5j>) =0.

Korollar 6.3.1. Jeder endlichdimensionale Vektorraum besitzt eine ONB.

6.4 Projektionen

Definition 6.4.1. Es sei V' ein Vektorraum iiber einem Koérper K.
Eine lineare Abbildung P € L(V,V) heifit Projektion, wenn P o P = P gilt.

Beispiel 6.4.1. Es sei n € N, V ein Vektorraum mit dim V' = n und U ein Unterraum von V mit
dim U = m < n. Weiter sei B = {b1,...,b,} eine Basis von V, so dass By = {b1,...,by} eine Basis
von U ist. Jedes ¥ € V' hat dann genau eine Darstellung der Form

—

7= Ab1 4 .. 4 Ambm + Amg1bmit + - .. + Anby

mit \; € K. Wir setzen Py (9) := )\151 + ...+ /\mgm. Offenbar ist Py eine Projektion.

Wir interessieren uns hauptséchlich fiir orthogonale Projektionen.
Im folgenden sei V' stets als Euklidischer oder unitérer Vektorraum vorausgesetzt.

Definition 6.4.2. Es sei U ein Unterraum von V. Unter U+ (lies: U senkrecht) versteht man
L= {feV:dLaVieU}.

Die Menge U~ heiit dann auch orthogonales Komplement von U.

Satz 6.4.1. Es sei U ein Unterraum von V.

i) Die Menge U+ ist ein Unterraum von V.
i) Es gilt UNU+ = {0}.
i) Bs gilt U C (U)*
w) Ist dimU < oo, so ist (U+)L=U.

v) Ist dimV < oo, s0 ist dimU + dim U+ = dim V.
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Beweis. 1) Wir priifen das Unterraumkriterium (Satz 2.3.2):
Es gilt UL # 0 wegen 0 € UL. Weiter seien #,% € U+ und A\, € R (bzw. C). Dann gilt
(Z,4) = (y,u) = 0 fur alle @ € U. Somit folgt

AT + py, @) = &, @) + p(y, @) = 0
fiir alle @ € U. Also gilt auch A% + pij € U™,
ii) Essei # € UNU*L. Aus (Z,7) = 0 folgt dann aber & = 0.
iii) Es sei @ € U. Dann gilt @7 fiir alle ¥ € UL. Also gilt auch € (U+)*.

iv) Es sei dimU =n und & € (U+)*, und wir nehmen an, es gelte & ¢ U.
Wir setzen W = (U U {z}), womit dim W = dim U + 1 gilt. Nach Satz 6.3.4 (Gram- Schmidt)
gibt es eine Orthonormalbasis {b1 bn, bn+1} von W, so dass {bl, . n} eme ONB von U
ist. Dann ist @ = A1b1 + ... + Anbn 4 Ans1bpg1 mit A; € R (bzw. C). Wegen bps1 € UL folgt
Ani1bng1, Atb1 + - .. 4 Anby) = 0 und damit

Pt 10041, At 1bng1) = M 1bng 1, A1 + o 4 by + Mg 1bn1) = Mg 1bngr, @) = 0,

da & € (U*+)* gilt. Wegen der positiven Definitheit von (-,-) folgt aber \,11 = 0, also ¥ € U,
im Widerspruch zur Annahme.
Somit gilt (U+)+ C U. Mit ii) folgt die Behauptung.

v) Nach Satz 6.3.4 gibt es eine ONB {51, .. m} von U, die zu einer ONB {bl, - b, bm+1, b }
von V' erginzt werden kann. Es sei T = /\1b1 s A 4 A +1b +1 mit A +1b +1 € UL
Wegen <£L’,b ) = A fiir 1 < j <nfolgt A\ =... =\, = 0. Also ist {bm+1,...,b } eine Basis

von UL und dimUl =n—-—m.

O

Satz 6.4.2. Es sei U ein endlichdimensionaler Unterraum von V. Fir v € V gibt es genau eine
Zerlegung v = i + W mit @ € U und & € U*. Ist B= {by,...,b,} eine ONB von U, so ist

i =Y (¥,b)bj. (%)

J=1

Esisti=0cvecU undi=0< 7€ UL,

Beweis. Existenz:
Es sei ¥ € V, und wir kénnen ¥ ¢ U annehmen. Wir setzen W = (U U {17}> Nach Satz 6.3.4
gibt es eine Orthonormalbasis B von W mit B = {bl, .. bn,bn+1} S0 dass {bl, ...,by} eine ONB

—

von U ist. Weiter glbt es \; € R (bzw C) mit ¥ = Aby +...+ An b + )\n+1bn+1 Nun setzen wir
@=MAb1+ ...+ Anby und @ = )\ngnH Wegen \; = (¥, b;) ergibt sich die Gleichung (x).

Eindeutigkeit:
Es sei ¥ = @) + W = @y + Wo mit @; € U und @; € U*. Es folgt

ﬁl—ﬂzsz—wléUﬂUL:{ﬁ}.
—_—— e —

€U cU-+
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Definition 6.4.3. Es sei U ein endlichdimensionaler Unterraum von V und ¥ € V. Unter der
orthogonalen Projektion Py (%) von ¢ auf U versteht man den nach Satz 6.4.2 eindeutig bestimmten
Vektor Py (7) € U, fiir den ¥ = Py (¥) + @ mit @ € U~ gilt.

Satz 6.4.3. Es sei U ein endlichdimensionaler Unterraum von V. Die orthogonale Projektion Py
auf U ist eine Projektion im Sinne von Definition 6.4.1, d.h. es gilt Pg = Py. BEs ist Keen Py = U+
und Py(V)=U.

Beweis. Durch Nachrechnen. O

Die Projektion kann nun auch durch die Minimumeigenschaft des Abstandes definiert werden.

Definition 6.4.4. Es sei ¢ € V und M C V. Unter dem Abstand d(¢, M) des Vektors ¥ von der
Menge M versteht man
d(U, M) = inf{||0 — Z||: ¥ € M}.

Satz 6.4.4. Es sei U € V und U ein endlich- dimensionaler Unterraum von V. Des weiteren gelte
U= Py(¥)+w, y€ U und ¥ = Py(0) + i € U. Dann gilt

i) d(0,U) = ||t — Py(v)]] = |||
ii) Satz des Pythagoras: ||7 — Z||* = ||w]|? + ||#]|?
iii) d(U,U)=0<v€U.
Beweis. Aus der Aussage ii) folgen i) und iii). Daher geniigt es, ii) zu beweisen:
Wegen 4 € U und @ € U™ gilt (i, W) = 0. Daher folgt
17— 2|1 = ||@ - gI* = (@ — g, 7 — §) = ||]]> + 171>
O

Bemerkung 6.4.1. Satz 6.4.4 sagt, dass die Projektion Py (¢) derjenige Vektor des Unterraums U
ist, der ¥ ”am n#chsten liegt”.
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Kapitel 7

Eigenwerte, Normalformen

7.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Im folgenden sei stets K als Kérper und V' als Vektorraum iiber K vorausgesetzt.

Definition 7.1.1. Es sei ¢ € L(V,V) ein Endomorphismus. Dann heifit A € K ein Eigenwert (EW)

von o, falls es einen Vektor # € V mit & # 0 gibt, so dass ©(Z) = AT ist. Dieses  heifit dann
Eigenvektor (EV) von ¢ zum Eigenwert .

Definition 7.1.2. Es sei A € K™ ¢ine quadratische Matrix. Dann heiBt A € K ein Eigenwert der

Matrix A, falls es einen Vektor # € K™ mit @ # 0 gibt, so dass AZ = AT ist. Dieses # heifit dann
Eigenvektor von A zum Eigenwert A\, d.h. A ist Eigenwert des Endomorphismus (%) = AZ.

Beispiel 7.1.1. Die Identitit ¢ = ¢d hat den Eigenwert 1 und sonst keinen. Die Nullabbildung
N(Z) = 0 fiir alle Z € V hat als einzigen Eigenwert die Null. Ein Endomorphismus ¢ hat genau dann
den Eigenwert 0, wenn es ein & # 0 mit ¢(Z) = 0 gibt.

Beispiel 7.1.2. Es sei die Projektion P: K™ — K™ mit P(x1,...,2,)T = (21,...,2,,0,...,0)T fiir
1 < r < n gegeben. Sie besitzt den Eigenwert 1, denn jeder Vektor der Form # = (z1,...,z,,0,...,0)7
erfillt P(Z) = Z. Andererseits besitzt die Projektion P auch den Eigenwert 0, denn jeder Vektor der
Form & = (0,...,0,Zpy1,...,2,)7 erfiillt P(Z') = 0.

Satz 7.1.1. Es sei ¢ € L(V,V), B eine Basis von V und X\ € K. Dann ist X genau dann ein
FEigenwert von ¢, wenn A ein Eigenwert von M(p; B, B) ist.

Bemerkung 7.1.1. Offensichtlich hingt die Aussage auf der linken Seite nicht von der Wahl der
Basis B ab. Damit folgt aus Satz 3.7.5, dass A € K™ und X' AX fiir alle X € GL(n, K) diselben
Eigenwerte besitzen. Aus Satz 5.4.1 folgt iibrigens, dass sie auch dieselbe Determinante besitzen und
sie haben nach Satz 3.5.8 auch denselben Rang.

Dadurch wird die folgende Definition motiviert:

Definition 7.1.3. Matrizen A, B € K" heifien dhnlich (Schreibweise: A ~ B), wenn es ein re-
gulires X € GL(n, K) mit B = X' AX gibt.

Daraus folgt:
i) Ax B < rg(A) =rg(B) und det A = det B
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ii) Ist ¢ € L(V,V) und B eine Basis von V mit A = M(y; B, B), so folgt aus den Sitzen aus
Kapitel 3 die Aquivalenz

A~ B Esgibt eine Basis B von V mit B = M(yp; B, B).

Beweis. (Beweis von Satz 7.1.1)
Es sei B = {by,...,b,} eine Basis von V und # = Yoy 1ib; sowie (%) = Yoy u;l_); mit p;, 1 € K.
Nach Satz 3.5.2 gilt
1 M1
= M(p; B, B) -
I, Hn

Nun ist A genau dann Eigenwert von ¢, wenn (&) = AZ fiir ein Z # 0 ist, also fiir

75 A1 A 1
— !
] A0 wmd M(gBLB) | = =
Dies ist genau dann erfiillt, wenn (p1, ..., it,)? Eigenvektor von M(yp; B, B) zum Eigenwert X ist. [
Definition 7.1.4. Es sei A € K ein Eigenwert von ¢ € L(V, V). Dann heifit
Uy ={Z € V: (&) = \&} = Kern(¢ — \id)

der Eigenraum von A. Die Elemente von U, sind also die Eigenvektoren zum Eigenwert A und
der Nullvektor. Weiter heifit dimU, = dimKern(p — Aid) die geometrische Ordnung (oder die

geometrische Vielfachheit) des Eigenwerts A. Entsprechend definiert man fiir Matrizen A € K (™)

Uy={ZecK": (A-X&)Z=0}
und dim Uy = dimKern(A — X&) =n —rg(A — A\&,).

—

Satz 7.1.2. Es seien Ai,..., )\, paarweise verschiedene Eigenwerte von ¢ € L(V,V) und &1, ...,%,
die zugehirigen Eigenvektoren. Dann sind diese Z1, ..., T, linear unabhdngig.

Bemerkung 7.1.2. Folglich besitzt ¢ hochstens n = dim V' verschiedene Eigenwerte.

Beweis. (Beweis von Satz 7.1.2)
Es ist #; genau dann Eigenvektor zum Eigenwert A\, wenn Z; # 0 ist und ¢(#;) = A\Z; firi=1,...,r
erfiillt ist. Weiter gilt fiir 1 <i,5 <7

(0 = Niid)(T5) = p(Tj) — NiTj = NTj — Ny = (Aj — X) T (%)

Nun betrachten wir a1 21 + ... + o, %, = 0 fiir at,...,o € K und miissen o, =0 fiir alle 1 <k <r
zeigen. Auf diese Gleichung wenden wir die lineare Abbildung

Y = (p—Arid)o...o(p — Ag—1id) o (o — Agid) o ... 0 (¢ — A\pid)

an und erhalten

6 = @Dk(ﬁ) = ¢k Zaj:fj = Z Oéjwk(fj) = Oéj H(go — )\ﬂd)ii’} = Oéj ()\j — Al)fj
j ] =1
i#k



Das erste Produkt gehort zur Verkniipfung o auf L(V, V'), das zweite ist ein gewohnliches Produkt
von Elementen aus K. In der letzten Summe verschwinden alle Summanden bis auf den Summanden
fiir 2 = k, also ist

T
6 = H()\k — /\z)fk
i=1
ik
Da die Eigenwerte paarweise verschieden sind, verschwindet das Produkt nicht. Wegen & # 0 gilt
dann d = 0. O

Satz 7.1.3. Fiir p € L(V,V) und A € K" sowie \ € K gilt

i) Der Skalar X ist genau dann Eigenwert von ¢, wenn det(p — Xid) = 0 gilt.

ii) Der Skalar X\ ist genau dann Eigenwert von A, wenn det(A — \E,) = 0 gilt.

Beweis. 1) Es gilt
\ ist Eigenwert von ¢ < Kern(p — Nid) # {0} < ¢ — Xid ist nicht injektiv
& — Aid ist kein Automorphismus < det(¢ — Aid) = 0.
ii) Es gilt vollig analog
\ ist Bigenwert von A < 37 £0: AZ =M< 3T #0: (A—X&)T=0
< A — A&, ist nicht regulidr < det(A — \E,) = 0.
O

Satz 7.1.4. Fiir A = (a;;) € K™" ist det(A—\E,) ein Polynom in A vom Grad n mit Koeffizienten
aus dem Korper K :

Pa(\) =det(A —AE) = ap + aid + aa\? + ...+ a, ™

Es ist zudem ap = (—1)", ap_1 = (=1)" "1 (a1 + ...+ apn) und ag = det A.

Beweis. Es gilt

ail — A a2 e A1n
A =| 0T g o R (bij)-
a;ﬂ a;lg . ann.— A
Es folgt
det(A = AE) = (a1 = A) - (a22 = A) -+ (@nn — A) + Y 580(0) - b1 o(1) * b2,02) Do)
o€ Sn
o#id

Jeder Summand ist ein Produkt aus einem Skalar aus K und einem Polynom in A, welches h6échstens
den Grad n — 2 besitzt. Also ist auch die Summe ein Polynom Q(A), welches héchstens den Grad
n — 2 besitzt. Wir multiplizieren das Produkt tiber die (a;; — A) aus und erhalten

det(A— X&) = (—=1)" A" + (=N)" a1 + ... + ann) + Q(N)

mit einem Polynom Q(\), welches ebenfalls hichstens den Grad n —2 besitzt. Damit ist det(A— \E,)
ein Polynom vom Grad n, und es ist o, = (—=1)" und a1 = (=1)" "1 (a11 + ... + apy). Den Wert
fiir ag erhéilt man durch Einsetzen von A = 0. Daraus folgt o = det A. O
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Definition 7.1.5. Es sei A € K(™"),
Das Polynom P4(\) = det(A — AE,) heifit charakteristisches Polynom von A.
Die Summe Spur(A) = aj1 + ... + any, heift die Spur von A.

Bemerkung 7.1.3. Satz 7.1.3 besagt, dass die Eigenwerte von A die Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms sind:
Ai Eigenwert von A < Pa(\;) = 0.

Dadurch kann man die Eigenwerte einer Matrix rechnerisch bestimmen:

Beispiel 7.1.3. Bestimme die Eigenwerte von
1 21
010
1 11

Losung:
Es gilt mit dem Entwicklungssatz von Laplace (Satz 5.3.6)

1-A 2 1

det(A—)NE,) = det| O 1-X 0 = (1—2X)-det L=a 1
1 1 1- 2. Zeile 1 1—A

= (1-XN-(1=X2=1-1)=1=X)-(-22+ X)) =-X-A—=1)- (A —2).
Damit hat A die Eigenwerte A\ =0, Ao = 1 und A3 = 2.

7.2 Diagonalisierung

Wir werden im folgenden die Frage der Normalformen von Matrizen behandeln:
Ist eine vorgegebene Matrix A € K (™™ #hnlich (im Sinne von Definition 7.1.3) einer Matrix B von
einer vorgeschriebenen einfachen Gestalt, d.h. gibt es eine Matrix X € GL(n, K), so dass

B=X"'AXx

diese Gestalt hat?
Matrizen besonders einfacher Gestalt sind Diagonalmatrizen.

Definition 7.2.1. Es sei K ein Kérper und n € N. Dann heifit A € K™ diagonalisierbar, wenn A
einer Diagonalmatrix

A1 0

0 An
mit \; € K dhnlich ist.
Satz 7.2.1. Es sei K ein Korper und \; € K. Dann ist A € K™ genau dann diagonalisierbar,
wenn der K™ eine Basis aus Figenvektoren von A besitzt. Ist X die Matriz, deren Spaltenvektoren

die Eigenvektoren sind, so gilt
A1 0

X lAx = ,
0 An

wobei die \; die Figenwerte von A sind. Jeder FEigenwert tritt so oft auf, wie seine geometrische
Ordnung angibt.
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Beweis. 7=":

Die verschiedenen Eigenwerte seien Aq, ..., A, mit zugehorigen Eigenrdumen Uy, ..., U,,. Weiter sei
dim Uy, = p; fiir 1 <14 <r. Die Basis aus Eigenvektoren sei B = By, U...UDB),, wobei By, C U}, ist.
Es sei By, = {b1(\i), ..., br,(Ni)}, also |By,| = 7. Es ist nun zu zeigen, dass p; = 7; fiir alle 1 <i <r
gilt:

Annahme: p; < 7;:
Dann enthélt Uy, die 7; linear unabhéingigen Vektoren von B); im Widerspruch zu dim By, = p;.

Annahme: 7; < p;:

Dann gibt es ¢; € Uy, mit ¢; € (By,). Wir wollen zeigen, dass
BuU{c} (%)
linear unabhéngig ist. Es sei
p1(A)BLAL) + - i (AD)br (A1) + o+ it A)BL () + -+ i, (M), (Ar) + 18 = 0.

Da nach Satz 7.1.2 Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhéngig sind, folgt

pr(A)b1 () + -+ i, (Ni)br, (M) = 0
fiir ¢ # j und
i A)bL(A)) + -+ ey (A)bry () + vE; = 0.
Wire v # 0, so folgte ¢; € (B),;), im Widerspruch zur Annahme. Also gilt v = 0, und wegen der
Basiseigenschaft der By, gilt ux()\;) = 0 fiir alle 1 < k < 7;. Wegen der Basiseigenschaft der B; fiir
i # j folgt uk(A;) = 0 fiir 7 # j. Damit ist (x) gezeigt.
Dies steht jedoch im Widerspruch zur Voraussetzung, dass B eine Basis des K™ darstellt.

Damit ist p; = 7; gezeigt.

Nach Definition 3.5.5 ist

A1 0
M(p;;B,B) =
0 An
Nach Satz 3.7.5 ist
A1 0
X lAx = .
0 An
k)] <:77:
Es sei

A 0
X lAx =

und ¢ 4(Z) = AZ. Nach Satz 3.7.5 ist

(o A
M 0
0 An
mit C = {&1,...,Zn}. Es folgt p4(Z;) = N O
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Wir kehren zu Beispiel 3.7.2 zuriick, in dem wir die Diagonalisierung einer Matrix angegeben hatten,
ohne zu beschreiben, wie sie zu finden war.

Beispiel 7.2.1. Die Matrix

-3 -4 -4
A=1-3 0 -3
8 4 9

ist zu diagonalisieren.
Berechnung der Eigenwerte:
Das charakteristische Polynom ergibt sich zu

—3-A -2 -4
PaA) = det| -3 —x -3
8 4 9-)

- =3 -3 =3 -3 =)
LT (—3—A)-det<4 9_)\>+2-det<8 9_)\>—4-det(8 4>

= —(A+3) AP —9AF12)+2- (BN —27+24) —4- (8 —12) = =A% + 6% — 11\ +6.
Durch Probieren findet man A\; = 1 als Losung der Gleichung P4(\) = 0. Polynomdivision ergibt
PiA)=—-A=1)- (AN =5X14+6)=—A—1)-(A=2)- (A —3).

Man erhilt also die Eigenwerte \; = 1, A = 2 und A3 = 3. Die zugehorigen Eigenvektoren 51, 52, 53
erhélt man durch Losung des LGS

etwa fir A\ =1

-4 -4 —4 1
(A-NE) - @=0= -3 -1 -3|F=0=a=b=|0
8§ 4 8 ~1

1 2 -1
bl = 0 y bz = 3 und b3 =1-1
-1 —4 2

ergeben. Es sei X' die Matrix, die 51, 52, 53 als Spaltenvektoren besitzt, also

1 2 -1
xX=|0 3 -1
-1 4 2
Dann ist
100
xtAx =10 2 o],
0 0 3

d.h. die Diagonalmatrix mit den Eigenwerten Ay = 1, Ay = 2 und A3 = 3 auf der Diagonalen.
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7.3 Normalformen von symmetrischen und unitiren Matrizen und
der Spektralsatz

Es sei A € C(),

Wir benétigen zuerst die Tatsache, dass das charakteristische Polynom P4(\) mindestens eine Null-
stelle und damit A mindestens einen Eigenwert besitzt. Dies folgt aus dem sogenannten ” Fundamen-
talsatz der Algebra”, den wir hier ohne Beweis angeben:

Satz 7.3.1. (Fundamentalsatz der Algebra)
Es setn €N, alson >1 und

p(z) =ao+ a1z +...apz"

mit a; € C. Dann hat p mindestens eine komplexe Nullstelle.

Definition 7.3.1. Es sei (V, (-, -)) ein Euklidischer Vektorraum. Ein Endomorphismus ¢ € L(V,V)
heifit symmetrisch, wenn (%, p(7)) = (p(¥), y) fiir alle Z, 7 € V gilt.

Definition 7.3.2. Es sei (V, (-, -)) ein unitidrer Vektorraum. Ein Endomorphismus ¢ € L(V, V') heifit
hermitesch (oder selbstadjungiert), wenn (%, ¢(%)) = (¢(Z), ) fir alle &, 5 € V gilt.

Satz 7.3.2. Es sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum und B eine ONB
von V. Ein Endomorphismus ¢ € L(V,V) ist genau dann symmetrisch, wenn die Darstellungsmatriz
M(p; B, B) symmetrisch ist.

Beweis. Der Beweis ergibt sich aus dem Beweis des entsprechenden Satzes fiir unitdre Vektorrdume.
O

Satz 7.3.3. Es sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler unitdrer Vektorraum und B eine Orthonor-
malbasis von V. Ein Endomorphismus ¢ € L(V,V) ist genau dann hermitesch, wenn die Darstel-
lungsmatriz M(p; B, B) hermitesch ist.

Beweis. Es sei B = {51, ce 5n} sowie # = x1b1 + . . . + by, und y= ylgl +... +yn5n mit x;,y; € C.
Weiter sei M = M(p; B, B). Nach Satz 3.5.2 ist dann

Xy X1
o(Z) = 2\b1 + ... + 2 by mit =M und
xl Tn
" 1
(@) =y1b1 + ...+ y;lgn mit =M1
Yn Yn
Es ist o
n " 71
(@, 0(y)) = Z$2Z<gz,gj>:(x1,,$n) :($1,...,Zlfn)'ﬂ' (1)
Ve vh 7
und - -
Y1 Y
(cp(f),gj’}:(xll,...,x%)- :(xlw"amn)'MT' : (2)
Yn Yn
Da eine Sesquilinearform die Matrix eindeutig bestimmt, folgt aus (1) und (2), dass ¢ genau dann
hemitesch ist, wenn M = M7T oder M = M* ist. O
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Satz 7.3.4. (Spektralsatz)

i) Es sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler unitirer Vektorraum und ¢ € L(V,V') hermitesch.
Dann gibt es eine ONB von V, die aus den Eigenvektoren von ¢ zu reellen Eigenwerten besteht.

i) Es sei A € C™" eine hermitesche Matriz. Dann gibt es eine unitire Matriz P, so dass P* AP
etne reelle Diagonalmatriz ist.

Beweis. i) Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n = dim V.

Induktionsanfang: n = 1:
Setze ¥ = @ - ||w@]| " fiir & € V —{0}. Dann ist (7], 7)) = 1. Wegen dim V = 1 ist (7)) = \ 0y
mit A\; € C. Es ist

(U1, (01)) = (1, \01) = A1 = (p(T1), T1) = (M1, T1) = A1

Aus A\ = )\ folgt A\ € R.

Induktionsschritt: n — n + 1:

Nach Satz 7.3.1 besitzt das charakteristische Polynom det(¢ — Aid) mindestens eine Nullstelle.
Somit hat ¢ einen Eigenwert A\; und einen Eigenvektor @ mit ¢ () = A\jwy. Wir setzen wieder
o = - || || 7Y, womit ||#77|| = 1 ist. Nach Satz 6.3.4 kann {# } zu einer ONB B = {#, ..., 7, }
von V ergédnzt werden.

Die Matrix M(y; B, B) hat die Form

)\1‘* S
0

M(p; B, B) = : M
0
Nach Satz 7.3.3 ist M(g; B, B) hermitesch und somit A\; € R,

A0 .0

0
M((,D,B,B): . ’

und M’ ist hermitesch.
Nach der Induktionshypothese gibt es eine ONB B’ von V' = ({#1,...,0,}), so dass

A2 0
M(QOV/;B,7B,) = .
0 An
mit \; € R ist. Es sei B” = {¢}} UB’. Dann ist
A1 0
M(p;B,B) =
0 An
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ii) Wir zeigen ii), indem wir die Erkenntnisse aus Kapitel III nutzen, dass eine lineare Abbildung

in einer Matrixschreibweise dargestellt werden kann und folgern das Ergebnis aus i):
Wir setzen V' = C" mit der ONB B = {by,...,b,}. Es sei ¢: C" — C", ¥ — AZ. Nach i) gibt
es eine ONB C = {¢é1,...,¢,} von V, so dass

A1 0

M(#;C,C) = :

0 An
mit \; € R ist. Es sei P die Matrix, deren Spalten ¢, ...¢, sind. Dann ist P € U(n), also
P~! = P*. Nach Satz 3.7.4 ist

A1 0
_ =P AP = P*AP.
0 An

Wir erhalten als Folgerung;:

Satz 7.3.5. Die Eigenwerte eines hermiteschen Endomorphismus oder eine hermiteschen Matrix
sind reell.

Ganz analog werden nun die entsprechenden Sitze fiir Euklidische Vektorrdume und orthogonale
Endomorphismen gezeigt. Wir geben daher nur die Sétze an und verzichten auf ihre Beweise:

Satz 7.3.6. (Spektralsatz, reeller Fall)

i) Es sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum und ¢ € L(V,V) symme-
trisch. Dann gibt es eine ONB von V', die aus den FEigenvektoren von ¢ besteht.

i) Es sei A € R eine symmetrische Matriz. Dann gibt es eine Matriz P € O(n), so dass
PTAP eine Diagonalmatriz ist.

Als Folgerung von Satz 7.3.5 ergibt sich:

Satz 7.3.7. Die Figenwerte einer reellen symmetrischen Matriz sind reell.

7.4 Definitheit quadratischer Formen und die Hauptachsentrans-
formation

Definition 7.4.1. Es sei K ein Korper und V' ein Vektorraum iiber K.
Unter einer quadratischen Form @) auf V' versteht man die Abbildung

Q:V =R, ¥— bz T,
wobei b eine symmetrische Bilinearform auf V ist.

Bemerkung 7.4.1. Quadratische Formen gehen also aus symmetrischen Bilinearformen durch Gleich-
setzen der Variablen hervor. Es gibt somit eine Matrix A € K™ so dass Q(Z) = T AZ gilt.
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Satz 7.4.1. FEs sei K ein Korper, in dem 1+ 1 # 0 gilt. Ist Q eine quadratische Form auf V', so ist
die symmetrische Bilinearform von Definition 7.4.1 durch Q eindeutig bestimmd.

Es gilt b(Z,7) = L - (Q(@ + 7) — Q(@) — Q(&)).
Beweis. Fiir alle Z, ¢ € K" gilt Q(Z +¢) = b(Z + ¢, + 7) = Q(¥) + Q(Y) + 2b(Z, 9). O

Bemerkung 7.4.2. Wird auf die Forderung der Symmetrie verzichtet, so kann es mehrere Bilinear-
formen geben, aus denen durch Gleichsetzen dieselbe quadratische Form hervorgeht, wie das folgende
Beispiel zeigt.

Beispiel 7.4.1. Es sei V =R? und & = (21, 22)7 bzw. § = (y1,92)" sowie
S oS r(102) .
h(Z,y) = « 45 Y= x1y1 + 2x1y2 + 4x2y1 + ST2Y0

R 1 3
b2($,y) = T <3 5) = x1y1 + 3T1Yy2 + 3x2y1 + ST2Yo.

Dann ist Q(Z) = by (Z, %) = ba(¥, F) = 23 + 6122 + 523.

Die Eigenschaften der positiven bzw. negativen Definitheit bzw. Semidefinitheit fiir Bilinearformen
(Definition 6.1.9) iibertragen sich nun auf quadratische Formen. Eine symmetrische Bilinearform
besitzt genau dann eine dieser Eigenschaften, wenn sie auch die zugehorige quadratische Form besitzt.

Definition 7.4.2. (Quadriken)

Es sei (V, (-,-)) ein Euklidischer Vektorraum mit dim V = n, weiter B eine ONB von V, A € R(®»")
symmetrisch, b € R" und ¢ € R. Unter einer Hyperfliche 2. Ordnung (oder Quadrik) versteht man
die Menge aller v € V', deren Koordinatenvektoren bzgl. B die Gleichung

FTAZ+ 206" T+¢c=0 (%)
erfiillen.

Beispiel 7.4.2. Essei V=R2, a>b>0,c=—1,b=0 und

Setzen wir # = (x,y)T, so nimmt die Gleichung (%) die Form

an. Die Losungsmenge von (k)

2 2

x 2. T Y
E = RZ: = + L =1
{<y>€ 2 }

wird auch als Ellipse mit grofer Halbachse a, kleiner Halbachse b und Mittelpunkt (0, 0) bezeichnet.

(b, 0)

(—a,0) (a,0)
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Grofle und kleine Halbachsen werden auch gemeinsam als Hauptachsen bezeichnet.
Der Kreis um (0,0) mit Radius r ergibt sich als Spezialfall fiir a = b = r.

Auch alle Mengen, die aus der Ellipse mit der Gleichung (%) durch eine Bewegung hervorgehen,
werden als Ellipsen bezeichnet.
Besonders einfache Bewegungen sind Translationen: T': & — T(Z) = & 4 Zo. Es sei £y = (x0,0)”. Es
hat T(E) die Gleichung
(z —20)*  (y—0)°
2 + 72 =1, ( * %)
womit T'(E) eine Ellipse mit Hauptachsen a und b und Mittelpunkt (zg,yo) ist.

Es ist nun moglich, die Gleichung jeder Quadrik durch eine Hauptachsentransformation in eine zur
Darstellung (* * %) &hnliche Form zu bringen. Wir geben zunéchst ein Beispiel:

Beispiel 7.4.3. Wir betrachten die Quadrik @ im R? mit der Gleichung
1322 — 10zy + 13y° + 2v/2z — 342y — 22 = 0.

Man erhilt diese als Spezialfall von #7 A% + 27T+ = 0, indem man

(5 5) 7= ()

und ¢ = —22 setzt. Nach Satz 7.3.6 (Spektralsatz im reellen Fall) gibt es eine orthogonale Matrix P, so
dass PT AP eine Diagonalmatrix ist. Die Spaltenvektoren von P sind dabei gerade die Eigenvektoren
von A. Wir beginnen mit der Bestimmung der Eigenwerte: das charakteristische Polynom ist

B 13—x =5 \ _ >
PA()\)_det< g 13_A) = (A —13)% — 25,

womit P4(A) die Nullstellen \; = 8 und Ay = 18 besitzt. Wir bestimmen die Eigenrdume:

A= 8&:
5 =9\ . = _ t\
(5, P)emvon-{() rer).
Ay = 18:
-5 =5\, = _ t\ .
<_5 _5>x—0=>U18—{<_t>.t€R}

Damit kann

gewéhlt werden, und es gilt



Der Koordinatenvektor & von & bzgl. der ONB

{5)(2)

erfiillt nach Satz 3.7.3 die Bedingung & = PZ’. Die Koordinaten der Punkte der Quadrik @ bzgl. der
Basis B’ erfiillen also die Gleichung

o7 (8 0 o T % _% —
o 18 T +2b 1 1 r—22=0

V2 V2
oder 82" + 18y"? — 32z’ — 36y’ — 22 = 0 bzw.

(o ~2? (1)

=1.
9 * 4

Somit ist @) eine Ellipse mit grofler Halbachse 3 und kleiner Halbachse 2. Die Geraden, auf denen die
Hauptachsen liegen, werden von den Eigenvektoren

Ug = <1> und U8 = <_11)

dargestellt. Die Koordinaten des Mittelpunkts bzgl. der Basis B’ sind @, = (2,1)7 und bzgl. der

Basis B = {€1, é>}
1 1 9 L
ao-ra, - (3 ) (0) - (%)
V2 V2 V2

s : s

p_ (Cosy —sing
sinZ? cosZ
] 7]

die Drehmatrix zum Winkel 7 ist, geht @ aus

2 2

T 9 T Y
FE = R*: —+Z =1
{<y>€ 22 }

durch die Bewegung ¢ o T' mit der Translation

und der Drehung ¢ und den Winkel 7 hervor.

T(E)




Satz 7.4.2. (Hauptachsentransformation)

Es sei (V,(-,-)) ein endlichdimensionaler Vektorraum. Zu jeder Quadrik Q@ C 'V gibt es eine ONB
B von V, so dass die Koordinaten der Punkte von @ bzgl. B durch eine der Gleichungen folgenden
Typs (Normalform) beschrieben werden:

0
a0, P GemsfF e
1t ...+ 5 - 5 — =1 (1)
“ € Car1 cr
(0)y2 (0)y2 _ 02 (o
1~ % (T4 —= (Ta+1 —Tg)y) z, — '
#Jr...Jr Qd) B — T _"‘_%:_(xr—&-l_l’,(gzl) a
“ q Cd+1 Cr
0
I TR
— e 2 o 2 - =0 (III)
“ “a Car1 cr

mit r —d < d. Dabei ist aufferdem 1 <r <mn bzw. r <n—1 im Fall (II) und 0 < d <.

Beweis. Es sei By eine ONB von V bzgl. der @ durch die Gleichung
FTAT+ 2672 +¢=0 (1)

gegeben ist. Nach dem Spektralsatz im reellen Fall (Satz 7.3.6) gibt es eine ONB C von V, die aus
Eigenvektoren von A besteht. Es sei C = {¢1,...,é,} = ¢(Bo) mit M(g; By, By) = P. Dann gilt

A1 0
M(p;C,C) =PTAP = ,
0 An
wobei \; die Eigenwerte von A sind. Dann wird (1) zu
M4 N2+ 2 4 =0 (2)

mit b, € R und ¢ € R. Die Eigenvektoren in C seien so umgeordnet, dass Ai,..., A\, # 0 und
Ari1 = ... = Ap = 0 fiir ein » mit 1 < r < n gelte. Es ist dann r = rg. A > 0. Mit quadratischer
Ergénzung kénnen wir (2) zu

b1\’ b\’

At - (m’1+)\1> T A <x;+)\’"> F 2 a4+ 2l + " =0 (3)
1 T

mit ¢ € R umgeformt werden. Es sei nun ¢':= 2b;. €. ; +...+2b,¢,. Dann betrachten wir die zwei

Falle

e 7=0:
Ist ¢ # 0, so kann (3) durch Durchmultiplizieren mit einer geeigneten Konstanten und einer
gefs. notwendigen Umnummerierung der Variablen in die Form (I) gebracht werden, wobei die
Striche weggelassen werden. Ist ¢’ = 0, so kann (3) in die Form (III) gebracht werden.

o 7#£0:
Wegen (v,¢;) =0 fiir 1 < j < r kann {¢i,...,¢} zu einer ONB B’ = {¢1,...,G,Cpqs---,Ch}
von V' ergénzt werden, wobei acl. ; = 2b,,Gq1 + ... + 2b),E, fiir ein a € R ist. Geeignetes
Durchmultiplizieren und Umnummerieren der Variablen ergibt dann die Form (II).
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Beispiel 7.4.4. Fiir den Fall n = 2 erhalten wir die folgenden Klassifikationen der Kurven 2. Ord-

nung, wobei x@(o) =0 fur alle 1 <17 <n sei.

Typ | (r,d) Gleichung Bezeichnung
I |(1,0) _%% = leere Menge
I (1,1 i—; =1 zwei parallele Geraden
1
I |(2,0) -% — é =1 leere Menge
A
I |(2,1) % - % =1 Hyperbel
—3
I | (22)| 3+%=1 Ellipse (Kreis fiir ¢; = )
1 2
I7 | (1,1) % = —I9 Parabel
11 | (1,1) i—; =0 Gerade
1
IT1T | (2,1) %2% - %% =0 | zwei sich schneidende Geraden
1 2
111 | (2,2) %f + %3 =0 ein Punkt

Beispiel 7.4.5. Auch fiir n = 3 gibt es eine Klassifikation der Quadriken (Flidchen 2. Ordnung). Wir
geben sie hier nicht vollstdndig an, sondern beschrinken uns auf einige Beispiele:

Typ | (r,d) Gleichung Bezeichnung
I |22 i—; + %g =1 elliptischer Zylinder (kreisférmig falls ¢; = ¢2)
1 2
1 (3,3) i—; + i—; + %g = 1 | Ellipsoid mit Halbachsen ¢y, ¢ und ¢3 (Sphére fiir ¢; = co = ¢3)
1 2 3
I |(3,2) i—; + i—; — i—; =1 einschaliges Hyperboloid
1 2 3
I (3,1) @ — £§ — % =1 zweischaliges Hyperbolid
94—
IIT | (3,2) | B3 +% -3 =0 Doppelkegel
Cl 02 C3

Wir suchen nun ein Kriterium, das erlaubt, eine Quadrik, deren Gleichung in allgemeiner Form
FTAT+ 26" +¢=0 (%)

gegeben ist, mit wenig Rechnung- wenigstens grob- zu klassifizieren.
Im Fall n > 2 kann man zum Beispiel fragen: Stellt (x) eine Ellipse dar? Die Antwort ist sicherlich
nein, wenn die durch A gegebene Form Q(¥) = &1 AZ nicht positiv definit ist.

Definition 7.4.3. Es sei K ein Korper, n € N, A € K™ mit A = (@ij)i<ij<n und 1 < k < n.
Unter dem k- ten Hauptminor von A versteht man det A mit der Teilmatrix Ay, := (aij)i<i j<k-

Satz 7.4.3. Es sei A € R™™) symmetrisch.

i) Die Matriz A ist genau dann positiv definit (bzw. positiv semidefinit), wenn alle Eigenwerte
von A positiv (bzw. nichtnegativ) sind.

ii) Die Matriz A ist genau dann negativ definit (bzw. negativ semidefinit), wenn alle Eigenwerte
von A negativ (bzw. nichtpositiv) sind.
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Beweis. Es sei b(Z, %) = ! Ay mit zugehoriger quadratischer Form Q(Z) = #7AZ. Nach Satz 7.3.6
(Spektralsatz im reellen Fall) gibt es ein P € O(n), so dass

A 0
PTAP = =D
0 An

mit den Eigenwerten \; von A gilt. Nach Satz 6.1.2 ist D die Matrix der Bilinearform b bzgl. der Basis
B = {Péy,...,Pé,}.Sind (z},...,z]) die Koordinaten von & bzgl. B, so ist Q(F) = Mz +.. .+ \,z/%.

Daraus folgt die Behauptung. O

Wihrend die Anwendung von Satz 7.4.3 die Berechnung der Eigenwerte erfordert, ist dies bei der
Anwendung des nichsten Kriteriums nicht notwendig.

Satz 7.4.4. Es sei A € R symmetrisch.

i) Die Matriz A ist genau dann positiv definit, wenn alle Hauptminoren von A positiv sind.

ii) Die Matriz A ist genau dann negativ definit, wenn die k- ten Hauptminoren von A fiir gerades
k positiv und fir ungerades k negativ sind.

Beweis. 1) "=":
Es sei A positiv definit. Weiter sei A = (a;j)1<i,j<n mit den Teilmatrizen Ay, = (aij)1<i j<k- Die
zu Ay gehorende Bilinearform by,: R x RF — R, (Z,%) — bp(Z,7) = £T A7 nimmt dieselben
Werte an wie die Einschriinkung der Biliearform b = b,,: R® xR — R, (Z, %) — b(Z, ) = 21 Ay
auf R*) .= {Z €R": &= (21,...,24,0,...,0)7}, und ist daher ebenfalls positiv definit. Nach
Satz 7.3.6 (Spektralsatz im reellen Fall) gibt es Py, € O(k), so dass

AL 0
PLALPy, = =Dy
0 AP
mit den Eigenwerten )\Ek) von Dg. Dann ist det Ay = det D, > 0 nach Satz 7.4.3.
b)) ¢’7:
Es seien alle Hauptminoren von A positiv. Wir zeigen durch Induktion nach n, dass A positiv
definit ist.

Induktionsanfang: n = 1:

Es gilt A = (a11) mit a;; > 0 und & = (z). Dann ist Z7 A% = a;;2? > 0, also ist A positiv
definit.

Induktionsschritt: n — 1 — n:

Wir betrachten die nichtquadratische Teilmatrix

air ... Glp—1
/
A = (aij> 1<i<n
1<j<n—1 an—-1,1 --- QAp—1n-1
an1 oo An,n—1

Die Matrix A’ enthélt A, 1 als Teilmatrix. Es gilt nach Voraussetzung det A4,_1 > 0, also
rg A,—1 =n — 1 und somit auch rg A" = n — 1. Die n- te Zeile Z, = (an1,...,0nn—1) ist daher
eine Linearkombination der Zeilen 2; = (aj1,...,ajp—1) mit 1 <j <n —1, also

n—1
Zn= ) Hi% (+)
j=1
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mit p; € R. Subtraktion des y;- fachen der j- ten Zeile von der n — 1- ten Zeile von A’ kann
durch Multiplikation von links mit der ” Elementarmatrix”

1
L= K ,

0 ... — 5 1
wobei das —p1; in der j- ten Spalte steht, erreicht werden. Dazu gilt det £; = 1. Aus (*) erhalten
wir

A1n
L1 Ly 1A= An—1
an—1,n
o ... 0 ‘ c

mit ¢ € R. Multiplikation von rechts mit EJT hat den entsprechenden Effekt auf die Spalten. Es
istalsomit R=L1---L,—1

RART = | A1 |1 |4

0o ... O‘C

Wegen det A = det A- (det R)? ist det A > 0. Nach Voraussetzung ist det A, _1 > 0, also ¢ > 0.
Nach Satz 6.1.2 ist A die zur Bilinearform b mit b(Z, i) = #' A gehorige Matrix beziiglich der
Basis {RTé1,...,RTé,}. Damit ist A genau dann positiv definit, wenn A positiv definit ist.
Nun ist fiir Z = (21,...,2,)7 und &1 = (z1,...,2p_1)"

PTAZ =21 Ay 1% 1 +ca? >0
fiir alle Z € R™\{0}, da nach Induktionshypothese A, _; positiv definit ist.

ii) Die Matrix A ist genau dann negativ definit, wenn —A positiv definit ist. Daraus folgt die
Behauptung.

O]

Beispiel 7.4.6. Die Losungsmenge der Gleichung
Q(Z) = anz? + 2a19zy + azy® + 2b1z + 2byy + ¢ =0

ist keine Ellipse, wenn a11 > 0 und ajia9s — a%z < 0 ist.
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Kapitel 8

Matrixpolynome und Jordansche
Normalform

8.1 Polynome

Es sei K stets ein Korper.

Definition 8.1.1. Der Polynomring (K|[z], +, ), kurz K|z] ist die Menge aller Ausdriicke
n .
f=f(x) :a0+a1w+...+anac":Zaja:J
j=0

mit a; € K. ist a, # 0, so heifit n der Grad von f (Schreibweise: n = deg(f). So wird K[z] durch
die Addition und Multiplikation von Polynomen zu einem Ring. Es sei f(x) = ag + ... + apz™ und
g(x) =bo+ ...+ bypa™.

i) (f+9)(z) = (ap +bo) + (a1 +b1)x + ...+ (ax + by)z" mit k = max{m,n}. Vereinbarung dazu
ist a; = 0 und b; =0 fiir [ > k.

i) (f-9)(@)=cot+caz+...+ cppma™™ mit ¢; = ZLO aibj_;.

Das Polynom mit a; = 0 fiir alle ¢ heifit das Nullpolynom und wird mit 0 bezeichnet. Polynome vom
Grad 0 heiflen konstante Polynome oder Konstanten.

Folgenden einfachen Satz geben wir ohne Beweis an:

Satz 8.1.1. FEs gilt

i) deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}
i) deg(f - g) = deg(f) +deg(g), falls f,g # 0.

Beweis. ohne Beweis. O

Definition 8.1.2. Es seien f,g € K[z]. Es heifit f Teiler von g (oder f teilt g, Schreibweise: f|g),
wenn es ein Polynom h mit g = fh gibt. Weiter heifit f echter Teiler von g, wenn 0 < deg(f) < deg(g)
gilt. Das Polynom ¢ heifit irreduzibel oder prim, wenn g keine echten Teiler besitzt.
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Wir listen ohne Beweis einige einfache Eigenschaften aus:

Satz 8.1.2. Es seien f,g € K|z].

i) Alle linearen Polynome g = ag + a1z mit ay # 0 sind irreduzibel.
ii) Aus fhy = fhe und f # 0 folgt hy = he (Kiirzungsregel).
ii1) Aus f|g und g|h folgt f|h.

iv) Aus f|g und f|h folgt f|(g+ h).
v) Aus flg und g|f folgt die Ezistenz eines c € K — {0} mit g=-c- f.

Beweis. ohne Beweis. O

Satz 8.1.3. (Division mit Rest)
Sind f,g € K[z] und g # 0, so gibt es q,r € K[x]| mit

f=ag+r (%)
mit 7 =0 oder deg(r) < deg(g).

Beweis. Fiir f =0 ist (x) mit ¢ = r = 0 erfiillt.

Der Beweis der anderen Fille geschieht durch Induktion nach n = deg(f).
Induktionsanfang: n = 0:

Fiir f = ap # 0 kénnen wir ¢ = 0 und r = 0 wihlen, falls deg(g) > 0 ist und ¢ = agq™
falls deg(g) = 0.

Induktionsschritt: n — n + 1:

Essei f=ap+...+apx™ und g = bg + ... bpx™ mit a, # 0 und b, # 0. Fiir n < m kénnen wir
q =0 und r = f wihlen. Fiir n > m sei fi = f — a,b;,'2" ™g. Dann ist deg(f1) < deg(f). Nach
Induktionshypothese gibt es g1, € K[z] mit fi = g1g + r und r = 0 oder deg(r) < deg(g). Dann ist
f=q-g+rmitqg=(q+anb,'z"™)g. O

Lund r = 0,

Satz 8.1.4. Fs sei 0 # f € K[z] und xg € K eine Nullstelle von f, d.h. f(xo) = 0. Dann existiert
ein g € K[z] mit f(x) = (x — x0) - ¢(x).

Beweis. Satz 8.1.3 (Division mit Rest) gibt f(z) = (x —a) - q(x) +r(z) mit deg(r) < 1, also r(z) = 7.
Einsetzen von = = xg liefert r = 0. ]

Satz 8.1.5. Es sei f € K[z] und deg(f) = n. Dann hat f héchstens n Nullstellen.

Beweis. Wenn x1,...,x, verschiedene Nullstellen von f sind, so folgt aus Satz 8.1.4, dass auch
fl@)=(x—z1) - (r — xm) - q(z) fir ¢ € Kx] gilt. Also ist m < m + deg(q) = deg(f) = n. O

Satz 8.1.6. Es sei f € K[z] und deg(f) € {2,3}. Das Polynom f ist genau dann irreduzibel, wenn
es keine Nullstellen hat.

Beweis. 7="":

Es sei f irreduzibel. Dann kann f keine Nullstellen besitzen, da ansonsten nach Satz 8.1.5 wiederum
f(z) = (x — xo) - ¢(z) mit 0 < deg(q) < deg(f) gelten wiirde.

”

Das Polynom f habe keine Nullstellen. Wir wollen annehmen, es gebe eine Zerlegung f = ¢ - h mit
0 < deg(g) und 0 < deg(h). Daraus folgt deg(g) = 1 oder deg(h) = 1. Dann hat g oder h und somit
auch f eine Nullstelle, ein Widerspruch. O
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Definition 8.1.3. (grofiter gemeinsamer Teiler)

Es seien f,g € K[z]. Das Polynom d € K|[z] heifit gemeinsamer Teiler von f und g, wenn d|f und
d|g. Es heifit echter gemeinsamer Teiler, wenn zusétzlich deg(d) > 0 gilt.

Die Polynome f und g heiflen teilerfremd, wenn sie keine echten gemeinsamen Teiler besitzen.

Das Polynom d € K|[z] heifit grofiter gemeinsamer Teiler von f und g (Schreibweise: d = ggT'(f,g)),
wenn aus h|f und hlg auch hl|d folgt.

Satz 8.1.7. Es seien f,g € K|x] — {0}. Dann existiert d = ggT(f,g) und d ist ein gemeinsamer
Teiler von f und g. Sind di und dg grifite gemeinsame Teiler von f und g, so gibt es c € K — {0}
mit do = cdy. Weiter gibt es hy,ha € K[x] mit d = h1f + hag.

Beweis. Es sei L = {q1f + ¢29: q1,92 € K[z]} und d = hyf + hog mit h; € K|[z] sei ein Polynom
kleinsten Grades aus L — {0}. Es gelte h|f und h|g. Nach Satz 8.1.2 (iv) folgt h|(hif + hag) = d.
Also gilt d = ggT'(f, g).

Ist d = ggT(f,g), so gilt d|d und d|d, also nach Satz 8.1.2 (v) auch d = ¢d mit ¢ € K — {0}.
Nach Satz 8.1.3 gibt es ¢,r € K[z] mit f = gd + r und deg(r) < deg(d) oder r = 0. Es ist
r=f—qd=(1—-qh1)f —qheg € L. Da d ein Polynom kleinsten Grades aus L ist, folgt = 0, also
d|f. Ebenso folgt d|g, womit d ein gemeinsamer Teiler von f und g ist. O

Satz 8.1.8. Es seien f,g,h € K|x| mit f #0 und g # 0. Dann ist ggT(f,g9) = 99T (f,g9 + hf).

Beweis. Mit h|f und h|g ist h|f und h|(g+hf) dquivalent. Nach Definition 8.1.3 folgt die Behauptung.
O

Der grofite gemeinsame Teiler kann mittels des Euklidischen Algorithmus bestimmt werden.

Satz 8.1.9. (Euklidischer Algorithmus)
Es seien f,g € K[z] —{0}. Die Folgen (g;) und (r;) von Polynomen ¢;,r; € K[z] seien durch

[ = a-g+nr, deg(r1) <deg(g), 1 #0
g = q2-1m1+71r2, deg(ry) <deg(ri), ro #0

Ti—2 = qj-Tj-1 + Tj, deg(rj) < deg(rj,l)

Tj—1 = gj+1°T;

definiert. Dann ist r; = ggT(f,g). Eine Darstellung r; = hif + hog mit hq, ho € Kx] kann aus den
obigen Gleichungen durch Riickwdirtseinsetzen gefunden werden.

Beweis. Nach Satz 8.1.8 folgt aus f = q1g + 71
99T(f,9) = 997 (g9, f — a19) = 99T (g,71).
Weiter folgt aus g = qor1 + 72
99T (f,9) = 99T (9,m1) = 99T (r1,9 — g2r1) = ggT'(r1,72).

So fortfahrend erhélt man
99T (f,9) = 99T (rj-1,75) =1;.
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Beispiel 8.1.1. Essei K =R, f(z) = 2° + 2%+ 222+ 2 und g(r) = 2* 4223+ 422 422+ 3. Bestimme
d = ggT(f,g) und driicke es in der Form d = hy f + haog mit hy, he € R[z] aus.

Losung;:
1. Schritt: f = ¢1g 4+ r1 mit deg(r1) < deg(g) oder r; = 0:
(x5 +x3  +222 +2) = (@' +223+4224+22+3)-(z—-2)+ 1
—(2° +224 423 4222 +31)
221 323 —3x +2

—(—22* —42® 822 —4x —6)
¥ +8z%7 4z +8

Also ist g1 =2 — 2 und 1 = 2% + 822 + = + 8.
2. Schritt: g = gor; + 72 mit deg(r2) < deg(ry) oder 1o = 0:

(x4 +22%  +42? 2z +3) = (2P + 822+ 1 +8) (x—6)+r
— (x4 +823 +x2 +8z)
—623  +327 —6x +3
—(—6x3 —482% —6x —48)
51x? +51

Somit ist go =  — 6 und ro = 51 (22 + 1).
3. Schritt: r1 = gsrs + r3 mit deg(rs) < deg(rz) oder r3 = 0:

(3 +822 4z +8) = (224+1)-(z+8) +r3
—(x3 +x)
822 +8
— (822 +8)
0

Somit ist g3 = 5—11(m +8) und r3 = 0.

Damit gilt ggT'(f,g) = d(z) = ¢ (z? + 1) mit ¢ € R\{0}.
Die Darstellung d = hy f + hog folgt durch Riickwértseinsetzen: Aus dem zweiten Schritt ergibt sich

51(z° 4+ 1) =g — (2® + 822 + z +8) - (z — 6)
und aus dem ersten Schritt

51U+ 1) =g—(f—(x—2)-g) - (x—6)=(—2+6)- f+ (2* -8z +13) - g.

Damit ist
d=ggT(f,g) =2 +1=hif+ hag
it 1 6 1 8 13
_ = e — — p2_ = -
Mi(r) = —gyed gy wnd he =gt — o+ o

Satz 8.1.10. Es seien f,g,h € K[z]. Weiter gelte h|(fg) und h und f seien teilerfremd. Dann folgt
hlg.

Beweis. Nach Satz 8.1.9 gibt es k1, ko € K[x] mit kih+kof = 1. Daraus folgt h|(k1gh+kafg) =g. O
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Satz 8.1.11. (FEindeutige Zerlegung in Primfaktoren)
Es sei f € K|x] und deg(f) > 1. Dann gibt es irreduzible Polynome p —1,...,py € Klz|, so dass

f:pl"'pm (*)

gilt. Die p; sind bis auf die Reihenfolge und bis auf die Multiplikation mit Konstanten eindeutig
bestimmdt.

Beweis. Existenz:

Der Beweis wird durch Induktion nach n = deg(f) gefiihrt.

Induktionsanfang n = 1:

Das Polynom f ist nach Satz 8.1.2 irreduzibel. Damit gilt () mit m = 1 und p; = f.
Induktionsschritt n — n + 1:

Die Existenz sei schon fiir deg(f) < n beweisen, und es sei deg(f) = n. Ist f irreduzibel, so gilt
() wieder mit m = 1 und p; = f. Andernfalls ist f = gh mit deg(g) < n und deg(h) < n. Nach
Induktionshypothese ist ¢ = p1---pr und h = ¢1 - - - ¢; mit irreduziblen Polynomen p; bzw. ¢;. Also
gilt f=p1-pr-q1--q.

Eindeutigkeit:

Wir fithren den Beweis wieder durch Induktion nach n = deg(f). Induktionsanfang n = 1:

In (%) ist m =1 und p; = c¢- f mit c € K — {0}.

Induktionsschritt n — n + 1:

Die Existenz sei schon fiir deg(f) < n beweisen, und es sei deg(f) =n.Essei f=p1--pr=q1 - q
mit irreduziblen Polynomen p;, ¢; € K|z].

Es gilt p1/(q1 - - - ¢;). Nach Satz 8.1.10 muss dann p;|g; fiir mindestens ein ¢ mit 1 <14 <[ gelten. Die
Nummerierung sei so, dass p1|q1 gelte. da ¢; irreduzibel ist, folgt ¢1 = ¢ - p; mit ¢ € K — {0}. Also
gitpr-pr=c-q1--q.

Die Behauptung folgt durch Anwenden der Induktionshypothese auf das Polynom h = py---pg. 0O

Definition 8.1.4. (kleinestes gemeinsames Vielfaches)
Es seien f,g € K|z].

i) Das Polynom [ € K|[z] heiit gemeinsames Vielfaches von f und g, wenn f|l und g|i.

ii) Das Polynom [ € K[x] heifit kleinstes gemeinsames Vielfaches von f und g (Schreibweise: [ =
kgV(f,g)), falls fiir jedes gemeinsame Vielfache h von f und g auch I|h gilt.

Satz 8.1.12. Es seien f,g € Klz] und f = p{*---pS sowie g = py’ ---p?nm mit paarweise teiler-

fremden irreduziblen Polynomen p; und a; > 0, 8; > 0 und 1 < i < m. Dann gilt flg < o; < B; fiir
1< <m.

Beweis. Es gilt flg < g =h- f mit h € K[z], was mit p{" - p%m = p{* - -plm . b gleichbedeutend
ist. Die Behauptung folgt aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung (Satz 8.1.11). O

Satz 8.1.13. Es seien f,g € Klz] und f = p{*---pSm sowie g = py’ '--pfnm mit paarweise teiler-

fremden irreduziblen Polynomen p; und «; > 0 und B; > 0. Dann gilt

i) ggT(f.g) = [ ot
i=1

it) Das kgV (f,g) existiert und ist bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmit.

FEs ist k‘gV(f’ g) — HpgnaX{ai“Bi}‘
=1
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Beweis. i) Es sei h = [[i- presf ind es gelte k|f und k|g. Nach Satz 8.1.12 ist dann

=117

k=p]' - py" mit 9 < o; und v; < ;. Die Behauptung folgt dann aus Definition 8.1.3.

ii) Der Beweis verlduft analog.

Die Begriffe des ggT und des kgV koénnen auch fiir mehr als zwei Argumente definiert werden.

Definition 8.1.5. Es seien fi,..., fr € K|z].

i) Bsist ggT(f1,-- - fu) = 99T (99T (f1, - -, fr—1), fr)

ii) Esist kgV(f1,..., fx) = kgV (kgV (f1,- - fi=1), fx)
Satz 8.1.14. Es seien f1,..., fr € K[z] und f; :p(f“ coepe™timat 1 < i < k, a;; >0undl <j<m
mit paarweise verschiedenen teilerfremden irreduziblen Polynomen p1,...,pm. Dann ist

i) 99T (f1,--, fi) = pi" - pi* mit v; = min{aj1, ..., ok}

it) kgV (fi,..., fx) :p‘lSl <o plmomit §; = max{aj1,...,qjk}

Beweis. ohne Beweis. O

8.2 Minimalpolynome

In diesem Abschnitt sei K stets ein Korper und V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K mit
dimV = n.

Definition 8.2.1. (Matrixpolynome und Polynome von Endomorphismen)
Es sei f(x) =ap+ ...+ apz™ € K[z].

i) Es sei ¢ € L(V, V). Dann setzen wir f(¢) = ag+ a19 + ...+ ame™.

ii) Es sei A € K™, Dann setzen wir f(A) = ag+ a1 A+ ... + apnA™.
Satz 8.2.1. Es sei f(z) =ap+...+apz™ € K[z|, dimV < oo und B eine Basis von V. Weiter sei
w e L(V,V) und A= M(p;B,B). Dann ist M(f(¢); B,B) = f(A).

Beweis. Dies folgt aus Satz 3.5.7, nach dem die Abbildung ®: L(V,V) — K" o — M(p; B, B)
ein Ringisomorphismus, also insbesondere relationstreu ist. ]

Satz 8.2.2. i) Es sei o € L(V,V) und f,g € K[z].
Dann ist (f + g)(¢) = f(p) + g(p) und (f - 9)(p) = f(¥) - 9(¢).

i) Es sei A€ K™ und f,g € K[z].
Dann ist (f +g)(A) = f(A) + g(A) und (f - 9)(A) = f(A) - g(A).

Beweis. Die Behauptung folgt wegen F o ¢! = pF*! und A* o A! = AFH, O
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Satz 8.2.3. Es sei o € L(V,V). Zu jedem & € V — {0} gibt es genau ein Polynom f € K|[x] mit den
folgenden Figenschaften:

(1) f(x) =ap+ a1z + ...+ apm_12™ 1+ 2™ mit m > 1

(2) f(¢)(&) =0
(8) Ist g € K[z] mit g(p)(Z) =0, so gilt f|g.

Beweis. Existenz:

Es sei m > 1 die kleinste natiirliche Zahl, fir die die Vektoren Z, (%), ..., ¢ (%) linear abhingig
sind. Dann gibt es ag, . .., @y, € K mit ag-id(Z) +. .. +am_10™ '+ ane™(Z) = 0. es ist dann a,, #0,
und wir kénnen durch Durchdividieren a,, = 1 erreichen. Somit hat f(z) := ag+...+am_12™ 1 +2™
die Eigenschaften (1) und (2).

Zu (3): Division mit Rest (Satz 8.1.3 ergibt g = ¢ - f + r mit » = 0 oder deg(r) < m. es folgt
r(p)(Z) = 0. Wiire r = by + ... + bsz® # 0, so wire boZ + ... + bs¢®*(Z) = 0 im Widerspruch zur
linearen Unabhéngigkeit der Vektoren Z, o(Z),. .., ¢*(Z). Also ist r = 0 und f|g.

Eindeutigkeit:
Die Polynome f; und fo mogen die Eigenschaften (1), (2) und (3) besitzen. Dann gilt fi|fo und fao|f;.
Nach Satz 8.1.2 (v) gibt es ein ¢ € K — {0}, so dass f1 = cfs gilt. Aus(1) folgt ¢ = 1. O

Definition 8.2.2. Das Polynom von Satz 8.2.3 heifit Minimalpolynom von & bzgl. ¢.

Satz 8.2.4. Es sei ¢ € L(V,V). Es gibt genau ein Polynom m € K[z] mit den folgenden Eigen-
schaften:

(1) m(z) =ap+ a1z + ...+ as—12°" L + 2% mit s > 1

(2) m(p)(&) =0 fir alle £ € V

(3) Ist g € K[z] mit g(0)(Z) = 0 fiir alle Z € V, so gilt m|g.
Beweis. Existenz: .
Es sei B = {b1,...,b,} eine Basis von V', und es seien fi die Minimalpolynome von b; bzgl. ¢ mit
1<i<n.Essei f=(f1,...,fn). Dannist f(p)(b;) =0 fiir 1 <i < n und damit auch f(p)(Z) =0
fiir alle & € V. Somit hat f die Eigenschaften (1) und (2). Es sei m ein Polynom kleinsten Grades

mit diesen Eigenschaften. Die Eigenschaft (3) und die Eindeutigkeit fiir m folgen dann wie im Beweis
von Satz 8.2.3. [

Wir kommen zum entsprechenden Satz fiir Matrizen:

Satz 8.2.5. Es sei A € K" Es gibt genau ein Polynom m € K[x] mit den folgenden Eigenschaf-
ten:

(1) m(z) =ap+ a1z +... +as_ 125+ 25 mit s > 1
(2) m(A) =0t

(3) Ist g € K[z] mit g(A) = 0™, so gilt m|g.

Das Polynom m hat die Eigenschaften (1)-(8) fiir den Endomorphismus p4: & — AZ.
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Beweis. Nach Satz 8.2.1 hat m genau dann die Eigenschaften (1)-(3), wenn es die Eigenschaften
(1)-(3) von Satz 8.2.4 fiir ¢ 4 hat. Die Behauptung folgt aus Satz 8.2.4. O

Definition 8.2.3. i) Es sei ¢ € L(V,V). Das Polynom m von Satz 8.2.4 heifit Minimalpolynom
von .

ii) Es sei A € K" Das Polynom m von Satz 8.2.4 heiit Minimalpolynom von A.

8.3 Direkte Summen, Zerlegung in invariante Unterrdume
In diesem Abschnitt sei K stets ein Koérper und V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K mit
dimV < oo.
Definition 8.3.1. Es seien Uy, ..., U, Unterrdume von V.
i) Die Unterrdume Uq, ..., U, heilen unabhingig, wenn aus @1 + ...+ @, = 0 mit @ € U; dann
ﬁizﬁfﬁr 1 <4 < r folgt.

ii) Man nennt V direkte Summe der Unterrdume U; (Schreibweise: V = U; @& ... & U,), wenn
V=Uy+...4+ U, gilt und Uy, ..., U, unabhéingig sind.

Satz 8.3.1. i) Zwei Unterrdume Uy und Uy von V' sind genau dann unabhingig, wenn die Be-
dingung Uy N Uy = {0} gilt.

i1) Es gilt genau dann V = Uy @ Uy, wenn V = Uy 4+ Uz und Uy N Uz = {6} gilt.
Beweis. 1) "=":
Es sei @ € Uy NUy. Wegen 4 + (—u) = 0 folgt @ = 0.
77¢77:
Es sei 11 + tis = 0 mit @7 € Uy und @y € Us. Dann ist ©; = —is € Uy N Usy, also 17 = 1y = 0.

ii) Dies folgt aus (i) und aus Definition 8.3.1.

O
Satz 8.3.2. (Verfeinerung einer direkten Summenzerlegung)
Essei V=Ur®..0U undU; =U;1 ®...®U; s, mit 1 <i <r. Dann ist
V:Ul,l@---@Ul,sl@---@Ur,l@---@Ur,sr-
Beweis. Fir v € V gibt es @; € U; mit
U=+ ...+ U (1)
Weiter gibt es
?ji,j € Ui’j mit u; = ’[L}J + .. -ﬁi,si- (2)

Aus (1) und (2) folgt

U=Ui1+...+Us +...+U1+...+Ug,
alsoV=Ui1+...+Upg,.
Esseitiy 1+ ... +U1e + ...+ U1+ ...+ U, =0 fiir 4;; € U; ;. Da die U; unabhéngig sind, folgt
Wy = U1y + ...+ Us, = 0fir1<i<r. Wegen der Unabhéngigkeit der U; ; folgt ; ; = 0 fiir alle i
und j. O
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Satz 8.3.3. i) BEs set V.= Uy & ... ® U, und U; habe die Basis B; fir 1 < i < r. Dann ist
B=DByU...UB, eine Basis von V.

it) Es gilt dimV =dimU; + ...+ dim U,.

Beweis. i) Es sei B; = {52-,1, . ,I;Z-,si} und ¢ € V. Dann gibt es @; € U; mit ¢ = @1 + ... + 1, und
)\i,j € K mit v; = )\1'711)@'71 + ...+ )\Lsib@&. Also gilt

U= )\17151,1 + ...+ )\1,3151751 —+ ...+ )\r,lgr,l —+ ...+ )\r,srgr,sm

womit V' = (B) gilt. Es sei )\17151,1 4+ 4+ )\nsTl_)’T’sr =0. Wegen der Unabhingigkeit der U; folgt
w; = )\ng@l +... +)\i7si5¢75i = 6 fir 1 <i < r und damit )\171 =...= )‘T,Sr =0,also V = <<B>>

ii) Dies folgt sofort aus Satz 2.4.6.

Definition 8.3.2. Es sei ¢ € L(V, V).

i) Ein Unterraum U von V heifit - invarianter Unterraum von V, falls ¢(U) C U gilt.

ii) Wir sagen, V zerfillt bzgl. des Endomorphismus ¢, wenn r > 2 ist und es ¢- invariante Un-
terrdume Uy, ..., U, von V mit U; # {6} und V=U; ®...® U, gibt.

Satz 8.3.4. Esseip € L(V,V) und V =U; ®... B U, mit p- invarianten Unterrdumen U;, wobei U;
die Basis B; habe. Es sei B =By U...UB,.. Dann besitzt die Darstellungsmatric M(p, B, B) folgende
Kastchenform
My 0
My
M(p,B,B) =
0 Mr
mit entlang der Diagonalen angeordneten quadratischen Teilmatrizen M; mit M; = M(yy, , B;, B;).

Beweis. Durch Nachrechnen. O

Satz 8.3.5. Es sei ¢ € L(V,V) und fi, fo € Klx] mit f = fifo und ggT(f1, fo) = 1. Weiter sei
U; = Kern fi(@) mit i =1,2. Ist f(o)(Z) =0 fiir alle & € V, so0 ist V = Uy & Uy und Uy und Uy sind
- tnvariante Unterrdume.

Beweis. Nach Satz 8.1.7 gibt es hy, he € K[x] mit hy fi + hofo = 1 und damit

hi(@) f1(9)(Z) + ha(p) f2(p)(Z) = & (1)

fiir alle Z € V. Es ist weiter

fo(@)h1 (@) f1(9)(F) = h1() f(9) (&) = 0,

also
hi () f1(9)(Z) € Kern(f2(p)) = Uz (2)

und analog
ha () f2()(T) € UL (3)
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Aus (1), (2) und (3) folgt
Uy +Uy=V. (4)

Ist # € Uy N Uy, so ist hi(@)f1(e) (&) = 0 sowie hy(p)fa(p) (&) = 0, also ist nach (1) auch & = 0.
Damit ist

UinNU; = {6} (5)

Aus (4) und (5) folgt V =U; & Us.
Ist & € U, so folgt fi(¢)(p(%) = o(fi(¢)(Z)) = ¢(0) = 0, d.h. (¥) € U;. Daher sind U; und U,
auch ¢- invariant. O

Satz 8.3.6. Es sei ¢ € L(V,V) mit Minimalpolynom m, fir das m = p{*---pi™ mit r > 2 und
paarweise verschiedenen teilerfremden irreduziblen Polynomen p; gelte. Dann ist V. =U; & ... ® U,
mit U; = Kern pi*, wobei p* die Minimalpolynome der Restriktionen o), sind.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach r:

Es sei fi = pi"* und fo = p5?---p&. Nach Satz 8.3.5 ist V = U; & We mit U; = Kern(fi(¢) und
Wy = Kern(fa(g). Es seien m; bzw. my die Minimalpolynome von Pl bzw. Pluv, -

Es sei Z € V. Dann gibt es 4y € Uy und Wy € Wy mit & = t; + ws. Es ist dann

—

(m1 - ma)(0)(&) = ma()ma ()1 + mi (p)ma ()b = 0.
Nach Satz 8.2.4 gilt
(f1f2)|(mamy). (1)
Andererseits gilt wegen f(¢)(U;) = {0} und fao(@)(Ws) = {0} auch

mi |f1 und 77”L2’f2. (2)

Aus (1) und (2) folgt my = f1 und mg = fo.
Wir wenden dann auf Ws und Plw, die Induktionshypothese an und erhalten die Behauptung. [

8.4 Allgemeine Normalform

Die in diesem Abschnitt besprochene Normalform kann fiir Vektorrdume iiber einem beliebigen
Korper K erhalten werden. Im néchsten Abschnitt diskutieren wir dann die Jordansche Normalform
iiber dem Korper C der komplexen Zahlen.

Nach den Sétzen 8.3.4 und 8.3.6 gibt es zu ¢ € L(V, V) stets eine Basis B, so dass die Darstellungs-
matrix M(p, B, B) eine Késtchenform

M,y 0
Mo

M(p,B,B) =
0 M,
hat, so dass die Minimalpolynome der Teilmatrizen M; Potenzen irreduzibler Polynome sind. Wir

erhalten die allgemeine Normalform von M (¢, B, B), indem wir weitere Basen einfiihren, so dass die
M; Normalformen erhalten.
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Wir geben ohne Beweis folgenden

Satz 8.4.1. Es sei A e K p e K|[z], deg(p) = k und p™ das Minimalpolynom von A. Es sei
oa: T — AZ der zu A gehirige Endomorphismus. Dann gibt es eine Basis B des K™, so dass

My
erl
M(pa,B,B) =
Mml
Mmrm
mit
0 0 0 ai70
1 0 a1
I ajix—1
wobes
10(:13)Z =—a;0— Q1T —...— ai,ik,Q:L'ik_z — ai,ik,lwik_l + 2'*

ist. Firi <m kann r; =0 sein. Dann treten die Kdistchen M;; nicht auf. Das Kdstchen M, tritt
immer auf. Das Minimalpolynom von M;; ist pt.

Beweis. ohne Beweis. O

Satz 8.4.2. Es sei

00 0 ap
1 0 aj
A=10 1 e KW®k),
1 ap
Dann ist PA(\) = (=1)% - (—ag — ... — ap_1 N7+ \F).

Beweis. Wir zeigen dies mittels Induktion nach k:
Induktionsanfang: k£ = 2:
Es gilt

A ap 2 2 B
det( 1 ap — )\> = ( 1) ()\ al)\ ao).
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Induktionsschritt: k£ — k£ 4 1:
Nun gilt mittels Entwicklung nach der ersten Zeile und Einsetzen der Induktionshypothese

—A 0 ... 0 ap
1 o aq

1 ap_1— A

-\ aq
— aedet | 1 : . + (—=1)k g
1 Qf—1 — A
= (=N (=) (mag — .. = ap o AT N (—1)R g
= (=% (=ag— ... —ag_1 \FTL NP,
O
Satz 8.4.3. (Cayley- Hamilton)
Es sei A € K" mit dem charakteristischen Polynom Ps(\).
i) Es ist P4(A) = 0,
it) Fiir das Minimalpolynom m von A gilt m|Py.
Beweis. Es sei p4: & — AZ. Nach den Sétzen 8.3.6, 8.4.1 und 8.4.2 gibt es eine Basis B, so dass
My 0
M = M(pa,B,B) = -
O Mr
gilt, wobei fiir die Minimalpolynome m; der Teilmatrizen M; von K %) dann m; = +Pp, gilt.
Es ist dann
My — X\, 0
My — NEs,
Py(N) = Py(A) = det
0 M, — X,
=[] det(M; — A&,) = £ ][ mi. (1)
i=1 i=1
Das Minimalpolynom m von M ist
m = kgV(mi,...,my). (2)
Aus (1) und (2) folgt m|P4 und somit P4(A) = 0™, O

131



8.5 Jordansche Normalform

In diesem Abschnitt betrachten wir nur den Korper C der komplexen Zahlen.

Satz 8.5.1. Die einzigen irreduziblen Polynome von Clz] sind die linearen Polynome.

Beweis. Es sei f € C[x] und deg(f) > 2. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (Satz 7.3.1) hat f
eine Nullstelle 2o € C. Damit gilt f(z) = (z — x¢) - g(x) mit deg(g) > 1. O

Satz 8.5.2. Es sei A € C"". Eine zu A dhnliche Matriz J heifit Jordansche Normalform von A,
wenn J eine Kistchenform der folgenden Art hat:

J1
Jo
J:
J,
mat Jordankdstchen
i 0
1 N
Ji = € Clsisi)
0 1 N\

mit s; € N.

Bemerkung 8.5.1. Im Fall s;, =1 ist J = (/\Z)
Nach den Sétzen 8.3.4 und 8.3.6 lisst sich alles auf den Fall zuriickfithren, dass fiir das Minimalpo-
lynom von A nun m(x) = (z — A)® mit A € C und s € N gilt.

Hier haben wir den folgenden

Satz 8.5.3. Es sei V ein n- dimensionaler Vektorraum tber C und ¢ € L(V,V'). Das Minimalpoly-
nom von ¢ seim(x) = (x—N)*. Dann gibt es s1 > s3> ... > 8, > 1 mit s = sop und s1+...+s, =n
sowie Vektoren @; € V. mit Minimalpolynomen m;(z) = (x — X\)%, so dass

B=J{(e-N(&):0<j<s)
i=1
eine Basis von V' bildet. Die Darstellungsmatriz bzgl. B ist

J1
M= M(p,B,B) =
Jr

mat Jordankdstchen

i 0

1 N

Ji = € Clsisi)
0 1 N\

mit 1l <1 <r.
Beweis. ohne Beweis. O
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Beispiel 8.5.1. Es sei

1 01
A=1-2 3 0
-1 1 1
Finde die Jordansche Normalform von A.
Losung;:
1. Schritt:

Bestimmung des Minimalpolynoms: nach Satz 8.4.3 (Satz von Cayley- Hamilton) gilt fiir das Mini-
malpolynom m von A die Aussage m|P4. Das charakteristische Polynom P4 ergibt sich zu

I-Xx 0 1
Py=det| =2 3-X 0 |=010-=-XN-(2-)~
—1 11—

Fiir jeden Eigenwert \; von A gilt (A= X\)|m, da (A — ;) Minimalpolynom jedes Eigenvektors zum
Eigenwert \; ist. Also ist mg(z) = (z — 1)(x — 2) oder mq(x) = (x — 1)(z — 2)? das Minimalpolynom
von A. Rechnung ergibt (A — &)(A — 2E) # 0(3 3), also ist m1(z) das Minimalpolynom.

2. Schritt:

Zerlegung von V = C? in ¢ 4- invariante Unterrdume nach Satz 8.3.6:

Es ist mq(2) = p1(x)? - p2(z) mit py(z) = 2 — 2 und pa(x) = = — 1. Nach Satz 8.3.6 ist V = U; @ Us
mit U; = Kern p;(¢.4)? und Uy = Kernpa(p4). Der Unterraum U ergibt sich als Losung des LGS

01 -2
(A-2822=0= [0 1 —2|Z=0.
00 0

Damit ist Uy = ((€1, (0,2,1))).

Wir wenden nun Satz 8.5.2 auf LA, mit ¥ = e = 5171 und (¢ — 2id)e; = (—1,-2,-1)T = 5172 an
1

und erhalten die Basis By = {b11,b12} von Uj. Es ist

20
M(()O.A‘UlvBhBl) - <1 2> . (1)
Der Unterraum Uy ergibt sich nun als Losung des LGS
0 01
A-&EF=0= -2 2 0]Z=0,
-1 1 0

also Uy = (by) mit by = (1,1,0)7 und erhalten die Basis By = {by}. Es ist
M(pa, B2, B2) = (1). (2)

Es sei B = B; U Bs. Aus (1) und (2) erhalten wir dann

2 00
M(pa,B,B)=1[1 2 0
0 0 1
Nach Satz 5.2.2 ist dann
2 00
X ltAax =11 2 0
0 01
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1 -1 1
X=10 -2 1
0 -1 0

Definition 8.5.1. Essei A € C™™ mit P4()\) = (—1)"(A=X;)®" - - - (A= \,)*", wobei die )\; paarweise
verschieden seien. Dann heif3t s; die algebraische Ordnung des Eigenwerts ;.

Satz 8.5.4. Es sei A € Cwn),

i) Die geometrische Ordnung eines Eigenwertes ist kleiner gleich seiner algebraischen Ordnung.

ii) Die Matriz A ist genau dann diagonalisierbar, wenn fir alle Figenwerte die geometrische Ord-
nung gleich der algebraischen Ordnung ist.

Beweis. ohne Beweis. O
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Kapitel 9

Matrixnormen und Systeme linearer
Differentialgleichungen

9.1 Vektornormen und Matrixnormen

In diesem Kapitel sei K =R oder K = C.
Wir verallgemeinern zunéchst den Begriff der Norm von Definition 6.2.1:

Definition 9.1.1. Es sei V ein Vektorraum iiber K. Unter einer Vektornorm auf V versteht man
eine Abbildung || - ||: V — R, so dass

) ||Z|] >0 fiir alle Z€ V und ||Z|| =0 £ =0
(ID) [IAZ]| = |\| - ||Z]| fiir alle A € K und alle Z € V
(III) ||Z + g|| < ||Z]] + ||]] fir alle Z, 5 € V.

Beispiel 9.1.1. i) Die zu einem Euklidischen oder unitéiren Vektorraum gehorige Norm nach
Definition 6.2.1.

i) Fir 1 <p < oo:

n 1/P
i, = (3121
i=1
mit # = (z1,...,2,)T. Insbesondere ist ||Z]|y = > i, |zil.
iii) [|Z]]oc = maxi<i<n |74
Definition 9.1.2. Unter einer Matrixnorm || - || versteht man eine Vektornorm auf dem Vektorraum
K™ im Sinne von Definition 9.1.1.
Definition 9.1.3. Es sei || - || eine Matrixnorm und || - ||y eine Vektornorm. Die Norm || - || heifit

i) submultiplikativ, falls ||AB|| < [|A]| - ||B|| fiir alle A, B € K™ gilt.

i) konsistent mit || - ||y, falls ||.AZ||v < ||A]| - |||y fiir alle A € K™ und alle & € K™ gilt.

iii) Es heift

S Ax
[|A]| == max H.Ava:mach _,”V
|IZ][v=1 #+0 ||Zllv

die von || - || induzierte Norm.
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Satz 9.1.1. FEs sei || ||y eine Vektornorm und ||-|| die von || -||v induzierte Matriznorm. Dann gilt

i) Die Norm || - || ist konsistent mit || - ||y .

ii) Die Norm || - || ist submultiplikativ.

Beweis. i) Dies folgt unmittelbar aus Definition 9.1.3 (iii).
ii) Es sei A, B € K™ Nach Definition 9.1.3 (iii) gilt

HABH§||§|13§1HABQEHV§ max ||Al[ - [[BZ||v = [|A[| - max [|BZ|[v = [|A]| - ||B]].

(i) 1€y =1 [1Z]]v=1

O]

Definition 9.1.4. Es sei A = (a;5)1<i j<n € K (nn) Unter der Zeilensummenmaximumsnorm von .4
versteht man

n

I|A]| = 112%21 ).
J:

Satz 9.1.2. Die von der Vektornorm ||Z||« induzierte Matriznorm ist die Zeilensummenmazimums-

norm.

Beweis. ohne Beweis. O

9.2 Unendliche Folgen und Reihen von Matrizen

Definition 9.2.1. Es sei n € N, [ € Ny, || - || eine Matrixnorm auf K™ und A; € K™, Die
Matrixfolge (A;)7°, heifit konvergent gegen A € K™ (bzgl. || - ||) (Schreibweise: lim;_,o A; = A),
wenn lim;_, [|A; — A|| = 0 ist.

Es sei #j € K™. Dann heifit (27);°, konvergent gegen & € K™ (Schreibweise: lim; o 7} = &), wenn
lim;_, ||%; — #|| = 0 ist. Hier bedeutet || - || die Norm im Sinne von Definition 6.2.1.

Bemerkung 9.2.1. Die Eigenschaft der Konvergenz kann von der gewédhlten Norm abhingen. Die
Begriffe sind dquivalent, wenn die Normen dquivalent sind.

Definition 9.2.2. Es seien || - ||; und || - || Matrixnormen auf dem K™ Dann heifien || - ||; und
| - [l2 Aquivalent, wenn es Konstanten cj, cy > 0 gibt, so dass

allAll < [|All2 < e2f| Al
fiir alle A € K™ gilt. Eine entsprechende Definition gilt fiir Vektornormen.

Definition 9.2.3. Es sei n € N und A = (a;;)1<i j<n € K™™. Die Schurnorm || - ||s ist durch

1/2
n
2
NAlls = [ D ]
ij—1
definiert.
Satz 9.2.1. Die Schurnorm ist submultiplikativ und konsistent mit || - ||2.
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Beweis. Die Submultiplikativitéat folgt aus der Cauchy- Schwarzschen- Ungleichung, die Konsistenz
mit || - || wegen

n n n
S agaP < | >0 lagl ] | D fagl?
ij=1 ij=1 j=1

O]

Bemerkung 9.2.2. Wird A als Vektor des R betrachtet, so ist die Euklidische Norm gerade die
Schurnorm. Die Konvergenzdefinition 9.2.1 stimmt mit derjenigen aus der Analysis iiberein.

Satz 9.2.2. i) Die Matriznorm || - || auf dem K" sei dquivalent zur Schurnorm. Es seien
l .
.Al = (az(»j))lgi’jgn und A = (aij)1§i7j§n. Dann ngt

lim A, = A< lim a,gl-) = a;j
l—00 l—so0 Y

fir alle1 <i,5 <n.

ii) Es seien ¥, € K™ mit &) = (:xgl), e ,mg))T und ¥ = (z1,...,7,)". Dann gilt
lim ¥ = ¥ < lim xgl) =x;
l—o00 l—o0
fir alle 1 <i <n.
Beweis. 1) Fir C = (Cij>1§i,j§n ist
) < <n?. ). 1
(ax e < [[Clls < n”- max e (1)
Ist || - || zu || - ||s &quivalent, so gibt es wegen (1) positive Konstanten C7,Cy mit
| < < .
C1 max lcij| < [Clls < C2 | ax |cij] (2)

Die Behauptung folgt nun aus (2) und aus der Konvergenzdefinition der Analysis, wenn wir

Cij = Q45 — ag-) setzen.
ii) Dies ist aus der Vorlesung ” Analysis” bekannt.

O

Im Rest von Kapitel 9 sei stets vorausgesetzt, dass || - || eine zur Schurnorm dquivalente Matrixnorm
ist. Die vorkommenden Folgen und Funktionen haben dann genau dann Eigenschaften wie Stetigkeit,
Differenzierbarkeit, etc. bzgl. einer dieser Matrixnormen, wenn sie sie bzgl. aller Matrixnormen haben.
Mittels Satz 9.2.2 konnen die Behauptungen fiir die Matrizen A = (a;;) auf die entsprechenden aus
der Analysis bekannten Behauptungen fiir die ”Komponenten” a;; zuriickgefithrt werden. Daher
geben wir die restlichen Sdtze in diesem Abschnitt ohne Beweis.

Bemerkung 9.2.3. Man kann zeigen, dass auf einem endlichdimensionalen Vektorraum tiber R oder
C alle Vektornormen dquivalen sind (Ubungsaufgabe). Wenn dies bekannt ist, kann auf die Forderung
der Aquivalenz zur Schurnorm verzichtet werden.

Definition 9.2.4. Es sei A € K™ und [ € Ny. Die Folge |A1|72, heiit Cauchyfolge, wenn fiir alle
e >0 ein lgp = lo(€) mit ||A;, — Ay, || < € fiir alle 11,12 > Iy existiert.
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Satz 9.2.3. (Cauchykriterium)
Es sei A; € K™ und | € Ng. Dann ist (A2 genau dann konvergent, wenn es eine Cauchyfolge
15t.

Beweis. ohne Beweis. O

Definition 9.2.5. Es sei M C R, M # 0 und t; sei ein Hiufungspunkt von M. Es sei Ag € K™"),

Weiter sei A: M — K™t — A(t) eine matrixwertige Funktion. Wir sagen tlin? A(t) = Ap, wenn
—to

fiir alle € > 0 ein 6 = 6(e) > 0 existiert, fiir das ||A(t) — Ao|| < € fiir alle t € M mit |t —to] < § gilt.

Satz 9.2.4. (Folgenkriterium fiir Grenzwerte)

Es sei M C R, M # 0 und ty sei ein Hiufungspunkt von M. Es sei weiter Ay € K™ und
A: M — K™t — A(t). Es gilt genau dann thr? A(t) = Ao, wenn fiir jede Folge (t;);2, mit
—to

t; € M und lim t; =ty dann lim A(t;) = A(tg) gilt.
l—00 l—o00
Beweis. ohne Beweis. O

Aus dem Folgenkriterium ergibt sich

Satz 9.2.5. Es sei M C R, M # 0 und ty sei ein Hiufungspunkt von M.

Es sei weiter A: M — KM ¢ — A(t) = (aij(t))1<ij<n und Ay = (a(o)

ii N<ij<n- Bs gilt genau dann

i - im a;;(t) = a9 fi <i,j<ngi
tlg% A(t) = Ay, wenn tliglo a;j(t) a;;’ fir alle 1 <i,j <n gilt.

Beweis. ohne Beweis. O

Definition 9.2.6. Es sei M C R, M # () und ty € M. Es heiBt A: M — K™ t — A(t) stetig
in to, wenn fiir alle ¢ > 0 ein 6 = d(e) > 0 mit |[A(¢) — A(to)|| < € fiir alle t € M mit |t — to| < 0
existiert.

Satz 9.2.6. (Folgenkriterium fiir Stetigkeit)
Es sei M CR, M # 0 und tg € M und A: M — K™ t — A(t). Dann ist A genau dann stetig
in to, wenn fir jede Folge (t;);2, mit t; € M und llim t; =ty dann llim A(t) = A(to) gilt.

—00 — 00

Beweis. ohne Beweis. O

Aus dem Folgenkriterium ergibt sich

Satz 9.2.7. Es sei M C R, M # () und to € M sowie A: M — K™t — A(t) = (ai;(t))1<ij<n-

Dann ist A genau dann in ty stetig, wenn a;j in to fir 1 <i,j < n stetig ist.

Beweis. ohne Beweis. O

Definition 9.2.7. Es sei M C R, M # () und A;: M — K™t — Aj(t) mit | € Ng. Weiter sei
A(t) € K™, Die Folge matrixwertiger Funktionen (A;(t))5°, heift auf M gleichmiBig konvergent
gegen A(t), wenn fiir alle € > 0 ein ly = lp(e) > 0 mit || A;(t) — A(t)|| < e fur alle I > [y und t € M
existiert.

Satz 9.2.8. (Cauchykriterium fir gleichmdif$ige Konvergenz)

Es sei M C R, M # 0 und A;: M — K™t — Ay(t) mit | € No. Die Folge (Ay(t))52, ist auf M
genau dann gleichmdfig konvergent, wenn fir alle € > 0 ein lo = lo(€) > 0 mit ||A;, (t) — A, (t)]] < €
fiir alle 1,1y > ly existiert.
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Beweis. ohne Beweis. O

Satz 9.2.9. Es sei M C R, M # 0 und A;: M — K™t — A(t) = (azé)(t))lgi,jgn und

(
I € N. Dann ist (Ai(t));2, genau dann gleichmdfig konvergent auf M, wenn (al(-é-) ()2, gleichmdipig
konvergent auf M fiir alle 1 <1i,j <mn ist.

Beweis. ohne Beweis. O

Satz 9.2.10. Es sei M C R, M # 0 und A;: M — K™t — A(t) sowie A: M — Kn),
t — A(t). Die A; seien auf M stetig und A;(t) konvergiere auf M gleichmdfig gegen A(t). Dann ist
A(t) auf M stetig.

Bewets. ohne Beweis. O
Definition 9.2.8. i) Es sei I C R ein Intervall und A: I — K™ t — A(t) eine matrixwertige

Funktion auf I. Dann heifit A in to € I differenzierbar mit Ableitung A’(tg), falls

lim
h—0

= A'(to)

Alto + h) — Alto)
h

gilt.

ii) Eine vektorwertige Funktion #: I — K™ t — &(t) heifit in t; € I differenzierbar mit
Ableitung 7 (tg), falls
Z(to + h) — Z(to)

li = 7 (o0
hlg% h 7 (t0)

gilt.

Satz 9.2.11. Es sei I C R ein Intervall und A: T — K™ t — A(t) = (a;;(t))1<ij<n-

i) Dann ist A in ty genau dann differenzierbar mit Ableitung A'(t)o, wenn die a;; fir 1 <i,j <n
in to differenzierbar mit Ableitungen a;;(to) sind. Es ist dann A'(to) = (ai;(to))1<ij<n-

ii) Es ist £(t) = (z1(t),...,2.(t))T in to genau dann differenzierbar mit Ableitung ¥ (t)o, wenn
die x; fir 1 <i <n inty differenzierbar mit Ableitungen x}(ty) sind.
Es ist dann ¥ (ty) = (2 (to), ..., 2} (t0))T.

Beweis. ohne Beweis. O

Satz 9.2.12. (Differentiationsregeln)
Es sei I C R ein Intervall und A,B: I — K™ . T — K™ sowie f: I — K seien in to differen-
zierbar. Dann sind auch A+ B, AB, AT und fA differenzierbar, und es gilt

i) (A4 B) (to) = A'(to) + B'(to)
) = A'(to)B(to) + Alto) B (to)
iii) (AZ) (to) = A'(to)Z(to) + A(to) 7 (to)
) = f'(to)Alto) + f(to)A'(to)

Beweis. ohne Beweis. O

139



Satz 9.2.13. Es sei I = [a,b] mit a < b € R ein kompaktes Intervall.

i) Es seien A;: I — K™ ¢ — Ai(t) mit | € Ng. Die A; seien differenzierbar, und die Folge
(A2, konvergiere fiir ein to € I und die Folge (A))i2, konvergiere auf I gleichmd$ig. Dann

konvergiert (A;)72, auf I gleichmdflig gegen eine auf I differenzierbare Funktion A, und es gilt
A'(t) = lim Aj(t)
l—00
fir allet € I.

i1) Entsprechendes gilt fiir Funktionen Z;: I — K™, t — Z;(t) .

Beweis. ohne Beweis. O

Definition 9.2.9. Es sei I = [a,b] mit a < b € R ein kompaktes Intervall.

b
i) Es sei A: T — K™ ¢ — A(t) = (a;j(t))1<ij<n, und die Integrale / a;j(t) dt mogen fiir
a

b b
1 <4,j < n existieren. Dann setzen wir / A(t)dt = (/ a;j(t) dt)
a a

1<i,j<n

b
ii) Essei #: I — K™ t — &(t) = (x1(t), ... ,xn(t))ngmgn, und die Integrale / x;(t) dt mogen fiir
a
b b b T
1 <4 < n existieren. Dann setzen wir / Z(t)dt = </ x1(t)dt, ... ,/ Zn(t) dt)
a a a

Satz 9.2.14. Es sei I = [a,b] mit a < b € R ein kompaktes Intervall.

i) Es seien Aj: I — K®n) ¢ Aj(t) mit | € No. Die A; seien integrierbar, und die Folge (A;)7°,
konvergiere auf I gegen A gleichmdf$ig. Dann ist auch A auf I integrierbar, und es gilt

b b
/ A(t)dt = lim [ Ai(t) dt.
a =0 J,
i1) Entsprechendes gilt fiir Funktionen Zy: I — K™, t — Z(t) .

Beweis. ohne Beweis. O

(o]
Definition 9.2.10. Es sei A; € K™ mit [ € Ny. Unter der unendlichen Reihe Z A; versteht man
=0

N o0
die Folge der Partialsummen (Z Al> .
=0 N=0

9.3 Matrixexponentialfunktion

Satz 9.3.1. Es sei A € K™ . Dann konvergiert die unenedliche Reihe

A A
e’ = TR
=0

Es ist ||e]|| < ellAll

140



LA
1

Beweis. Aus der Vorlesung Analysis ist die Konvergenz der unendlichen Reihe ellAll := Yo
bekannt.
Es sei € > 0. Nach dem Cauchykriterium (Satz 9.2.3) gibt es [y € N, so dass

“i" HAW

I=lp

fiir alle m € Ny gilt. Wegen der Submultiplikativitdt von || - ||s und der Dreiecksungleichung folgt

dann
lo+m

ZZ:S <e€

I=lo

oo
fiir alle m € Ny. Also ist die Folge (El]\; 0 “?—,l)N . eine Cauchyfolge und damit nach dem Cauchykri-
terium konvergent. Wegen B

N N
Al LAY 4
> ol S > poser”
=0 S =0
folgt |[e]| < el O

Definition 9.3.1. Die Matrix e in Satz 9.3.1 heifit Matrixexponentialfunktion von A (Schreibweise:
A oder exp(A)).

Satz 9.3.2. Es seien A, B € K™ mit AB = BA. Dann ist e*t8 = ¢4 . ¢B.

Beweis. Es sei € > 0 gegeben. Dann gibt es N = N(e), so dass

oo o0
1B 1B
Z o <€ und Z T (1)
B st 2N 2N 2N
AP S A 1« k
I N A Bk 4 (2)
| | ] Z I(m
k=0 = 1=0 m:0m kzok
mit "l
A" B
I [ —
X = Z kI
1<k,I<2N

2N1<k+H<AN
Wegen (1) ist
125 < e - <€||A||S i eHBlls> _ 3)
Wegen AB = BA gilt der Binomische Lehrsatz

(A+B)™ Zm A’me k (4)

Aus (2), (3) und (4) folgt

N Ak N l N 1
A _ i ot I 1 il m _ JA+B
et et = lim (Z k!) (Z I > Nlinoomzom!(AJrB) o

k=
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Satz 9.3.3. Fir Ac K" ist et € GL(n, K). Es ist (6“4)71 =e A

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 9.3.2 wegen exp(0(™™) = &,. O
Satz 9.3.4. Es sei A€ K" und X € GL(n, K). Dann ist X~ exp(A)X = exp(X~1AX).

Beweis. Esist (X 71AX)! = X7 A'X. Daher gilt

N N
_ : _ Al . 1, _
X lexp(A)X = lim X! <§ jl!>2(: lim (X TTAX)) = exp(XTTAX).

N—o0 Al
=0

O

Satz 9.3.4 ermdglicht in vielen Féllen eine einfache Berechnung der Matrixexponentialfunktion. Man
withlt X' so, dass X 1 AX einfache Gestalt hat: Diagonalgestalt oder Jordansche Normalform. Wie der
folgende Satz zeigt, ist in diesen Fillen die Berechnung der Matrixexponentialfunktion sehr einfach.

Satz 9.3.5. i) Es sei Ac K" und A habe die Kistchengestalt

My 0
A= L
0 Mr
mit quadratischen Teilmatrizen My, ..., M,. Dann ist
eMi 0
eA = .
0 eMr
it) Fir eine Diagonalmatrix
Al eAl
D = ist el =
An ern
mit \; € K.
iii) Es sei
0
a 0
N = .. EAK(nm)
a 0
mit o € K. Dann ist
1
a 1
2
No| %
n—1 2
(n—1)! o oo 1
Beweis. Durch Nachrechnen. ]
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9.4 Systeme von linearen Differentialgleichungen

Eine Differentialgleichung (DGL) stellt eine Beziehung zwischen einer Funktion und ihrer ersten
Ableitung oder auch héheren Ableitungen her. Ein System von Differentialgleichungen stellt solche
Beziehung zwischen mehreren Funktionen und ihren Ableitungen her.

Eine der bekanntesten Differentialgleichungen ist

Y=y (1)

mit der Losung
y(t) = ce', (2)

wobei C eine beliebige Konstante ist. Die Losung (2) gilt auf dem Losungsintervall I = (—o0, 00). Es
kann vorkommen, dass das Losungsintervall nur ein endliches Intervall ist. Die Konstante C' in (2) ist
eindeutig bestimmt, wenn (1) durch eine Anfangsbedingung zu einem Anfangswertproblem (AWP)
erweitert wird. Das AWP

y =y und y(0) = ¢y (Anfangsbedingung) (3)

hat die eindeutig bestimmte Losung y(t) = cpel. Das Problem (3) kann auf viele Weisen verallgemei-
nert werden. Wir betrachten hier Systeme linearer DGL mit konstanten Koeffizienten.

Definition 9.4.1. Ein System linearer DGL erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten hat die
Form

Yy, = anyi+...+awmyn + f1
yh = a1+ ...+ aonyn + fo
y;@ = an1y1+-'-+annyn+fn
oder in Matrixschreibweise
g =Ay+ f (4)

mit den Vektoren ¢’ = (vi,...,¥)T, ¥ = (y1,.--,yn)! sowie f= (fi,-- -, fn)T und der Matrix
A = (aij)1<i j<n- Dabei seien die a;; € K, und f: I — K" sei stetig.
Ferner seien die Anfangsbedingungen vorgeschrieben: g(tg) = 7O fiir ein ¢ € 1.

Das System (4) heift homogen, falls f = 0, ansonsten inhomogen.

Satz 9.4.1. Es sei I C R ein Intervall, und A: T — K™™) t — A(t) sei auf I stetig differenzierbar.
Dann ist auch f:t — eA®) quf I differenzierbar mit der Ableitung f'(t) = A'(t)eA®).

Beweis. Es sei

N
F(t,N)=Y_ A)*

k!
k=0
mit N € Ny. Dann ist
N
A(t)k—l
"(t, N) = "(t
PN = 3 A0

nach Satz 9.2.12.
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Es sei J C I ein kompaktes Teilintervall von I und My = sup{||A'(¢)||s exp(||A(t)||s): t € J} bzw.
My = sup{||A(t)||s: t € J}. Dann ist

k—1

— A
2. AOF Ty

k=N+1

My
~(k-1)!
-0

M.

A(t)k—l
(k—1)!
9.2.8). Somit konvergiert F'(t, N) gleichméBig gegen

Damit erfiillt die Reihe ZA’ (t) das Cauchykriterium fiir gleichméBige Konvergenz (Satz
k=1

> t k—1
> AW g(p)eA®.
(k—1)!
k=1
Wegen A}im F(t,N) = AW fiir alle t € J folgt nach Satz 9.2.13
—00

A A@w) _ iAW)
i A'(t)e

fiir alle t € J. Da J ein beliebiges endliches Teilintervall von [ ist, folgt die Behauptung. O
Satz 9.4.2. Das homogene Anfangswertproblem
j'=Ag. §0) =7 (1)
besitzt genau eine Lisung auf (—oo,00), ndmlich
g(t) = g0 (2)
Beweis. Existenz:

Die Losung (2) 16st das Problem nach Satz 9.4.1.

Eindeutigkeit:
Es sei Z(t) eine Losung von (1). Dann gilt

4
dt
Deshalb ist e~A*Z(t) konstant, d.h. Z(t) = '@ mit &€ € K™. Aus Z(0) = 7(°) ergibt sich ¢= 0. O

(74 2(t)) = e M2/ (t) — Ae A 2(t) = e A2/ (1) — e AMAZ(t) = e AZ (1) — e M2 (t) = 0.

Satz 9.4.3. FEs sei f: [0,a] — K™ stetig mit a > 0 und A € K™ Dann besitzt das Anfangswert-
problem

—

j'(t) = Ag(t) + f(t),  §(0) =g (1)

genau eine Losung i, ndamlich
t
70 = AF 4 [ A flds (2)
0

Beweis. Existenz:
Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist

— — —

% Ot AT fls)ds = A f(s)| L, = (D).

Nach Satz 9.4.2 folgt, dass (2) eine Losung von (1) ist.
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Eindeutigkeit:
Es seien ) (t) und #,(t) Losungen von (1). Dann 16st @(t) = 41(t) — y2(t) das homogene Problem
@'(t) = At(t) mit @(0) = 0. Nach Satz 9.4.2 ist @'(t) = 0. O

Beispiel 9.4.1. Man finde die Lésung des AWP

9 -7 0 2 3
S, |7 =5 0 2 ]2
0O 0 0 2 0
Losung;:
Wir bestimmen die Jordansche Normalform der Koeffizientenmatrix.
1. Schritt:

Wir berechnen das charakteristische Polynom der Koeffizientenmatrix

9 -7 0 2
7 -5 0 2
A= 4 —4 2 1
0 0 0 2
Es ist
det(A=XE) =(2-N2-((9=X) - (=5 =) +49) = (A —2)*.
2. Schritt:
Berechnung des Minimalpolynoms:
Es ist
7T -7 0 2
7T -7 0 2
A==y 4 01
0 0 0O
4

weswegen m(z) = (z—2)? ist. Die Matrix A ist somit nicht diagonalisierbar, sonst wire m(z) = z—2.
Die Jordansche Normalform hat somit die Form

20 0 0 200 0
120 0 1200
T=10 02 of % 7={¢ 0 20
000 2 001 2

Der Eigenraum Uy ergibt sich als Losung des LGS (A — 26,)% = 0. Wegen rg(A — 25,) = 2 ist
dim Uy = 2. Also liegt der zweite Fall mit

2 000
1 2 0 0
J = 00 20
0 0 1 2
vor.
3. Schritt:

Wir suchen eine Basis B, so dass die zu ¢ 4: & — AZ gehorige Darstellungsmatrix M (g, B, B) Jordan-
sche Normalform hat. Nach Satz 8.5.2 erhiilt man eine solche Basis wie folgt: es sei &1 ein Vektor mit
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Minimalpolynom m(z) = (z —2)2. Es sei Zo = (A—2&,)#. Es sei &3 ein Vektor mit Minimalpolynom
m(z) = (x — 2)? und T3 ¢ (T1, 7). Wir setzen Ty = (A — 2,)¥3. Dann kann B = {7, T2, T3, T4}
gewihlt werden. Wir beginnen mit #; = & und erhalten &y = (A — 26,)%1 = (7,7,4,0)T. Es ist
€y & <f1,fg>. Also ist 3 = €4 und 74 = (.A — 254>f3 = (2, 2, l,O)T.

Damit gilt J = X1 AX mit der Matrix X, deren Spalten die Vektoren der Basis B sind. Also gilt

200 0
120 0
1 4v
XTAXY =149 2 ¢
00 1 2
mit
170 2 1 -1 0 0
o 70 2 4 o -1 2 o0
X=lg 40 1| ™ X "=ty o o 1
0010 0 4 -7 0
4. Schritt:

Berechnung von exp(.At):
Nach Satz 9.3.4 ist
exp(At) = exp(X(JH)AX 1) = Xexp(Jt) AL,

Mt
exp(Jt) = <e eMt> mit M = <? g) .

Nach Satz 9.3.5 ist

Es ist
M 2t0+00_62t0 1 0\ [e* 0
TP o 2e) T e o)) T o e2)\t 1) T (gt 22)
Also ist
e 0 0 0
te?t 2t 0 0
exp(Jt)Z 0 O e2t 0
0 0 te?t g2t
und
1 702\ /1000\ /1 -1 0 0
o7 02|t 100]]l0 =1 2 0
_ 2t
exp(At) = ¢ 4 0 1l]loo1o0]lo 0o o 1
0010/ \ooz¢+ 1/\o 4 —-70
1+ 7t Tt 0 2t
_ | 4 —(7t—1) 0 2t
4t —4t 1 ¢
0 0 0 1
Die Losung ist damit
347t
. . 2 + 28t
g(t) = exp(At)g(0) = e* [ 7" T
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Kapitel 10

Lineare Optimierung

10.1 Ein Beispiel zur Einfiihrung

Eine Firma will ein neues Getréank auf den Markt bringen. Es soll aus schon vorhandenen Fliissigkeiten
gemischt werden, und zwar stehen die Fliissigkeiten A, B und C zur Verfiigung. Eine Flasche soll
1000g des Getrénks und maximal 230 g Zucker enthalten. Der Zuckergehalt pro Gramm Fliissigkeit
(in Gramm) ist wie folgt:

AT0,25
B 0,15
C 10,05

Die Kosten der Fliissigkeiten pro Gramm (in 10~3 Euro) sind ebenfalls wie folgt:

All
B
C |4

Losung;:
Der Anteil der Fliissigkeiten A und B (in Gramm) sei z bzw. y.
Zunéchst wollen wir den zuldssigen Bereich, die durch lineare Ungleichungen definierte Menge X,

bestimmen.
Der Anteil der Fliissigkeiten A und B muss nichtnegativ sein, also haben wir

>0 (1)

bzw.
y > 0. (2)

Ferner kann der Anteil von A und B nicht grofer sein, als die Gesamtmenge (1000g) des Getrénks,
also gilt
x +y < 1000. (3)

Die letzte Ungleichung wird durch die vorgeschriebene obere Grenze des Zuckergehaltes geliefert:
0,25z + 0,15y + 0,05(1000 — z — y) < 230

oder
2z 4+ y < 1800. (4)
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Der durch die Ungleichungen (1) bis (4) beschriebener zuléissiger Bereich X ist ein zweidimensionales
Polyeder.
Es ist nun der Punkt von X zu finden, in dem die Kostenfunktion

k(x,y) = x4+ 2y +4(1000 — z — y) = —3x — 2y + 4000

ihr Minimum annimmt. Man kann dies auch als Maximumproblem formulieren, indem man die
Zielfunktion z(x,y) = 3x + 2y einfiihrt. Es ist der Punkt von X zu finden, in dem z sein Maximum
annimmt. Die Menge X hat die Ecken E; = (0,0), F5 = (900,0), E5 = (800,200) und E4 = (0, 1000).
Wir werden spéter sehen, dass die Zielfunktion ihr Maximum stets in einer der Ecken annimmt. In
unserem Fall ergibt die Ecke E3 den maximalen Wert fiir z (und damit minimale Kosten).

Man sollte also 800g von Fliissigkeit A, 200g von Fliissigkeit B und nichts von Fliissigkeit C' verwen-
den.

Bevor wir diese Uberlegungen verallgemeinern, benétigen wir Definitionen der schon aufgetretenen
Begriffe ”Polyeder”, ”"Ecke” und weiterer Begriffe.

10.2 Konvexe Mengen und Funktionen

Definition 10.2.1. i) Es seien 7,y € R™. Dann ist die Punktmenge
S={5:ti+(1—-t)F 0<t<1}
die Strecke zwischen & und . Weiter heif3t
§:{§: tr+(1-t)y, 0<t<1}

die offene Strecke oder das Innere der Strecke zwischen Z und .

ii) Eine Teilmenge K C R™ heifit konvex, wenn fiir je zwei Punkte &,y € K auch die Strecke
zwischen Z und 7 in K liegt.

i) Es sei b € R, @ = (ai,...,a,)T € R* — {0}. Dann heift H = {Z € R": @' & < b} ein Halbraum
von R™.

Definition 10.2.2. i) Es sei &y € R". Die Menge U,(Zy) = {Z € R": ||Z — Zy|| < €} nennen wir
eine e- Umgebung von Z.

ii) Es sei M C R™. Dann heifit Zy € M innerer Punkt von M, falls es ein € > 0 mit U (%y) C M

gibt. Die Menge aller inneren Punkte von M wird mit M bezeichnet und heifit auch das Innere

von M.

iii) Die Menge M heifit offen, wenn M = M gilt. Weiter heifit K abgeschlossen, wenn R" — K
offen ist. Der Abschluss M von M ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen, die M
enthalten.

iv) Essei M C R™. Ein Punkt Zp € R™ heifit Randpunkt von M, wenn fiir alle € > 0 die Umgebung
U(Zp) sowohl Punkte von M als auch von R™ — M enthilt. Die Menge aller Randpunkte von
M heifit Rand von M.

Definition 10.2.3. i) Ein konvexes Polyeder der Dimension n ist der Durchschnitt endlich vieler
Halbrdume des R™, die mindestens einen inneren Punkt gemeinsam haben.
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ii) Ein Polyeder P heifit beschrénkt, wenn es eine positive reelle Zahl S > 0 gibt, so dass fiir alle
Z=(z1,...,7,)7 € P dann |z;| < S gilt.

iii) Eine konvexe Untermenge K eines Polyeders P heifit extrem, wenn fiir je zwei Punkte Z, ¢ € P
die offene Strecke genau dann K schneidet, wenn beide Punkte in K liegen.

iv) Ist P ein konvexes Polyeder und H ein Halbraum mit Randhyperebene E, so dass P C H und
PN E #( gilt, so heifit PN E eine Randseite von P.

v) Es sei K konvex. Dann heifit Z € K Extrempunkt oder Ecke von K, wenn & nicht im Inneren
einer in K enthaltenen Strecke liegt.

Definition 10.2.4. Es sei M C R". Der Durchschnitt aller konvexen Mengen, die M enthalten,
heifit konvexe Hiille von M.

Satz 10.2.1. Es set P C R" ein konvezes Polyeder der Dimension n.

[¢]
i) Die Menge P ist eine abgeschlossene Teilmenge des R™ Das Innere P von P ist konvex, und P

ist der Abschluss von ]OD

ii) Ist K eine extreme Untermenge von P und gilt K # P, so sind alle Punkte von K Randpunkt
von P.

Beweis. ohne Beweis. O

Definition 10.2.5. Es sei K C R" konvex. Eine Funktion f: K — R heif3t konvex, wenn fiir alle
Z, € K und 0 <t <1 auch

[+ A =t)y) <t- f(@)+ (1 —1)- f(7)
gilt.

Satz 10.2.2. FEs sei K C R"™ konver und f: K — R ebenfalls konvex. Jedes lokale Minimum von f
ist ein globales Minimum. Nimmt f sein Supremum auf K an, dann auf dem Rand von K.

Beweis. ohne Beweis. O

Satz 10.2.3. Es sei P ein beschrinktes konvexes Polyeder und f: P — R konvex. Dann nimmt f
sein Maximum in einem Extrempunkt von P an.

Beweis. ohne Beweis. O

Satz 10.2.4. Es sei P C R" ein beschrinktes konvexes Polyeder der Dimension n und z: P — R
linear. Dann gilt

i) Die Abbildung z nimmt sein Mazimum in (mindestens) einen Extrempunkt an.

ii) Es sei 7O ein Extrempunkt, in dem z sein Mazimum nicht annimmt. Dann gibt es einen
weiteren Extrempunkt V), so dass die Strecke zwischen Z© und 21 extrem bzgl. P ist und
dass z(V)) > 2(z0) gilt.

i) Zu 7O gibt es eine Folge 7V, 73, ... 2% von Extrempunkten, so dass 29 und 20+ jeweils
extreme Strecken beranden und dass
2(F0) = 2(@V) = ... = 2@ D) < 2(7W).
Beweis. ohne Beweis. O
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10.3 Das Simplexverfahren

Wir haben in Abschnitt 10.1 bereits ein Beispiel eines linearen Optimierungsproblems kennengelernt.
Fiir die allgemeine Behandlung fithren wir zunéchst eine Normierung durch:
Durch Einfithrung von ”Schlupfvariablen” x,41, ..., Z,+a wird eine Ungleichung

n
> " aim; < b
i=1

mit b; > 0 durch

n
> " aija; + Tngi = b
j=1
mit x,4; > 0 sowie eine Ungleichung

n
> aijz; > b;
j=1
mit b; > 0 durch

n
> " aijz; — Tngi = b
J=1

mit x,4; > 0 ersetzt.

Definition 10.3.1. Unter der normierten Form eines linearen Optimierungsproblems versteht man

Max.:z = ¢ &
A = b
z > 0,
wobei A € R(™™) ynd ¢, z, b € R" sind. Die Spalten von A seien @; € R™ mit 1 < j < n.
Es sei rg A = m. Ist ¥ = (z1,...,7,)7 € R", so versteht man unter & > 0, dass x; > 0 fiir alle

1 < i < n gelte.

Definition 10.3.2. Eine quadratische Teilmatrix B € R("™™) von A heift Basismatrix von A, wenn
rg B = m ist, ihre Spalten also linear unabhéngig sind.
Es sei B = (dy,...,dm). Dann sind die Spalten @, ..., d, Linearkombinationen von @, ..., dy,. Wir
verwenden die Bezeichung
m
aj = Z Yij i
i=1

mit j = 1,...,n oder @; = Byj mit §; = (y1j,---,Um;)" - Dabei ist y;; = &;; fiir 1 < j < m.

Somit besteht A aus den zwei Teilmatrizen A = (B, N) mit N = (@pmt1,--.,0n).

Fir & = (z1,...,2,)7 € R” sei T = (21,...,Tm)" und a:N = (Timgt,-- Tn) L.

Eine Loésung von Ax = b heift Ba51slosung, wenn Big = b und & N = 0 gilt. Die Komponenten von
T heilen Basisvariable.

Entsprechend wird ¢ in ¢ = (¢, &%) zerlegt, wobei ¢ = (cg,, - - -, ca,,) gilt.
Fiir die Basislosung & gilt z = &1 & = 5;1;_’5

Wir setzen z; = E%gj}
Eine Basislosung (bzw. die zugehétrige Ecke) heifit entartet, falls z; — ¢; < 0 und falls

min{xiz Yij >O} =0
¢ Yij

In der Folge nehmen wir an, dass keine entarteten Ecken existieren.

ist.
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Wir kommen nun zur Beschreibung des Simplexverfahrens:

Wir bestimmen rekursiv eine Folge von Basislosungen, die durch ihre Basismatrizen B© 31
bestimmt sind.

Start B(O):
Bestimme eine beliebige Basislosung. Durch Umnummerierung der Variablen kann erreicht werden,
dass ¥ = (¥3,0) mit @ = (21, ...,Ty) gilt.

Schritt B®P) — B+,

Priife, ob B das untenstehende Abbruchkriterium erfiillt. Wenn nicht, dann ist die neue Basismatrix
wie folgt zu konstruieren:

Bestimme ein Paar (7, j) mit

1<r<m und m<j<n, (*)
fiir das
zj—c; <0 (%)
und
yrj >0 bzw. x. #0 (% % %)

gilt. Der Wert ;T’“](z] — ¢;) ist unter den Bedingungen (), (s*) und (* % %) minimal.
Die neue Basismatrix B#*1) entsteht durch Ersetzen der Spalte @, von B® durch a,.

Abbruchkriterium:

Fall 1:

Gilt zj —¢; > 0 fiir m < j < n fiir die zu B®) gehorige Basislosung, so nimmt die Zielfunktion z fiir
diese Basislosung ihr Maximum an.

Fall 2:
Gilt z; — ¢; < 0 fiir ein j mit m < 7 < n und ist y;; < 0 fir alle ¢ < m, so besitzt das lineare
Optimierungsproblem keine Losung. Die Zielfunktion ist nicht nach oben beschrinkt.

Beispiel 10.3.1. Ein Landwirt mochte 50ha Land bebauen, und zwar mit Weizen, Riiben oder Mais.
Die Anbaufliche fiir Riiben soll 20ha nicht iiberschreiten. Es kann maximal Arbeit fiir 1300 Stunden
verrichtet werden. Arbeitsstunden und Gewinn pro Hektar sind fiir die drei Produkte in folgender
Tabelle zusammengefasst:

Arbeitszeit in Stunden/ ha | Gewinn in Euro/ ha
Weizen 20 5000
Riiben 40 8000
Mais 30 6000

Welche Kombination bringt den héchsten Gewinn?

Losung;:
Es seien x1, x2 bzw x3 die Anzahl in Hektar der Anbauflachen fiir Weizen, Riiben bzw. Mais.
Mit & = (1, v9, 73,74, 25) 7, b = (50,130,20)T, &= (5,8,6,0,0)T und

—

1 1100
A=(2 4 3 1 0
01 0 01
erhalten wir dann das normierte Problem
Max.: 2 = &'z
AZ = b
& > 0.
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Fiir BO) setzen wir

BO) —

SN =
O = O
= O O

mit der Basislosung & = (50,0, 0, 30, 20)7.
Fiir den Schritt von B auf B erhalten wir 7, und 75 als Losungen von

1 1
B(O)yj’4 =d,= |4 bzw. B(O)?j}) =as= (3],
1 0

also 71 = (1,2,0)7 und g5 = (1,1,-1)7. Es ist ¢5 = (5,0,0)” und

1 1
z4=(5,0,0) (2] =5 bzw. 2;=(5,0,0)| 1 | =5.
0 1
Alsoist z4 —c4 =5—8<0und z5 —c5 =5—6 < 0.
Fiir die Werte r mit x, # 0 ergibt sich
joar S B0y 72 30 g
Ya,1 1 Yao 2
50 30
j=5: L =—50, 2 __3
Y5,1 1 Y52 1

Also entsteht B durch Ersetzen der Spalte dy von BO) durch @,. Somit ist

110
BY =2 4 0
011

— s

Vor dem Schritt von B®) auf B® iiberpriifen wir das Abbruchkriterium:
Zu B gehort die Basislosung &1 = (35,15,0,0,5)7. Losungen von

1
BUg =dy= 1] baw. BYgs=a5= |3
0
)T und 75 = (3,3, —3)7. Esist ¢ = (5,8,0)7 und

1

3 2
24 = (5,8,0) % = 5 bzw. 25 = (5’8’0) % _ 2
1
2

mit ¢4 = 0 und ¢5 = 0. Damit ist 24 — ¢4 > 0 und 25 — ¢5 > 0.

Damit ist Fall 1 des Abbruchkriteriums erfiillt. Also nimmt z fiir die zu B(Y) gehorige Basislosung ihr
Maximum an.

Der Landwirt sollte Weizen auf 35ha, Riiben auf 15ha und keinen Mais anbauen.
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