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Zur Erinnerung: Die empirische Eigenwertgleichung∫
T
Ĉ(s, t)φ̃(t)dt = φ̃(s), s ∈ T (1)

kann man diskretisieren durch die Matrixeigenwertgleichung:

K̂∆~̃φ = λ̃~̃φ,

wobei ∆ = 1
M , τi := i∆, K̂ =

(
Ĉ(τi, τj)

)M
i,j=0

∈ R(M+1)×(M+1) und ~̃φ ∈ RM+1.

Das heißt, dass man die Matrix K̂∆ betrachten kann, um die zugehörige Eigenwerte λ̃1, . . . , λ̃M+1

und Eigenvektoren ~̂φ1, . . . , ~̂φM+1 herzuleiten.

1. Wie kann man daraus näherungsweise Eigenwerte und Eigenfunktionen zu (1) gewinnen?

2. Erzeugen Sie (wie auf Blatt 2, Aufgabe) 500 Realisierungen eines Wienerprozesses auf [0, 1]
mit Stützpunkte ti = i

m , m = 1000. In welcher der 3 Fälle aus der Vorlesung ist man?

(a) Benutzen Sie das oben beschriebene Verfahren, um die Eigenwerte und die Eigenfunk-
tionen zu schätzen.

(b) Vergleichen Sie (graphisch) die ersten 100 geschätzte Eigenwerte mit den theoretischen,
die man auf Blatt 6 bestimmt hat.

(c) Vergleichen Sie (graphisch) die ersten 10 geschätzte Eigenfunktionen mit den theoreti-
schen, die man auf Blatt 6 bestimmt hat.

(d) Berechnen Sie die Koeffizienten ξk1 , k = 1, . . . , 500 (die Scores) der 500 Realisierungen
bezüglich der ersten Hauptfunktion.Sind sie tatsächlich normalverteilt?

(5 Punkte)

3. (a) Sei

((
Xn

Yn

))
n∈N

eine Folge Zufallsvektoren. Zeigen Sie, dass

(
Xn

Yn

)
d−→ N~0,C ⇐⇒ λ1Xn + λ2Yn

d−→ N

(
0,

(
λ1
λ2

)T

C

(
λ1
λ2

))
∀λ1, λ2 ∈ R (2)

(b) Folgern Sie daraus, dass für X1 . . . , Xn unabhängige stochastische Prozesse auf [0, 1] mit
E(Xi(t)

2) < ∞ für alle t ∈ [0, 1] und Erwartungswertfunktion µ(t), für feste Punkte
s, t ∈ [0, 1], (

1√
n

∑n
i=1 (Xi(s)− µ(s))

1√
n

∑n
i=1 (Xi(t)− µ(t))

)
d−→ N~0,K

mit einer geeigneten Matrix K.

(4+3 Punkte)
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