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1. Überprüfe, ob die folgenden Mengen Mi an Vektoren des Vektorraums Vi über Ki für i = 1, 2 linear

abhängig oder unabhängig sind:

(a) V1 = F3
4, K1 = F4 und
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(b) V2 = {p = a0+a1x+a2x
2+a3x

3 : ai ∈ R, 1 ≤ i ≤ 3}, K2 = R und M2 = {3, x−5, x2+10x, x3}
(4 Punkte)

2. Es seien V = {f : N0 → R}, n ∈ N0 und U = {f ∈ V : f(n+ 2) = f(n) + f(n+ 1)} sowie f1, f2 ∈ V
mit

f1(n) :=
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√
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)n
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(a) Zeige, dass U ein Unterraum von V ist.

(b) Zeige f1, f2 ∈ U .

(c) Zeige, dass f1 und f2 linear unabhängig sind.

(d) Bestimme f ∈ U mit f(0) = f(1) = 1.

(e) Zeige: Für α0, α1 ∈ R gibt es genau ein f ∈ U mit f(0) = α0 und f(1) = α1, nämlich
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(f) Bestimme dimU .

(g) Zeige, dass f1 und f2 eine Basis von U bilden. (10 Punkte)

3. Es sei V ein Vektorraum über K und ~v1, . . . , ~vn linear unabhängige Vektoren in V .

Es seien α1, . . . , αn ∈ K beliebig und

~w =

n∑
i=1

αi~vi.

Wir definieren weiter ~xi = ~vi − ~w für 1 ≤ i ≤ n. Zeige, dass die Vektoren ~x1, . . . , ~xn genau dann

linear abhängig sind, wenn
∑n

i=1 αi = 1 gilt. (4 Punkte)

4. Es sei V = {p = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 : ai ∈ R, 1 ≤ i ≤ 3} und M = {2, x2 − x− 1, x2 + x, x}.

(a) Zeige, dass M linear abhängig ist.

(b) Ermittle eine linear unabhängige Teilmenge M∗ von M .

(c) Gib die Koeffizienten von x ∈M\M∗ als Linearkombination der Elemente von M∗ an.

(d) Erweitere M∗ zu einer Basis von V . (6 Punkte)


