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Kapitel 1

Einleitung

Vorbemerkung

Zentral in der linearen Algebra ist der Begriff des Vektorraums: Dieser Begriff hat sich aus der
analytischen Geometrie der Ebene und des Raums entwickelt, umfasst jedoch wesentlich allgemeinere
Strukturen. Jedoch wird auch das Versténdnis der allgemeineren Strukturen durch die Konzepte, die
auf der geometrischen Anschauung in der Ebene und im Raum beruhen, erleichtert.

1.1 Die Ebene

Wir setzen die Menge R der reellen Zahlen mit den Rechenoperationen Addition, Subtraktion, Mul-
tiplikation und Division als bekannt voraus. Unter R? verstehen wir die Menge aller Paare reeller
Zahlen:

R? = {(z,y): =,y € R}.
Die Ebene F, die wir uns zum Beispiel als Zeichenebene vorstellen, kann durch Einfithrung eines kar-
tesischen Koordinatensystems mit dem R? identifiziert werden. Ein kartesisches Koordinatensystem
entsteht durch Vorgabe eines Punktes 0 und einer Zahlengeraden, die wir - Achse nennen, mit dem
Nullpunkt 0. Die y- Achse entsteht durch eine positive Drehung gegen den Uhrzeigersinn um 90° um
den Punkt 0 aus der z- Achse. Fallt man fiir einen beliebigen Punkt Py € E die Lote auf die Achsen,
so bestimmen die beiden Fufpunkte die z- bzw. y- Koordinate zg bzw. yy von Py, und man schreibt
Py = (20, y0)-
by

Yo

o

Der Punkt 0 = (0,0) heiBt Nullpunkt oder Ursprung des Koordinatensystems. Nach der Festlegung
eines kartesischen Koordinatensystems gibt es zu jedem Zahlenpaar (z,y) € R? genau einen Punkt
X € FE mit X = (z,y), und umgekehrt. Zu je zwei Punkten P und @ der Ebene gibt es genau eine
Parallelverschiebung (der Ebene), die P nach @ bringt. Diese Verschiebung wird mit ]@ bezeichnet,
und heifit 7 Vektor von P nach @”. Der Vektor ¢ = ]@ wird durch einen Pfeil, der von P nach @)
zeigt, dargestellt.



Wird unter ]@ ein anderer Punkt R nach S verschoben, dann hat offenbar Jﬁ die gleiche Wirkung
wie Pﬁ, das heifit ]@ = }Tg . Zwei gleich lange und gleichgerichtete Pfeile im Raum stellen somit
den selben Vektor dar.

Offenbar gibt es zu einem Vektor ]@ genau einen Punkt S, so dass ]@ = (ﬁ ist. Wir konnen
den Vektor 1@ dann mit dem Punkt S der Ebene identifizieren. Jeder Punkt der Ebene kann also
ein Vektor gedeutet werden und umgekehrt. Insbesondere kann jeder Vektor der Ebene durch ein
Zahlenpaar beschrieben werden. Wir schreiben dieses Paar als Spalte

Die Zahlen z,y € R heiflen die Komponenten von .

Die Addition von Vektoren

Den zu ¥ gleichgerichteten, aber entgegengesetzten Vektor bezeichnen wir mit

-(3)

Insbesondere ist —F@ = Q? Der Nullvektor ist

- (2)

mit 0 = ﬁ fiir alle Punkte P. Fiihrt man zwei Parallelverschiebungen hintereinander aus, etwa
zuFerst a = ]@ und dann b = Q—é, so ergibt sich wieder eine Parallelverschiebung, ndmlich ¢ = P
Wir nennen ¢ die Summe von @ und b und schreiben ¢ = a + b.

Sind @ und b durch ihre Komponenten gegeben, so kann die Summe durch Addition der Komponenten
erhalten werden:

L [ m » [ b N A b\ [ a1+b
i= () i= (o) =aei= () ()= (i)

Offenbar gelten fiir beliebige Vektoren @, b, ¢ die folgenden Rechenregeln:
i+0 = a a+(-a)=0
i+b = b+a (Kommutativgesetz) (VA)
i+ (b+d = (@+b)+&  (Assoziativgesetz).



Die skalaren Vielfachen eines Vektors

Zu einer reellen Zahl A > 0 und einem Vektor @ bezeichne A\@ denjenigen Vektor, der dieselbe Richtung
wie @ besitzt, aber die A-fache Lange. Im Fall A < 0 setzt man A\@ := —(|\|a).

Sonderfiille dieser Definition sind 0@ = 0 und A0 = 0 fiir jede Zahl A € R und jeden Vektor a.

Fiir diese Multiplikation von Vektoren mit Zahlen (Skalarmultiplikation) gelten mit mit A, u € R und
Vektoren d, b folgende Rechenregeln:

A(ua) (Aw)a
N@+b) = Xi+\b (VM)
A+ p)a = A+ pa.

Geraden

Ein Punkt X liegt genau dann auf der Geraden g durch A in Richtung ¢, sofern ¢ # 0 gilt,
wenn /ﬁz zu C parallel ist, falls es eine also Zahl t € R mit AX = t¢ gibt. Man sagt, dass g die
Punkt- Richtungsgleichung

AX =2 (+)

mit ¢t € R besitzt. Die in (%) auftretende Variable ¢ nennt man einen Parameter.

T
Zu jedem Parameter ¢t = tg gehort genau ein Punkt Xy auf der Geraden ¢ mit AXg = ¢ und
umgekehrt. Wegen AX = PX — PA lasst sich g beziiglich eines beliebigen Punktes P durch

PX = PA+te

mit ¢t € R darstellen. Ist A = (a1,a2), B = (b1,b2) und C' = (c1,¢2), so ergibt ein Komponentenver-
gleich fiir die Geradenpunkte X = (z,y) die zwei Gleichungen

r=ai+tcy
Yy =ag +tco

{x:a1+t-(b1—a1)
y=as+t-(bs— as)

(Punkt- Richtungs- Gleichung)

(Zwei- Punkte- Gleichung)

Lost man die zwei unteren Gleichungen nach t auf, und setzt die Ausdriicke gleich, so erhilt man
mit A = (a1,a2) und B = (by, b2) eine parameterfreie Darstellung.

Koordinatengleichung der Geraden durch A und B

Es ist

T—a  y—ap
by —a1 b2 —as

, falls a; # b; fiiri =1,2

e r=aq, falls a; = by

® Y = ay, falls as = b2.

Aus der (parameterfreien) Zwei- Punkte- Form fiir g findet man iiber

xr — ay Yy —ag

bzw. t=
b2 — a9

t =
bl—al

zur Parameterform zuriick.



Beispiel 1.1.1. Die durch die Parametergleichung

) r=3-2t
T\ y=4+5t
bestimmte Gerade in der Ebene hat die Koordinatengleichung

33—z y—4
2 5

Beispiel 1.1.2. Man finde die Parameterdarstellung der durch die Gleichung 2x + 3y = 5 gegebenen
Geraden. Die Rechnung ist

2r4+3y = 5
20 —5 = —3y
t—3 oy
1 - _1
2 3
5 _ 1
5, 1
_ 1 r=3+3l
= -4 =
v {y——ét

Schnittpunkt zweier Geraden

Die Bestimmung des Schnittpunkts zweier Geraden fiithrt auf die Losung eines linearen Gleichungs-
systems, und zwar in jedem Fall: ob die Gerade nun durch die Punkt- Richtungs- Gleichung oder
durch die Zwei- Punkte- Gleichung gegeben ist. Auch lineare Gleichungssysteme stehen im Zentrum
der Linearen Algebra. Wir werden sie in spéter systematisch behandeln.

Beispiel 1.1.3. Es seien zwei Geraden durch Punkt- Richtungs- Gleichungen gegeben:

) r =345t and ) r=4—2u
T y=2-1 P\ y=1+43u

Es ist wichtig, zwei verschiedene Variablen fiir die Parameter zu beniitzen. Gleichsetzen liefert

345t = 4—-2u
2—t = 14 3u

oder

5t4+2u = 1
—t—3u = -—1.

Addition des 5-fachen der 2. Zeile zur 1. Zeile ergibt

—13u = —4
—t—3u = -1
4
u = —.
13
FEinsetzen in das System von gs ergibt x = % und y = %, also erhalten wir den Schnittpunkt (%, %)



Sind die beiden Geraden durch Koordinatengleichungen gegeben, so erhélt man das Gleichungssystem
unmittelbar:

Beispiel 1.1.4. Es seien g1 : x4+ 3y =5 und g2 : 3x — 2y = 7 gegeben, dann ist
z+3y=>5 r+3y=>5
3x—2y =17 —11ly = -8
8

nach Subtraktion des 3-fachen der ersten Zeile von der zweiten Zeile. Dies fithrt zuy = & und z =

11
also zu dem Schnittpunkt Py = (%, %)

w

1
19

—_

Die Gleichungssysteme haben keine bzw. unendlich viele Losungen, falls es sich um parallele bzw.
identische Geraden handelt.

1.2 Der Raum

Es sei nun R3 = {(z,y,2): x,y, 2z € R}.

Ahnlich wie die Ebene mit dem R? kann der Raum nun mit dem R? identifiziert werden. Ein karte-
sisches Koordinatensystem im Raum besteht aus dem Nullpunkt O und drei sich in 0 schneidenden
Zahlengeraden gleicher Langeneinheit. Man bezeichnet sie als x, y und z-Achse derart, dass diese drei
Achsen ein Rechtssystem bilden, das heifit, die Drehung der positiven x-Achse um 90° in die positive
y-Achse, zusammen mit einer Verschiebung in Richtung der positiven z-Achse, muss eine Rechts-
schraube darstellen. Diese drei durch je zwei Achsen bestimmten Ebenen heiflen Koordinatenebenen,
bzw. (z,y)-Ebene, (y, z)-Ebene und (z,z)-Ebene. Die Koordinaten x, yop und zy eines Punktes Py
gewinnt man aus den Schnittpunkten der entsprechenden Achsen mit dem zu den Koordinatenebenen
parallelen Ebenen durch Py. Man schreibt Py = (zo, %0, 20)-

A

20

Yo P

X

x

Vollig analog zum Fall der Ebene werden nun guch im Raum Vektoren als Parallelverschiebungen des
Raumes definiert. Auch die Pfeildarstellung sowie die Operationen der Addition und der Skalarmul-
tiplikation verlaufen vollig analog zum Fall der Ebene. Der einzige Unterschied liegt in der Tatsache,
dass Vektoren im Raum drei Komponenten besitzen. Wie in der Ebene besitzt eine Gerade im Raum
eine Parameterdarstellung

sy
OX = OA +tz
mit ¢t € R. Falls A = (a1, a2,a3) und
C1
=1\ e
C3

gilt,



so ergibt ein Komponentenvergleich die drei Gleichungen

T =aj +tcy
Yy = ag + tcy (Punkt- Richtungs- Gleichung).
z = as +tcg

Fiir eine Gerade durch die zwei verschiedenen Punkte A = (aj, as,a3) und B = (b1, bg, b3) erhiilt man
die Gleichung

$:a1+t-(b1*a1)

y=az+t-(ba—az)  (Zwei- Punkte- Gleichung)

z:a3+t-(b3—a3)

Die parameterfreien Koordinatengleichungen der Geraden durch A und B sind

TTM _ YT ET s g £ by fiir i =1,2,3
by —a1 by —az b3 —asg

r—a; _ y—ap

° = und z = ag, falls a; # b; fir i = 1,2 und a3 = bs
by —ar b2 —az

e © = a1 und y = ag, falls a1 = by, ax = by und a3 # bs.

Neben den Geraden sind die Ebenen wichtige Teilmengen des Raumes.

Wir betrachten nun die Ebene E mit dem ” Aufpunkt” A und den beiden (von 0 verschiedenen und
nicht parallelen) Richtungsvektoren @ und ¢. Ein Raumpunkt X liegt genau dann auf E, wenn sich
der Vektor zﬁ in der Form B = ti + sU mit Zahlen s,t € R darstellen ldsst, das heifit, man hat
mit den zwei Parametern t,s € R die Parameterdarstellung von E:

AX = {7 + 57, (1)

Wird ein Kartesisches Koordinatensystem festgelegt, so dass A = (a1, az,as) und

U1 U1
U= | us bzw. U= vy
us U3

ist, so die Parameterdarstellung (1) dquivalent zu den drei Koordinatengleichungen

r =a; + tu; + sv;
Yy = ag + tug + svo (2)
z = a3 + tusg + svs.

Werden @ und ¢ durch die verschiedenen Punkte A = (a1, ag,a3), B = (b1, b2, b3) und C' = (¢1, c2, ¢3)
mit 4 = E, U= ﬁ, also u; = b; — a; und v; = ¢; — a;, bestimmt, dann geht (2) in die Drei-Punkte-
Gleichung fiir die Ebene
x:a1+t-(b1—a1)+s-(cl—a1)
y=as+t-(by—az)+s-(ca—az)
z=ag+t-(bs—a3)+s-(c3—a3)

iuber.



Kapitel 2

Grundlegende Strukturen

2.1 Mengen, Abbildungen und Verkniipfungen
Georg Cantor begriindete die aus der Schule bekannte Mengenlehre mit folgender Definition:

Eine Menge ist die Zusammenfassung von Objekten,
die Gegenstand unseres Denkens sein konnen, zu einer Gesamtheit.

Von zentraler Bedeutung sind die Mengen

e N :={1,2,3,...} (Menge der natiirlichen Zahlen),

No:={0,1,2,3,...},

Z ={0,1,-1,2,-2,...} (Menge der M),

Q als die Menge der rationalen Zahlen, d.h. der Briiche ganzer Zahlen,

R als die Menge der reellen Zahlen.

Wir nehmen in dieser Vorlesung an, dass wir wissen, was unter natiirlichen, ganzen, rationalen und
reellen Zahlen zu verstehen ist.

Definition 2.1.1. Es seien M und N Mengen.

Eine Menge M heifit Teilmenge von N (bzw. heifit N Obermenge von M), falls jedes Element von M
auch ein Element von N ist (Schreibweise: M C N bzw. N O M). Beispielsweise gilt NC Z, Z C Q
und Q C R. Wir schreiben zusammenfassend N C Z C Q.

Die Verneinung dieser Relation schreibt man M & N, d.h. M ist keine Teilmenge von N, es gibt also
ein Element in M, das kein Element von N ist. Die Vereinigung ist MUN = {z: x € M oder z € N}.
Es seien beispielsweise M = {1,2,3} und N = {2,3,5}. Dann ist M UN = {1,2,3,5}.

Der Durchschnitt ist M NN = {z: 2z € M und x € N}. Fir M = {1,2,3} und N = {2,3,5} gilt
dann M NN = {2,3}.

Definition 2.1.2. Sind M und N Mengen, so definieren wir deren Differenz durch

M\N :={xeM:z¢ N}.

10



Ist S eine Menge von Mengen oder ein Mengensystem, so definieren wir die Vereinigung aller Mengen
aus S als

U M :={x: es gibt ein M € S mit x € M}.

MeS
Sind n Mengen My, Mo, ..., M, gegeben, so schreiben wir M; U My U --- U M, auch als

n
U M.
k=1
Ist fiir jedes k € N eine Menge M}, gegeben, so schreiben wir statt

UMk auch [jM;C
keN k=1

FEine entsprechende Schreibweise verwenden wir auch fiir den Durchschnitt:

ﬂ M = {x:xliegt in jedem M € S}
MeS
n
ka = MiNMyNn---NM,
k=1
o0
My = () My
k=1 keN

Definition 2.1.3. Es seien alle Mengen M € S eines Mengensystems S Teilmengen einer ” Univer-
salmenge” U. Wir bezeichnen die Komplementmenge U\M einer Menge M € S mit M'. Mit der
Schreibweise U — M statt U\M deuten wir an, dass M eine Teilmenge von U ist.

Beispiel 2.1.4. Essei U =N ={1,2,3,...} sowie M = {2,4,6,8,...}.
Dannist U = M = M' ={1,3,5,7,...}.

Es gelten die Komplementierungsregeln von de Morgan:

(U M)/: () (M) und (ﬂ M)lz U @),

MeS MeS MeS MeS

d.h. das Komplement der Vereinigung ist gleich dem Schnitt der Komplemente, und das Komplement
des Schnitts ist gleich der Vereinigung der Komplemente.

Definition 2.1.5. Es seien X und Y zwei nichtleere Mengen.

Unter einer Funktion oder Abbildung f von X nach Y versteht man eine Vorschrift, die jedem x € X
genau ein y € Y zuordnet. Dieses dem Element x zugeordnete Element y bezeichnen wir mit f(x)
und nennen es den Wert der Funktion f an der Stelle z, oder das Bild von x unter f, wihrend x das
Urbild von y = f(z) heift.

Die Menge X wird die Definitionsmenge oder auch der Definitionsbereich, Y die Zielmenge von f
genannt.

Bemerkung 2.1.6. Die detaillierteste Darstellung einer Funktion geschieht in der Form

i {f = ey

Es werden also zunéchst die Mengen angegeben, zwischen denen die Funktion abbildet, dann die
Zuordnung der einzelnen Elemente.

11



Beispiel 2.1.7. Es sei
LI

T = 2T

diejenige Funktion, die jeder Zahl aus dem Intervall [1, 3] ihr Doppeltes zuordnet. Dann ist beispiels-

weise f(%) = %.

Bemerkung 2.1.8. Anstelle von f kann natiirlich jedes andere beliebige Symbol benutzt werden.

Neben der Schreibweise des Arguments in Klammern sind auch andere Notationen {iiblich:

i) Das Argument im Index: a, fiir a(n), gebréuchlich fiir Folgen,
ii) Darstellung ohne Klammern: F'g fiir F'(g), gebrauchlich fiir hohere Operatoren,

iii) Funktionssymbol hinter dem Argument: A’ fiir das Komplement von A.
Definition 2.1.9. Die Bildmenge oder schlichtweg das Bild einer Abbildung f: A — B ist die Menge
Bild(f) = f(A) = {f(a): a € A}.
Definition 2.1.10. Eine Abbildung f: A — B heifit

i) injektiv, falls aus a # a stets f(a) # f(a’) folgt, d.h. falls verschiedene Elemente aus A stets
verschiedene Bilder in B besitzen,

ii) surjektiv, falls f(A) = B ist, d.h. falls es zu jedem b € B ein Urbild a € A mit f(a) = b gibt,
iii) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Definition 2.1.11. Es seien k € N und My, ..., M} beliebige Mengen. Das Kartesische Produkt der
Mengen My, ..., My ist als

My X My x -+ x M ::{(ml,...,mk):ijMj}

definiert, d.h. als die Menge aller k- Tupel (m1,...,my), deren j-te Komponenten jeweils in M;
liegen. Ist M| = My = - -- = Mj, so schreiben wir kurz MP¥.

Definition 2.1.12. Es sei X eine nichtleere Menge. Eine Abbildung X™ — X heifit eine n-stellige
Verkniipfung auf X. Unter einer Verkniipfung schlechthin verstehen wir stets eine zweistellige Ver-
kniipfung o: X x X — X.

Beispiel 2.1.13. Es sei R die Menge der reellen Zahlen. Wir haben auf R unter anderem die Ver-
kniipfungen der Addition und der Multiplikation.

Bemerkung 2.1.14. Im Falle einer endlichen Menge X = {1, z2,...,2,} kann man o durch eine
Verkniipfungstafel darstellen:

o T T2 Iy

I 10X T1 0T T1 0 Tp
xZ9 T O To O T2 T9 O Iy
In Ip ©T1 Ip © T2 Ip O Ty,

Statt a o b schreiben wir a - b, ab, a + b usw. fiir die verschiedenen Verkniipfungen. Beispielsweise
besitzt X = {—1,0, 1} mit der iiblichen Multiplikation die Verkniipfungstafel

[an}
s}

O O OO
[an}

12



2.2 Gruppen

Definition 2.2.1. Es sei o eine Verkniipfung auf einer Menge G # (). Dann heifit (G, o) eine Gruppe,
wenn die folgenden Axiome gelten:

(G1) Esgilt ao (boc) = (aob)oc fiir alle a,b,c € G (Assoziativgesetz).

(G2) Es gibt mindestens ein neutrales Element ¢ € G mit eoa =aoe = a fiir alle a € G.

(G3) Ist ein neutrales Element e € G gegeben, so gibt es zu jedem a € G ein inverses Element o’ € G
mit aoad’ =ad oca=ce.

Gilt zusatzlich das Axiom

(G4) Es gilt aob=boa fir alle a,b € G (Kommutativgesetz),

so heift G eine abelsche oder auch kommutative Gruppe.

Beispiel 2.2.2. Es sei Z = {...,-2,—-1,0,1,2,...} die Menge der ganzen Zahlen mit der Ver-
kniipfung der Addition. Das Assoziativgesetz (G1) ist offenbar erfiillt, denn fiir alle a,b,c € Z gilt
(a+0b)+c=a+ (b+c). Die Zahl 0 ist das einzige neutrale Element wegen 0 + a = a + 0 = a fiir
alle a € Z. Zu jeder Zahl a € Z existiert ein eindeutiges Inverses, ndmlich —a mit (—a) + a = 0.
AuBerdem ist (G4) iiber a + b = b+ a fiir alle a,b € Z erfiillt. Somit ist Z bzgl. der Addition eine
abelsche Gruppe.

Beispiel 2.2.3. Ebenso bilden die Mengen Q der rationalen Zahlen und die Menge R der reellen
Zahlen abelsche Gruppen bzgl. der Addition. Die natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...} bilden keine
Gruppe bzgl. der Addition, da kein neutrales Element existiert.

Beispiel 2.2.4. Die Menge V5 aller Vektoren in der Ebene bildet eine abelsche Gruppe bzgl der
Vektoraddition: Der Nullvektor 0 ist das einzige neutrale Element, denn es gilt 0 +@ = @+ 0 = a
fiir alle a € V5. Zu jedem Vektor d existiert ein eindeutig bestimmtes Inverses, ndmlich —d mit
(—=@) + @ = 0 fiir alle @ € V. Ebenso bildet die Menge V3 der Vektoren im Raum eine abelsche
Gruppe.

Beispiel 2.2.5. Die Menge Z der ganzen Zahlen bildet keine Gruppe bzgl. der Verkniipfung Multi-
plikation. Es gibt zwar ein neutrales Element, ndmlich die Zahl 1, aber es gibt fiir die Zahlen a # +1
in Z kein Inverses.

Beispiel 2.2.6. Die Mengen Q\{0} und R\{0} bilden je abelsche Gruppen bzgl. der Multiplikation.
In beiden Féllen ist die Zahl 1 das einzige neutrale Element. Die Zahl a # 0 hat é = a~! als Inverses.

Beispiel 2.2.7. (Eine nicht-abelsche Gruppe)
Es sei 3 die Menge der Permutationen von {1,2,3}, d.h. die Menge der bijektiven Abbildungen
von {1,2,3} auf sich selbst. Die Verkniipfung auf 73 ist die Komposition der Permutationen. Jede

Permutation 7 werde in der Form
B 1 2 3
T\ @ 3)

notiert. Dann bildet 3 eine Gruppe mit neutralem Element

) 1 2 3
1d—<1 9 3>.

13



Jedes T € 73 besitzt als Inverses seine Umkehrabbildung 7—!. Die Gruppe 3 ist nicht abelsch, denn

mit etwa
(123 g . (r 23
7= 2 1 3/ "M T={1 3 2

oo (123 e sor_ (123
70—3123607—231.

Wir zeigen nun unseren ersten

folgt

Satz 2.2.8. In einer beliebigen Gruppe (G,-) gelten folgende Eigenschaften:

i) Es gibt genau ein neutrales Element.

ii) Jedes a € G hat genau ein Inverses, das wir mit a~! bezeichnen.

Beweis. i) Wir vollziehen einen Beweis durch Widerspruch.
Angenommen es gebe verschiedene neutrale Elemente e1,es € G. Da ey neutral ist gilt e1-a = a
fir alle ¢ € G, wir kénnen also auch a = eg einsetzen und erhalten e - e = eo. Da auch e
neutral ist gilt a-eo = a fiir alle a € G. Einsetzen von a = e; ergibt e1-es = e1. Zusammensetzen
der beiden Gleichungen ergibt
€1 = €1 €2 = €2,

ein Widerspruch zur Annahme, dass e; # es ist.

ii) Essei a € G beliebig und a1, as € G zwei Inversen, also a-a1 = a1-a =ebzw. a-as =az-a=e
mit dem nach i) eindeutig bestimmten neutralen Element e von G. Wir multiplizieren die zweite
Gleichung von links mit a; und erhalten a; - (a-a2) = a1 -e. Anwendung des Axioms (G1) ergibt
die Gleichungen (a;-a)-as = a;-e. Anwendung von (G3) auf der linken Seite ergibt e-ay = a; e,
und nach (G2) folgt as = ay, also waren die Inversen gleich.

O]

Bemerkung 2.2.9. Fiir eine multiplikativ geschriebene Gruppe nennt man das neutrale Element
auch Einselement und schreibt 1 statt e. Der Multiplikationspunkt wird oft weggelassen, man schreibt
also ab statt a - b.

Wir zeigen nun ein paar Rechenregeln fiir Gruppen:

Satz 2.2.10. In jeder Gruppe (G,-) gilt:

i) Zu beliebigen a,b € G gibt es eindeutig bestimmte x,y € G mit ax = b und ya = b, ndmlich
r=a"'b und y = ba"".

ii) Es gilt (a=)~! = a fiir alle a € G.
Beweis. i) Wir miissen zeigen, dass es eine Losung der Gleichungen az = b bzw. ya = b gibt, und
dass diese eindeutig bestimmt ist.

o Existenz:
Einsetzen von = a~'b und y = ba~! ergibt

S R “1y, _ — (b1, — -1\ _ _
ar =a(a” )b (61) (aa™ )b ((}_2) eb=>b bzw. ya= (ba ")a (61) b(a™"a) ((?2) be = b.
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e Eindeutigkeit:
Es seien x1,z9 € G zwei Losungen von ax = b, so gilt ax1 = b = axs. Nach Multiplikation
von links mit a~! erhalten wir a~'az; = a~lazs, woraus mit (G3) und (G2) die Aussage
x1 = x9 folgt. Die Losungen waren also gleich.
Die Rechnung fiir die Losungen von ya = b verlduft analog.

ii) Nach (G3) ist @ = (a=1)~! ein Element aus G mit der Eigenschaft a-a ' =a"!-a=e.
Auch a erfiillt diese Eigenschaft wegen (G2). Nach Satz 2.2.8 ii) ist a = a = (a=1)7L.
O
Satz 2.2.11. Fiir endlich viele Elemente ay,as,...,a, € G gilt (ay-az---a,)"! = a;* -a;ﬁl -afl
Beweis. Diese Aussage beweisen wir durch vollstdndige Induktion nach n.
Der Induktionsanfang ist n = 1: fiir nur ein einziges Element ist die Aussage al_1 = al_1 richtig.
Die Induktionsannahme ist, dass fiir ein beliebiges n > 1 die Aussage (a1 ---a,)~' = a;'---a; ' gilt.

Der Induktionsschritt besteht darin, dass wir die Aussage fiir n + 1 zeigen, indem wir die Indukti-
onsannahme fiir n verwenden. Die Aussage fiir n lautet, dass die rechte Seite des Satzes das Axiom
(G3) erfiillt, also

(a1 ---an) - (a;l---al_l) = e.

Nach (G2) diirfen wir e in der Mitte einfiigen ohne den Wert der linken Seite zu éndern:

(a]_"‘(ln)'6'(@;1"‘a1_1):€'

-1

Nach (G3) kénnen wir e durch a,41a,,

; ersetzen und erhalten

-1 —1)

(a1 an) - (anrayty) - (ay"-arh) =,

Wegen (G1) diirfen wir die Klammen zu
(al C Gy an+l) . (a;il a;lafl) = e

umsetzen. Damit ist die rechte Klammer das Inverse der linken Klammer nach (G3). Das ist die
gewiinschte Aussage fiir n + 1. Damit haben wir die Induktion abgeschlossen, und der Satz gilt fiir
alle n € N. O
Insbesondere ist die aus der Schule bekannte Regel (a1---a,)”! = afl'--a; 1
Gruppen richtig!

nur in abelschen

Bemerkung 2.2.12. Fiir eine additive geschriebene Gruppe (G, +) dndern sich die Bezeichnungen
und die Rechenregeln folgendermafien:

i) Man schreibt ”70” fiir das neutrale Element, und nennt es das Nullelement von (G, +).
Es gilt a +0 =04 a = a fiir alle a € G.

ii) Man schreibt —a fiir das Inverse statt a~! und a — b als Abkiirzung fiir a + (—b).
Es gilt somit a —a = —a+a =a+ (—a) =0 fiir alle a € G.

iii) Die Gleichungen a + x = b und y + a = b sind mit £ = —a + b und y = b — a eindeutig l6sbar.
iv) Es gilt —(—a) = a und
—(a1+ag+-+ay)=—ap—apn_1— - —ay = (—ap) + (—apn_1) + -+ (—aq).

Ublicherweise beniitzt man die additive Schreibweise nur fiir abelsche Gruppen.
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2.3 Ringe und Korper

Definition 2.3.1. Es seien + und - zwei Verkniipfungen auf einer Menge R # (). Das Tripel (R, +,-)
heifit Ring, wenn die folgenden Axiome erfiillt sind:

(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe mit dem Nullelement 0.
(R2) Fiir alle a,b,c € Rist a-(b-c) = (a-b)-c (Assoziativgesetz bzgl. -).

(R3) Es gelten die Distributivgesetze

a-(b+c)=(a-b)+(a-¢c) und (b+c)-a=(b-a)+ (c-a).
Gilt aulerdem
(R4) Fiir alle a,b € Rist a-b=b-a (Kommutativgesetz),
so heifit R ein kommutativer Ring.

Gibt esein e € Rmit e-a = a-e = a fiir alle a € R, so heifit R ein Ring mit Eins, und wir schreiben
1 statt e.

Bemerkung 2.3.2. Wir vereinbaren die ” Punkt-vor-Strich -Regel”, d.h. der Ausdruck a+ bc ist eine
Abkiirzung fiir a + (b - ¢).

Satz 2.3.3. In einem Ring R gilt fiir alle a,b € R
a-0=0-a=0, a-(-b)=(—a)-b=—(a-b) und (—a)-(=b)=a-0.

Es gelten also die von den gewdhnlichen Zahlensystemen her bekannten Rechenregeln.

Beweis. Es gilt
a-0=a-(0+0) = a-0+a-0.
(R3)

3
Subtraktion von a - 0 auf beiden Seiten ergibt 0 =« - 0.
Weiter gilt
ab+a(-b) = a-(b+(-b))=a-0=0
(—b) - (b+ (=)

nach dem ersten Teil. Also gilt a(—b) = —ab. Der Beweis fiir (—a)b = —ab verlduft analog.
Schlieflich ist damit
(—a)(=b) = —(—a)b = —(—ab) = ab.

Definition 2.3.4. Ein Ring (K, +,-) heiit Korper, wenn (K\{0},-) eine abelsche Gruppe ist.

In einem Korper schreibt man oft
bl=bla=2
a a=-
mit a,b € K und b # 0.

Beispiel 2.3.5. Die Mengen Q der rationalen Zahlen und R der reellen Zahlen sind Korper bzgl.
der vertrauten Addition und Multiplikation.
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Beispiel 2.3.6. Die Menge K = {0, 1} bildet mit den Verkniipfungen

_= O
(evBlan) Raw)
— O~

+ 10 1
00 1 und
111 0O

einen Korper. In ihm gilt 1+ 1 = 0.

Beispiel 2.3.7. Die Menge K = {0,1,a} mit den Verkniipfungen

und

Q ~ o+
Q = OO
o Q ==
— O Q|8

bildet einen Korper. Hier gilt 14141 = 0.

Beispiel 2.3.8. Die Menge Z der ganzen Zahlen bildet bzgl. der Addition und Multiplikation einen
Ring, jedoch keinen Korper.

2.4 Der Korper der komplexen Zahlen

Definition 2.4.1. Die Menge C der komplexen Zahlen ist mit R? = {(z,y): 2,y € R} identisch.
Die Addition komplexer Zahlen wird komponentenweise erklért:

(w1,y1) + (22, 92) = (z1 + 22,91 + ¥2)

fir (z1,41), (x2,y2) € C. Die Multiplikation komplexer Zahlen wird durch

(w1,91) - (22,92) = (v122 — Y1Y2, T1Y2 + Y172)
definiert.
Es enthilt C den Korper R der reellen Zahlen, wenn man = € R mit (z,0) € C identifiziert. Diese
Definitionen sind transparenter, wenn wir folgende Notation einfiihren:

Definition 2.4.2. Wir schreiben (0,1) =i (die imaginére Einheit).
Jedes z = (z,y) € C kann dann als z = x + iy geschrieben werden. Man nennt x den Realteil von z,
und y den Imaginérteil und schreibt x = R(z) sowie y = J(2).

Die Definition der Multiplikation folgt nun einfach aus den beiden Regeln

1. Es gilt i2 = —1 (keine reelle Zahl erfiillt diese Eigenschaft).

2. Distributiv-, Kommutativ- und Assoziativgesetze gelten wie in einem Ring.

Dann gilt

z+iy)(utiv) = x(ut+w)+wy(u+iv) = zu+ixv+iyu+ (y)(v) = (zu — yu) +i(zv + yv).
(z +iy)( )(R3) ( ) +iy( )(R3) (iy) (i) = (zu —yu) +i( )
Satz 2.4.3. Es bildet (C,+,-) einen Kérper.
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Beweis. Man priift leicht die Giiltigkeit der Korperaxiome. Zum Nachweis der inversen Elemente
verwendet man die Regeln
x . Y
= —_ 'l .
1132 + y2 QZ‘2 + y2 ’
falls x + iy # 0 gilt. O

—(z+yi)=—z+ (~yi) und (z+yi)*

Da die Menge C der komplexen Zahlen mit dem R? identisch ist, ergibt sich die Moglichkeit der
Darstellung in einer mit einem kartesischen Koordinatensystem versehenen Ebene. Die Zahl x + iy
identifizieren wir mit dem Punkt (z,y) oder auch mit dem Vektor (3). Die Addition von komplexen
Zahlen entspricht dann der Vektoraddition.

Definition 2.4.4. Ist z = & + iy € C so nennt man Z = = — iy die zu z konjugiert komplexe Zahl.
Geometrisch gesehen ist Z das Spiegelbild von z bzgl. der reellen Achse.

by

21+ 22
[ ]

21

Satz 2.4.5. Es seien z,w € C komplexe Zahlen. Dann gilt
i) Es ist z+w=7Z+ w.

it) Esist Z-w = Z - W sowie

S

-

iti) Es gilt R(2) = 3 - (2 +2) und (2) = & - (2 — Z). Insbesondere gilt 7 = z < z € R.

falls w # 0 ist.

Beweis. Ubungsaufgabe O
Definition 2.4.6. Ist z = x 4 iy mit x,y € R, so nennt man die nicht-negative reelle Zahl
|2 := /22 + ¢

den Absolutbetrag von z. Geometrisch ist |z| der Abstand von z zum Ursprung bzw. die Linge des
Vektors z.

Satz 2.4.7. Fir z,w € C gilt

22=2-7, |z-w| =2 |w| und )i‘ _
wl - Jwl
fiir w # 0 sowie |Z| = |z| und die Dreiecksungleichung
w + 2 < fw| +[2].
Bewets. Durch Nachrechnen. O
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Urspriinglich wurden die komplexen Zahlen zur einheitlichen Behandlung von quadratischen Glei-
chungen
az’ +bz+c=0 (*)

mit a,b,c € R und a # 0 eingefiihrt. Die Gleichung z? + 1 = 0 hat offenbar in R keine Losung, wohl
aber C, namlich z = £1/—1 = i, und es gilt 22 + 1 = (2 +i) - (z — 1).
Allgemein gilt: Die Gleichung (*) hat die in C stets die beiden (nicht notwendigerweise verschiedenen)

Losungen
b 1 b 1
z2 = + Vb2 —4dac und 29 = —— — — -V b? — dac,

2 2a 20 2a

wobei V/d fiir d > 0 die positive Quadratwurzel von d € R bezeichne und Vd =i-+/—d fiir d < 0.
Ferner bestétigt man leicht durch Nachrechnen die Gleichung

a4+ bzd+c=a-(z—2) (2 —2).
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Kapitel 3

Vektorraume

3.1 Der Begriff des Vektorraums

Es sei V' die Menge der Vektoren der Ebene oder des Raums. Diese Menge hat zusammen mit den
Operationen der Addition und Skalarmultiplikation die folgenden Eigenschaften:

1. Es bildet (V,+) eine abelsche Gruppe.

2. Es gilt (A4 p)U = A0+ pd fiir alle A\, p € R und 7 € V sowie A(4+ ¢) = M+ A\ fur alle A € R
und @, 7 € V (Distributivgesetze).

3. Es gilt A(u0) = (An)¥ (Assoziativgesetz).
4. Esgilt 1-v=14.
Diese Eigenschaften dienen nun zur Definition der allgemeinen Struktur eines Vektorraums.

Ein groflerer Grad an Allgemeinheit wird noch erzielt, indem der zur skalaren Multiplikation verwen-
dete Korper R durch einen beliebigen Korper K ersetzt wird.

Definition 3.1.1. Es sei V' eine Menge mit einer Verkniipfung @ und (K, +, -) ein Kérper mit Null 0
und Eins 1, sowie o: K x V — V eine Abbildung. Das Tripel (V, K, o) heifit ein Vektorraum iiber K
(auch kurz VR) oder linearer Raum, wenn die folgenden Axiome fiir alle 4,7 € V und \,u € K
gelten:

V1) Es bildet (V,@®) eine abelsche Gruppe.

(V1)
(V2) Es gelten die Distributivgesetze: (A+p)o@ = (Ao @) @ (uow) sowie Ao (Ud V) = (Aowl) B (Aod).
(V3) Es gilt das Assoziativgesetz: Ao (pow) = (A - p) o 4.

(V4) Es gilt das Unitarititsgesetz: 1 o @ = 4.

Die Elemente von V heiflen Vektoren, die von K Skalare. Man nennt K den Skalarkorper des Vek-
torraums, die Verkniipfung o nennt man die duflere oder skalare Multiplikation von Vektoren mit

Skalaren, und die Operationen @ und o nennt man auch lineare Operationen.

Statt (V, K, o) nennt man meist kurz V' einen Vektorraum, wenn aus dem Zusammenhang Klarheit
iiber K und o besteht. In den wichtigen Féllen K = R und K = C spricht man auch von einem
reellen Vektorraum bzw. einem komplexen Vektorraum.
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Bemerkung 3.1.2. In dieser Vorlesung bezeichnen wir Vektoren mit einem Pfeil, etwa ¢, und schrei-
ben 0 fiir das Nullelement der abelschen Gruppe (V, @), welcher der Nullvektor genannt wird. In der
Literatur gebréuchlich sind auch die altdeutschen Buchstaben u, Unterstriche v oder Fettdruck u,
um Vektoren von Skalaren zu unterscheiden. Sobald wir mit dem Sachverhalt vertraut sind, schreiben
wir statt @ und o einfach + und -.

Wir stellen einige einfache Rechenregeln zusammen:

Satz 3.1.3. In einem Vektorraum (V, K, o) gilt fir alle ¥,% € V und \,p € K:

i) Es gilt genau dann Ao ¥ = 0, wenn A =0 oder v =0 gilt.
ii) Es gilt (—)\) o U = X o (67) = 6(X o V), wobei © die Inversion in (V,®) ist.
iii) Es gelten (A —p) o= Ao0 O pov sowie Ao (VO W) =Xo0 S \o.
Beweis. i) Wir zeigen beide Richtungen:

7=”: Es sei Ao ¥ = 0. Wenn \ = 0 gilt, so sind wir fertig. Ist A # 0, so existiert ein A~! im
Korper K. Es folgt

7 = 1lod=M\"1-A)o? = AloMod)=A"1o0=0.
(V4) (V3)

2 @77:
Es gelte A = 0. Dann folgt

Ooct=(0+0)od Oocv@®0od.

(V2)

Kiirzen nach Satz 2.2.10 in der Gruppe (V,®) ergibt 0 o ¥ = 0.
Andererseits gilt fiir 7 = 0

—,

AoO0=Xo(0®0) = AoO®AoO.
(V2)

Kiirzen ergibt A o0 = 0.
ii) Es gilt
)\oU@(—)\)oi(:Q) A=XNod=007=0,
also (=) o ¥ = ©(\ o ¥). Ebenso folgt aus

AoT@® Ao (60) = Ao (Fod)=Xo0=0
(V2 j

die Gleichung \ o (&7) = &(\ o 7).

iii) Dies folgt sofort aus (V2) und ii).

Beispiel 3.1.4. Es sei (K, +,-) ein Korper und n € N. Wir setzen
V=K"={Z=(21,...,%n): T1,...,2n € K}.
Fir Z = (z1,...,2,) und ¥ = (y1,...,yn) aus K™ sowie A € K definieren wir
Z4+y=(r14+y1,.. ., &n+yn) und A= (Azq,...,\z,),

und nennen K" den n-dimensionalen Standardraum iiber dem Korper K.
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Satz 3.1.5. Esist (K™, K,-) ein Vektorraum.

Beweis. Wir haben zunéchst zu beweisen, dass (K™, +) eine abelsche Gruppe ist. Die Gesetze einer
abelschen Gruppe gelten alle, da sie fiir jede Komponente gelten. Beispielsweise ist

@Z+9)+2 = (z1,.. . 2n)+ Wiy yyn)) + (21, -+, 2n)
= (z14y1,. s nt+yn)+ (21,---,2n)
($1+y1 + 21, (xn+yn)+zn)

(
(
(
(

= T, >+(y1+zl7"'7yn+z”)

= T, )+((y1,,yn)+(zl,,zn)):f+(zj+5)
Das Nullelement von K" ist 0 = 0,... ,0), und zu (z1,...,%,) ist (=x1,..., —z,) das Inverse.
Auch die Gesetze (V2) bis (V4) beweist man durch Betrachtung der Komponenten. O

Beispiel 3.1.6. Es sei F' = {f:[0,1] — R} die Menge der auf dem Intervall [0, 1] definierten
reellwertigen Funktionen. Fiir f,g € F' und A € R werden f + g und A - f durch

(f+9)(x) = f(z)+g(x) und (A f)(z)=Af(z)
fiir alle x € R erkldrt. Dann ist, wie man leicht sieht, (F,R,-) ein Vektorraum.

Beispiel 3.1.7. Es sei der Korper (K, +,-) im Koérper (L, +, -) enthalten. Auf L betrachten wir die
gewOhnliche Addition, wahrend wir fiir die skalare Multiplikation nur Produkte A - z fiir A € K und
x € L betrachten. Dann ist (L, K, ) ein Vektorraum. Zum Beispiel ist der Korper C der komplexen
Zahlen ein Vektorraum iiber dem Korper R der reellen Zahlen.

Beispiel 3.1.8. Es sei wiederum der Kérper (K, +,-) im Korper (L, +,-) enthalten. Jeder Vektor-
raum V iiber L kann dann auch als Vektorraum {iber K betrachtet werden. Man braucht lediglich
die Skalarmultiplikation auf Skalare aus K zu beschrinken. Insbesondere kann jeder komplexe Vek-
torraum auch als reeller Vektorraum angesehen werden.

3.2 Unterraume

Definition 3.2.1. Eine Teilmenge U eines Vektorraums V iiber K heifit Unterraum oder Teilraum
von V', wenn U bzgl. der in V' gegebenen Operationen selbst ein Vektorraum iiber K ist.

Um nachzuweisen, dass U C V ein Unterraum von V ist, braucht man nicht alle Vektorraumaxiome
nachzupriifen. Vielmehr gilt

Satz 3.2.2. Es sei U # () eine Teilmenge des Vektorraums V iiber K. Diese Teilmenge U ist genau
dann ein Unterraum von V', wenn die folgenden Figenschaften gelten:

(U1) Aus U, € U folgt U+ w € U (Abgeschlossenheit der Addition).
(U2) Aus U € U und A € K folgt \U € U (Abgeschlossenheit der skalaren Multiplikation).

Beweis. Ist U ein Unterraum, so gelten (Ul) und (U2) offensichtlich. Umgekehrt mogen nun (U1)
und (U2) fiir eine Teilmenge U C V' gelten. Wegen (U1) ist + tatséchlich eine Verkniipfung auf U.
Da das Assoziativ- und das Kommutativgesetz in V' gelten, gelten sie erst recht in U. Wegen U # ()
gibt es mindestens ein 7 € U. Mit (U2) folgt 0 -Gy = 0 € U. Nach (U2) gilt mit ¥ € U auch
—U = (=1)-7 € U. Also ist (U,+) eine abelsche Gruppe. Wegen (U2) ist die Skalarmultiplikation
auf U definiert, auBlerdem gelten die Eigenschaften (V2) bis (V4) in V, also erst recht in U. Damit
ist U ein Vektorraum. O
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Die Bedingungen (U1) und (U2) lassen sich zu einer Eigenschaft zusammenfassen:

Satz 3.2.3. (Unterraumkriterium)
Eine Teilmenge U # () eines Vektorraums V idiber K ist genau dann ein Unterraum von V, wenn
fiir alle v, € U und \,p € K dann \v+ pid € U gilt.

Beweis. Ist U ein Unterraum, so gilt diese Aussage offensichtlich. Nun gelte A0+ pw € U. Dann
folgen (U1) und (U2) durch die Wahlen A = p =1 bzw. p = 0. O

Beispiel 3.2.4. Jeder Vektorraum V besitzt die Unterriume {0}, welcher auch der Nullraum genannt
wird, und V selbst. Die leere Teilmenge () ist kein Unterraum.

Beispiel 3.2.5. Es sei V3 der Vektorraum der Vektoren der Ebene. Unterriume von V3 sind dann {0},
der V5 selbst und fiir jedes v € V5\{0} die Menge {\: A € R}, d.h. die Menge der Richtungsvektoren
einer Geraden.

Beispiel 3.2.6. Es sei V3 der Vektorraum der Vektoren des Raums. Unterrdume sind analog zum
Vektorraum Va die Mengen {0}, V3 und fiir jedes 7 € V3\{0} die Menge {\7: A € R}. AuBerdem
bildet fiir jedes Paar nichtparalleler Vektoren v, @ die Menge {A0 4 pwi: A\, u € R} einen Unterraum,
d.h. die Menge der Richtungsvektoren einer Ebene.

Beispiel 3.2.7. Der Standardraum R? enthilt die Unterrdume {6}, den R? selbst, sowie fiir jedes
7 € R? mit ¥ # 0 die Menge {\7: A € R}, d.h. die Geraden durch den Nullpunkt.

Beispiel 3.2.8. Der Standardraum R? enthélt die Unterrdume {6}, den R3 selbst, sowie sdamtliche
Geraden und Ebenen durch den Nullpunkt.

Beispiel 3.2.9. Es sei K = {0, 1} der Koérper mit zwei Elementen aus Beispiel 2.3.6. Ein Beispiel
eines Unterraums U des Standardraums K" ist die Menge aller n-Tupel mit einer geraden Anzahl
von Einsen. Diese bezeichnet man auch als Tupel mit gerader Paritét. Diese kann wegen 1 4+1 =0
in K auch iiber

U:{fEKn:xl-f-xQ-f—"'-i-xn:O}

definiert werden. Solche Unterrdume spielen bei der Nachrichteniibertragung eine grofie Rolle: Jedes
Stiick Information wird durch eine Kette von Nullen und Einsen codiert. Damit Fehler bei der
Ubermittlung nicht unerkannt bleiben, kann man sich entscheiden, nur Ketten gerader Paritét zu
verwenden. Auch andere Unterrdume des K™ spielen in der Codierungstheorie eine grofie Rolle.

Satz 3.2.10. Der Durchschnitt beliebig vieler Unterrdume eines Vektorraums V' ist wieder ein Un-
terraum von V.

Beweis. Ubungsaufgabe O

Definition 3.2.11. Fiir eine beliebige Teilmenge M eines Vektorraums V' heifit
(M) = ﬂ {U: M CU, U ist Unterraum von V'}

der von M erzeugte oder aufgespannte Unterraum oder die lineare Hiille von M. Man nennt M auch
ein Erzeugendensystem und ( M ) das Erzeugnis. Im Falle einer endlichen Menge M = {v1,..., Uk}

schreibt man auch (91, ...,0 ) statt ({t7,...,0k}).

Beispiel 3.2.12. Das Erzeugnis der leeren Menge () ist der Nullraum {0}.
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Definition 3.2.13. Es sei V ein Vektorraum iiber K und #1,...,v; € V. Jede Summe der Form
AU+ -+ AT

mit Skalaren Ai,..., A\ € K heifit eine Linearkombination von o1, ..., Uk.
Man nennt \; den Koeffizienten von ¥; mit 1 < j < k in der Summe.

Nach dem Unterraumkriterium liegt jede Linearkombination der Linge k = 2 wieder in V. Per
Induktion sieht man, dass auch Linearkombinationen beliebiger Lénge aus V wieder in V' liegen.
Mithilfe des Begriffs der Linearkombination ldsst sich nun die lineare Hiille ( M ) einer Menge M viel
einfacher beschreiben:

Satz 3.2.14. Es sei V ein Vektorraum iber K und M C 'V mit M # 0. Dann ist (M) gleich der
Menge aller Linearkombinationen von Elementen aus M mit Koeffizienten aus K :

<M>:{)\1171+"'+)\k17k:k€N, ﬁjEM, )ijKfﬂTlSjSk}.

Beweis. Bezeichnen wir die Menge der Linearkombinationen mit L(M), so gilt
L(M) C (M), (1)

da jeder iiber M liegende Unterraum von V jede Linearkombination {iber M enthélt.
Andererseits zeigt man mit Satz 3.2.3 leicht, dass L(M) ein Unterraum von V' ist. Es gilt ndmlich mit
U= MU+ + AU GL(M) und W = puwWi + - - 4 Wi EL(M) und 71, ..., U, Wi,..., Wy € M
auch

AU+ pl = AN UL+ -+ AN Uk + W1 + -+ - + bW € L(M)

fiir alle A\, u € K. Da (M ) nach Definition in jedem Unterraum von V enthalten ist, der M enthélt,
folgt
(M) C L(M). (2)

Aus (1) und (2) folgt die Behauptung des Satzes. O

Beispiel 3.2.15. Falls M nur aus ein oder zwei Elementen besteht, und es sich bei V um den R?
oder den R? handelt, so hat (M) eine einfache geometrische Bedeutung: Ist M = {#} mit @ # 0,
so ist nach Satz 3.2.14 eben (M) = {A\#: A € R}, die Gerade durch den Nullpunkt, die ¥ enthélt.
Ist M = {¥1,va}, so ist (M) = {\T1 + Aata: A1, A2 € R} die Ebene durch den Nullpunkt, die v}
und ¥y enthélt, falls v, U5 nicht zueinander parallel sind.

Definition 3.2.16. Es seien Uy, ..., U, Unterrdume des Vektorraums V. Dann heif3t
U+ + U ={u1+ -+ Uy u; € Uj}
die Summe der Vektorrdume Uy, ..., Uy.

Satz 3.2.17. Die Summe Uy + - - - + Uy, ist ein Unterraum von V.

Beweis. Es ist U1+~--+Uk#@Wegen6=6+---+6€ Uy +---+ U Esseilen v =0 + -+ U
und W = Wy + - - - + Wy beliebig aus der Menge Uy + - - - + Uy sowie A, u € K. Dann ist auch

A+ pd = (AU + paddy) + - - - + (AUg + pady)
— —_—

S eUyg

ein Vektor aus der Summe U + - - - 4+ Ug. Mit Satz 3.2.3 folgt die Behauptung. O
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3.3 Lineare Abhingigkeit, Basis, Dimension

Es sei V stets ein Vektorraum iiber dem Kérper K.

Definition 3.3.1. Vektoren 9y, ..., 0 € V heiflen linear abhéngig (kurz l.a.), wennes Aj,..., \y € K
gibt, so dass

ML+ + Ml =0
und (A1,..., ;) # (0,...,0) gilt. Andernfalls, d.h. wenn fiir A\; € K stets

MO+ + MO =0= A =do ==\, =0

gilt, heiflen die Vektoren 7, ..., ) linear unabhingig (kurz lLu.).

Beispiel 3.3.2. Fiir V = R3, @ = (1,2,0), % = (0,3,2), @ = (1,0,0) und @ = (3,2,0) sind
U1,...,7s linear abhéingig, denn es gilt 1- ¢} +0- Uy +2- 05+ (—1) - 04y = 0.

Die Vektoren @, ..., 73 sind dagegen linear unabhingig, denn aus A7 + Aot + Agti3 = 0 folgt
Al 4+ X3 = 0
201 + 3\ =0 =X =0, \{ =0, \3=0.
29 =0

Beispiel 3.3.3. Im K" sind €; = (1,0,...,0), & = (0,1,0,...,0),...,6, = (0,...,0,1) stets linear
unabhéngig.

Beispiel 3.3.4. Im R? hat die lineare Abhingigkeit von zwei bzw. drei Vektoren eine anschauliche
geometrische Bedeutung. Sind ¢, und ¥ némlich linear abhingig, so gilt A7 + Aot = 0 mit
(A1, A2) # (0,0). Es sei OBdA Ay # 0, woraus vy = —/\2_1)\1171 folgt, d.h. die beiden Vektoren ¥y, U
liegen auf einer Geraden durch den Nullpunkt. Ahnlich bedeutet im R? die lineare Abhingigkeit zweier
Vektoren deren Parallelitdt. Sind némlich o7, ¥, U3 linear abhingig, so gilt A7 + Aoty + A3U3 = 0
mit (A1, A2, A3) # (0,0,0). Es sei OBdA A3 # 0, woraus @3 = — A3 '\17 — A3 Aot folgt, d.h. die drei
Vektoren v1, U, U3 liegen auf einer Ebene durch den Nullpunkt.

Satz 3.3.5. FEs gilt:

i) Der Nullvektor 0 ist stets linear abhingig, ein einzelner Vektor v # 0 dagegen st stets linear

unabhdngig.
i1) Mit vy, ..., 0 sind auch U1,...,Uk,...,0 mitl > k linear abhdngig.
iit) Sind U1,..., Uk linear unabhingig, so auch vy,..., 0y firl <m <k.
iv) Ist U eine Linearkombination der Vektoren Ui, ..., 0k, so sind v1,...,vx, ¥ linear abhdingig.

v) Sind k > 2 Vektoren linear abhdngig, so ist wenigstens einer von ihnen eine Linearkombination
der anderen.

vi) Sind ¥, ..., Uy linear unabhingig, aber vy, ..., T, U linear abhingig, so ist ¥ eine Linearkombi-
nation der Vektoren vy,..., k.

Beweis. i) Es gilt 1- 0 = 0, also ist 0 linear abhingig. Andererseits folgt aus A7 = 0 mit @ # 0,
dass A\ = 0 ist, also ist ¥ nach Satz 3.1.3 i) linear unabhéngig.
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i) Aus M@ + -4+ M0 = 0 und (A, ..., ) # (0,...,0) folgt auch
MO+ MOk + N1 T + -+ N =0
mit (A,...,A) # (0,...,0), wenn man g3 = --- = A\ = 0 einsetzt.
iii) Wéren 1, ..., ¥, linear abhiingig, so ist nach ii) auch o1, ..., ¥.
iv) Ist @ = M@ + - - - + A, so folgt M@y 4 - - + A\ + (—1)7 = 0.

v) Es sei M@ 4 --- + M@ = 0 und (\1,..., M) # (0,...,0). Nach eventueller Umnummerierung
kénnen wir annehmen, dass A, # 0 ist. Dann folgt @ = (=AM T+ + (=) ™) Ap— 101

vi) Es gelte \i01 + -+ + AT + AU = 0 mit (Aly.. oy Ak) # (0,...,0). Dann muss A # 0 sein, da
wegen der linearen Unabhéngigkeit von v1,..., U, die Gleichung A1¢} + - -+ + AU = 0 nur fiir
Al = -+ = A\, = 0 moglich ist. Dann ist aber 7 = (=A")A17 + - + (=X~ N0

O
Der Begriff der linearen (Un-) Abhéngigkeit lidsst sich auf beliebige (auch unendliche) Mengen von
Vektoren erweitern:

Definition 3.3.6. Eine Menge M C V heif3t linear unabhéngig, wenn je endlich viele verschiedene
Vektoren aus M linear unabhingig sind, andernfalls linear abhéngig.

Bemerkung 3.3.7. Wir stellen einige Spezialfille zusammen:

i) Die leere Menge ist linear uanabhéngig.

ii) Ist 0 € M, so ist M linear abhiingig.

v

)
)
iii) Jede Teilmenge einer linear unabhéngigen Menge ist linear unabhéingig.
) Jede in V liegende Obermenge einer linear abhiingigen Menge ist linear abhéingig.
)

v) Achtung: Im Falle @1 = a2 # 0 sind @ und @ linear abhiingig, aber {@,d2} ist linear un-
abhiingig, weil es tatséchlich die Menge {a; } ist.

Beispiel 3.3.8. Es sei G = {f: R — R} der Vektorraum der auf R definierten reellwertigen Funk-
tionen und M := {f,: v € Z} mit

1, fallsv <z <wv+1,

Jo(@) ::{ 0 sonst.

Dann ist M linear unabhéngig.
Es sei ndmlich Ay f,, +- - -+ f, = 0, wobei 0 die Nullfunktion bezeichne, mit paarweise verschiedenen
Indizes vy, ..., ;. Fiir x mit v; <z < 1; + 1 erhalten wir

0= ()\lful + - +>\k’fuk) (ZL‘) = )\Zfl/z(x) = )‘i7
also A\ =--- =X =0.

Beispiel 3.3.9. Es sei R aufgefasst als Vektorraum iiber dem Unterkérper Q und M = {n”: v € Ny}
mit der Kreiszahl 7 = 3,14159.... Dann ist M linear unabhéngig, denn

2”: Al =0
v=0

mit A, € Q ist nur fiir Ag = ... = A, = 0 moglich.
Der Beweis dieser Aussage ist schwierig. Man sagt, dass 7 eine transzendente Zahl ist.

26



Definition 3.3.10. Ist M C V linear unabhéngig, so schreiben wir (M ) = (( M )), und nennen M
eine Basis des Erzeugnisses ( M ), kurz:

V =((M)) < M ist linear unabhéngig und (M) =V.

Speziell ist eine Basis eines Vektorraums V' also ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von V.
Im Falle M = {71, ..., Uy} sagen wir auch, dass die Vektoren vy, ..., ¥} eine Basis von V bilden, und
schreiben wieder kurz ((v1,..., U )) statt (({v1,...,0})).

Beispiel 3.3.11. Es ist {0} = ((#)), und 0 ist die einzige Basis von {0}.

Beispiel 3.3.12. Die Vektoren €1,...,€, € K™ aus Beispiel 3.3.3 sind linear unabhéngig, und wir
nennen {€,...,é,} die Standardbasis von K.

Beispiel 3.3.13. Der Korper C der komplexen Zahlen, aufgefasst als Vektorraum iiber K = R, hat
die Basis {1,}.

Man kann zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Wir werden uns jedoch bei der Diskussion
der Basis auf relativ einfache Fille, sogenannte endlichdimensionale Vektorrdume beschrianken.

Definition 3.3.14. Gibt es eine maximale Zahl n linear unabhéngiger Vektoren in V', so heifit n die
Dimension von V:

dim (V) = max{|M|: M C V linear unabhiingig} € Ny.

Gibt es kein solches n, existiert also zu jedem k € N eine linear unabhéngige Teilmenge M C V mit
|M| = k, so heifit V' unendlichdimensional, und wir schreiben dim(V') = oc.

Beispiel 3.3.15. Es ist dim({0}) = 0.

Beispiel 3.3.16. Es sei V = K ein Korper aufgefasst als ein Vektorraum iiber sich selbst.
Die Menge {1} ist linear unabhéngig, und sind A1, A2 € K mit A\ # Aa, so gilt AaA1 + (—A1)Aa =0,
d.h. die Vektoren Aq, A2 sind stets linear abhéngig, also dim(K) = 1.

Beispiel 3.3.17. Es ist dim(R?) = 2. Die Vektoren (1,0) und (0, 1) sind linear unabhingig, also gilt
dim(R?) > 2. Andererseits sind je drei Vektoren @ = (a1, az), b = (b1, bs), €= (c1, c2) linear abhéingig,
denn es gilt

(b162 — 5201)5+ (C1CL2 — alcg)l;—l— ((Ile — a2b1)5: 6

Ist hier etwa bico — bacy = 0, so sind schon b und ¢ linear abhéngig, also clg— bi¢ = 0= 025— boC.
Ist aber by = ba = 0, so ist schon b allein linear abhéngig.

Beispiel 3.3.18. Ebenso ist dim(C) = 2, wenn C als Vektorraum iiber R aufgefasst wird.
Beispiel 3.3.19. Der Vektorraum G = {f: R — R} besitzt die Dimension dim(G) = oc.

Satz 3.3.20. Es sei dim(V) = n < oco. Dann besitzt V' eine Basis, genauer bildet jede linear un-
abhdngige Teilmenge mit n Vektoren eine Basis von V.

Beweis. Esseien vy, ..., 4, € V linear unabhéngig und v € V beliebig. Nach Definition der Dimension
sind 91, ...,U,, 7 linear abhingig. Nach Satz 3.3.5 vi) ist ¥ eine Linearkombination von o1, ..., ¥,
also U € (¥1,...,U, ). Da ¥ € V beliebig war, folgt V = (¥1,..., 0, ) = ((T1,...,0,)). O

Wir werden in Kiirze zeigen, dass es keine Basis von V' mit weniger als dim(V') Elementen gibt.
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Satz 3.3.21. Fiir v1,...7, € V sind folgende Aussagen dquivalent:
i) Es gilt V.= ((U1,...,0n)).

ii) Jedes U besitzt eine Darstellung
U= A0U1+ 4+ Aty

()

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten (A1,...,A,) € K™, oder die durch (%) vermittelte Ab-

bildung K™ =V, (A1,..., ) = A\T1 + - -+ + A\, 0y, ist bijektiv.

Beweis. 1) = ii):

Da {#1,...,9,} ein Erzeugendensystem von V bildet, hat jedes ¥ € V mindestens eine Darstel-
lung der Form (x). Es seien ¢ = A\ + - - -+ A0, und ¥ = py ¥y + - - - + Uy, zwei Darstellungen
des gleichen Vektors. Dann folgt aus (A — p1)@ + -+ + (An — pn)¥, = 0 iiber die lineare
Unabhéngigkeit der v; sogleich A\; — pu; = 0 fiir j = 1,...,n und damit auch \; = pu;, d.h. die

Darstellung (x) ist eindeutig.

i) = 1i):

Eine und damit die einzige Darstellung () von 0 ist 0 = 0- @ +- - +0-@,. Also sind 7y, . ..

linear unabhéngig.

Satz 3.3.22. Es sei V = ((1,...,0,)) und @ € V mit @ # 0. In der Darstellung
W= MU + -+ AUy
mit (A1,...,A\n) € K" sei j ein Index mit \j # 0. Dann gilt
V={{0,...,0-1,0,Tj41,...,0)) .

- =

Beweis. Essei OBdA j = 1, ansonsten nummerieren wir die v; um. Wir miissen nun V' = ((, 0, . . .

zeigen.

o V ={(wW,1,...,0,):
Auflésen von (%) nach ¢ ergibt

U1 = W + pots + - -+ + finUn

—
’U’I’L

O

(%)

»Un ))

()

mit p; = —i‘—i fir ¢ = 2,...,n. Es sei nun ¢ € V beliebig, etwa v = o101 + -+ - + ap ¥, mit

ai,...,0n € K. Einsetzen von (*x*) ergibt
U = oq(uw+ pola + -+ + finln) + Qo + -+ - + oty

= ayuu+ (041/,62 + a2)172 +o (al:un +O‘n)6n € <U7,172, cee 7Un> .

o {W,vy,...,TU,} ist linear unabhingig:
Angenommen wir haben

(18 4 po + - -+ + pun Ty = 0.
Dann folgt mit ()

0= s (M1T1 + - 4 M) + ol + - - -+ pin@n = (1 M1)T1 4+ (ada + p2) o + - - -+ (1 A + fin) T

und damit

AL = padg + pi2 = = i An + pn =0,
da 1, ..., U, linear unabhéngig sind, weswegen ;1 = 0 wegen A; # 0 ist. Daraus folgt dann
po =+ = pp = 0, und somit ist {W, ¥, ..., ¥, } linear unabhingig.
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Wir verallgemeinern Satz 3.3.22 zu dem wichtigen

Satz 3.3.23. (Austauschsatz von Steinitz, Basiserginzungssatz)

Es sei V ein Vektorraum mit V. = ((U1,...,0,)) und Wy,..., W € V linear unabhingig, womit
k < n gilt. Ferner lisst sich aus {U1,...,0,} eine Teilmenge {U}_,,...,0,} so auswihlen, dass
V= <<U_1’1,...,U_]’]€,17;€+1,...,’l_)’;1>> gllt
Mit anderen Worten: Man kann k geeignet gewdhlte Vektoren der Basis {U1,...,U,} gegen die W; aus-

tauschen, so dass man wieder eine Basis von V erhdlt. Insbesondere ldsst sich jede linear unabhdngige
Teilmenge eines endlichdimensionalen Vektorraums zu einer Basis von V' ergdnzen.

Beweis. Wir fithren eine vollstdndige Induktion nach k& fiir festes n durch.
Induktionsanfang k = 1:

Esist n > 1. Wegen w; # 0 ist in der Basisdarstellung W = A9 + - - - + A\, U, mindestens ein \; # 0
enthalten. Nach Satz 3.3.22 kann man ¢; gegen w0 austauschen, so dass {¥1, ..., Uj—1, W, Ujt1,...,Un}
wieder eine Basis von V ist.
Induktionsschritt & — k + 1:

Die Behauptung des Satzes gelte fiir ein £ € N, und es seien Wy, ..., W, W1 € V linear un-
abhingig. Nach Induktionsannahme, angewandt auf 1, . .., W, ist £ < n, und es gibt eine Teilmenge
{Upp1s- -, 0 S{Oh, ..., U} derart, dass

V:<<1E1,...,@D’k,17;€+1,...,17’;>>. (%)
Wire k = n, so wire schon V = ((y,..., W )), also Wi41 eine Linearkombination von i, . .., w.
Da wy, ..., W, Wiy aber linear unabhéingig sein sollen, muss folglich £ < n gelten, d.h. k+1 < n

sein. Wegen (x) und w1 # 0 gilt

W1 = W1 + -+ -+ W + 101 + -+ pntl,

mit 1, ..., pn € K, wobei mindestens ein p; # 0 ist. Dabei kann nicht px1 = - - - = p, = 0 sein, denn
sonst wéren wy, ..., Wk, W1 linear abhéngig, also ist p; # 0 fiir mindestens ein ¢ € {k+ 1,...,n}.
Austauschen von ¢ gegen w1 geméf Satz 3.3.22 ergibt die Behauptung fiir & + 1. O

Satz 3.3.24. Es sei V = ((¥1,...,Uy,)). Dann ist dim(V') = n, und eine Teilmenge B C V ist genau
dann eine Basis von V', wenn B aus n linear unabhdngigen Vektoren besteht.

Beweis. Fiir jede linear unabhingige Menge M C V gilt | M| < n, also dim(V') < n nach Satz 3.3.23.
Nach Definition der Dimension ist andererseits n < dim(V'), woraus dim(V') = n folgt.

Nun sei B eine beliebige Basis von V. Dann folgt zunéchst m := |B| < dim(V) = n und dann wie
oben dim(V') = m, also m = n. Umgekehrt ist nach Satz 3.3.20 auch jede linear unabhéngige Menge
B C V mit |B| = dim(B) eine Basis von V. O

Beispiel 3.3.25. Fiir die Standardvektorrdume gilt dim(K"™) = n, denn die Standardbasis {€1, ..., €,}
hat n Elemente. Insbesondere ist dim(R") = n und dim(C") = n als Vektorraum iiber C. Allerdings
besitzt C" als Vektorraum iiber R die Dimension 2n, und eine Basis ist {€1, ..., &y, €1,...,1€,}.

Satz 3.3.26. Es sei dim(V) < oo und U ein Unterraum von V- Dann gilt

i) dim(U) < dim(V).
it) dim(U) =dim(V) < U =V.

Beweis. i) Dies folgt sofort aus der Definition der Dimension.
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ii) Es sei dim(U) = dim(V') = n. Dann besitzt U nach Satz 3.3.20 eine Basis {#,...,,}. Diese
bildet dann ebenfalls nach Satz 3.3.20 eine Basis von U, also U = V. Die Riickrichtung ist klar.

O]

Satz 3.3.27. (Dimensionssatz fiir Summenriume)
Es seien Uy und Uy endlichdimensionale Unterrdume eines Vektorraums V. Dann gilt

dim(Ul) + dim(UQ) = dim(U1 + UQ) + dim(U1 N UQ).

Beweis. Da Uy NU; ein Unterraum von Uy und ebenso von Us ist, gilt nach Satz 3.3.26 die Aussage
d = dim(U; NUsz) < co. Es sei also nach Satz 3.3.20 nun {dy,...,d4} eine Basis von U; N Uy, was im
Falle d = 0 auch die leere Menge sein kann. Wir ergidnzen diese Basis nach Satz 3.3.23 zu je einer
Basis von U7 und Us:

By = {d,...,dq,b1,...,b} eine Basis von U;

By = {a,...,dq,¢,...,Cs} eine Basis von Us.

Wir behaupten nun, dass B := B; U By = {ajy,.. .,&’d,gl, e ,B},E’h ...,Cs} eine Basis von U; + Us
ist.
Wir haben zwei Aussagen zu zeigen: ( B) = U; + Uz und die lineare Unabhéngigkeit von B:

° <B> =U; +Us:
Wegen B C Uy UUy C Uy +Us, da Uy +Us ein Unterraum ist, folgt ( B) C Uy +Us. Andererseits
ist

Ur+Uy=(B1)+(B2) C(B)+(B)=(B)
wegen B, Bo C B.

e [ ist linear unabhéngig:
Es sei

Q@1 + -+ agla + b+ Beby + 718+ 58 =0

mit «;, 85,7 € K. Wir miissen nun zeigen, dass alle Koeffizienten verschwinden. Sortieren
ergibt
a1d1 + -+ agdg + b+ + Brby = =1+ -0+ 956 C Ur N Us.

g

el el

Dann gibt es Koeffizienten A\; mit — (7161 + - - + 7sCs) = A1@1 + - - - + A\gdy, also
A1+ -+ Mg + 16+ - + 758 = 0.

Da Bs als Basis linear unabhéngig ist, gilt Ay =--- = Ay =7 = -+ = 75 = 0. Daraus folgt
aydy + -+ agiig + Biby + -+ Brby =0

und somit a3 = - = ag = B = --- = B = 0, da auch Bj linear unabhéingig ist. Also
verschwinden sdmtliche Koeffizienten «;, 8;, v, weswegen B linear unabhéingig ist.

Da wir jetzt Basen fiir alle beteiligten Rdume haben, kénnen wir die Aussage des Satzes durch Zihlen
der Basisvektoren zeigen:

dim(Uy +Uz) =|Bl=d+r+s=(d+7r)+ (d+s) —d=dim(U;) + dim(Usz) — dim(U; N Uy).
O
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Beispiel 3.3.28. Es sei V = R3 und U; = (((1,0,0), (0,1,0))) sowie Us = ({(1,—1,0),(0,0,1))).
Also gilt dim(U;) = dim(Uz) = 2. Dabei sind U; und Uz Ebenen durch 0, und zwar explizit

U = {(z,y,0): z,y € R}, die xy-Ebene,
Uy = {(z,—=x,2): z,z € R},
UinUy; = {(z,—x,0): 2 € R} =(((1,-1,0))), die Gerade durch y = —z und z = 0.
Insbesondere ist dim(U;) Ndim(Uz) = 1. Mit dem Dimensionssatz folgt dim(U; +Us) =2+2—1 = 3,

also Uy + Uy = R3, d.h. alle ¥ € R3 lassen sich als ¥ = @] 4 @» mit @ € U; und @y € Us schreiben.
Diese Darstellung ist jedoch nicht eindeutig.
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Kapitel 4

Matrizen

4.1 Grundlegende Definitionen

Im folgenden sei K wieder ein Koérper.

Definition 4.1.1. Unter einer Matrix vom Typ (m,n) mit m,n € N oder einer m x n-Matrix iiber
dem Korper K versteht man ein rechteckiges Schema der Gestalt

air - Qln

A=
am1 - OGmn

mit a;; € K fir 1 <i<mund 1 <75 <n.

Die Eintrége a;; heiBen Komponenten oder Koeffizienten der Matrix.

Den Vektor @; = (a;1,...,ain) € K™ fiir 1 < ¢ < m bezeichnet man als den i-ten Zeilenvektor
oder kurz die i-te Zeile von A, den Vektor b, = (a1j,...,am;) € K™ fir 1 < j < n als den j-ten
Spaltenvektor oder kurz die j-te Spalte von A. Wir schreiben Ej oft in Spaltenschreibweise

alj
bj =
am]'
Man schreibt dann auch kurz
an
./4: :(bl’vbn):(aw)lgzgm
. 155<n
Am

Die Menge aller Matrizen vom Typ (m,n) bezeichnet man mit K" oder K™*". Die Gerade in A,
auf der die Elemente a1, ...,a; mit r = min(m,n) stehen, nennt man die Hauptdiagonale von A.

Durch Spiegelung an der Hauptdiagonalen erhilt man aus der Matrix A die Matrix AT, die als die
Transponierte von A bezeichnet wird. Sie hat die Gestalt

ail am1
a12 DY a 2

AT = " e kvm),
Aln Gmn
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Die Zeilen von A werden also die Spalten von A”, und die Spalten von A werden die Zeilen von A7,
also

A = (ap)1<k<m < AT = () 1<k<n
<i<n 1<1<m

mit by = ayi.
Matrizen desselben Typs iiber K konnen komponentenweise addiert und mit Skalaren aus M multi-
pliziert werden:

Definition 4.1.2. Es seien A, B € K(™™) mit

air - Qi bin -+ bin
A=1 : : und B =

am1 - OGmn b1 -+ bmn

Dann versteht man unter der Summe von A und B die Matrix

ajp +bir -0 am +bip
A+ B = :
Am1 +bm1 - Qmn + bin
Ist A € K, so setzt man
)\an s )\aln
M =
Aaml to ACLmn
Man schreibt (—1) - A = —A.
Beispiel 4.1.3. Es sei K =R und
3 -1 5 7 2 0 —4 -3
A=12 1 4 3 und B=|-2 -1 0 -5
0 -8 2 6 1 8 1 4
Dann ist
5 —1 1 4 9 -3 15 21
A+B=]|0 0 4 -2 und 3A4= |6 3 12 9
1 0 3 10 0 —24 6 18

Definition 4.1.4. Die Matrix vom Typ (m,n), deren sdmtliche Komponenten verschwinden, nennt
man die Nullmatrix

0 --- 0
0 = olmn) —

Man zeigt leicht

Satz 4.1.5. Der K™ bildet bzgl. der Matrizenaddition und Skalarmultiplikation mit der Nullmatriz
als Nullelement einen Vektorraum diber K mit Dimension dim(K(™™) =m - n,

Beweis. Ubungsaufgabe ]
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Von grofier Bedeutung ist auch das Produkt von Matrizen A und B. Im allgemeinen Fall sind hier
jedoch A und B von verschiedenem Typ. Die Motivation fiir die kompliziert anmutende Definition
wird erst spéter im Kapitel iiber lineare Abbildungen ersichtlich.

Definition 4.1.6. Es seien

A= (aij)lgigm € K(m,n) und B = (bkl)lgkgn c K(n,r)
1<j<n 1<I<r

gegeben. Dann versteht man unter dem Produkt C = AB die Matrix C = (cj)1<i<m € K™ mit
I<i<r

n
cii =Y aibj
J=1

mit 1 <i<mbzw. 1 <[ <7,

Bemerkung 4.1.7. Das Element in der i-ten Zeile und der I-ten Spalte der Produktmatrix C wird
also erhalten, indem die Elemente der i-ten Zeile von A und der [-ten Spalte von B paarweise multi-
pliziert und die Produkte addiert werden:

Damit das Produkt zweier Matrizen A und B definiert ist, muss die Anzahl der Spalten von A mit
der Anzahl der Zeilen B iibereinstimmen. Die Produktmatrix C = AB hat dann dieselbe Anzahl
Zeilen wie A und die diesselbe Anzahl Spalten wie B.

l-te Spalte

C= — A= |i-te Zeile ,Bz(

Beispiel 4.1.8. Es sei K =R und

2 3 -1 ; _(1]
A=10 -2 1 1] ,B=
3 7 4 2 b
1 6
Dann ist das Produkt

14 23

A-B=1-3 11

34 29

Ein neutrales Element beziiglich dieser Multiplikation bildet die sogenannte Einheitsmatrix.

Definition 4.1.9. Es sei n € N. Die Matrix vom Typ (n,n), E, = (6;;), 1 < i,j < n mit dem
Kroneckersymbol
1, fallsi=j
8ij = { J

0 sonst.

heifit Einheitsmatrix vom Typ (n,n).
Die Matrix F,, hat also Einsen auf der Hauptdiagonale und Nullen auflerhalb der Hauptdiagonalen.
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Im folgenden Satz werden die wichtigsten Figenschaften der Matrizenmultiplikation zusammenge-
fasst:

Satz 4.1.10. Fir Matrizen A, B,C iber K gilt, falls die Ausdriicke definiert sind, d.h. die Spalten-
und Zeilenzahl zueinander passen:

i) das Assoziativgesetz: (AB)C = A(BC).
i) die Distributivgesetze: A(B+C) = AB+ AC und (B+C)A=BA+CA.
iii) die Neutralitit der Einheitsmatriz E,: E, - A= A-E, = A.

iv) Im Allgemeinen ist AB # BA, d.h. das Kommutativgesetz gilt nicht.

Beweis. 1) Es sei

A=(agg)1<f<t, B = (bni)ichcm und C = (cjr)ij<n-
1<g<m 1<i<n 1<k<r

Die in der Behauptung auftretenden Produkte sind offenbar definiert, wir bezeichnen sie mit

AB = (dfi)lgfgl und BC = (ehk)lghgm.

1<i<n I<k<r

Nach Definition ist

m n
df; = Z afgbgi und epp = Z bhiCik- ()
g=1 i=1

Fiir die Komponente u s, von (AB)C gilt nach Definition des Produkts und (x)
n n m
Ufp = deicik = Z Zafgbgi Cik-
i=1 i=1 \g=1

Andererseits gilt fir das Element vy, von A(BC)

m m n
Vi = Z Qfgegr = Z afg Z bgicCik-

Nach dem Distributivgesetz in K gilt ug, = vy, und damit (AB)C = A(BC).
ii) Nun sei

A = (aij)i<i<m, B = (br)i<k<n und C = (cp)i<k<n-
1<5<n 1=<I<r 1<I<r

Dann gilt fiir die Komponente d;; von A(B + C)
n
diy = aij(bji + ;1)
j=1
Fiir die Komponente e;; bzw. f; von AB bzw. AC gilt

n n
el = E a;jbjy bzw. fy = E a;jcji,
i=1

=1

also d;; = e;; + fi, und somit A(B+C) = AB + AC.
Das zweite Distributivgesetz wird analog bewiesen.
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iii)

iv)

Es sei

A = (aij)i<i<m
1<j<n

und E,, sowie dj; wie oben definiert. Fiir das Element b;; von A - E,, gilt dann

n
by = Z%‘@‘l = a;,
=1

also A - E, = A. Analog wird E,, - B = B bewiesen.

Oft ist nur eines der beiden Produkte AB bzw. BA iiberhaupt definiert.
Es ist jedoch auch nicht schwer, Gegenbeispiele zu finden, wenn beide Produkte definiert sind.
Ein Beispiel, das fiir jeden Korper K existiert, ist

1 0 0 1
AZ(l 1) und Bz(l 1).

0 1 11
AB_<1 1+1)7é3“4_<1+1 1)

unabhéngig davon, welches Element 1 + 1 € K ist.

Denn dann gilt

FEinen wichtigen Spezialfall von Matrizen bilden die quadratischen Matrizen:

Definition 4.1.11. Eine Matrix vom Typ (m,n) heifit quadratisch, wenn m = n ist.

Satz 4.1.12. Die Menge K™ der quadratischen Matrizen mit n Zeilen bzw. Spalten bildet bzgl.
der Matrizenaddition und -multiplikation einen Ring mit Finselement E, . Der KMn) st firn > 2

nicht kommutativ.

Beweis. Die Ringaxiome folgen aus Satz 4.1.10. Das Beispiel zur Nichtkommutativitat 1dsst sich leicht
fiir alle n > 2 ausdehnen. O

Satz 4.1.13. Fiir Matrizen A und B tiber K gilt, sofern A+ B bzw. AB definiert ist:

i) (A+B)T = AT + BT.

i) (AB)T = BT AT.

Beweis. 1) Dies ist trivial.

ii)

Es sei

A= (aij)i<i<cm und B = (br)1<k<n-
125<n 1<I<r

Dann gilt AT = (a;j) 1<i<n mit a;j = aj; bzw. BT = (by)1<k<r mit bkl = by.

1555m 1<1<n
Das Element c;; von AB ist

n
cii =Y aijbj,
Jj=1
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und das Element d;; von BT AT ist
n n
dil = Zb;ja;-l = Z aljbji = Cl;-
j=1 J=1

Also ist BT AT = (AB)T.

4.2 Der Rang einer Matrix und elementare Umformungen
Definition 4.2.1. Die Maximalzahl linear unabhiingiger Zeilenvektoren in einer Matrix A € K (™)
heifit der Zeilenrang von A, die Maximalzahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren von A heifit der
Spaltenrang von A.

Bemerkung 4.2.2. Es seien dy,...,d, € K™ die Zeilenvektoren und 51, e ,gn € K™ die Spalten-
vektoren von A. Nach Satz 3.3.24 ist dann

Zeilenrang von A = dim((ai,...,am ))

Spaltenrang von A = dim((by,...,b, )).

Zur einfachen Berechnung von Zeilen- und Spaltenrang einer Matrix bedient man sich elementarer
Umformungen:

Definition 4.2.3. Als elementare Umformungen einer Matrix A € K (™" bezeichnet man:

e Elementare Zeilenumformungen:

(Z1) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A # 0 aus K,
(Z2) Addition einer mit A € K multiplizierten Zeile zu einer anderen Zeile,
(

Z3) Vertauschung zweier Zeilen.
e Elementare Spaltenumformungen:

(S1) Multiplikation einer Spalte mit einem Skalar A # 0 aus K,
(S2) Addition einer mit A € K multiplizierten Spalte zu einer anderen Spalte,
(S3) Vertauschung zweier Spalten.

Beispiel 4.2.4. Eine typische Umformungsfolge ist

2 13\ 2 1 0\ . (2 1 0
o 3 =2 & (o 3 7] & [0 3 7
9 —5 —1) WD \g 5 qyq) WD g _g 14
2 1 0 1 0 0o I
2 0o 3 -7| @ R 1
(I11)+2-(IT) o o o/ 3™ \g o o/ O-U) g 0
. 2 0 0 o 20 0\ . (1 0 0
) U ) - S R 0 1 0
(11D)- (1) 0 0 o/ @m+3-an \g o o/ 3O \g o o



Beispiel 4.2.5. Eine andere Umformungsfolge fiir die gleiche Matrix ergibt

2 2 1 2 1 3 2 0 3
0 3 @032@(032(”(032
2 —5 —1 0 —6 —4 00 0 00 0
© 0 0\ o (20 o (10 0) o (10 0)
03 2 03 0 03 0] &lo1o
00 0 00 0 00 0 00 0

Satz 4.2.6. Durch elementare Umformungen lisst sich jede Matriz A = (a;j) € KM in eine
. y(mn)
Matrixz Dy der Form

1

1, fallsi=j<r
0 sonst

Dqgm»”) = 1 = (Cij) mit  c;j = {

tiberfihren.

Beweis. Ist A = 0y, die Nullmatrix, dann sind wir mit » = 0 fertig.

Gibt es ein a;; # 0, so kann dieses durch die Umformungen (Z3) und (S3) an die Stelle von aq;
getauscht werden. Multiplikation der 1. Zeile (oder der 1. Spalte) mit a,;jl liefert in der linken oberen
Ecke eine 1. Die Elemente der neuen Matrix nennen wir wieder a;j, jetzt also mit a1q = 1. Nun wird
das aio-fache der 1. Spalte von der 2. Spalte subtrahiert, dann das a;3-fache der 1. Spalte von der 3.
Spalte usw. Nach diesen Umformungen erhélt die 1. Zeile die Gestalt (1,0,...,0). Jetzt subtrahiert

man das agi-fache der 1. Zeile von der 2. Zeile usw., womit man eine Matrix der Gestalt

1 0 --- 0 1‘() e 0
0 aby -+ dby, B 0

: B A

0 ale “** Qmn 0

erhélt.

Mit der Restmatrix A € K(™~17=1) wird analog verfahren. Offenbar haben elementare Umfor-
mungen von A wegen Nullen am Rand keinen Einfluss auf die 1. Zeile sowie die 1. Spalte der
urspriinglichen Matrix. Falls nicht schon A" = 0,,—1,—1 ist, geht A’ ihrerseits in eine Matrix der
obigen Gestalt {iber. Wir haben also die Umformungskette

1 0|0 0
(1)0 o 0 0 10 0
. A/
: Co A"
0 0 0

Dieses Verfahren bricht spatestens nach s = min(m,n) Schritten ab, und der Satz ist bewiesen. [
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Beispiel 4.2.7. Es gilt

0 2 1 1 1 3 -2 0 1 3 -2 0
A = 3 2 o] @ o 2 1 1|®( o 2 1 1
2 4 6 5 2 4 6 5 0 -2 10 5
o L0 0 0\ /10 O\ gy (L 0 0 0
B o 2 1 1 0o 1 1 1 o 1 1 1
0 -2 10 5 0 -1 10 5 0 0 11 6
o L0 0 0\ /10 0 0\ /10 0 0
o 1 0 0 01 0 ol & o 1 0 of =8
0 0 11 6 0 0 1 6 0 0 1 0

Satz 4.2.8. Elementare Umformungen verdindern weder den Zeilen- noch den Spaltenrang einer
Matriz.

Beweis. Wegen der Analogie zwischen Zeilen und Spalten geniigt es zu zeigen, dass elementare Zei-
lenumformungen weder den Zeilen- noch den Spaltenrang einer Matrix verdndern. Wir beschrinken
uns auf die Operation (Z2), der Beweis fiir die anderen Operationen verlduft analog. Wir addieren
OBdA ein Vielfaches der 1. auf die 2. Zeile:

a a

az | (z2 dz + Ady
A= | & oo |7
am, am
Dann gilt (a1, dz, ..., 0 ) = (d1,d2 + a1, ..., 0n ).

Ist ndmlich ¥ = p1d@; + pods + - - - + m@m, so gilt auch
U= (p1 — peN)ady + pa(de + Ad1) + pus3ds + - - - + pmGm.
Andererseits gilt fiir W = v1d; + vo(de + Ady) + - - - + V@, auch
W= (11 + A)dy + veds + - - - + V.

Also haben A und A’ nicht nur gleichen Zeilenrang, ihre Zeilenvektoren spannen sogar denselben
Unterraum von K" auf. Sind

aily ail,
- a2 1, - a2 1,
bll = . y ottt bl,s = .

Qm, 1y Am,l

beliebige Spaltenvektoren von A, dann sind

atl, at,l,
- as, + Aay, " as, + Aay
ll == . g ey bl,S = .
am,ll am7lS

die entsprechenden Spalten in A’. Jede lineare Relation Mlgll 4+ Msgls — () ist zur entsprechenden
Relation puyb) + -+ psby = 0 #quivalent. Die b; sind also genau dann linear unabhéngig, wenn die

entsprechenden gg es sind.
Daher haben A und A’ auch den gleichen Spaltenrang. O
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Satz 4.2.9. Fir jede Matriz A € K™™) gilt:
Zeilenrang von A = Spaltenrang von A.

Diese Zahl heifit der Rang von A, geschrieben rg(A).

Es ist rg(.A) = r die Anzahl der Einsen aus der Matrix D™ aus Satz 4.2.6.

Bemerkung 4.2.10. Die Zahl r hingt also nur von A ab, und nicht davon, mit welcher Serie

7(‘m,n)

elementarer Umformungen die Matrix D gewonnen wurde.

Beweis. (Beweis von Satz 4.2.9)
Nach Satz 4.2.8 hat D,(«m’n) denselben Zeilen- bzw. Spaltenrang wie A. Der Zeilen- sowie der Spal-

tenrang von Df«m’n) ist aber offensichtlich r. O

Beispiel 4.2.11. Nach den vorigen Beispielen ist

0o 2 1 1 2 1 3
rg | 1 3 -2 0|=3 und rg|0 3 2| =2
2 4 6 5 2 =5 -1

Definition 4.2.12. Eine quadratische Matrix A € K" heiBt regulr, falls rg(A) = n ist.
Andernfalls, wenn also rg(.A) < n gilt, heifit A singulér.

Satz 4.2.13. Ist A € K(™") regulir, so lisst sich A schon allein durch elementare Zeilenumformun-
gen in die Finheitsmatriz F,, tiberfihren, ebenso auch allein durch Spaltenumformungen.

Beweis. Es sei A = (aij) mit 1 < 4,5 < n. Mindestens eines der Elemente aj; der 1. Spalte muss von
null verschieden sein. Durch die Umwandlungen (Z3) und (Z1) erhilt man in der linken oberen Ecke
eine 1.

Anwendung von (Z2) ergibt dann eine Matrix der Gestalt

/ /
L ayy - ay,
/ /
0 ay -+ ay,
!/ /
0 n2 Anpn
Da die 1. und 2. Spalte linear unabhéingig sind, muss hier mindestens eine der Komponenten ab,, .. ., al 5

in der 2. Spalte von 0 verschieden sein. Man erhélt dann analog eine Matrix

" 1
]. 0 a13 R aln

1 1
0 1 a23 ct a2n

" "
00 Apg "' Qpp

Nach n Schritten ist die Einheitsmatrix hergestellt. Der Beweis fiir Spaltenumformungen verlduft
analog. O
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Beispiel 4.2.14. Es gilt

0 2 3 1 1 1 1 1 11
11 1o 2 3| & o 2 3| B o 1 2
34 2 3 2 0 1 -1 1 -1
1 0 —3 1 0 -3 1 0 0

“fo 1 % o o1 2| B o 1 0] =B
0 0 -2 0 0 1 0 0 1

Definition 4.2.15. Eine Matrix E € K(™™) heifit Elementarmatrix, wenn sie durch elementare Um-
formungen aus der Einheitsmatrix F,, hervorgeht. Wir sagen, dass F,, zu dieser Umformung gehort.

Bemerkung 4.2.16. Es gibt demnach drei Typen von Elementarmatrizen:

e Typ 1: Multiplikation der i-ten Zeile mit A # O:

1
1
Ry = A
1
1
e Typ 2: Addition des A-fachen der j-Zeile zur i-ten Zeile:
1
1 A
Ry =
0 1
1
e Typ 3: Vertauschung der i-ten und j-ten Zeile:
1
0 1
R3 = :
1 0
1

Die gleichen Matrizen gehéren zu den Spaltenoperationen (S1), (S2) und (S3).

Wie man durch Nachrechnen leicht zeigt, gilt der folgende

Satz 4.2.17. Entsteht fl~ aus 4 e Kmn) durch eine elementare Zeilen- bzw. Spaltenumformungen,
dann gilt A= FEA bzw. A= AFE, fir die zur Unformung gehdrende Matrix E.
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4.3 Die Inverse einer Matrix
Definition 4.3.1. Eine quadratische Matrix A € K™ heiBt invertierbar, wenn es eine Matrix
B e KM mit BA = E, oder AB = E,, gibt.

Satz 4.3.2. Eine Matriz A € K™ ist genau dann invertierbar, wenn A regulir ist.
Dann besitzt A sowohl ein Linksinverses als auch ein Rechtsinverses.

Beweis. 7=":
Es sei A € K(™") invertierbar mit BA = E,, oder AB = E,,. Wir unterscheiden zwei Félle:

e Fall 1: BA=EFE,.
Es seien b1,...,b, € K™ die Spaltenvektoren von A, und A1,..., A, € K beliebig mit

)\151+"'+)\n5n:6.

Dann folgt
)\1 )\1 )\1 )\1
O=A-| : = 0=BA| : |=E,| : |=|:],
A, -B von links A, A, A,
also sind alle A\; = 0. Damit sind 51, ..., by linear unabhingig und A regular.

e Fall 2: AB=F,.
Dies folgt aus Fall 1 wegen

AB=E, = BT AT = El' = E, = AT regulir = A regulir.

R <:77:
Es sei A reguldr. Nach Satz 4.2.13 lésst sich A durch elementare Zeilenumformungen in die Einheits-
matrix E, iiberfiihren. Nach Satz 4.2.17 gibt es daher eine Folge von Elementarmatrizen E, ..., En,

so dass E,, - -- E‘l - A =F, ist. Also ist BA=FE, fir B=FE,, - El. Analog erhélt man auch eine
Rechtsinverse, indem man die Elementarmatrizen aufmultipliziert, die zu den Spaltenumformungen
aus Satz 4.2.13 gehoren. O

Satz 4.3.3. Die requliren Matrizen in K™™ bilden bzgl. der Multiplikation eine (fiir n > 2 nicht-
abelsche) Gruppe. Insbesondere gilt: Zu jeder reguliren Matriz A € K1) gibt es genau eine inverse
Matriz A= € K"™) mit A=Y A= AA~' = E,. Es gilt zudem (A7)~ = (A~HT.

Beweis. Es sei G = {A € K™ : Aregulir}. Es ist E, € G. Das Assoziativgesetz gilt in (G, ) nach
Satz 4.1.10. Zu A € G gibt es nach Satz 4.3.2 ein B € K™ mit AB = E,, und zwar ist dann B
auch invertierbar, also B € G nach Satz 4.3.2. Zu zeigen bleibt, dass G bzgl - auch abgeschlossen ist.
Wiéhle zu A, B € G dann A, B’ € G mit A'A = B'B = E,. Dann ist (B'A")(AB) = B'E,B = E,,
weswegen AB nach Satz 4.3.2 invertierbar ist und somit AB € G gilt. Somit ist (G, ) eine Gruppe,
die Eindeutigkeit der Inversen A’ = A~! folgt mit Satz 2.2.8. Ferner ist

(AH)TAT = (AA T = €7 = B, = (AT = (A7) L.
Ul

Definition 4.3.4. Mit GL(n,K) = {A € K™": A regulir} bezeichnen wir die (multiplikative)
Gruppe der invertierbaren (n,n)-Matrizen.
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Satz 4.3.5. Es sei A € GL(n, K).
Man erhilt A=Y, indem man an E, simultan diesselben Zeilenumformungen vornimmt, die man
verwendet, um A gemdfl Satz 4.2.18 in E, zu tberfiihren.

Beweis. Nach Satz 4.2.17 entsprechen diese Zeilenumformungen der Multiplikation mit einem Pro-
dukt von gewissen Elementarmatrizen C = Ep, Ep,_1 - E1 € GL(n, K) von links, d.h. CA=E,.
Das Resultat derselben Umformungen an E, ist dann CE, = C, aber C = A", O

Beispiel 4.3.6. Wir berechnen die Inverse der Matrix

6 2 3
A= 1|4 5 —2
T2 4
mit der folgenden Umformungskette:
A E
6 2 3 1 0 0
4 5 -2 0 1 0
7T 2 4 0 0 1
-1 0 -1 1 0 -1
4 5 -2 0 1 0
7T 2 4 0 0 1
1 0 1 -1 0 1
0 5 -6 4 1 -4
0o 2 -3 7 0 -6
1 0 1 -1 0 1
0 1 -10 1 8
0o 0 -3| 27 -2 -22
3 0 3| -3 0 3
0O 1 0]-10 1 8
0o 0 -3| 27 -2 -22
3 0 0] 24 -2 -19
0O 1 0]-10 1 8
0o 0 -3| 27 -2 -22
3 0 0] 24 -2 -19
0 3 0]-30 3 24
0o 0 3]-27 2 22
1 0 0
0 1 0 AL
0O 0 1
mit der Inversen
24 -2 -19
Al=-.1-30 3 24
27 2 22
Man rechnet leicht die Probe
1 6 2 3 24 -2 -—19 1 3 00
- 14 5 =2 -30 3 24]=--10 3 0| =EFE;3
3 T2 4 =27 2 22 3 00 3

nach.
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Kapitel 5

Lineare Abbildungen

5.1 Definitionen und einfache Eigenschaften
Es seien stets V, W, V', ... Vektorridume iiber demselben Koérper K. Dieser Abschnitt befasst sich mit
Abbildungen zwischen Vektorriumen, die mit den linearen Operationen vertraglich sind:

Definition 5.1.1. Eine Abbildung ¢: V' — V" heifit linear oder ein (Vektorraum-) Homomorphismus,
falls folgende Eigenschaften gelten:

(L1) (@ +b) = (@) + o(b) fiir alle @,be V.
(L2) o(A\d@) = Ap(@) fir alle \€ K und @ € V.

Aquivalent dazu ist

-,

(L) @(AT + pub) = Ap(@) + pp(b) fiir alle A, pp € K und @,b € V.

Die Menge aller linearen Abbildungen ¢: V — V'’ wird mit L(V, V') bezeichnet.

Ein ¢ € L(V, V') heifit ein (Vektorraum)- Isomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist.

Existiert ein Isomorphismus ¢: V — V', so sagen wir, V ist isomorph zu V', geschrieben als V' = V.
Ein ¢ € L(V,V), also mit V = V', heifit ein Endomorphismus, bzw. im Falle der Bijektivitéit ein
Automorphismus von V.

Beispiel 5.1.2. Es gibt stets den trivialen Homomorphismus ¢ (@) = 0/ € V' fiir alle @ € V.

Beispiel 5.1.3. Der Endomorphismus ¢: V — V| ¢(@) = Ad fiir festes A € K ist trivial fiir A = 0,
und ein Automorphismus fiir A # 0, da er wegen ¢(@) = ¢(b) < d = b injektiv ist, und surjektiv
wegen @(A\71@) = a.

Beispiel 5.1.4. Fiir V = R? ist p(x,y) = (Ax, uy) mit A, u € R\{0} die sogenannte Eulerabbildung.
Die Ebene wird in z-Richtung um den Faktor A und in y-Richtung um den Faktor p gestreckt.
Offenbar ist ¢ ein Automorphismus.

Beispiel 5.1.5. Es sei V = R2. Die Projektion auf die z-Achse p: V — V., ¢(x,y) = (x,0) ist weder
injektiv noch surjektiv, also kein Automorphismus.

Beispiel 5.1.6. Fiir V = R? heifit der Automorphismus ¢: V — V, p(x,y) = (z + Ay, y) fiir festes
A € R Scherung.
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Beispiel 5.1.7. Der Homomorphismus ¢: R” — R mit
n
(1,0 xy) = Zajxj
j=1

fir feste a1, ...,a, € R ist eine sogenannte Linearform.

Beispiel 5.1.8. Es sei Fy = {p: R — R, p Polynom}. Fiir p € Fy mit

n
p(z) = Z a,x”
v=0
sei ¢(p) = p’ die Ableitung mit
n
p(z) = Zau vzt
v=1

Dann ist ¢ ein Endomorphismus von Fy. Er ist surjektiv, denn fiir

n
_ _ ay vl
plz) = 7w
v=0
ist ¢(p) = p. Er ist nicht injektiv, denn es gilt etwa ¢(pg) = 0 fiir jedes konstante Polynom py(x) = ag.
Die Abbildung ¢ ist ein Beispiel fiir einen linearen Differentialoperator.

Satz 5.1.9. Fiir Vektorriume V., V' und V" gilt:
i) Ist p € L(V,V') und tp € L(V', V"), so ist p o p € L(V,V").
ii) Ist p: V — V' ein Isomorphismus, so auch die inverse Abbildung ¢=': V' — V.

Beweis. i) Es seien @b € V und A,y € K. Dann gilt

-, =,

(¥ 0 9) (NG + pb) = h(Ap(@) + pp(b)) = A(th 0 @) (@) + p(3 o p)(b).

ii) Da ! offenbar bijektiv ist, miissen wir nur (L) zeigen. Es seien @, € V’ und A, € K mit
d = p(a) und b’ = p(b) fiir @,b € V. Dann folgt

—.

0 YA + pb') = o (Ap(@) + pp(B)) = @ (AT 4 b)) = AT + pb = Ao~ H(@) + pp~ (V).

L]
Satz 5.1.10. Fiir o, € L(V,V') und X\ € K seien ¢ + 1) und \p € L(V, V') werteweise durch
(o +¢)(@) := p(@) + (@) und (Ap)(a@) := Ap(d)

fiir alle @ € V' definiert.
Mit diesen Operationen wird L(V,V') zu einem Vektorraum iiber K. Der Nullvektor ist der triviale
Homomorphismus (@) =0 € V' fir alled e V.

Beweis. Durch Nachrechnen sieht man leicht die Giiltigkeit der Regel (L) fiir ¢ + ¢ sowie fiir Aep.
Auch die Vektorraumaxiome werden leicht nachgepriift. O

45



Satz 5.1.11. Mit der oben definierten Addition sowie der Komposition von Abbildungen o als Multi-
plikation ist (L(V, V), 4+, 0) ein Ring mit Einselement, der Endomorphismenring von V. Einselement
ist die Identitit idy : d — d fiir alled € V.

Beweis. Nach Satz 5.1.10 ist (L(V,V),+) eine abelsche Gruppe. Nach Satz 5.1.9 ist o eine Ver-
kniipfung auf L(V, V). Das Assoziativgesetz der Multiplikation gilt, da es allgemein fiir die Kompo-
sition von Abbildungen gilt. Die Distributivgesetze gelten ebenfalls, denn fiir ¢, ¢, x € L(V,V) und
alle @ € V gilt

(po (¥ +x))(@) = ¢(¥(a@) + x(@) = ¢(¥(@)) +¢(x(@)) = (pov)(@)+ (pox)(@) = (potp +pox)(a).

Ebenso ist
(¥ +x) 0 p)(@) = ¥(e(@)) + x(p(@) = (Yo v+ xop)(a)
Fiir das Einselement gilt idy o ¢ = p oidy = ¢ fiir alle ¢ € L(V, V). O]

Satz 5.1.12. Die Automorphismen von V bilden bzgl. o eine Gruppe, die lineare Gruppe von V,
geschrieben GL(V).

Beweis. Es ist o eine Verkniipfung auf GL(V'), denn mit ¢, ist auch ¥ o p: V' — V bijektiv, und
die Linearitét folgt nach Satz 5.1.9. Das Assoziativgesetz folgt nach Satz 5.1.11, das Einselement ist
idy, und das Inverse von ¢ ist die Umkehrabbildung ¢~!. O

5.2 Kern und Bild
Satz 5.2.1. Fiir ¢ € L(V,V') gilt:
i) o(0)=0.
ii) Sind @y, ...,d, €V linear abhingig, so auch p(ay),...,p(d,) € V.

iii) Sind p(dy),...,p(dn) € V' linear unabhingig, so auch di,...,d, € V.

-,

Beweis. i) Es gilt ¢(0) = ¢(0 + 0) = ¢(0) 4 ¢(0), woraus ¢(0) = 0 folgt.
i) Aus \jdy + -+ + A\, = 0 folgt
Ap(@) + - 4 Mp(@n) = p(Md@r + -+ + M) = 0
nach i).

iii) Dies folgt direkt aus ii).

Satz 5.2.2. Es seip € L(V,V'). Dann gilt

i) Ist M C 'V, so gilt o((M)) = (@(M)). Insbesondere ist das Bild eines Unterraums U C V' ein
Unterraum von V.

ii) Fiir einen Unterraum U’ C V' ist o~ (U') = {@ € V: p(a@) € U’} ein Unterraum von V.
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Beweis. i) Wir unterscheiden zwei Félle:
Fall 1: Es sei M = ). Dann ist (M) = {0} und @((M)) = {0’} = (0) = (@(M)).
Fall 2: Es sei M # (). Wir zeigen zunéchst ¢(( M )) C (p(M)):
Ist @ = Ai@1 + -+ Apdp € (M), so folgt direkt ¢(a@) = Aip(a1) + -+ + Angp(@n) € (p(M) ).
Es ist nun noch (o(M)) C o(({ M )) zeigen. Es sei dazu b € (¢ (M)) d.h. b=Abi+ 4 by
mit Ej € ¢(M). Dann gibt es @; € M mit 1 < j < n und ¢(d;) = b Es gibt A\; € K mit
d= A\dj;+ -+ Apdy € (M) und damit

Sp(a) = )\190(671) +-+ An@(an) = )\151 + -+ Angn = 57

also b € p({ M )). Damit ist insgesamt (o(M)) = o(( M )) gezeigt.
ii) Bs ist o~ 1(U ") # 0, da ©(0) = 0" € U’ ist, also 0 € ¢~ }(U’). Es seien @,b € ¢~ *(U’) gegeben,
also ¢(@), p(b) € U'. Ferner seien \, y € K. Dann gilt

-,

(AT + ub) = Np(@) + pp(b) € U,
dh. A@ + pb € o~ H(U).
O
Satz 5.2.3. Es sei ¢ € L(V,V') und U ein Unterraum von V. Dann ist dim(o(U)) < dim(U).
Insbesondere folgt dim(V) = dim(V’) aus V= V',

Beweis. Es sei OBdA dim(U) < co. Dnn besitzt U nach Satz 3.3.20 eine Basis B, also U = (B).
Nach Satz 5.2.2 gilt o(U) = ¢((B)) = (¢(B) ), womit ¢(B) ein Erzeugendensystem von ¢(U) ist.
Dann ist dim(p(U)) < |¢(B)| < |B| = dim(U). O

Definition 5.2.4. Es sei ¢ € L(V,V’). Es heifit Bild(p) = p(V) = {p(a@): @ € V} das Bild von ¢.
Die Menge Kern(p) = ¢~ 1({0'}) = {@ € V: (@) = ('} heifit Kern von .

Nach Satz 5.2.2 sind dies Unterrdume von V' bzw. V.

Ferner heifit rg(y) = dim(Bild(y)) der Rang und def(y) = dim(Kern(y)) der Defekt von ¢.

Beispiel 5.2.5. Wir betrachten die Projektion aus Beispiel 5.1.5.
Es ist V = R? und o(z,y) = (2,0). Dann ist Bild(p) = {(x,0): z € R}, d.h. rg(¢) = 1. Andererseits
ist Kern(p) = ¢~ 1({(0,0)}) = {@ € V: p(@) = (0,0)} = {(0,y): y € R}, und somit def(p) =

Satz 5.2.6. Fiir o € L(V, V') sind folgende Aussagen dquivalent:
i) Die Abbildung ¢ ist injektiv.
i) Es gilt Kern(p) = {0}, d.h. def(p) =

iii) Sind @y, ...,d, € V linear unabhingig, so auch ¢(ady),...,p(dy).

Beweis. i) = ii):
Ist ¢ injektiv, so folgt aus p(@) = 0" = ¢(0) schon @ = 0.
i) = iii):
Es seien Kern(y) = {0} und a1, . .., d, € V linear unabhéngig. Aus \jp(a1)+---+App(dn) =0
folgt dann @ (A\1d1 + -+ + \pdyn) = 0, d.h.
Map+ -+ Ay €Kern K(p) = {0} =\ =--- =\, =0,

da dy,...,d, linear unabhingig sind.
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iii) = 4):
Es seien d1,ds € V mit d@; # ds. Dann ist d1 — dy # 0 linear unabhéingig, also ist nach iii) auch
p(d) — d2) = p(d1) — p(dz) linear unabhingig, und damit ¢(a;) # ¢(ds).
O

Satz 5.2.7. (Rangformel)
Es sei ¢ € L(V, V') mit dim(V) < oo. Dann gilt rg(p) + def(p) = dim(V'), oder ausfiihrlich

dim(Bild(p)) + dim(Kern(p)) = dim(V).
Die beiden Extremfille dieser Gleichheit sind

def(p) =0 < dim(Bild(y)) = dim(V)

rg(p) =0 < Kern(p) = V.

Beweis. Wir wéhlen eine Basis dy,...,d, von Kern(go) und ergénzen sie nach dem Austauschsatz
von Steinitz (3.3.23) zu einer Basis dy, ..., @, bl, .., bs von V. Wir zeigen im folgenden, dass

wﬂﬁ:<<wh%”wﬂiw>
ist. Daraus folgt dann rg(y) + def(¢) = r + s = dim(V'), also die Behauptung.

e o(by),...,¢(bs) sind linear unabhéngig:
Es sei 0 = )\190(51) + -+ )\Sgo(l_);) = 90()\151 4+ )\855) mit \; € K. Es folgt
Aby 4 - 4 Aobs € Kern(p) = Aby A+ -+ Ashs = p1a1 + -+ pedy

mit p; € K. Dann ist u1&'1+---+ur&}+(—)\1)51—I—---—I-(—)\S)l;s:6, woraus
)\1:"':)\521“1:"':“7‘:0

folgt, da dy, ..., d., 51, e ,l;s linear unabhéngig sind.

o o(V) = (p(b1), -, p(bs) ):
Es sei dazu ¢ € p(V), etwa ¥ = ¢(0) fiir ein ¢ € V. Dann ist
ax

+ 4 pdy + Biby + - + Bsbs

<L
I

o
mit oy, 3; € K. Es folgt
’l—}a/ —

= o(U) =ap(@)+ -+ arp(a
= Bip(B) + -+ Bup(Bs) € {

denn es ist o(@;) = 0 fiir die @ € Kern(y).

S

+ -+ Bsp(bs)

+ Brp(by)
Joeos0(By) ),

r)
bi

Satz 5.2.8. Es sei ¢ € L(V,V'). Dann gilt
i) Ist dim(V') < oo, so gilt ¢ injektiv < rg(p) = dim(V).
ii) Ist dim(V') = dim(V"), so gilt ¢ injektiv & ¢ surjektiv.

Beweis. Es gelten die Aquivalenzen

¢ injektiv. < def(p) =0 < rg(p) =dim(V) sowie

Satz 5.2.6 Satz 5.2.7

¢ injektiv <:)> dim(Bild(¢)) = dim(V) =dim(V') &  o(V)=V".

Satz 3.3.26 ii)
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5.3 Lineare Fortsetzung

Wir kommen nun zur Frage der Beschreibung linearer Abbildungen:

Satz 5.3.1. Es sei V = ((dy,...,d,)), und es seien bi,... by €V’ beliebige Vektoren. Dann gibt es
genau eine lineare Abbildung ¢ € L(V, V') mit p(ad;) = gj firj=1...n, d.h. eine lineare Abbildung
ist schon villig festgelegt, wenn ihre Werte auf einer Basis von V' bekannt sind. Andererseits kinnen
diese Werte beliebig vorgeschrieben werden.

Beweis. e Existenz:
Zu U € V existieren eindeutig bestimmte A\i,..., A\, € K mit ¥ = \dy + --- + A\pd,. Die
Abbildung ¢ wird dann durch ¢(?) = A1b1 + -+ + Anby definiert. Es bleibt, zu zeigen, dass ¢
linear ist. Dazu seien

n n
U= Z )\j(ij und W= Z/L]‘C_L'j
j=1 J=1
aus V beliebig und «, 8 € K. Dann gilt

n n

plat+ ) = o[> (aXj+Buy)d; | = (adj+ Bujb; ==Y Nbj+ B> b,
j=1 j=1 j=1 j=1

= ap(V) + Bp(w).

3
3

e Eindeutigkeit:
Es sei ¢ € L(V, V') mit ¢(a;) = Ej fir j =1...n. Fir jedes ¥ = \1@1 + - - - + A\p@, muss dann

P(@) = Mp(@1) + -+ Ath(@n) = Mb1 + -+ + Anby = 0(0)
gelten, also ¥ = .
O

Definition 5.3.2. Die durch die Zuordnung a; — Ej nach Satz 5.3.1 eindeutig festgelegte lineare
Abbildung ¢ € L(V, V") heift lineare Fortsetzung dieser Zuordnung.

Satz 5.3.3. Es seien V und V' endlichdimensionale Vektorriume iiber K.
Dann gilt genau dann V =2 V', wenn dim'V = dim V' gilt. Insbesondere ist also jeder n-dimensionale
Vektorraum diber K zum Standardraum K™ isomorph.

Beweis. 7=":
Dies folgt aus Satz 5.2.3.
” ¢77:

Es sei also dimV = dimV’ = n € N. Fiir n = 0 ist die Aussage trivial. Andernfalls sei V =
((d1,...,dp)) und V' = <<51,...,l;n >> Wir definieren ¢ € L(V,V’) als die lineare Fortsetzung

der Zuordnung a; — l;j fir 5 = 1...n und miissen nur noch die Bijektivitdt von ¢ zeigen. Ist
b= )\151 + 4 )\nl_;n € V' beliebig, so ist b= (@) fiir @ = \dy; + - - -+ A\p@y € V nach der Definition
von ¢. Nach Satz 5.2.8 ii) ist ¢ auch injektiv und damit ein Isomorphismus. O

Satz 5.3.4. Es seien ¢ € L(V,V') und ¢ € L(V', V"), also ¥ o p € L(V,V"). Dann gilt

rg(p) +rg(¥) — dim V' < rg(y o @) < min{rg(p), rg(¥)}.
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Beweis. Die rechte Ungleichung folgt aus

dim (V) = rg(p)

rg(1h 0 ) = dim (Bild(¢ 0 9)) = dim((p(V))) < { dim (V') = rg(1)).

Fiir die linke Ungleichung betrachten wir die Abbildung ¢* = 1|y, die Beschréinkung von ¢ auf
den Unterraum ¢(V), also ¢*: ¢(V) — V”. Dann gilt

(o) = dimp(e(V)) = dimy* (V) = 1g(y*) = dim (V) — def(4*) > dim (V) — def (1)
= 1g(p) — (dim V' —rg(v))

nach Satz 5.2.7. UJ

5.4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Alle betrachteten Vektorriume seien endlichdimensional. Es sei ¢ € L(V, V') eine lineare Abbildung
von V nach V' und B bzw. B’ Basen von V bzw. V’. Nach Satz 5.3.1 kann ¢ durch die Bilder der
Vektoren aus B eindeutig beschrieben werden. Jedes dieser Bilder kann wiederum eindeutig als Linear-
kombination der Vektoren von B’ ausgedriickt werden. Die Koeffizienten dieser Linearkombinationen
sammeln wir nun in einer Matrix, die der Abbildung ¢ zugeordnet wird.

Definition 5.4.1. Es seien dimV = n < oo sowie dimV’ = m < oo, B = {51, .. ,En} eine Basis
von V sowie B’ = {b],...,V],} eine Basis von V'. Ferner sei ¢ € L(V,V’). Wegen ¢(b;) € V' gibt es
eindeutig bestimmte ay; € K mit

go(l;l) = alll_)?l + -+ Olmlg;n = Zaklgz (*)
k=1

mit [ =1,...,n.
Es sei M(p;B',B) = (agy) mit 1 < k < m und 1 <1 < n. Man nennt M (p; B, B) die ¢ bzgl. der
Basen B und B’ zugeordnete Matrix oder auch Darstellungsmatrix bzw. Abbildungsmatrix von ¢
bzgl. B und B'.

Satz 5.4.2. Mit den obigen Bezeichnungen sei

T=Abi++Mbp €V baw. (@) =N, +---+ N b €V

Dann gilt
N A1
L =M@B.B) | | (%)

Definition 5.4.3. Wir nennen Ay, ..., \, die Koordinaten von ¥ bzgl. B. Entsprechend sind A}, ..., A
die Koordinaten von ¢(¥) bzgl. B'.

Beweis. (Beweis von Satz 5.4.2)
Es ist

p(@) = Np(br) = D N> by,
=1 Rl
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also .
L= ap
=1
fiir k= 1,...,m, d.h.

A a1+ -+ apa o e oy A

)‘;n amiAl + 0+ agn g am1  Qmn An
]

Bemerkung 5.4.4. Die Matrix M(p; B, B) lisst sich folgendermafen einfach in Worten beschreiben:
Nach (%) besteht die I-te Spalte von M(¢;B’,B) aus den Koordinaten des Bildes ¢(b;) des I-ten
Basisvektors.

Wir betrachten jetzt die Matrizen, die einigen der im letzten Paragraphen als Beispiele aufgefiihrten
linearen Abbildungen zugeordnet sind, sowie ein paar andere Beispiele.

Beispiel 5.4.5. Es sei dimV = n und dim V' = m sowie ¢g: V — V' der triviale Homomorphismus.
Dann ist bzgl. beliebiger Basen B und B’ von V und V' stets M (go; B, B) = 00™™) die Nullmatrix.

Beispiel 5.4.6. Es sei ¢: V — V mit (@) = Ad fiir festes A € K und B = {by, ..., lzn} eine beliebige
Basis von V. Die [-te Spalte von M (¢p; B, B) besteht dann aus den Koordinaten ¢(b;) = Ab; bzgl. B,

also
A

M(p; B,B) = =\ Ey,.
A

Beispiel 5.4.7. Es sei V = R? und ¢: V — V mit ¢(z,y) = (Az, uy) die Eulerabbildung. Es sei
B = {&,&} mit &1 = (1,0)7 und & = (0,1)T die Standardbasis. Dann gilt ©(€;) = Aéy sowie

©(€2) = pes, also
B 0 p)°

Die Darstellungsmatrix héngt im allgemeinen von der Wahl der Basen ab. Ist etwa B = {51, 52} mit
by = (1,1)7 und by = (1, -1)7, so ist

- Ap - A—p -
p(b1) = (A,M)ZTM'lerTM'bz
. A—p =  A4p -
ob) = (\-w) =" b+ 20 E b

und damit

L Ay A—p
M(g: B, B) — ( )
2 2

Eine der wichtigen Aufgaben der linearen Algebra ist es, zu einer gegebenen Abbildung ¢ Basen zu

finden, bzgl. denen die Darstellungsmatrix besonders einfach wird.

Beispiel 5.4.8. Es sei V = R3 mit der Standardbasis B = {¢}, &, €3} versehen und ¢ € L(V, V) die
lineare Abbildung mit bzgl. B zugeordneter Matrix

-3 -2 —4
M(p;B,B)=-3 0 -3
8 4 9
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Wir betrachten die neue Basis B = {by, by, b3} mit

1 2 -1
b1: 0 s 62: 3 und b3: -1
—1 —4 2
Es ist
1 1 2 4 -1 -3
M(p;B,B)| 0] = 0], M(pyB,B)| 3] = 6 und M(g;B,B) | -1 =|-3],
-1 —1 —4 —8 2 6

also kurz 90(51) = by, w(gg) = 2by und (p(gg) = 3bs. Beziiglich der Basis B hat ¢ die einfache
Diagonalmatrix

M(p; B, B) =

S O =

0
2
0

w O O

als Darstellungsmatrix. Die Abbildung ¢ streckt daher den R? in den Richtungen von 51, b und by
um die Faktoren 1, 2 und 3. Man nennt by, by und b3 die Eigenvektoren von ¢ mit den zugehorigen
Eigenwerten 1, 2, 3.

Beispiel 5.4.9. Ist ¢ € L(V,V’) ein Isomorphismus, so lassen sich die Basen B und B’ von V und
V' stets so withlen, dass M(p; B, B) = E,, fiir ein n € Ny ist.

Nach Satz 5.3.3 ist némlich dimV = dimV’, und ist B = {51, ... ,En} eine Basis von V, so sind
nach Satz 5.2.6 die Vektoren o(by),...,@(b,) linear unabhiingig, d.h. nach Satz 3.3.20 ist dann
B = {p(b1),...,¢(by)} eine Basis von V. Offenbar ist dann M (p; B, B) = E,,.

Beispiel 5.4.10. Es sei ¢ € L(K", K) mit
n
o1, ) = Zajmj
j=1

eine Linearform. Weiter seien B = {é},...,¢€,} bzw. B’ = {1} die Standardbasen von K" bzw. K.
Dann gilt

o(€) =¢(0,...,0,1,0,...,0) = aj,
i-te gtelle

also ist die Darstellungsmatrix die Zeile M(p; B',B) = (a1, ..., ap).

Beispiel 5.4.11. Es sei
V ={p: R = R, p Polynom vom Grad kleiner gleich n}

mit der Basis B={1,z,...,2"} und ¢: V — V mit ¢(p) = p’ die Ableitung. Dann gilt

e(l) = 0 = 0-14+0-2z+---4+0-z" 102"
plx) = 1 = 114024+ ---4+0-2" L1 0.-2"
o?) = 2z = 0-1+2-24+---+0-2"140-2"
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und somit

010 0
0 2 -+ 0
M(@;B,B)=|: : ;| € RO,
000 --- n
0o 00 --- 0

Der n#chste Satz besagt, dass lineare Abbildungen zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen
praktisch mit Matrizen identifiziert werden kénnen:

Satz 5.4.12. Es sei dimV = n und dim V' = m. Dann gilt L(V, V') = K(mn),

Genauer: Ist B = {by,...,by} eine Basis von V und B' = {b,,... b} eine Basis von V', so ist
ein Isomorphismus ®: L(V,V') — K" durch ®(p) := M(p;B',B) fir ¢ € L(V,V') gegeben.
Insbesondere ist dim L(V, V') = dim K(™") = m . n,.

Der inverse Isomorphismus ®~1: K™ — L(V, V') ist durch

A
OHA) = o4 aANDL+ o Abn) = NP 4+ NE | | = A

=~
.o
flart

gegeben.

Beweis. Man rechnet leicht nach, dass die Abbildung & linear ist.

Zur Injektivitét von ®:

Es sei ¢ € Kern(®), d.h. M(p;B,B) = 00", Nach Satz 5.4.2 ist dann (%) = 0/ fiir alle 7 € V,
d.h. ¢ ist der Nullvektor von L(V,V’), also Kern(®) = {0}, womit ® nach Satz 5.2.6 injektiv ist.
Zur Surjektivitdt von ®:

Es sei A € KM Dann wird w4 wie im Satz definiert: fiir o = A1y 4+ --- + A\pb, € V sei

N A1

A(T) == Ml 4 -+ AbL, mit o l=A]

X A

Dann ist o4 € L(V, V') und ®(p4) = M(pa;B',B) = A. Gleichzeitig ergibt sich die angegebene
Formel fiir 1. O

Wir geben nun die angekiindigte Erkldarung fiir die komplizierte Definition des Matrizenprodukts.
Der Komposition von Abbildungen entspricht die Multiplikation der zugehorigen Matrizen.

Satz 5.4.13. Es seien V, V' und V" endlichdimensionale Vektorriume mit Basen B, B’ und B".
Fiir o € LIV, V') und ¢ € L(V', V") gilt dann

M(w SE"2) Bl/a B) = ./\/l(?’/}, Bﬁa B/) ' M(SO7 Bla B)

Beweis. Es sei dimV = n, dim V' = m und dim V" = p sowie B = {51,...,5n}, B = {5’1,,5271}
und B” = {V/,.... ,gg}. Wir definieren die Matrizen A und C durch

M(p;B,B) =1 A=(ap)mit1 <k<mund1<I<n mit go(gl) = Zaklgﬁg,
k=1

M@;B" B) = C=(yp)mit 1<j<pundl<k<m mit (b)) = b
j=1
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Dann ist

m m m p p m
Wop)bi) = v(p(l)) =1 <Z akl%) = (b)) =Y an Y b = (Z ijakl> b3,
k=1 k=1 k=1 =1 =1 \k=1
woraus
M(pop;B" B) = (Z m%z) =C-A
k=1 1<j<p
1<I<n
folgt. O

Die Rechenregeln fiir die Matrizenmultiplikation von Satz 4.1.10 ergeben sich aus Satz 5.4.13 unmit-
telbar, da sie fiir die Komposition von linearen Abbildungen erfiillt sind.

Bemerkung 5.4.14. Der Endomorphismenring (L(V,V),+,0) aus Satz 5.1.11 ist mit dem Matri-

zenring K (™™ aus Satz 4.1.12 eng verwandt. Fiir die in Satz 5.4.12 definierte bijektive Abbildung
O: L(V,V) — K™ gilt

P(p+9) =2(p) +2(¥) und D(po) = D(p) - B(V).

Eine solche Abbildung zwischen Ringen heifit Ringisomorphismus.

Satz 5.4.15. Es seien V und V' endlichdimensionale Vektorrdume mit den Basen B und B’ sowie
p e L(V,V"). Dann gilt rg(p) = rg(M(p; B',B)). Insbesondere hingt der Rang von M(p;B',B) also
nicht von der Wahl der Basen B und B’ ab.

Beweis. Es seien B = {by,...,b,} und B = {b,..., b, } sowie M(g;B',B) = A = (k)1 <k<m-
<i<n
Firl=1...nist

Sp(gl) = Z ak’ll_;;m
k=1

d.h. der I-te Spaltenvektor

Aml

von A ist der Koordinatenvektor von cp(l;l) bzgl. der Basis B'. Wir zeigen fiir 1 <1y <lp < ... <[, <n
die Aquivalenz

cp(gll), ..., p(by,) sind linear unabhéingig < ., ...,a, sind linear unabhéngig. (%)
Es gilt
r r m m [ r r
0= Ajgo(glj) = Z Aj <Z oakljg;ﬁ> = Z Z Ajaki; I;;C & Zaklj)\j =0
j=1 j=1 k=1 k=1 \j=1 j=1
& M, + -+ M, = 0.
fir k=1,...,m, da 5’1, . ,l_)zn linear unabhingig sind.

Damit ist (*) bewiesen. Es folgt

—

rg(p) = dimp(V) = dim(( @), 0(bn) )
Maximalzahl linear unabhéngiger Vektoren unter den ¢(b1),. .., ¢(bn)

—

—

Maximalzahl linear unabhéngiger Vektoren unter den dq,...,d,

= Spaltenrang von A = rg(.A).
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Satz 5.4.16. Es sei dimV = dim V' = n und B bzw. B' Basen von V bzw. V' sowie ¢ € L(V,V’).
Dann ist ¢ genau dann bijektiv, wenn M(p;B', B) reguldr ist.
In diesem Falle ist M(o~ 1B, B') = M(p; B',B)~ L.

Beweis. Es gilt

¢ bijektiv & pinjektiv &  1g(p)=n & 1g(M(p;B,B)) =n.

Satz 5.2.8 ii) Satz 5.2.8 i) Satz 5.4.15

Und nach Satz 5.4.13 ist
M 55 B,B) - M(g; B, B) = M(p~" 0 ; B, B) = M(idy; B, B) = Eh,.
O

Bemerkung 5.4.17. Die Abbildung ®: L(V,V) — K™™ mit ®(¢) = M(g; B, B) bildet daher die
Automorphismengruppe von V bijektiv auf die Gruppe der reguliiren Matrizen in K (™™ ab, und es
gilt ®(p o)) = P(p) - ¢(¢), d.h. ® ist ein Gruppenisomorphismus.

Satz 5.4.18. Fiir Matrizen A € K™ und C € K"P) gilt

rg(A) +rg(C) — n <rg(AC) < min(rg(A),rg(C)).

Beweis. Wir wihlen Vektorrdume V, V', V" mit den Dimensionen p,n,m und den Basen B,B’, B".
Nach Satz 5.3.1 gibt es ¢ € L(V, V'), ¢ € L(V', V") mit M(p;B',B) = C und M(¢; B",B) = A,
also ist nach Satz 5.4.13 M(vy o p; B”,B) = A - C. Nach Satz 5.4.15 ist rg(A) = rg(v), rg(C) = rg(p)
und rg(AC) = rg(¢ o ¢), so dass die Behauptung aus Satz 5.3.4 folgt. O

Satz 5.4.19. Es sei A € K™") beliebig, und es seien X € K™™) by Y € K™ regulir.
Dann ist rg(X A) = rg(AY) = rg(A), d.h. Multiplikationen mit reguldren Matrizen dndern den Rang
einer Matrix nicht.

Beweis. Nach Satz 5.4.18 gilt

< min(rg(X),rg(A)) = rg(A) wegen rg(A) < m =rg(X),
rg(tA) { > rg(X)+rg(A)—m = rg(A) wegen rg(X) = m.
=1g(Y),

wegen rg(A) <

rg(Ay){i minbg(A), 1)) = el wegen rg())

rg(A) +rg(Y) —n = rg(

RS

5.5 Basiswechsel

Wir untersuchen nun, wie sich die Koordinaten eines Vektors ¢ € V beim Wechsel der Basis des
Vektorraums V' dndern. Aulerdem untersuchen wir die damit eng verwandte Frage, wie sich die zu
einer Abbildung ¢ € L(V,V’) bzgl. der Basen B und B’ gehorende Matrix M(p; B', B) éndert, wenn
die Basen B und B’ durch andere Basen ersetzt werden. Zunéchst beweisen wir einen Satz iiber die
Gesamtheit aller Basen eines Vektorraums.
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Satz 5.5.1. EsseiB={b,...,by} eine Basis von'V und ¢ € L(V,V). Die Menge B = {p(b1), ..., p(bn)}
ist genau dann eine Basis von V, wenn ¢ ein Automorphismus ist.

Beweis. Es gilt
Bist eine Basis < (b1), .. ., ¢(bn) sind linear unabhéingig < rg(p) = n < @ist ein Automorphismus.
O

Bemerkung 5.5.2. Es besteht also eine umkehrbar eindeutige Entsprechung zwischen

i) den Automorphismen von V,

ii) den Basistransformationen von V/,

iii) den reguldren n x n- Matrizen iiber K.
Satz 5.5.3. Es scien B = {b1,...,by} und B = {b,...,b,} Basen von V und ¢ € GL(V) ein
Automorphismus. Dann gilt M(p; B',B) = M(idy; B, o(B)) mit p(B) = {@(b1),...,¢(bn)}-
Beweis. Die Menge ¢(B) ist nach Satz 5.5.1 eine Basis von V. Beide Matrizen haben die Gestalt
(ok1)1<k,i<n mit

n
o(b) = idy(p(br) =Y anb,
k=1

mitl=1,...,n. ]

Satz 5.5.4. Es seien B = {b1,...,by} und o(B) = {©(b1),...,o(bn)} Basen von V fir ¢ € GL(V).
Sind Ay, ..., A\ bzw. N}, ..., N, die Koordinaten von U bzgl. B bzw. bzgl. ¢(B), d.h. gilt

—

T=Mb1 4+ Mpbp  bzw. = No(b1) + -+ N, o(bn),

so ist
M A1
N A
Beweis. Es gilt
)‘/1 )\1 )\1
: = ) : . : — T -1,
)\:, Satz 5.4.2 ./Vl(ldv, SO(B)’ B) )\ Satz 5.4.13 M(Zdv, B, 4’0(8)) )\

wegen

E, = M(idV;Bv B) = M(idV;Ba QD(B)) ’ M(ZdVa 90(8)38)7

woraus M (idy; p(B), B) = M(idy; B, ¢(B))~! folgt.
Nach Satz 5.5.3 folgt schlieBlich iiber

M(idy; B, p(B)) = M(p; B, B)

die Behauptung. O
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Beispiel 5.5.5. In der Geometrie oder der Analysis begegnet man der Hyperbel in zwei Formen als
Kurven. Die Kurven in der zy-Ebene mit den Gleichungen

M 22 —y2=b(b>0) (II) zy = a (a > 0)

werden jeweils als Hyperbeln bezeichnet.

Woher wissen wir, ob durch die Gleichungstypen (I) und (IT) kongruente Kurven beschrieben werden?
Die Skizzen legen die Vermutung nahe, dass Kurven vom Typ (II) durch eine Drehung um 45° gegen
den Uhrzeigersinn in Kurven des Typs (I) iibergefiihrt werden. Zum Beweis dieser Vermutung drehen
wir das ry-Koordinatensystem um 45° in das z’y/-Koordinatensystem und untersuchen die Gleichung
der Kurve zy = a in 2'y’-Koordinaten. Zunichst leiten wir die Transformationsgleichungen fiir eine
Drehung des Koordinatensystems um einen Winkel 9 im Uhrzeigersinn her.

by

cos v

sin ¢

Die a/-Achse wird vom Vektor by = (cos ¥, sind) bzw. die y'-Achse von by = (—sind, cos ¥) aufge-
spannt. Wihrend die zy-Koordinaten gerade die Koeffizienten @ = (z,y) € R? in der Darstellung

U = (z,y) = xé1 + yés sind, sind die z'y/-Koordinaten von v die Koeffizienten 2/ und ¢’ in der
Darstellung v = 2'by + 3'bs. Nach Satz 5.5.4 ist daher

(5) =iy (1) ot (1) =mtann- (L)

Die Matrix der Drehung ¢ € L(R2,R?), die die Basis B = (&1, &) in die Basis B’ = (b, bo) iiberfiihrt,
resultiert aus ¢: €1 — by und ¢: € — by sowie p(€1) = by = (cos ¥, sin)) = cos V- €] +sin v - € bzw.

(&) = by = (—sin¥, cos V) = —sin - & + cosV - &, was zu
costY —sind
M(p: B, B) = (sinf} cos >

fithrt. Damit ergibt sich
z\ _ (cos? —sind) (2 oder x = (cos¥)z’ — (sind)y’
y) \sind cos? Yy y = (sind)a’ + (cosI)y'.
Fiir ¢ = 7, was 45° entspricht, erhalten wir sin? = cosv = %, weswegen die Gleichung zy = a zur

Gleichung 3(2' — ') (2 +y') = a oder 2'? — y/? = 2a Hquivalent ist. Die Kurve zy = a geht daher aus
der Kurve 22 — 32 = 2a durch eine Drehung um 45° hervor.
Die Gleichungen (I) und (II) stellen in der Tat kongruente Kurven dar, falls b = 2a ist.
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Satz 5.5.6. Es seien dim V,dim V' < oo und B bzw. B’ Basen von'V bzw. V'. Zudem seien o € GL(V)
bzw. o € GL(V') sowie X = M(0;B,B) und Y = M(o;B',B"). Dann gilt fir alle o € L(V,V’)

M(p;0(B),0B) =Y M(p;B,8B) - X.

Beweis. Nach Satz 5.4.13 gilt

M(g;a(B'),0B)) = M(idy: opoidy;o(B'), o(B)) = M(idy o p;0(B'), B) - M(idy; B, o(B))
= M(idyr;0(B'),B') - M(p; B, B) - M(idy; B, o(B)).

Nach Satz 5.5.3 folgt
M(idv/; U(B/)7 B/) = M(idV/; 8/7 U(B/))_l = M(U; Bla B,)_l = y_l

und ebenso

M(idv; B, o(B)) = M(¢; B, B) = X.
Damit ergibt sich die Behauptung. O

Wir erhalten als Spezialfall

Satz 5.5.7. (Basiswechsel fir lineare Abbildungen)
FEs sei dimV < oo, 0 € GL(V') und B eine Basis von V. Dann gilt fir alle ¢ € L(V,V)

M(p;0(B),0(B)) = X~ M(p; B, B) - X
mit X = M(o; B, B).

Beispiel 5.5.8. Im Beispiel 5.4.8 betrachteten wir die lineare Abbildung ¢ € L(R3, R?) mit der bzgl.
der Basis B = {é}, €3, €3} zugeordneten Matrix

3 2 4
M(p;B,B)=-3 0 =3].
8 4 9

Wir betrachteten die neue Basis B = {51, 52, 53} mit

Es ist B = o(B) mit
AuBerdem war
Satz 5.5.7 sagt uns daher, dass

-3 -2 —4
xt (-3 0 3| x=
8§ 4 9

ist, was man durch Nachrechnen bestétigt.

o N O

w O O
N~
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Wir haben die Matrix

-3 -2 —4
-3 0 -3
8 4 9

diagonalisiert.
Im Kapitel iiber Eigenwerte werden wir das Verfahren zur Diagonalisierung beschreiben.

Ein wichtiger Spezialfall von L(V, V') ist

Definition 5.5.9. Der Dualraum eines K-Vektorraums V ist V* = L(V, K), die ¢ € V* nennt man
Linearformen (im Fall K = R, C auch lineare Funktionale).

Satz 5.5.10. FEs sei dimV = n < oo, dann ist V* 2 V. Ist B = {51, ... ,gn} eine Basis von V, so
gibt es zu jedem @ € V* eindeutig bestimmte ay,...,an € K mit

P(U) = a1Ai + -+ oAy

fiir v = b1+ -+ Aubp. Die Abbildung W: V* — K", o — (aq,...,qp) ist ein Isomorphismus.

Beweis. Nach Satz 5.4.12 ist dimV* =n -1 = dim V, womit V* 2 V nach Satz 5.3.3 gilt. Bzgl. der
Basis {1} von K ist M(p;{1},B) = (v, ..., a,) € K™ also nach Satz 5.4.2

A1
(V) = (a1, ...,on) - | + |1
An

fiir @ = AMb1 + - - + Anbyp. Die Linearitit und Bijektivitdt der Abbildung W priift man leicht durch
Nachrechnen. 0
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Kapitel 6

Lineare Gleichungen

Es sei K stets ein Korper.

6.1 Theorie der Linearen Gleichungen

Definition 6.1.1. Es seien oy, 8, € K fiiir k=1,...,mund [ = 1,...,n. Man bezeichnet

apry + opry + o0+ apr, = B
ag1r1  + agery + -+ e, = [ (%)
. . . . *
m1T1 + 22+ 0+ Gy = Bm
als ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit m Gleichungen und n Unbekannten zq,...,z, und
Koeffizienten ay; € K. Man nennt A = (ay;) € K" die Koeffizientenmatrix und
b1
b=| :
B

die rechte Seite des Systems (x).
Fiigt man zur Matrix A als (n + 1)-te Spalte den Vektor b hinzu, so erhélt man die erweiterte
Koeffizientenmatrix (Alb) € K™+ des LGS (x).

Fasst man die Unbekannten z1,...,z, zu einem Spaltenvektor
1
X =
In

zusammen, so lisst sich () kiirzer als Matrixgleichung
Az =1 ()

schreiben. Jedes ¥ € K", so dass (x) bzw. (xx) gilt, heiit eine Losung des LGS. Gibt es ein solches 7,

so heifit (%) losbar, ansonsten unlgsbar. Ist b= 6, so heifit das LGS homogen, ansonsten inhomogen.

In diesem Fall nennt man AZ = 0 das zu (+*) gehdrende homogene LGS.
Ein homogenes LGS besitzt immer die triviale Losung & = 0.
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Es erheben sich folgende Fragen:

1. Unter welchen Bedingungen an A und b ist (%) 1osbar?
2. Wie sieht die Losungsmenge von (x) aus?

3. Gibt es ein Verfahren, die Losungsmenge zu berechnen?

Fiir eine individuell gegebene rechte Seite b hat man das Kriterium

Satz 6.1.2. Das LGS AZ = b ist genau dann Idsbar, wenn rg(Alb) = rg(A) gilt.

Beweis. Das System AZ = b ist genau dann loésbar, wenn b eine Linearkombination der Spalten
di,...,d, von A ist, und es gilt

be(a,...,an) < (@i,....d0,b) = (a1,....0n) < dim((@1,...,dn, b)) =dim((@,...,a,))

< Spaltenrang von (A|b) = Spaltenrang von A < rg(Alb) = rg(A).

Betrachtung mehrerer rechter Seiten fiithrt auf folgende Begriffe:

Definition 6.1.3. Ein LGS AZ = b mit A € K (™™ heifit universell 1sbar, wenn (x) fiir jede rechte
Seite b € K™ losbar ist bzw. eindeutig losbar, wenn () fiir jede rechte Seite b hochstens eine ( und
eventuell sogar keine) Losung & € K™ besitzt.

Satz 6.1.4. Ein LGS AZ = b mit A € K(mn) st genau dann

i) universell lésbar, wenn rg(A) = m

i1) eindeutig losbar, wenn rg(A) =n
gilt.

Beweis. Wir betrachten ¢ € L(K"™, K™) mit ¢(Z) = AZ. Dann gilt
AZ = b universell 16sbar < ¢ surjektiv, d.h. p(K™) = K™ < rg(A) = rg(¢) = dim(K™) = m.
Ebenso gilt

AZ = b eindeutig losbar < ¢ injektiv W Kern(p) = {0}
& 0=def(p) =dim K" —rg(p) = n —rg(A) & rg(A) = n.

Satz 5.2.7

O

Satz 6.1.5. Ein LGS AZ = b mit A € K(m™) st genau dann universell und eindeutig losbar, wenn
m = n = rg(A) ist, d.h. wenn A quadratisch und regulir ist. Fir ein LGS der Form AZ = b mit
Ae K  also fir das die Anzahl der Unbekannten mit der Anzahl der Gleichungen iibereinstimmt,
gilt

AZ = b universell l6sbar < AZ = b eindeutig lGsbar.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus Satz 6.1.4. O
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Satz 6.1.6. Die Losungsmenge H = {Z € K": A% = 0} eines homogenen LGS mit A € K(m™) st
ein Unterraum des K" der Dimension dim H = n —rg(.A).

Beweis. Esist H = Kern(p) mit ¢: & — AZ, also dim H = n—rg(¢) = n—rg(.A) nach Satz 5.2.7. [

Um die Losungsmenge eines inhomogenen LGS beschreiben zu koénnen, fithren wir den Begriff der
linearen Mannigfaltigkeit ein:

Definition 6.1.7. Eine Teilmenge M eines Vektorraums V heifit eine lineare Mannigfaltigkeit (oder
auch affiner Unterraum) der Dimension m, wenn sie als

M={v+u:udeU}
fiir ein festes 75 € V und einen Untervektorraum U von V mit dim U = m geschrieben werden kann.
Satz 6.1.8. Der Vektorraum U ist durch M eindeutig bestimmt, d.h. ist
M={t+u:ueclUy}={th+u:uelU},
so ist Uy = Uy. Fiir vy kann jeder Vektor aus M genommen werden.

Beweis. Es sei ty € Uy. Dann gilt ¥y + tig = 91 + @1 mit gewissen v7 € M und i € U;.
Wegen vy = vy + 0 € M gilt vy = v7 + w1 mit Wi € Uy, also

Up + tp = U1 + W1 + Uy = V1 + U1,
WOTaus

f[o = ﬁl — 1/71 el
und somit Uy C U; folgt. Genauso folgt Uy C Uy, also Uy = Uy.
Es sei nun ¢, € M. Dann ist ¢{) = tip + @ mit @’ € U. Daraus folgt
M={ty+u:ueU}={t)+u:aeU}.
L]

Beispiel 6.1.9. Den ersten Beispielen sind wir bereits in der Einleitung begegnet. Es sind némlich
die Geraden im R? oder im R3, die als {@ + tb: t € R} mit b # 0 bzw. die Ebenen im R?, die als
{a+ sb + tc: s,t € R} mit linear unabhéingigen Vektoren b und ¢ geschrieben werden kénnen, ein-
bzw. zweidimensionale lineare Mannigfaltigkeiten.

Satz 6.1.10. FEine lineare Mannigfaltigkeit eines Vektorraums V' ist genau dann ein Untervektorraum
von V', wenn sie den Nullvektor enthdlt.

Beweis. Die Richtung, die besagt, dass wenn M ein Untervektorraum ist, diese den Nullvektor
enthélt, ist klar. Fiir 0 € M gilt andererseits M = {0+ @: @ € U} = U nach Satz 6.1.8. O

Satz 6.1.11. Sind M und N lineare Mannigfaltigkeiten von V mit dim N < oo und M C N, so ist
dim M < dim N. Es gilt dann genau dann dim M = dim N, wenn M = N gilt.

Beweis. Es sei 9y € M. Dann gilt M = {0y + 4: @ € Up} und N = {0 + @: 4 € Uy} mit gewissen
Untervektorrdaumen Uy und U; von V nach Satz 6.1.8. Es folgt Uy C U;, und die Restbehauptung
folgt aus Satz 3.3.26. O
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Satz 6.1.12. Ist p € L(V, V') mit dimV,dim V' < co und M eine lineare Mannigfaltigkeit in V', so
ist o(M) = {¢(¥): U € M} eine lineare Mannigfaltigkeit in V.
Ist ¢ ein Isomorphismus, so gilt dim M = dim ¢(M).

Beweis. Es ist p(M) = {p(th) + ¢(@): € € U} = {¢(ty) +w: @ € p(U)}. O

Wir beschreiben nun die Losungsmenge des inhomogenen LGS:

Satz 6.1.13. Ist das LGS

A =1b (%)
mit A € KM und b € K™ losbar, so ist die Losungsmenge eine lineare Mannigfaltigkeit des K™
der Dimension n—1g(A). Man erhilt alle Losungen des LGS in der Form & = Zo+ &p,, wenn &y eine
beliebige partikuldre oder spezielle Losung des LGS ist, und Ty, simtliche Lisungen des zugehdrigen
homogenen LGS

AT =0 )

durchliuft. Die Losungsmenge von (x) ist genau dann ein Vektorraum, wenn b=0 ist.

Beweis. Es sei Zj eine Losung von (xx). Dann ist & = Zy + & eine Losung von (%), denn es gilt
AZ = A(Zo + &) = ATy + AT, =b+0 = b.

Jede Lésung Z von (%) hat die Form # = & + &, denn aus AT = b folgt A(Z — &) = 0, weswegen
T — Xy =: Ty eine Losung von (k) ist.

Die Losungsmenge von (x) ist auch eine lineare Mannigfaltigkeit der Dimension n — rg(.A), da nach
Satz 6.1.6 die Losungsmenge von (k*) ein Unterraum des K™ mit eben dieser Dimension ist. Die
Losungsmenge von (x) ist nach Satz 6.1.10 genau dann ein Untervektorraum, wenn z = 0 eine
Losung von (%) ist. Dies ist jedoch zu b= A0 = 0 #quivalent. O

Es gilt nun auch die Umkehrung von Satz 6.1.13. Jede lineare Mannigfaltigkeit des K™ l&sst sich als
Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems darstellen. Wir beweisen den etwas allgemeineren

Satz 6.1.14. Es sei M eine lineare Mannigfaltigkeit des Vektorraums V diber K. Es sei dim M = m
und dimV =n, 0 < m < n und k = n —m. Es sei L(M) C V* die Menge aller Linearformen,
die auf M konstant sind. Dann ist L(M) ein k- dimensionaler Unterraum von V*. Fir jede Basis
{¢1,..., 01} von L(M) gibt es c1,...,c; € K, so dass

p1(V) = c1
vTeM & :
o (7) = ck
gilt. Weiter ist M genau dann ein Untervektorraum von V, wenn ¢y = --- = ¢ = 0 1st.
Beweis. Es sei zundchst U ein m- dimensionaler Untervektorraum von V', und B = {51, ce l;n} eine

Basis von V. Nach Satz 5.5.10 gibt es zu jedem ¢ € V* eindeutig bestimmte a1,...,qa, € K mit
o) = a1 A1 + -+ + apAy fiir ¥ = A\iby + -+ - + A\yb, € V. Die Abbildung ¥: ¢ — (a1,...,q,) ist
nach Satz 5.5.10 ein Isomorphismus von V* nach K". Die Vektoren

i = Aibi 4+ -+ 4+ Anbn
Uo = Aogibt + -+ Agnby,

mogen eine Basis von U bilden.
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Dann hat die Matrix

A1 A
rg L = : : =m.
)\ml o )\mn
Wiéren ndmlich die Zeilen von L linear abhéngig, dann wéren auch vy, ..., ¥, linear abhingig, was
der Basiseigenschaft widerspricht. Es gilt
Ao + -+ Apoy, =0
" . . . Ag11 + -+ Agpavy, = 0
VieU: p(0) =0 @(th) = =p(Uh) =06& ¢ . (%)
Am1a1 + -+ Ampan = 0.
Das System (x) fassen wir nun als LGS mit der Koeffizientenmatrix £ und den Unbekannten ay, . .., ay,

auf. Da rg(L£) = m ist, bildet nach Satz 6.1.6 die Losungsmenge {(a1,...,an)} von (%) einen Un-
terraum L des K™ der Dimension k& = n — m. Die Menge L(U) = ¥~(L) bildet einen k- di-
mensionalen Unterraum von V*. Es sei nun M eine m- dimensionale lineare Mannigfaltigkeit, also
M = {9y +4: @ € U} mit einem Unterraum U von V mit dim U = m. Dann gilt

(V) konstant auf M < Vi € U: p(th + @) = ¢(0y) < Yu € U: (i) = 0.

Diese ¢ bilden somit einen k- dimensionalen Unterraum von V*. Es sei nun {1, ..., px} eine Basis
von L(M) und

—

pi(V) = ci ()
fiir 1 <4 <k und fir alle ¥ € M. Dazu sei ¥U(y;) = (a1, ..., &pn) und

Q11 Ol
A:

Qg1 Qg
Dann ist 1g(A) = k. Fiir 7 = 215y + - - - + @by, ist (%) zu
1 c1
ali|=1: (4%)
T, Ck

aquivalent. Nach Satz 6.1.13 ist die Losungsmenge N von (k#x) eine m- dimensionale Mannigfaltigkeit
von V mit M C N. Nach Satz 6.1.11 gilt M = N. O

6.2 Der Gauflsche Algorithmus

Der Gaufische Algorithmus ist ein algorithmisches Verfahren zur Berechnung der Lésungsmenge eines
linearen Gleichungssystems, das wir in diesem Abschnitt beschreiben. Gegeben sei ein LGS AZ = b
mit A € K" und

-,

(Alb) =

alr o ar, | B
: (*)

Om1 AUmn 6m
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e 1. Schritt:
Falls in der erste Spalte mindestens ein Element aj; # 0 vorkommt, bringe man (A]g) durch
elementare Zeilenumformungen in die Gestalt

FEEI
. 0
(ADFO) = | T e | P2 (1)
0 o) o allh | o0

Das LGS AMZ = () hat dann dieselbe Losungsmenge wie AZ = (_)" denn jede elementare Zei-
lenumformung lésst sich ja durch passende elementare Zeilenumformungen wieder riickgéngig
machen. Enthélt die erste Spalte von A nur Nullen, so vertausche man sie zuvor mit einer
Spalte von A, wobeidie Spalte b nicht in Betracht kommt, welche mindestens ein von 0 ver-
schiedenes Element enthélt. Diese Umformung muss registriert werden, denn sie bedeutet eine
Umnummerierung der Unbekannten. Die so erhaltene Matrix bringe man dann durch elemen-
tare Zeilenumformungen auf die Gestalt (1). Ist A = 00" so ist man von vorneherein fertig.

e 2. Schritt:
Falls in der Matrix A®) in der zweiten Spalte unter den a,(CIQ) fir £ = 2,...,m mindestens einvon
0 verschiedenes Element vorkommt, bringe man (A®|6()) durch elementare Zeilenumformun-
gen in die Gestalt

2 2 2
L0 ag g A
(A(2),g(2)) _ 0 1 agy - gy | By )
0 0 af) o | g
Sind aglg), e ,047%% = 0, dann vertausche man die zweite Spalte von A1) mit einer Spalte der

Nummer lp mit 3 < [y < n, welche mindestens ein von 0 verschiedenes ozg))’lo fir kg > 2
enthélt. Danach bringe man die Matrix durch elementare Zeilenumformungen in die Form (2).
Ist jedoch die gesamte Teilmatrix (oz,(;)) fiir 2 <k <mund 2 <1 < n Null, so ist man fertig.
So fortfahrend, gelangt man zu einer Matrix der Gestalt

I A
0y o) | By
o1 0 ol |
(A(p)|g(p)): oo IR : : : »)
0.0 0 o 1oafy e afa| B
0 0 0 0 51(7121
O 0 0 --- 0 0 0 67(5)

Die Losungsmenge des LGS AP 7 = b stimmt nun bis auf eventuelle Umnummerierung der
Unbekannten mit der von AZ = b iiberein. An den letzten m — p Zeilen kann die Losbarkeit
des Systems abgelesen werden:
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— Fall 1:
Ist mindestens eines der ﬁ}(ffl, e ,By(ff) von 0 verschiedenl, so ist das LGS mit

rg(AlD) = rg(AP|BP) = p+1 = rg(AP) + 1 = rg(A) + 1

nicht 16sbar.

— Fall 2:
Ist dagegen 51()1_?1 =...= 57(5) =0, so ist das LGS mit
rg(Alb) = rg(AP[BP)) = p = rg(AP)) = rg(A)
l6sbar.

e Explizite Angabe der Losungsmenge:
Der Einfachheit halber sei angenommen, dass keine Spaltenvertauschungen stattgefunden ha-
ben. Das LGS AP # = b®) lautet explizit

p p P
2 + oot + o+ afe, = 87
p P P
s + o) e+ o+ aflz, = B
p p P
Tp + O‘z(o,z)iﬂwpﬂ + o+ 041(972@71 = zg )
und kann zu ) ) )
P P P
o= By — T~ T Qg
(p) P (p)
Ty = P37 = guTpyl — o Qgpln
_  p (») (p)
Tp = P - ap7p+1xp+1 - "t T OQpndn
umgeschrieben werden. Dabei sind die x,11,...,z, frei wihlbare Parameter. Der allgemeine
Losungsvektor & hat also die Form
() () ()
b
P D P
2 Ty Tprl T T Qp Ty
I .
Z = = (p) (») (p)
By = Qppi1Tptl = = Qpaly
In Tp4+1
Tn
(p) (p) (p) (p)
B Q7 p1 ¥ pt2 Q1
(») (») (p) (p)
By X pt1 X pt2 —Qp,n
= 0 T Tpt1 1 T Tp+2 0 Tt T 0
0 0 1 0
0 0 0 1
——
partikuldre Lésung von AZ = b Basis des Losungsraums von AZ = 0
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Bemerkung 6.2.1. Betrachte ein LGS A7 = b simultan fiir mehrere rechte Seiten:

AZy =by, Afa=by, ... AZ,=b,

oder dquivalent dazu die Matrixgleichung AX = B mit X = (#1,...,7,) und B = (51, ..., bq). Diesen
Fall behandelt man analog durch Umformung der Matrix (Alb1, .. .,I;q) = (A|B). Ein Spezialfall
dieses Problems ist uns schon in Satz 4.3.5 bei der Bestimmung der inversen Matrix A~! begegnet,

was ja auf die Losung der Gleichung AX = F,, hinauslauft.

-,

Bemerkung 6.2.2. Es geniigt auch, (A|b) durch Zeilenumformungen in die folgende allgemeinere
Form zu bringen:

ol % * e * ok ek B
0 ahy * o0k ke % B
0 0 0 - ap, x oo % By ’
0 0 0o ... 0O 0 --- 0 ;/7—1-1
0 0 0o ... 0O 0 --- 0 8

wobei * fiir beliebige Eintrage aus K stehe und a;- ; 7 0 sel.

Im Falle der Losbarkeit, d.h. fiir [5’]’, 41 = - = By, = 0, erhélt man die Losungen durch sukzessives

Auflésen der Gleichungen von unten nach oben.

Beispiel 6.2.3. Wir l6sen das System

r + 2y — 3z + 4w = 7
2 + 4y — 6z + 10w = 20
-z — 2y + 92 — 9w = -10
Es gilt
1 2 -3 4 7 1 2 -3 4| 7
(Alb) = 2 4 —6 10| 20 — | 0 0 0 2| 6
-1 -2 9 —-9]-10 0 0 6 —5|-3
T Yy z w
Soaltentansch 1 4 -3 2|7 1 0 -3 2] -5
patempee o 2 0 0|6 |— 1 0 03
0 -5 01-3 0 0 6 0|12
T w z Y
1 0 0 2|1 r = 1-—2y
— 0 1 0 0|3 = (w = 3
0 01 0|2 z = 2

mit einem beliebigen y € R.
Damit ergeben sich sémtliche Losungsvektoren in der Form

—2
+y-

g v e 8
W N o=
S O =

mit y € R.
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Beispiel 6.2.4. Bestimme eine Gleichung der Ebene E des R?, die durch die Punkte P = (1, —1,2),
Q = (2,4,-5) und R = (3,1,0) verlduft.

Losung;:

Da die Ebene E eine zweidimensionale lineare Mannigfaltigkeit des dreidimensionalen R? ist, gibt es
nach Satz 6.1.14 eine Linearform ¢ € L(R?,R) und ein d € R mit

1€ E & p)=d.

Diese hat die Form ¢(z,y, z) = az + by + cz. Die Bestimmung von ¢ geschieht nach der im Beweis
von Satz 6.1.14 beschriebenen Methode. Die Richtungsvektoren von E sind ﬁ) = (1,5,—7) und
PL— (2,2,—2), also ist

1 1 2
E= -1+t 5] +u 2] :t,bueR
2 -7 -2

Die Koeffizienten (a, b, ¢) von ¢ bestimmen sich als Losungen des LGS

a + bbb — T7c =0 a + 5 — Tc =0
2 + 20 — 2¢ = 0 — 8 + 12¢ = 0

Wir wéhlen ¢ = 2, dann ist b = 3 und a = —1, sowie ¢(z,y,2) = —x + 3y + 2z, denn die Menge
der moglichen ¢ bildet nach Satz 6.1.14 einen eindimensionalen Vektorraum, weswegen ¢ nur bis auf
einen konstanten Faktor bestimmt ist. Den verbleibenden Koeffizienten d in der Gleichung von E
erhéilt man, indem man einen beliebigen Punkt von E in ¢ einsetzt: beispielsweise ist ¢(1,—1,2) = 0,
also d = 0, und die Gleichung von F ist

—z+3y+2=0.
Wegen d = 0 geht E durch den Nullpunkt und ist sogar ein Untervektorraum von R3.

Beispiel 6.2.5. Finde ein Gleichungssystem fiir die dreidimensionale lineare Mannigfaltigkeit M des
Vektorraums R®, die durch die Punkte

P =(2,-1,0,3,4), P,=(1,2,1,3,5), P3y=(3,1,1,4,5) und P, =(2,0,1,5,0)

verlauft.

Losung:
Wir schreiben M zunéchst wieder als M = {§y + @: @ € U} mit einem Unterraum U C R, welcher
die Basis

B={P P, PP PP}
besitzt. Nach Satz 6.1.14 gibt es zwei Linearformen ¢1, ps € L(M) und dy,ds € R, so dass

T
T = 6M¢>(p1(f)=d1 und QOQ(ZE):CZQ

L5

gilt. Die 1, o kénnen als beliebige Basis des zweidimensionalen Unterraums L(M) von L(R® R)

bestimmt werden. Die Koeffizienten a1, ..., a5 der ¢ € L(M) bestimmen sich als Losungen des LGS
—a1 + 302 + a3 + a5 = 0
ar + 200 + a3 + oy + as; = 0
a + a3 + 204 — 4das = 0
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Diese Koeffizienten sind die Komponenten der Vektoren der Basis B. Der Gaufische Algorithmus
liefert

-1 3 1 0 1 1 -3 -1 0 -1 1 -3 -1 0 -1
1 2 1 1 1| — (0 5 2 1 2] — |0 1 1 2 —4
0 1 1 2 —4 0 1 1 2 —4 0 0 -3 -9 22
Die Wahlen ay = 0, a5 = —3 bzw. ay = 1, a5 = 0 liefern zwei linear unabhéingige Linearformen ¢
und @9 mit
ag=0,a5 =—-3 = a3=-22,a9=10,01 =5
ag=1l,a5= 0 = a3= —3,ac= 1,09 =0.

Also ist ¢1(z1,...,25) = bx1 + 1029 — 2223 — 3x5 und wa(x1,...,25) = 2 — 3x3 + x4. Die Zahlen
di,ds € R ergeben sich wiederum durch Einsetzen eines beliebigen Punktes von M in ¢; und g9,
beispielsweise ist

01(2,-1,0,3,4) = —12 und  2(2,—1,0,3,4) = 2.

Also ist M durch das LGS

51 4+ 10xy — 22x3 — 3z —12
To — 3rs + x4 = 2

bestimmt. Wegen dy,ds # 0 ist M kein Untervektorraum.
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Kapitel 7

Determinanten

7.1 Permutationen

Definition 7.1.1. Eine Permutation o der Menge N = {1,2,...,n} ist eine bijektive Abbildung
o:{1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Unter -, verstehen wir die Gruppe der Permutationen von N mit
der Komposition als Verkniipfung (siehe Beispiel 2.2.7 fiir den Fall n = 3).

Wir schreiben Permutationen in der Form

o 1 2 ... n
S \o(l) o) - o))’
Eine Permutation 7 € 7,, welche nur zwei Zahlen ¢ # j vertauscht, also 7(i) = j, 7(j) = ¢ und

T(k) =k fiir k & {4, }, heifit Transposition. Wir schreiben sie in der Form 7 = (i j).
Satz 7.1.2. Es ist |y,| = n!

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Definition 7.1.3. Es sei 0 € 7,. Ein Paar (i,5) mit 1 < i < j < n heift Fehlstandspaar (oder
Inversion) der Permutation o, falls o(i) > o(j) ist. Die Anzahl der Fehlstandspaare von o heifit
Fehlstandszahl ¢(o). Die Paritiit oder das Signum von o ist durch sgn(o) = (—1)?(?) definiert. Dabei
gilt

o heift gerade << sgn(o)= 1 & ¢(o) gerade,
o heifit ungerade < sgn(oc) =-1 < ¢(0) ungerade.

(12345
7735 1 2 4)°
gegeben. Dann hat o die Fehlstandspaare (1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(2,5). Es ist also ¢(¢) = 5 und
sgn(o) = (—=1)° = —1, womit o eine ungerade Permutation ist.

Beispiel 7.1.4. Es sei 0 € 5 durch

Satz 7.1.5. Fir jedes o € 7y, gilt:

i) Es kann o als Produkt von Transpositionen geschrieben werden: 0 =71 0-+- 0 T.
ii) Es ist sgn(o) = (—1)".

i11) Insbesondere gilt sgn(p o o) = sgn(p) - sgn(o) fir alle p,0 € yy,.
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Bemerkung 7.1.6. Die Anzahl r ist durch ¢ nicht eindeutig bestimmt. Es ist aufgrund von
1, falls r gerade ist
— (1) — )
sgn(o) = (=1) { —1, falls r ungerade ist

aber bestimmt, ob r gerade oder ungerade ist.

Beweis. (Beweis von Satz 7.1.5)

i) Wir zeigen zunéchst:
Ist 0 € v, mit ¢(0) =m und 7 = (o(h),0(h+1)) € v, mit 1 <h <n —1, dann gilt

m —1, falls (¢(h),o(h+ 1)) ein Fehlstandspaar von o ist,
m+ 1, falls (o(h),o(h+ 1)) kein Fehlstandspaar von o ist.

oro0)={

Dazu vergleichen wir die Fehlstandspaare der Permutationen

= (ot o) o)

B TOJ( 1 -+ h-—1 h h+1 - n)
0o = “\o(1) -+ oh=1) o(h+1) o(h) --- o(n))’

Ist i ¢ {h,h + 1}, so ist (i,h) genau dann ein Fehlstandspaar von o, wenn (i,h + 1) ein
Fehlstandspaar von p ist. Ebenso ist (4, h) genau dann ein Fehlstandspaar von o, wenn (i, h+ 1)
ein Fehlstandspaar von o ist. Unter den Paaren (7, j) # (h,h+1) haben g und o daher dieselbe
Anzahl von Fehlstandspaaren. Ist (h,h + 1) ein Fehlstandspaar von o, so ist es keines von g.
Ist (h,h + 1) kein Fehlstandspaar von o, so ist eines von p. Damit ist (x) gezeigt.

Wir fithren nun den Beweis von (i) durch Induktion nach der Zahl m der Fehlstandspaare. Ist
¢(0) =0, so muss 01 < o2 <...< o(n) sein, also

. 1 2 -+ n
oc=1id= (1 9 ... n)

Die Identitat kann als leeres Produkt von Transpositionen geschrieben werden, oder auch als
id = (1,2) o (1,2).
Nun sei die Behauptung i) schon fiir die Fehlstandszahl m — 1 bewiesen.
Es sei 0 € 7, mit ¢(0) = m mit einem Fehlstandspaar (h,h + 1) sowie 7 = (o(h),o(h + 1)).
Wegen (x) ist dann ¢(o o 7) = m — 1. Nach Induktionsannahme ist Too =707 0...07, = p
fiir gewisse Transpositionen 7; und somit wegen 7o 7 = id

O=TOQP=TOT|O...0Tk.

ii) Sei 7 = (i,j) € v, mit ¢ < j. Die Vertauschung von ¢ und j kann folgendermaflen erreicht
werden: Durch (j —i) Vertauschungen benachbarter Elemente wird 7 an die j-te Stelle, und j an
die (5 —1)-te Stelle gebracht. Danach wird j durch (j —i—1) Vertauschungen mit benachbarten
Elementen an die i-te Stelle gebracht.
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Skizze:

1 2 ««+ 4 v §j - m “+1 1 2 i i+1 - j -+ n
1 2 -+« 4 -+ j o 1 2 i1 i e oo m
(z+12+2 1 2 vt 1+1 142 J n
1 2 t+1 i+2 7 J n
N 1 2 i i+1 - j—1 3 n
1 2 t+1 142 - ] J n
(J— 1] 1 2 1 1+1 .- j—l ] n
1 2 t+1 ¢+2 --- J 1 n
1 2 j—2 5—-1 53 -+ n
1 2 j j-1 4 -+ n
1 92 j o n
- <1 2 j i e n)

Wir haben also die Produktdarstellung
T=(i,i+1)o---0(j—1,7—2)o(j—1,j)o...0o(i+1,i+2)o (i,i+ 1),

ein Produkt von 2(j — i) — 1 Transpositionen der Form (o(h),o(h + 1)), also einer ungeraden
Anzahl solcher Transpositionen. Sei nun ¢ = 74 o --- o 7,.. Jedes 7; schreiben wir, wie eben
skizziert, als Produkt einer ungeraden Anzahl von Transpositionen der Form (o(h),o(h + 1)).
Dies fiihrt zu einer Produktdarstellung o = 7y 0- - -0y, wobei jedes 7; von der Form (o (h), o (h+
1)) ist. s ist gerade falls r gerade ist, bzw. ungerade falls r ungerade ist. Nach () unterscheiden
sich ¢(p) und ¢(7 o p) um +1. Daher ist ¢(o) gerade, falls s und somit r gerade ist, und
andernfalls ungerade. Daraus folgt ii).

ili) Seic =11 0---0o7. und p = vy 0 --- o v, mit Transpositionen 7;, ;. Dann ist
g0pP=T10...0Tp0V]0...0Us.

Nach (ii) gilt dann sgn(o) = (=1)", sgn(e) = (—1)° sowie sgn(o o p) = (—1)""% woraus die
Behauptung sgn(o o o) = sgn(o) - sgn(p) folgt.

7.2 Determinantenfunktionen

Eine Motivation fiir die Einfiihrung einer Determinantenfunktion liegt im Wunsch, das Volumen eines
von n Vektoren dy,...,d, des R™ aufgespannten Parallelepipeds zu definieren. Wir beschrinken
uns bei der Illustration der Einfachheit halber auf den Fall n = 2, also den Flécheninhalt eines
Parallelogramms. Es sei |f (@1, d2)| die Fliche des von @;,d2 € R? aufgespannten Parallelogramms.
Dann gilt offenbar

(H) Homogenitét: f(Ady,d2) = f(dy, Ad2) = Af(d1, ds) fiir alle A € R.

(S) Scherungsinvarianz: f(d, + da,d2) = f(di,d1 + d2) = f(d1,d2).
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Skizze:

a2 Skalierung az
—
ax Ad;
7 ay + ds
a2z Scherung
—
ax a

Wir verallgemeinern diese Eigenschaften nun auf beliebige Abbildungen f: V™ — K, wobei V ein
n-dimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K und V" =V x V x ... x V ist.

Definition 7.2.1. Eine Abbildung f: V" — K heifit homogen, falls fiir alle d1,...,a, € V und
1=1,...,n
fl@y,...,08—1, A@j, Qig1, ... dn) = ANf(A1y. .0, iy e ey lp)

gilt. Die Abbildung f heifit scherungsinvariant, falls fiir alle ¢, k mit ¢ # k und alle ay,...,d, € V

f(a:l,---76:7:_176:1'+ak,6i+17---76n>:f(a/17---7ai,---,arn)
gilt.
Im folgenden sei V' ein K-Vektorraum.

Satz 7.2.2. Es sei dimV =n und f: V" — K eine homogene und scherungsinvariante Abbildung.
Dann gilt:

i) f(@1, ..., 8i—1,0,@i41,...,an) = 0.
it) Fir alle i # k und alle A € K ist f(dy,...,d; + Ak, ...,0dn) = f(@1,...,djy...,0n).
iii) Sind @, . ..,d, linear abhdngig, so ist f(dy,...,d,) = 0.

iv) Die Abbildung f ist in jedem Argument additiv, d.h. fir alle i gilt
F(@1y i+ by din) = (@1 @iy @n) 4 F(@1 - bis e )
v) Die Abbildung f ist in jedem Argumentpaar alternierend, d.h. fir alle i # j ist
f@r, .. @iy @y ) = —f(A1, ... Ay Ty ey Tn).

Beweis. i) Wegen der Homogenitit gilt
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ii) Es sei ohne Einschrankung A # 0. Dann gilt

F@1, .y . d@n) & N, @iy A, )
5 N (@@, @+ ATy AT )
= A1y ooy @i+ Ay iy ey lp).
(1) f( 1 i J J n)
iii) Sind @, ..., d, linear abhingig, so ist A1+ - -+ A\p@y = 0 fiir Ay,...,\y € K, und mindestens
ein A; nicht null; ohne Einschriankung sei dies Ay # 0. Dann erhélt man
A f(dr, ..., dn) @ f(\d, ..., dn)
(?) f()\lc_i1 + Aodo, ds, . .. ,5n)
5 FON@1L 4 -+ A, @2, - -, 8n) = F(0,82,...,8,) =0
11
und somit f(dy,...,d,) =0.
iv) Wir unterscheiden hier drei Fille:
® dy,...,d, sind linear unbhéngig:
Dann ist {d,...,dy,} eine Basis von V|, also b; = \id; + - - - + A\p@, mit \; € K. Es folgt
F@1, @4 biyydn) = f@1,. @+ M@+ -+ Nl A Al - -5 Gn)
:) f(c?l,,&’@—i—)\lc?z,,&n)
11
(ﬁ) (L+ X)) f(@1y.eyiyeenydp)
= f(c_il7 7611"'7an)+)\if(ala 76:17 7an)
= f(c_ila 76“---7671)_‘_]0(51»“ ,AZJM aa:n)
(H)
= f(di,...,d,...,0n)
ii)
+f(617-~'7)\161+"‘+Aiai+"'+Anana---aan)
= f(&l,...,c?@-,...,cfn)+f(61,...,bi,...,6n).
® dy,...,d;—1,041,---,0n sind linear unabhéngig, aber @1, ..., d, sind linear abhingig:
Dann ist d@; eine Linearkombination von ay, ..., d;—1, @it1, . .., dy, also gilt

f(ﬁl,...,5i+bi,...,5n) T) f(al,...,bi,...,ﬁn):f(al,...,Ji,...,6n)+f(51,...,bi,...,an),
1

da nach (iii) f(ay,...,d;,...,dy) = 0 ist.
® dy,...,d;—1,0i+1,---,0, sind linear abhéngig:
In diesem Fall ist die Aussage iv) richtig, weil alle f-Werte nach iii) verschwinden.

v) Es gilt
f((_ila”'76i7"'7dj7"‘76n) (E) _f(C_i‘l, 76i7 <y 6]7 7an)

i —f(C_i‘h )a’b+c_ij7 ) C_ija 76:71)
11
i _f(c_il? ’az+5j7 5 Qs 7an)
11
i —f(C_i‘l, )Jju y Ay 7an)
11



Definition 7.2.3. Es sei dimV =n und f: V™ — K eine Abbildung.

i) Dann heifit f eine n-fache Linearform, wenn f in jedem Argument linear ist, d.h. wenn

—
—

F(@1, - Ay + by @n) = Af(@ @iy @n) + pf (@1, iy )
fiir alle ay, . . .,d’n,gi €V und A\, u € K gilt.
ii) Weiter heifit f alternierend, falls fiir alle ¢ # j und alle @y, ...,d, € V
fl@y,...,a,...,d;,...,4,) = —f(di,...,d;,...,0,...,05,)
gilt.

Satz 7.2.4. Es sei dimV = n und f: V" — K eine Abbildung. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

i) f ist homogen und scherungsinvariant.

i1) f ist eine n-fache alternierende Linearform.

Beweis. i) = ii):

Aus der Homogenitit und der Additivitidt (Satz 7.2.2 iv)) folgt die Linearitdt. Nach 7.2.2 v) ist f
auch alternierend.

i) = ):

Es sei f eine n-fache alternierende Linearform. Dann ist

f(al,...,5i+6j,...,6n) = f(c_il,...,ﬁi,...,ﬁj,...,ﬁn)+f(ﬁl,...,Ej,...,ﬁj,...,ﬁn).
Da f alternierend ist, folgt f(d1,...,d;,...,dj,...,d,) = 0 und damit die Scherungsinvarianz von f.
Die Homogenitét von f ergibt sich unmittelbar aus der Linearitét. O

Vertauschung zweier Argumente einer alternierenden Linearform #dndert den Wert von f um den
Faktor —1. Wir wollen nun untersuchen, wie sich der Wert bei einer beliebigen Umordnung der
Argumente verhalt:

Satz 7.2.5. Es sei f eine n-fache alternierende Linearform aufV und o € v,. Fir alledy,...,d, € V
ist dann

f(aa(l), PN 760(n)) = sgn(o) : f((_il, PN ,(_in)

Beispiel 7.2.6. Es sei f eine 3-fache alternierende Linearform und dim V' = 3. Fiir @y, ds,as € V ist

oo o " " o . 1 2 3
f(a27 asg, CL1) = f(aa(l)aaa@)a aa’(S)) mit o= (2 3 1> :
Die Permutation o hat die Fehlstandspaare (1,3) und (2, 3), also sgn(o) = 1. Daher ist
f(az, d3, d@1) = sgn(o) f(ar, dz,d3) = f(ar,dz,ds).
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Beweis. (Beweis von Satz 7.2.5)
Wir schreiben ¢ als Produkt von Transpositionen o = 71 o - - - o 7., was nach Satz 7.3.2 moglich ist.
Fir 1 < j <r setzen wir 0; = 7j0---07.. Nun ist

— — —

FGo(1), To(2)s - > o) = F(@(r000)(1) (r1009)(2)> - - + 5 A(rr002)(n)) = —F (oa(1)s Toa(2)s - -+ > Gora(n))s
da f alternierend ist, und 7y zwei Argumente tauscht. Wiederholtes Abspalten der 7; ergibt

f((_io(l)a 60'(2)7 SRR C_ia(n)) = (_1)1f(_)0'2(1)7 602(2)7 R a:O'g(n))
= (=1 f(Gry(1)> Aoy (2)s - - - > Torg(n))

1

Nach Satz 7.1.5 ist (—1)" = sgn(o). O

Satz 7.2.7. Es sei f eine n-fache alternierende Linearform auf V. Dann gilt:

— — n —
i) Sind dy,...,dn,b1,...,0n0 €V und Ny € K mit @; = > \irbg, dann ist
k=1

F(@r,. . n) = (b1, bn) - > s80(0) A1) Ano(n)-
TEYn

it) Ist f #0, so gilt

f(gl, cee I;n) #0& bi,...,by sind linear unabhdngig.

Beweis. i) Wir wenden wiederholt die Linearitét von f an:

f@y, ... @) = f (le,kz?k,@,...,an) = S (be,da, ..., )
k=1

k=1

n n
== § Al,klf bkla § )\Q,kgbk27 637 cee 7677,

ki1=1 ko=1
n n
= § Z /\1,k1>\2,k2f(bk:17 bk27 637 v 7(_in)
k1=1ko=1

— Z Z ALk "')‘",knf(gklagkm---,gkn).

ki=1 kn=1

Da f alternierend ist, sind alle Summanden null, fiir die zwei k; {ibereinstimmen. Wir brauchen

also nur iiber die n-Tupel (k1, ..., k,) zu summieren, fiir die (ki,...,k,) = (o(1),...,0(n)) fur
ein o € 7, ist. Also ist
f(c_ila <o 7671) = Z )‘1,0(1) T )‘n,a(n)f(ga(l)7 50(2)7 SRR ga(n))
[ASe 7%
= > sg0(0)Aio(1) Ao f(01, b2, -, )
TEYn

nach Satz 7.2.5.
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ii) Sind 51, ey by, linear unabhéngig, so bilden sie eine Basis von V. Fiir beliebige d1,...,d, € V
gibt es dann A\, € K fiir 1 <4,k <n mit @; = >_ A\jxb. Aus i) folgt dann

F@r, . yin) = (b1, bn) - D> sgn(0) A1) Ano(n)-

oTEYn

Wiire f(gl, R I;n) =0, so gilt auch f(di,...,d,) = 0. Dadiedy,...,d, € V aber beliebig sind,
ist f bereits die Nullabbildung. Sind nun andererseits b1, ..., b, linear abhingig, so ist nach
Satz 7.2.2 iii) dann f(by,...,b,) = 0.

O]

Satz 7.2.8. FEs sei dimV = n. Dann bildet die Menge der n-fach alternierenden Linearformen auf
V' mit werteweiser Addition und Skalarmultiplikation einen K -Vektorraum der Dimension 1.

Beweis. FEs sei L die Menge aller n-fachen Linearformen auf V. Man rechnet leicht nach, dass mit
fyg € Lauch A\f + g € L ist. Weiter ist £ auch nicht leer, da die Nullform mit N(ay,...,d,) = 0 fir
alle dq,...,ad, € V stets in L liegt. Nach dem Unterraumkriterium ist £ damit ein Untervektorraum

von Abb(V", K). Die Abbildung fo: V" — K werde folgendermaBen definiert: Es sei {by,...,b,}
eine fest gewihlte Basis von V' und

fO(alv s 7571) = Z Sgn(o-))‘l,a(l) n o(n)s a; = Z Azkbk

TEYn

Wir zeigen, dass fy ein nichttriviales Element von L ist:

e fo ist n-fache Linearform:
Es seien d1,...,d, € V wie oben gegeben, und es sei fiir 1 <¢ <n

n
-, 2
;=Y Nipb.
k=1

Dann gilt fiir p,v € K

fol@y, o @iy, plis + v, iy d@n) = > s80(0) A1) (ML) + VN o) Ao
0E€EYn
= M Z Sgn(a))‘l o(1) Az,a(z) )‘n,o(n)
gEYn
+v Z Sgn(0>)‘l o(1) )‘; ,o (1) An o(n)
oEYn
== ,LLfO(a:h y Qg )+Vf0(a17 7_’;7 7671)

e fj ist alternierend:
Fiir i # j betrachte man

f0(617"'>6j7"'76ia"'7 ) fO( ar(1), - "767'(1')7'"167'(]')7"'767'(71))

mit der Transposition 7 = (i, 5). Es ist

fol@,...,dj,....05...,dy) = Z sgn(0)Ar(1),0(1) """ Ar(n)o(n)
oEYn
= > 580(0) A1) (ror)(r(1)) " Ar(m) (ror) ()
oEYn
= D s8u(0) A1 (oor) (1)~ A, (oor)(n)
oEYn



Wegen der Gruppeneigenschaft von ~, durchliuft & = o o 7 alle Permutationen aus -, wenn o
dies tut. Die Abbildung o + & ist nimlich bijektiv: ist coT = ¢’ o7, so folgt nach Multiplikation
mit 7 von rechts o = ¢’ (Injektivitit), und fiir & € ~,, ist 0 = & o 7 wegen 7 o 7 = id stets ein
Urbild (Surjektivitit). Also kann man die Summe umindizieren, es folgt

fol@r,... s i ) - Z Sgn(a))‘L(UOT)(l) e )‘m(aor)(n)
0&Yn
= Z Sgn(& (e] T))\l 5.(1) )\n’o_(n)
GETn
Satz 715 NZ sg(0)A15(1) ** Ans(n)
OEYn
= —fo(@1,...,ds, ..., a5, ..., an)

Also ist fp alternierend.

e fy ist nicht die Nullform:
Fiir die spezielle Wahl a@; = b; fiir ¢ = 1,...,n ist \jz = J;z das Kroneckersymbol, und wir
erhalten

fO(glu oo 7577,) = Z Sgn<a)5l,o(l) T 5n,0'(n)'

TEYn

Ist o nicht die Identitét, so gibt es ein i mit o (i) # 7 und der zugehérige Summand verschwindet
wegen 0; 5;) = 0. Nur der Summand fiir o = id bleibt mit §;; = -+ = 6, = 1 iibrig. Also ist

fo(glaagn):].%o

Ist nun f € L beliebig, so ist nach Satz 7.2.7 fiir beliebige Vektoren dy,...,d, € V

F@r,. . in) = fbry. b)Y sgn(0) Aot Ano(m) = F(O1,- -, bn) - fol@r, ..., i),

[oASe 7%

wobei u = f(l_ﬁ, ce 5n) € K ein von f abhéngiges Skalar ist, also ist f = u- fo, und es folgt insgesamt
= ((fo)) und dim £ = 1. il

Definition 7.2.9. Eine Abbildung D: V"™ — K heifit Determinantenfunktion, falls D eine n-fach
alternierende Linearform, aber nicht die Nullform ist.

Satz 7.2.10. Es sei dimV =n und {by, ..., by} eine Basis von V.. Dann gibt es fir jedes d € K\{0}
genau eine Determinantenfunktion D: V™ — K mit D(bl, e b ) =d.

Beweis. Es sei fo € E mit fo #0 beliebig, was nach Satz 7.2.8 auch existiert. Dann ist nach Satz 7.2.7

ii) speziell fo(bl, coabp)=m 7é 0, da by, ..., by linear unabhéingig sind. Wir setzen D = dn~ lfoe L.
Offenbar ist dann D(bl, ...,bp) = d. Es sei nun D € £ mit D(bl, by )= d gegeben. Weiter ist
nach Satz 7.2.8 dann D = pfo fiir ein p E K, also D(bl,..., n) = ,ufg(bl,...,bn) = un. Es folgt
pn=dbzw. p=dn ' also D =dn~Lfy = O

Satz 7.2.11. Ist D: V™ — K eine Determinantenfunktion auf V', so gilt

—

ai,...,ap linear unabhingig < D(d,...,d,) # 0.
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 7.2.7 ii). O
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7.3 Die natiirliche Determinantenfunktion des K"

Definition 7.3.1. Es sei {€1,...,€é,} die Standardbasis des V' = K™ (geschrieben als Zeilenvekto-
ren). Dann verstehen wir unter der natiirlichen Determinantenfunktion des K™ die nach Satz 7.2.10
eindeutig bestimmte Determinantenfunktion D,,: V" — K mit D,(é1,...,€,) = 1.

Satz 7.3.2. (Leibniz-Formel)
Es seien aq,...,d, € K™ mit

n
i = (a1 ain) = ainéy
k=1

gegeben. Dann ist
Dn( Z Sgn al o(1) " Ano(n)-

TEYn
Beweis. Nach Satz 7.2.7 ist

Dy(@1, ..., Gn) = Dn(@1,...,8n) - > 8g0(0)a14(1) " ** Gno(n)

mit Dy(E1,...,8) = L. O
Definition 7.3.3. Es sei A = (a;;) € K™™. Dann ist die Determinante von A der Wert

det(A) = |A| = Dy (d, ..., dyp)
mit den Zeilen @; = (a; - - - ajp) von A.

Beispiel 7.3.4. Im Fall n = 2 ist die Determinante nach der Leibniz-Formel durch

a12
det(A) = det g sgn(o)a )a =ai1 a9 — a1 - a
(A) ( a22> g 1,0(1)02,6(2) 11 * @22 12 - @21

oE72 o=id o=(1,2)
sgn=1 sgn=—1
gegeben. Dazu gehort das Schema:
ail a12
a1 a22

Dabei ist das Produkt iiber die Querdiagonale mit dem Vorfaktor —1 zu versehen. Dann kann | det(.A)|
als der Flicheninhalt des von d; = (a11 a12) und do = (a91 aze) aufgespannten Parallelogramms
angesehen werden.

Beispiel 7.3.5. Im Fall n = 3 ist die Determinante
ailr a2 a3
det | @21 age ag3 | = Z sgn(0)ay,5(1)a2,0(2)3,0(3)-
azp as2 ass TEY3
Die sechs Elemente (6 = 3!) von 73 sind

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
12 3)°\1 3 2)’\2 1 3)’\2 3 1)’\3 1 2)’\3 2 1)°

sgn=1 sgn=—1 sgn=—1 sgn=1 sgn=1 sgn=—1
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Also ist
det(A) = ar1aa33 + a12a23a31 + a13a21a32 — 411023032 — 12021033 — 113022031 .

Dies kann schematisch durch die Sarrussche Regel dargestellt werden:

Dabei sind die Produkte iiber die Querdiagonalen mit dem Vorfaktor —1 zu versehen, und |det(.A)|

kann als das Volumen des von @ = (a11,a12,a13)”, @o = (as1,ase,azs)’ und @3 = (a3, ass,azs)”
aufgespannten Parallelepipeds angesehen werden.

Satz 7.3.6. Fir Ac K™ gilt det(A) = det(A”).

Beweis. Es sei A = (a;;) mit 1 < i,k < n. Dann ist

det(A) = Z Sgﬂ( )al (1) " Ano(n) und det(-AT) = Z Sgn(‘j)aﬂ(l),l ©Qg(n)n

0EYR 0EYn

Esist a1 5(1) " Gnop = o-1(1),1 " * Qo—1(n) >, WESWEEEN

det('A) = Z Sgn( ) As=1(1),1 """ Go—1(n)n Z Sgn(ail)aafl(l),l Qe —1(n)n

oEYn oEYn

gilt. Durchliuft o alle Elemente von 7, so auch p = ¢!, also ist nach Umindizierung der Summe

det(A) = Z sgn(g)ag(l)J S Q) = det(AT).

0€YTn

Satz 7.3.7. Fir Determinanten von Matrizen gelten folgende Regeln:

i) Fir alle X € K gilt

aii T A1n air -+ Qln
det )\ail cee )\am = \-det a;1 s Ain s
anl - Qnp anl -+ Qpn
sowie
ai;p o Aay o aig air - oay e Qip
det | : : : = A-det
Apl *+ Aap; ot App anl -+ Qni " Gnpn
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ii) Es gilt

ail e a1n air - Qin air - Qln
det | ai1 +bin -+ Qin+bipn | =det | an - ap | +det | by o bin |,
an1 to Ann Qn1 -+ Gpn ap1  +°°  Gpp
sowie
ain v a by - am air -+ oai e Qip
det | : : = det

apl "t Apitbpi 0 apg an1 **+ Qng " Qpp

air -0 by o aig

+ det
a1t -+ bpi -0 app

iii) Besitzt A eine Zeile oder Spalte, die nur aus Nullen besteht, so ist det(.A) = 0.

iv) Die Determinante einer Matriz dndert sich nicht, wenn man zu einer Zeile (oder Spalte) das
Vielfache einer Zeile (oder Spalte) addiert.

v) Die Determinante einer Matriz dndert beim Vertauschen zweier Zeilen (oder zweier Spalten)
das Vorzeichen.

vi) Es gilt

det(A) #0 < die Zeilenvektoren sind linear unabhdngig

& die Spaltenvektoren sind linear unabhdngig < A ist reguldr.

Beweis. Per Definition ist die Determinante einer Matrix eine n-fache alternierende Linearform der
Zeilenvektoren der Matrix. Nach Satz 7.3.6 ist sie auch eine n-fache alternierende Linearform der
Spaltenvektoren. Alle Aussagen folgen daher aus den entsprechenden Aussagen fiir alternierende
Linearformen. O

Satz 7.3.8. Es ist

ail a1n—1 a1n
, ail o Glp—1
det : = det
an—1,1 an—1n—1 Qn—1n
0 0 1 n—-1,1 " 0OGn—-1n-1

Beweis. Es sei A = (a;x). Dann ist nach nach Satz 7.3.7

det(A) :Satz:7 3.9 Z Sgn(g)al,o(l) ©Qpo(n)-
e TEYn
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Ist o € 7, eine Permutation mit o(n) # n, so ist o(j) = n mit j < n, so verschwindet der zugehérige
Summand, weil er den Faktor a;,(;) = a;,, = 0 enthélt. Die Determinante von A ist dann

Z sgn(0)ar (1) nom) = Z sgn(0)ar,p(1) -+ n—1,0(n—1) * Gnn
oE€EYn 0€Yn—1 \_’1./
o(n)=n =
air o Glp—1
5. 732 ’
n—-1,1 " 0(Gn—-1,n-1
da jedes ¢ € 7, mit o(n) = n als Permutation von {1,...,n — 1} aufgefasst werden kann (ohne
Anderung der Fehlstandszahl). O

Definition 7.3.9. Es sein > 2 und A € K(™™)_ Mit Aj;j bezeichnen wir die Matrix, die aus .4 durch
Streichung der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht:

ail o Q1j-1 atrj+1 - ain
A — ai—11 " Qi—14-1 Qi—14+1 - Gi—1n
i =
I Ai+1,1 - Q411 Q4141 0 Qitln
Gn,1 ce an,j—1 Gn,j+1 T Gn.n

Satz 7.3.10. Es sein > 2 und A € K™" . Dann gilt

aix - arj-1 aij atgj+1 - Qain
ai—11 0 Gi—15-1 @i—1; Qi—14+1 *°° Gi—1pn o
det| 0 .- 0 1 0 0 = (=1)""7 - det(A;j).
Qi+1,1 0 Gi+l5-1 @il Qitlg+1 0 Gitln
an,1 cee Qp,j—1 Q5 Qp 541 T Gnn

Beweis. Durch n — j Vertauschungen benachbarter Spalten erhalten wir

ailr - Qip Q15
det(A) = (1) t-det| 0 --- 0 1
apl - Qpp  Gpj

Weitere n — i Vertauschungen benachbarter Zeilen ergeben

*

det(A) = (—1)" I (=1)"". Ajj

*
0 - 0]1

Aus (—1)""#"=J = (—1)"*J und Satz 7.3.8 folgt die Behauptung. O
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Satz 7.3.11. (Entwicklungssatz von Laplace)
Es sein > 2 und A € Kmn),
Fiir jedes feste i gilt die Entwicklung nach der i-ten Zeile:

det(A) = Z(—niﬂ'aij det(A;;).

J=1

Fiir jedes feste j gilt die Entwicklung nach der j-ten Spalte:

n

det(A) = (—1)"™ay; det(Ayy).
i=1
Beweis. Es ist det(A) = D, (d1,...,d,) mit den Zeilen a@j, = (agi,...,ap,)" fir 1 < k < n. Die
Entwicklung nach der i-ten Zeile folgt aus
n n
D(dy,...,@n) = Dn(d1,..., Y aié, ....dn | =Y aiDn(dr,....&,... dn)
j=1 J=1
(1/11 DY alj PR aln
n . . . n o
— Zaij det|l o .- 1 .. 0 S Zaij(_l)zﬂ det(A; ).
Jj=1 : : : Jj=1
a/nl DY an] DY ann
Die Entwicklung nach der j-ten Spalte wird durch Ubergang zur Transponierten gezeigt. ]

Beispiel 7.3.12. Wir bestimmen die Determinante von

(S
co O O N
~N &~ N
O O W

13

Wegen des Auftretens von zwei Nullen in der zweiten Zeile empfiehlt es sich, die Determinante nach
der zweiten Zeile zu entwickeln:
2 1 3 1 2 3
det(A)=(=1)-1-det {6 4 9 | +(-1)-2-det |3 6 9
8 7 5 8

13 13

Die zweite Determinante ist null, da die ersten beiden Zeilen linear abhingig sind. Also ist

3 2 1 3

9 =  —det|0 1 o) ZE"™ _(—1)2det <2 3)
0 3 1

3 (IN—-3-(I) entwickeln 0 1
(IT1)—4-(I)

= —(2:1-0-3)=-2

2
det(A) = —det |6
8

EN RSO
—_

Determinanten kénnen auch dazu verwendet werden, explizite Formeln fiir die Losungen eindeutig
losbarerer quadratischer Linearer Gleichungssysteme zu erhalten.

83



Satz 7.3.13. (Cramersche Regel)

Es sei A € K und b = (by,...,b,)T € K™ (ein Spaltenvektor). Das LGS AZ = b besitzt
genau dann eine eindeutige Losung, wenn det(A) # 0 ist. Ist dies der Fall, dann ist die Lisung
Z=(x1,...,2,)T" durch

- det

k= det(.A)

anl ... bn ... ann
gegeben, wobei die k-te Spalte von A durch b ersetzt wird.

Beweis. Nach Satz 6.1.4 ist AT = b genau dann eindeutig l6sbar, wenn A regulér ist. Das ist nach
Satz 7.3.7 vi) zu det(A) # 0 #dquivalent. In diesem Fall gilt fiir die eindeutig bestimmte Losung
= (x1,...,2p) B

b=x1d1 + - + T,

wobei
a1j
S @2;
a; =
Qnj
die j-te Spalte von A ist. Dann gilt
all .. bl o oe e aln
det = Dn((_il,...,6k_1,b,ﬁk+1,...,an)
anl o .. bn ... ann
n
= Dn &’1,...,6k1,Z:njﬁj,&’k+1,...,6n
=1
n
= > @;Dy(d1, ...,k ), Gpr1s - - ) -
j=1
Nun ist Dy(ai, ..., ak—1,dj, Ak+1,---,0n) = 0 fiir j # k, da dann zwei gleiche Argumente vorliegen.
Der verbleibende Summand ist xj det(.A), also ist
all e bl .. a’ln
det | : : = 1z, - det(A),
anl ... bn .. a/nn

woraus die Behauptung folgt, weil man diese Gleichung wegen det(A) # 0 durch det(A) teilen
darf. O

7.4 Der Multiplikationssatz

Satz 7.4.1. (Determinantenmultiplikationssatz)
Fiir A,B € K" gilt det(A - B) = det(A) - det(B). Ist A regulir, so gilt det(A~') = det(A)~ .

84



Beweis. Wir zeigen dies in drei Schrirtten:

e Es ist f4 eine n- fach alternierende Linearform.

Nach Satz 7.2.4 geniigt es zu zeigen, dass f4 homogen und schwerungsinvariant ist. Es gilt

falbr, ... Abiy .. by) = det(Aby,..., A Abi,..., Aby) = A -det(Aby, ..., Ab;, ..., Aby)
A falbr, ..., Abi, .. by),

also ist f4 homogen. Weiter ist fiir k # ¢

Fa(br, .. b+ by by) = det(Aby,..., A(b; + by),. .., Aby,)
= det(Aby,. Ab +Abk,... Aby,) = det(Aby, ..., Ab;, ..., Aby)
= fA( 17"'5_,ia---bn)7

womit f4 auch scherungsinvariant ist. Daraus folgt die Behauptung.

e Es gilt f4(b1,...,by) = (det A) - (det B), wobei B = (by,...,by) die Matrix mit den Spalten-
vektoren by, ..., b, ist.

Da f4 eine Determinantenfunktion und nicht die Nullform ist, gilt
Falby, ... by) =det(by,....bn) - fa(CLs....E)
mit den Standardvektoren €, ..., €,. Daraus folgt

Falby, ... by) =det(by, ... ,by) - fa(€l,..., &) =det B-det(Aey,. .., AE,) = det B - det A.
Mit C = A - B folgt nun det(A - B) = det A - det B. O

Eine wichtige Folgerung aus diesem Satz ist, dass ein Basiswechsel die Determinante einer Darstel-
lungsmatrix nicht &ndert: Ist ¢ € L(V,V) fur einen endlichdimensionalen Vektorraum V', und sind
By und Bs zwei Basen von V, so ist M(p; By, B2) = X1 - M(y; By, By) - X fiir eine reguliire Matrix
X € GL(n, K) nach Satz 5.5.7. Nach dem Multiplikationssatz ist

det(M(p; B, Ba)) = det(X ™" - M(p; Br,Br) - X)
= det(X) " - det(M(p; Br, Br)) - det(X) = det(M(p; Br, Br)).

Definition 7.4.2. Es sei V ein n- dimensionaler K-Vektorraum. Die Determinante von ¢ ist
det(p) = det(M(y; B, B))

fiir eine Basis B von V. Die Definition héngt nach der vorigen Rechnung nicht davon ab, welche Basis
man wéhlt.

Der Multiplikationssatz fiir Endomorphismen lautet
Satz 7.4.3. Sind ¢, € L(V,V), so gilt det(p o)) = det(yp) - det(vp). Es gilt
¢ bijektiv < det(p) # 0.

In diesem Fall ist det(o ') = det(p)~*
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Kapitel 8

Diagonalisierung

8.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 8.1.1. Es sei ¢ € L(V,V) ein Endomorphismus. Dann heifit A € K ein Eigenwert (EW)

von ¢, falls es einen Vektor & € V mit & # 0 gibt, so dass o(Z) = A\Z gilt. Dieser Vektor & heifit dann
Eigenvektor (EV) von ¢ zum Eigenwert A.

Definition 8.1.2. Es sei A € K™ ¢ine quadratische Matrix. Dann heiBt A € K ein Eigenwert der

Matrix A, falls es einen Vektor # € K™ mit & # 0 gibt, so dass AZ = A\Z gilt. Man nennt # dann
Eigenvektor von A zum Eigenwert A\, d.h. \ ist Eigenwert des Endomorphismus (%) = AZ.

Beispiel 8.1.3. Die Identitdt ¢ = id hat den Eigenwert 1 und sonst keinen. Die Nullabbildung
N(Z) = 0 hat als einzigen Eigenwert 0. Ein Endomorphismus ¢ hat genau dann den Eigenwert 0,
wenn es ein T # 0 mit ¢(Z) = 0 gibt.

Beispiel 8.1.4. Wir betrachten die Projektion P: K™ — K" mit P(x1,...,z,) = (21,...,2,,0,...,0)
mit 1 <7r <n.

Sie besitzt den Eigenwert 1, denn jeder Vektor der Form ¥ = (z1,...,x,,0,...,0) erfillt P(¥) = Z.
Andererseits besitzt P auch den Eigenwert 0, denn jeder Vektor der Form Z = (0,...,0, 2,41, ..., 2y)
erfiillt P(Z) = 0.

Satz 8.1.5. Es sei p € L(V, V), B eine Basis von V sowie A € K. Dann gilt
A ist Eigenwert von ¢ < X ist Figenwert von M(p; B, B).

Bemerkung 8.1.6. Offensichtlich hingt die Aussage auf der linken Seite nicht von der Wahl der
Basis B ab. Damit folgt aus Satz 5.5.7, dass A € K™ und X1 AX fiir alle X € GL(n, K) dieselben
Eigenwerte besitzen. Aus Satz 7.4.1 folgt tibrigens, dass sie auch dieselbe Determinante besitzen, und
sie haben nach Satz 5.4.19 auch den gleichen Rang.

Dadurch wird die folgende Definition motiviert:

Definition 8.1.7. Matrizen A, C € K (™™ heifien dhnlich (Schreibweise: A ~ C), wenn es ein regulires
X € GL(n,K) mit C = X1 A- X gibt.

Daraus folgt
i) A=C = rg(A) =rg(C) und det A = detC.
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ii) Ist ¢ € L(V,V) und B eine Basis von V mit A = M(y; B, B), so folgt aus den Sitzen aus
Kapitel 5 die Aquivalenz

A= C ¢ Es gibt eine Basis B von V mit C = M(p; B, B).

Beweis. (Beweis von Satz 8.1.5)
Es sei B = {b1,...,b,} eine Basis von V und

n n
T = Z wib; und p(z) = Z wib;
i=1 i=1
mit p;, pu; € K. Nach Satz 5.4.2 gilt
251 H1
L =M BLB) - |
I, Fin

Nun ist A genau dann Eigenwert von ¢, wenn (&) = AZ fiir ein & # 0 ist, also fir

H1 H1 1 ' H1
#£0 und M(gBB)- |+ | =[] =x[1],
also genau dann, wenn (p1, ..., 4y) Eigenvektor von M(p; B, B) zum Eigenwert A ist. O

Definition 8.1.8. Es sei A € K ein Eigenwert von ¢ € L(V, V). Dann heifit
Uy ={Z € V: (&) = \&} = Kern(¢ — \id)

der Eigenraum von A. Die Elemente von U, sind die Eigenvektoren zum Eigenwert A und der Nullvek-
tor. Es heifit dim Uy = dim Kern(¢ — Aid) die geometrische Vielfachheit oder geometrische Ordnung

des Eigenwerts \. Entsprechend definiert man fiir Matrizen A e K (")
Uy={T e K": (A-)\&,)Z =0}
sowie dim Uy = dim Kern(A — A\&,) =n —rg(A — AE,).

Satz 8.1.9. FEs seien Ai,..., )\, paarweise verschiedene Eigenwerte von ¢ € L(V,V) und &1, ...,Z,
zugehorige Figenvektoren. Dann sind X1, ..., Z, linear unabhdngig.

Bemerkung 8.1.10. Folglich besitzt ¢ hochstens n = dim V' verschiedene Eigenwerte.

Beweis. Es ist genau dann Z; ein Eigenvektor zum Eigenwert A\, wenn Z; # 0 und o(Z;) = \@; fir
1=1,...,r ist. Weiter gilt fiir 4,5 =1,...,r

(v = Niid)(Z5) = p(Tj) — NiTj = NTj — Ay = (Aj — Xi)Tj (%)

Nun sei an @y + - -+ + apZy = 0 fiir aq, ..., € K. Wir miissen aj = 0 zeigen. Auf diese Gleichung
wenden wir die folgende lineare Abbildung an:

Y = (p—Aid) o0 (p— Ap_1id) o (¢ — Agx1id) o - -+ 0 (p — \pid).
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Wir erhalten

<

n T s

0 = 9 (0) = Za]x] Zaﬂpk (%) = Za] H (p —Nid)(Z5) = a; H(/\j — \i)Z;.
7=1 =1
ik

~
.

(* .
=1 =1
i#k

Das erste Produkt gehort zur Verkniipfung o auf L(V, V'), das zweite ist ein gewdhnliches Produkt
von Elementen aus K. In der letzten Summe verschwinden alle Summanden bis auf den Summanden

fiir ¢ = k, woraus
T
0= ap- [J — X0)F
i=1
itk
folgt. Da die Eigenwerte paarweise verschieden sind, verschwindet das Produkt nicht. Wegen &) # 0

ist dann ay = 0. ]

Satz 8.1.11. Fiir p € L(V,V) und A € K™™ sowie A € K gilt

i) X ist Eigenwert von ¢ < det(¢ — Aid) = 0.
ii) X\ ist Eigenwert von A < det(A— AE,) =0
Beweis. i) Fiir jedes A € K gilt
) ist Eigenwert von ¢ < Kern(p — Mid) # {0} & ¢ — Xid ist nicht injektiv
& @ — Aid ist kein Automorphismus s s det(¢ — Xid) = 0.
atz 7.4.

ii) Es gilt vollig analog

) ist Eigenwert von A < 37 #0: AT=A < 3T #0: (A—XE)T=0
& A — A&, p ist nicht regulir < det(A — \E,) = 0.

Satz 8.1.12. (Charakteristisches Polynom)
Fiir A € K™ st det(A — \E,) ein Polynom in X\ vom Grad n mit Koeffizienten aus K :

det(A — X)) = Pa(\) = ag + a1 A + ag\? + - + a, A" € K[ ).

Beweis. Mit A = (a;;) folgt

a1 — A a2 a1n
any az — A aonp
A— XN, = ) = (bij)
anl an2 s Qpp — A

Es folgt

det(A — A&n) = (a1 — M)(az2 = A) -+~ (ann — A) + > 5g0(0)by 5(1)b2,0(2) * ** bro(n)-

TEYn
oF#id
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Jeder Summand ist ein Produkt aus einem Skalar aus dem Kérper K und einer Potenz von A héchstens
vom Grad n — 2, also ist die Summe ein Polynom Q(\) € K[\] ebenfalls hochstens vom Grad n — 2.
Wir multiplizieren das Produkt iiber die (a; — A) aus und erhalten

det(A —A&,) = (—1)" A" + (=N Hars + - - + ann) + Q(N)
mit einem Polynom Q(\) vom Grad héchstens n — 2. Damit ist P4(\) ein Polynom vom Grad n. [

Definition 8.1.13. Das Polynom P4(\) = det(A — A&,) heiit charakteristisches Polynom von A.

Es gilt oy, = (—1)", ag = P4(0) = det A, sowie ay,—1 = (=1)""1 - S(A) mit S(A) = a1 + - + ann.
Definition 8.1.14. Die Summe
S(A) =ai1 4+ +anm = (=1)" L,y

der Diagonalelemente von A € K™ nennt man die Spur von A.

a b
4= (e
stets das charakteristische Polynom
Pa(N) = X2 — S(A)N +det A = N2 — (a+ d)\ + (ad — be).

Bemerkung 8.1.15. Fiir n = 2 besitzt

Satz 8.1.12 besagt, dass die Eigenwerte von A die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind:
Ai ist Eigenwert von A < Pa()\;) = 0.
Dadurch kann man die Eigenwerte einer Matrix rechnerisch bestimmen:

Beispiel 8.1.16. Bestimme die Eigenwerte von

1 21
A=10 1 0
1 11
Fiir die Unbestimmte A ist
1-—A 2 1
A— XN, = 0 1-A 0
1 1 1—A
Die Determinante dieser Matrix ist
detA— A6 = (1-N-det (70 T ) =@ (=N —1-1) = (1—A)- (—2x+22).
" 9. Zeile 1 1—A

Dieses Polynom kann man entweder in ausmultiplizierter Form
Pa(N) = (=DA* +3X% + (=2)A + 0X°

oder in Produktform
Pah) = —(A=2)-(A—=1)- (A= 0)

aufschreiben.

An der ersten Form sieht man
det A=cap=0 und S(A)=(-1)""tay_1 =3

Aus der Produktform kann man die Eigenwerte A1 23 = 0, 1,2 ablesen.
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Bemerkung 8.1.17. Es ist moglich, dass A keine Eigenwerte besitzt:

_ (0 —1 (2,2) o . A
.A—<1 0>6R = Pg(\) = det 1 =\ +1

Dieses Polynom hat in R keine Nullstellen. Geometrisch ist

_ (cos 5 —sing

A <sin 5 cos g)

die Darstellungsmatrix der Drehung im R? um 90 Grad.

Nur der Nullvektor wird durch diese Drehung in ein Vielfaches seiner selbst iiberfiihrt.

Definition 8.1.18. Es sei A € K™ und Ay € K ein Eigenwert von A. Die Ordnung von )\ als
Nullstelle von
PA(N\) = det(A — \E)

heifit die algebraische Ordnung oder die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts Ag.

Bemerkung 8.1.19. Ist p(z) = ap + aux + -+ + a,z™ € K[z] ein Polynom mit Grad > 1 und
xo € K eine Nullstelle, d.h. p(xg) = 0, so ergibt wiederholte Polynomdivision

p(z) = (z = 20)™ - go()
fiir ein maximales kg € N und ein go(z) € K|x]. Die Zahl ko heifit Ordnung der Nullstelle zg. Besitzt

qo(x) eine von xo verschiedene Nullstelle z1, so kann man den Prozess fortsetzen:

ko

p(@) = (@ = 20)" - a0(@) = (@ = 20) " (x — 2)" - ao) =+ = (2 = 20)" -+ (@ = 2)* - gu(2),

so dass ¢,(z) # 0 fir x = xg,...,x, ist. Falls man ¢,(z) = a € K mit einer Konstanten a erreichen

kann, sagt man, dass p(z) in K vollstindig in Linearfaktoren zerfillt.

Satz 8.1.20. (Fundamentalsatz der Algebra)
Uber dem Korper C der komplexen Zahlen zerfdllt jedes nichtkonstante Polynom wvollstindig in
Linearfaktoren.

Fiir den Beweis verweisen wir auf die weiterfithrenden Vorlesungen der Mathematik.

Beispiel 8.1.21. Das Polynom p(z) = (2? + 1)? hat keine Nullstelle in R, aber in C hat es die
Nullstellen +¢ jeweils zur Ordnung 2. Es zerfallt in der Form

(22 +1)? = (x —9)* - (x +1)>
im Korper C.

Satz 8.1.22. Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom und dieselben Eigenwerte,
und zwar von jeweils derselben geometrischen und derselben algebraischen Vielfachheit.

Beweis. Ist A= C, so gibt es X € GL(n, K) mit C = X~!- A-X. Dann gilt
Pe(\) = det(XTAX — \E,) = det(XTAX — AA 1)
= det(X 1A - NEHX) N det(X) "t det(A — A\&,) det(X) = Pa(N).

Da die Eigenwerte sowie deren algebraische Ordnung nur vom charakteristischen Polynom abhéngen,
stimmen Sie fiir A und C iiberein. Die geometrischen Ordnungen stimmen ebenfalls iiberein:

dim(Ug,y,) = dimKern(A—X\E)=n—1g(A— N\E)
= n—rg(X HA-NEX) =n —rg(XTAX — \) = dim(Ug,y,),

da die Multiplikation mit reguldren Matrizen von links oder rechts den Rang nicht &ndert. O
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Definition 8.1.23. Das charakteristische Polynom von ¢ € L(V,V) ist

Pp(N) = Pry(pi8,8)(A)

fiir eine beliebige Basis B von V.

Nach dem vorigen Satz héngt P,()) nicht davon ab, welche Basis man nimmt. Damit ist auch klar,
was unter det(¢) und S(p) zu verstehen ist.

Satz 8.1.24. Es sei \g € K ein Figenwert von ¢ € L(V,V') mit algebraischer Ordnung ko und dem
Eigenraum Uy,. Dann ist 1 < dim Uy, < ko, d.h. es gilt stets

geometrische Ordnung < algebraische Ordnung.

Beweis. Es sei dimV = n und [ = dim U}, sowie {51, ce gl} eine Basis von U),. Diese kann nach
Satz 3.3.23 (Austauschsatz von Steinitz) zu einer Basis B = {b1,...,b;, bit1,...,b,} von V ergénzt
werden. Dann ist

(b)) = Aogj firj=1,...,lda gj Eigenvektor ist
o Sy by il j=141,...,n mit a;; € K.

Also besitzt die Darstellungsmatrix bzgl. B die Form

Ao
Ai

A= M(p; B, B) = Ao
0 As

Entwickelt man diese Matrix [-mal nach der ersten Spalte, so erhélt man

Ao — A
. A
Pa(\) = det Ao — A = (Ao — N - det( Ay — AE,_y),

0 Az = An—y

also P4(\) = (Mg — A - Py, ()). Also ist die algebraische Ordnung ko mindestens [. Sie stimmt aber
nicht notwendig mit kg iiberein, da auch Py, () noch Faktoren A\g — A enthalten kann. O

Ohne Beweis geben wir noch den

Satz 8.1.25. (Cayley-Hamilton)
Jede Matriz A € K™ gendigt einer charakteristischen Gleichung, d.h. ist P4(X) das charakteristi-
sche Polynom von A mit P4(\) = ag + a1 A+ -+ + a, A", so gilt

PA('A) = ap&p + o A+ a2A2 + - Fa, A" = O(n,n)
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8.2 Diagonalisierung von Endomorphismen

Definition 8.2.1. Ein ¢ € L(V,V) heift diagonalisierbar, falls es eine Basis B von V gibt, so dass
M (g; B, B) eine Diagonalmatrix ist, d.h.

A1

An

mit Ai,..., A\, € K. Eine Matrix A € K (™" heiBt diagonalisierbar, falls A zu einer Diagonalmatrix

ahnlich ist:
A1

A~
An

Bemerkung 8.2.2. Offenbar ist ¢ genau dann diagonalisierbar, wenn M (p; B, B) fiir eine beliebige
Basis B diagonalisierbar ist (und dann ist M(g; B, B) auch fiir jede Basis B diagonalisierbar).

Satz 8.2.3. Ein Endomorphismus ¢ € L(V,V) ist genau dann diagonalisierbar, wenn V eine Basis
aus Figenvektoren von ¢ besitzt.

Beweis. 7="":
Es sei B = {b},...,b,} eine Basis von V mit

A1
M(p; B,B) =
An

Offenbar gilt <P(5;) = )\jl;;, womit 5"7 fir 1 < j <n jeweils Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert \; ist.

7 @77:
Es seien 5’1, . j)"n linear unabhéngige Eigenvektoren von ¢ zu den (nicht notwendigerweise verschie-
denen) Eigenwerten A1,...,A,. Dann ist ¢(b}) = A;b%, also ist die Darstellungsmatrix
A1
An
d.h. ¢ ist diagonalisierbar. O

Satz 8.2.4. (Hauptsatz iber die Diagonalisierung von Endomorphismen)
Ein ¢ € L(V,V) ist genau dann diagonalisierbar, wenn diese beiden Bedingungen erfillt sind:

i) Das charakteristische Polynom zerfillt iiber K vollstindig in Linearfaktoren.

i1) Fir jeden Eigenwert \; stimmt die algebraische mit der geometrischen Ordnung von \; tiberein.

Beweis. Es seien Aq,..., A, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von ¢, und k; die algebraische
Ordnung von ;. Nach Satz 8.1.24 hat man

dim Uy, < k;. (%)
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Andererseits besitzt Pa(\) = (A — A)* - (A = X)) - ¢()\) den Grad n, also gilt
ki+- 4k <n=dimV = deg(P,)(\). (%)
Nach Satz 8.2.3 ist ¢ genau dann diagonalisierbar, wenn
dimUy, +---+dimU,, =n (% % %)
gilt.

R :>77:
Ist ¢ diagonalisierbar, d.h. gilt (x * %), so ist

(ky — dimUy,) + -+ + (ky — dim Uy, ) = > ki — (dimUy,) + - +dimU, ) <n-—n=
=1

—— =n nach ( * )
<n
wegen (%)

Andererseits sind die Summanden (k; —dim Uy,) > 0 wegen (). Das ist nur moglich, wenn einerseits
k; = dim Uy, fir i = 1,...,r ist, und andererseits ki + - - - + k, = n. Daraus folgt ii), und i) gilt, da in
der Gleichung P,(\) = (A — A1)kt .-+ (A = A% - g(A\) der Grad n schon durch die Faktoren (A — ;)
ausgeschopft wird: so ist ¢(\) eine Konstante, und P, zerfillt in Linearfaktoren.

” <:77:

Aus i) folgt k1 + - - - + k. = n, woraus mit ii) die Gleichung (x * x) folgt, weswegen ¢ diagonalisierbar
ist. O
Bemerkung 8.2.5. Fiir Matrizen A € K (™™ mit paarweise verschiedenen Eigenwerten Aq, ..., \,
gilt

. P )\:7' )\4_)\]93" k++k1”:
A ist diagonalisierbar < P jl;ll( ! ) ! !

i) rg(A—XN&)=n—kj, k=1,...r

Bemerkung 8.2.6. Es sind ¢ € L(V,V) bzw. A € K™ stets diagonalisierbar, wenn das charak-
teristische Polynom genau n paarweise verschiedene Nullstellen hat, denn nach Satz 8.2.3 ist dann

Zur Uberpriifung der Diagonalisierbarkeit eines ¢ € L(V, V) verwendet man das folgende praktische
Vorgehen:

Eine Darstellungsmatrix 4 von ¢ bestimmen.

e Die Eigenwerte von ¢ iiber das charakteristische Polynom P4 bestimmen.

Zerfallt P4 in K nicht in Linearfaktoren, d.h. hat es unter Beriicksichtigung der algebraischen
Ordnungen keine n Nullstellen in K, so ist ¢ nicht diagonalisierbar.

e Eigenrdume zu den Eigenwerten bestimmen. Ist dim Uy, < k; fiir ein 4, so ist ¢ nicht diagona-
lisierbar.

93



e Ist ¢ diagonalisierbar, so stehen in der Diagonalmatrix die Eigenwerte. Basen der Eigenrdume
bestimmen und als Spalten in X' in der Reihenfolge, wie in der Diagonalmatrix D die Eigenwerte
stehen, eintragen:

P R C I I C e

ceey l2 g ..

Basis von Uy, Basis von Uy, Basis von Uy,

Dann ist wie gewiinscht X’ 1. A.X = D. Damit ist dann auch D = M(g; B, B) diagonal fiir
die Basis B aus den in X stehenden Basisvektoren.

Wir demonstrieren dieses Vorgehen an einigen Beispielen:

Beispiel 8.2.7. Wir betrachten
_ (13 (2:2)
A= <0 2) e R,
Wir wollen A diagonalisieren.

e FEigenwerte bestimmen:
Das charakteristische Polynom ist

PA(\) = det(A — AEs) = det <1 5 r2 A) (1= N2 -,

die Eigenwerte sind also A\; =1 und Ay = 2.

e Ordnungen bestimmen:
Die algebraischen Ordnungen k1 = ko = 1 liest man aus dem Polybom P4 ab. Wegen 1 < [; < k;
nach Satz 8.2.3 ist auch [; = ls = 1. Da die geometrischen und algebraischen Ordnungen
iibereinstimmen, ist die Matrix A diagonalisierbar und besitzt die Diagonalgestalt

2= (" )=62)

e Transformationsmatrix bestimmen:
Wir miissen die Eigenrdume ausrechnen:

Uy, = {# € R?: A% = 7} = Kern(A — &,) = Kern <8 ;;,)

Man sieht sofort, dass Uy, von ggl) = (1,0)T aufgespannt wird. Der Eigenraum

Uy, = {# € R?: A% = 27} = Kern(A — 2€,) = Kern <_(1) g)

wird dagegen von 5&2) = (3,1)T aufgespannt. Damit haben wir mit

o-5.7)-{(). ()

eine Basis des R? aus Eigenvektoren von A. Einsetzen der Vektoren in die Transformationsma-

trix ergibt
1 3
X = (0 1).

Die gesuchte Diagonalisierung von A ist somit

X‘l-A-X:D:<1 2).
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Beispiel 8.2.8. Essei V =R3, p € L(V,V) mit ¢(¥) = A% und der Matrix

0 -1 1
A=1-3 -2 3
-2 -2 3

Wir wollen ¢ diagonalisieren.

e Startbasis wéhlen:
Damit man die geometrischen Ordnungen iiber den Rang bestimmen kann, muss man eine
Darstellungsmatrix von ¢ wihlen. Nimmt man die Standardbasis B = {€é},...,€,}, so ist

M(p; B,B) = A.

e FEigenwerte bestimmen:
Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von A. Es empfiehlt sich,
das Polynom gleich in Produktform zu bestimmen:

W | 1 X0 1
P,(\) = Py =det|-3 —2—A 3 |=det|[-3 1-) 3
—2 -2 3-2) —2 1-X 3-—2)

“x 0 1 ~x 0 1

=  (1-XN-det{-3 1 3 |=(1-X-det|[-3 1 3

—2 1 3-—)\ 1 0 -\

entwickeln 1 .

3
2%@6(1m-@t(“ 1>:41m-u2]):u1fmx+n.

Die Eigenwerte sind also Ay =1 und Ay = —1

e Ordnungen bestimmen:
Die algebraischen Ordnungen k; = 2 und k; = 1 liest man einfach aus dem Polynom ab.
Die geometrische Ordnung von Ao muss wegen ks = 1 und Satz 8.2.3 gleich eins sein. Fiir die
geometrische Ordnung /; = dim U, gibt es dagegen die beiden Moglichkeiten /1 = 1 und [; = 2.
Es gilt I} = 3 —rg(A — \1&3), was ist nach Satz 6.1.13 die Dimension der Losungsmenge des
homogenen LGS (A — A\1&3)% = 0 ist. Wir bestimmen die Dimension der Losungsmenge mit
dem Gaufischen Algorithmus:
-1 -1 1 -1 -1 1
A*)\lggz.%t*gg: -3 -3 3 — 0 0 0 :>rg(.A—)\153) =1,
-2 -2 2) {30 N0 0 o
alsoist [; = 3—1 = 2. Da die geometrischen und algebraischen Ordnungen somit {ibereinstimmen,
ist auch der zweite Teil des Hauptsatzes erfiillt, womit ¢ diagonalisierbar ist. Die Diagonalma-
trix ist
1 0 0
D= A1 =({0 1 O
A2 0 0 -1

e Transformationsmatrix X = M(id; B, B) bestimmen:
Wir miissen die Eigenrdume zu A; und Ay bestimmen. Wegen [; = 2 gibt es zwei linear un-
abhiingige Losungsvektoren des Systems (A — A&3)Z = 0. Da bei der Rangbestimmung keine
nur Zeilenumformungen verwendet wurden, ist

1 0 0
(A-—NE)i=0« |0 1 0 | -#=0.
0 0 -1
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Die Losungsmenge besteht also aus allen Vektoren (x,y,2)” € R3, fiir die —2 —y + z = 0 gilt.
Man sieht sofort, dass

(1
5

0
und 5(22): 1
1

[

zwei linear unabhéngige Losungsvektoren sind, womit sie eine Basis des Eigenraums Uy, bilden.
Fiir den Eigenwert Ay ist dagegen [y = 1, weswegen wir also rg(A — A2€3) = 2 erwarten. Es ist

auch
1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
A—XE3=A+E=1-3 -1 3 (H)—>(I) 0 -4 © (IH)—>(II) 0o -2 3
+3- -
-2 -2 4 (I11)+2-(1) 0 -4 6 ) 0 0 O
Ein von dieser Matrix annulierter Vektor ist beispielsweise 552) = (1,3,2)T, er erzeugt den

eindimensionalen Raum U),. Damit ist die Basis

) 1 0 1
B={oV 8 5P = o] (1], (3
1 1 2
komplett. Thr entspricht die Transformationsmatrix
1 0 1
X=10 1 3
11 2
mit
o 1
X1 A X =M(p;B,B)=D = 1
-1
Beispiel 8.2.9. Wir betrachten
10 --- 0 --- 0
01 --- 1 --- 0
A=|. | = én + Eij,
00 --- 0 --- 1

wobei E;; die Matrix mit genau einer Eins an der Stelle (7, ) ist. Das charakteristische Polynom ist
offensichtlich
Pa(N\) =det(A— X&) = (1 — N7,

also gibt es nur den Eigenwert \; = 1, er besitzt die algebraische Ordnung k1 = n. Seine geometrische
Ordnung ist dagegen

Lh=n—rg(A—X\Né&,) =n—r1g(A-E&,) =n—rg(E;) =n—1
Wegen [y # k1 ist A nicht diagonalisierbar.

Bemerkung 8.2.10. Symmetrische Matrizen A = A7 lassen sich stets und besonders einfach auf
Diagonalgestalt transformieren. Dies wird als Hauptachsentransformation bezeichnet.
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