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Kapitel 1

Einleitung

Vorbemerkung

Zentral in der linearen Algebra ist der Begriff des Vektorraums: Dieser Begriff hat sich aus der
analytischen Geometrie der Ebene und des Raums entwickelt, umfasst jedoch wesentlich allgemeinere
Strukturen. Jedoch wird auch das Verständnis der allgemeineren Strukturen durch die Konzepte, die
auf der geometrischen Anschauung in der Ebene und im Raum beruhen, erleichtert.

1.1 Die Ebene

Wir setzen die Menge R der reellen Zahlen mit den Rechenoperationen Addition, Subtraktion, Mul-
tiplikation und Division als bekannt voraus. Unter R2 verstehen wir die Menge aller Paare reeller
Zahlen:

R2 = {(x, y) : x, y ∈ R}.
Die Ebene E, die wir uns zum Beispiel als Zeichenebene vorstellen, kann durch Einführung eines kar-
tesischen Koordinatensystems mit dem R2 identifiziert werden. Ein kartesisches Koordinatensystem
entsteht durch Vorgabe eines Punktes 0 und einer Zahlengeraden, die wir x- Achse nennen, mit dem
Nullpunkt 0. Die y- Achse entsteht durch eine positive Drehung gegen den Uhrzeigersinn um 90◦ um
den Punkt 0 aus der x- Achse. Fällt man für einen beliebigen Punkt P0 ∈ E die Lote auf die Achsen,
so bestimmen die beiden Fußpunkte die x- bzw. y- Koordinate x0 bzw. y0 von P0, und man schreibt
P0 = (x0, y0).

-

6

x

y

sP0

x0

y0

Der Punkt 0 = (0, 0) heißt Nullpunkt oder Ursprung des Koordinatensystems. Nach der Festlegung
eines kartesischen Koordinatensystems gibt es zu jedem Zahlenpaar (x, y) ∈ R2 genau einen Punkt
X ∈ E mit X = (x, y), und umgekehrt. Zu je zwei Punkten P und Q der Ebene gibt es genau eine

Parallelverschiebung (der Ebene), die P nach Q bringt. Diese Verschiebung wird mit
−−→
PQ bezeichnet,

und heißt ”Vektor von P nach Q”. Der Vektor ~v =
−−→
PQ wird durch einen Pfeil, der von P nach Q

zeigt, dargestellt.
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Wird unter
−−→
PQ ein anderer Punkt R nach S verschoben, dann hat offenbar

−→
RS die gleiche Wirkung

wie
−−→
PQ, das heißt

−−→
PQ =

−→
RS. Zwei gleich lange und gleichgerichtete Pfeile im Raum stellen somit

den selben Vektor dar.
Offenbar gibt es zu einem Vektor

−−→
PQ genau einen Punkt S, so dass

−−→
PQ =

−→
0S ist. Wir können

den Vektor
−−→
PQ dann mit dem Punkt S der Ebene identifizieren. Jeder Punkt der Ebene kann also

ein Vektor gedeutet werden und umgekehrt. Insbesondere kann jeder Vektor der Ebene durch ein
Zahlenpaar beschrieben werden. Wir schreiben dieses Paar als Spalte

~v =

(
x
y

)
.

Die Zahlen x, y ∈ R heißen die Komponenten von ~v.

Die Addition von Vektoren

Den zu ~v gleichgerichteten, aber entgegengesetzten Vektor bezeichnen wir mit

−~v =

(
−x
−y

)
.

Insbesondere ist −
−−→
PQ =

−−→
QP . Der Nullvektor ist

~0 =

(
0
0

)
mit ~0 =

−−→
PP für alle Punkte P . Führt man zwei Parallelverschiebungen hintereinander aus, etwa

zuFerst ~a =
−−→
PQ und dann ~b =

−−→
QR, so ergibt sich wieder eine Parallelverschiebung, nämlich ~c =

−→
PR.

Wir nennen ~c die Summe von ~a und ~b und schreiben ~c = ~a+~b.

-
x

6y

rP

r
Q

S
S
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�
�
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��

��1~c

Sind ~a und~b durch ihre Komponenten gegeben, so kann die Summe durch Addition der Komponenten
erhalten werden:

~a =

(
a1
a2

)
, ~b =

(
b1
b2

)
⇒ ~a+~b =

(
a1
a2

)
+

(
b1
b2

)
=

(
a1 + b1
a2 + b2

)
.

Offenbar gelten für beliebige Vektoren ~a,~b,~c die folgenden Rechenregeln:

~a+~0 = ~a, ~a+ (−~a) = ~0

~a+~b = ~b+ ~a (Kommutativgesetz) (V A)

~a+ (~b+ ~c) = (~a+~b) + ~c (Assoziativgesetz).
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Die skalaren Vielfachen eines Vektors

Zu einer reellen Zahl λ ≥ 0 und einem Vektor ~a bezeichne λ~a denjenigen Vektor, der dieselbe Richtung
wie ~a besitzt, aber die λ-fache Länge. Im Fall λ < 0 setzt man λ~a := −(|λ|~a).
Sonderfälle dieser Definition sind 0~a = ~0 und λ~0 = ~0 für jede Zahl λ ∈ R und jeden Vektor ~a.
Für diese Multiplikation von Vektoren mit Zahlen (Skalarmultiplikation) gelten mit mit λ, µ ∈ R und
Vektoren ~a,~b folgende Rechenregeln:

λ(µ~a) = (λµ)~a

λ(~a+~b) = λ~a+ λ~b (VM)

(λ+ µ)~a = λ~a+ µ~a.

Geraden

Ein Punkt X liegt genau dann auf der Geraden g durch A in Richtung ~c, sofern ~c 6= ~0 gilt,

wenn
−−→
AX zu ~c parallel ist, falls es eine also Zahl t ∈ R mit

−−→
AX = t~c gibt. Man sagt, dass g die

Punkt- Richtungsgleichung
−−→
AX = t~c (∗)

mit t ∈ R besitzt. Die in (∗) auftretende Variable t nennt man einen Parameter.

Zu jedem Parameter t = t0 gehört genau ein Punkt X0 auf der Geraden g mit
−−→
AX0 = t0~c und

umgekehrt. Wegen
−−→
AX =

−−→
PX −

−→
PA lässt sich g bezüglich eines beliebigen Punktes P durch

−−→
PX =

−→
PA+ t~c

mit t ∈ R darstellen. Ist A = (a1, a2), B = (b1, b2) und C = (c1, c2), so ergibt ein Komponentenver-
gleich für die Geradenpunkte X = (x, y) die zwei Gleichungen{

x = a1 + tc1
y = a2 + tc2

(Punkt- Richtungs- Gleichung){
x = a1 + t · (b1 − a1)
y = a2 + t · (b2 − a2)

(Zwei- Punkte- Gleichung)

Löst man die zwei unteren Gleichungen nach t auf, und setzt die Ausdrücke gleich, so erhält man
mit A = (a1, a2) und B = (b1, b2) eine parameterfreie Darstellung.

Koordinatengleichung der Geraden durch A und B

Es ist

• x− a1
b1 − a1

=
y − a2
b2 − a2

, falls ai 6= bi für i = 1, 2

• x = a1, falls a1 = b1

• y = a2, falls a2 = b2.

Aus der (parameterfreien) Zwei- Punkte- Form für g findet man über

t =
x− a1
b1 − a1

bzw. t =
y − a2
b2 − a2

zur Parameterform zurück.
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Beispiel 1.1.1. Die durch die Parametergleichung

g :

{
x = 3− 2t
y = 4 + 5t

bestimmte Gerade in der Ebene hat die Koordinatengleichung

3− x
2

=
y − 4

5
.

Beispiel 1.1.2. Man finde die Parameterdarstellung der durch die Gleichung 2x+3y = 5 gegebenen
Geraden. Die Rechnung ist

2x+ 3y = 5

2x− 5 = −3y

x− 5
2

1
2

=
y

−1
3

x− 5
2 = 1

2 t

y = −1
3 t ⇒

{
x = 5

2 + 1
2 t

y = −1
3 t

Schnittpunkt zweier Geraden

Die Bestimmung des Schnittpunkts zweier Geraden führt auf die Lösung eines linearen Gleichungs-
systems, und zwar in jedem Fall: ob die Gerade nun durch die Punkt- Richtungs- Gleichung oder
durch die Zwei- Punkte- Gleichung gegeben ist. Auch lineare Gleichungssysteme stehen im Zentrum
der Linearen Algebra. Wir werden sie in später systematisch behandeln.

Beispiel 1.1.3. Es seien zwei Geraden durch Punkt- Richtungs- Gleichungen gegeben:

g1 :

{
x = 3 + 5t
y = 2− t und g2 :

{
x = 4− 2u
y = 1 + 3u

Es ist wichtig, zwei verschiedene Variablen für die Parameter zu benützen. Gleichsetzen liefert

3 + 5t = 4− 2u

2− t = 1 + 3u

oder

5t+ 2u = 1

−t− 3u = −1.

Addition des 5-fachen der 2. Zeile zur 1. Zeile ergibt

−13u = −4

−t− 3u = −1

u =
4

13
.

Einsetzen in das System von g2 ergibt x = 44
13 und y = 25

13 , also erhalten wir den Schnittpunkt
(
44
13 ,

25
13

)
.
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Sind die beiden Geraden durch Koordinatengleichungen gegeben, so erhält man das Gleichungssystem
unmittelbar:

Beispiel 1.1.4. Es seien g1 : x+ 3y = 5 und g2 : 3x− 2y = 7 gegeben, dann ist{
x+ 3y = 5
3x− 2y = 7

⇒
{
x+ 3y = 5
−11y = −8

nach Subtraktion des 3-fachen der ersten Zeile von der zweiten Zeile. Dies führt zu y = 8
11 und x = 31

11 ,
also zu dem Schnittpunkt P0 =

(
31
11 ,

8
11

)
.

Die Gleichungssysteme haben keine bzw. unendlich viele Lösungen, falls es sich um parallele bzw.
identische Geraden handelt.

1.2 Der Raum

Es sei nun R3 = {(x, y, z) : x, y, z ∈ R}.
Ähnlich wie die Ebene mit dem R2 kann der Raum nun mit dem R3 identifiziert werden. Ein karte-
sisches Koordinatensystem im Raum besteht aus dem Nullpunkt 0 und drei sich in 0 schneidenden
Zahlengeraden gleicher Längeneinheit. Man bezeichnet sie als x, y und z-Achse derart, dass diese drei
Achsen ein Rechtssystem bilden, das heißt, die Drehung der positiven x-Achse um 90◦ in die positive
y-Achse, zusammen mit einer Verschiebung in Richtung der positiven z-Achse, muss eine Rechts-
schraube darstellen. Diese drei durch je zwei Achsen bestimmten Ebenen heißen Koordinatenebenen,
bzw. (x, y)-Ebene, (y, z)-Ebene und (z, x)-Ebene. Die Koordinaten x0, y0 und z0 eines Punktes P0

gewinnt man aus den Schnittpunkten der entsprechenden Achsen mit dem zu den Koordinatenebenen
parallelen Ebenen durch P0. Man schreibt P0 = (x0, y0, z0).

-

6
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Völlig analog zum Fall der Ebene werden nun auch im Raum Vektoren als Parallelverschiebungen des
Raumes definiert. Auch die Pfeildarstellung sowie die Operationen der Addition und der Skalarmul-
tiplikation verlaufen völlig analog zum Fall der Ebene. Der einzige Unterschied liegt in der Tatsache,
dass Vektoren im Raum drei Komponenten besitzen. Wie in der Ebene besitzt eine Gerade im Raum
eine Parameterdarstellung −−→

OX =
−→
OA+ t~x

mit t ∈ R. Falls A = (a1, a2, a3) und

~c =

 c1
c2
c3


gilt,
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so ergibt ein Komponentenvergleich die drei Gleichungen
x = a1 + tc1
y = a2 + tc2
z = a3 + tc3

(Punkt- Richtungs- Gleichung).

Für eine Gerade durch die zwei verschiedenen Punkte A = (a1, a2, a3) und B = (b1, b2, b3) erhält man
die Gleichung 

x = a1 + t · (b1 − a1)
y = a2 + t · (b2 − a2)
z = a3 + t · (b3 − a3)

(Zwei- Punkte- Gleichung)

Die parameterfreien Koordinatengleichungen der Geraden durch A und B sind

• x− a1
b1 − a1

=
y − a2
b2 − a2

=
z − a3
b3 − a3

, falls ai 6= bi für i = 1, 2, 3

• x− a1
b1 − a1

=
y − a2
b2 − a2

und z = a3, falls ai 6= bi für i = 1, 2 und a3 = b3

• x = a1 und y = a2, falls a1 = b1, a2 = b2 und a3 6= b3.

Neben den Geraden sind die Ebenen wichtige Teilmengen des Raumes.
Wir betrachten nun die Ebene E mit dem ”Aufpunkt” A und den beiden (von ~0 verschiedenen und
nicht parallelen) Richtungsvektoren ~u und ~v. Ein Raumpunkt X liegt genau dann auf E, wenn sich

der Vektor
−−→
AX in der Form

−−→
AX = t~u + s~v mit Zahlen s, t ∈ R darstellen lässt, das heißt, man hat

mit den zwei Parametern t, s ∈ R die Parameterdarstellung von E:

−−→
AX = t~u+ s~v. (1)

Wird ein Kartesisches Koordinatensystem festgelegt, so dass A = (a1, a2, a3) und

~u =

 u1
u2
u3

 bzw. ~v =

 v1
v2
v3


ist, so die Parameterdarstellung (1) äquivalent zu den drei Koordinatengleichungen

x = a1 + tu1 + sv1
y = a2 + tu2 + sv2
z = a3 + tu3 + sv3.

(2)

Werden ~u und ~v durch die verschiedenen Punkte A = (a1, a2, a3), B = (b1, b2, b3) und C = (c1, c2, c3)

mit ~u =
−−→
AB, ~v =

−→
AC, also ui = bi− ai und vi = ci− ai, bestimmt, dann geht (2) in die Drei-Punkte-

Gleichung für die Ebene 
x = a1 + t · (b1 − a1) + s · (c1 − a1)
y = a2 + t · (b2 − a2) + s · (c2 − a2)
z = a3 + t · (b3 − a3) + s · (c3 − a3)

über.
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Kapitel 2

Grundlegende Strukturen

2.1 Mengen, Abbildungen und Verknüpfungen

Georg Cantor begründete die aus der Schule bekannte Mengenlehre mit folgender Definition:

Eine Menge ist die Zusammenfassung von Objekten,
die Gegenstand unseres Denkens sein können, zu einer Gesamtheit.

Von zentraler Bedeutung sind die Mengen

• N := {1, 2, 3, . . .} (Menge der natürlichen Zahlen),

• N0 := {0, 1, 2, 3, . . .},

• Z := {0, 1,−1, 2,−2, . . .} (Menge der ganzen Zahlen),

• Q als die Menge der rationalen Zahlen, d.h. der Brüche ganzer Zahlen,

• R als die Menge der reellen Zahlen.

Wir nehmen in dieser Vorlesung an, dass wir wissen, was unter natürlichen, ganzen, rationalen und
reellen Zahlen zu verstehen ist.

Definition 2.1.1. Es seien M und N Mengen.
Eine Menge M heißt Teilmenge von N (bzw. heißt N Obermenge von M), falls jedes Element von M
auch ein Element von N ist (Schreibweise: M ⊆ N bzw. N ⊇ M). Beispielsweise gilt N ⊆ Z, Z ⊆ Q
und Q ⊆ R. Wir schreiben zusammenfassend N ⊆ Z ⊆ Q.
Die Verneinung dieser Relation schreibt man M 6⊆ N , d.h. M ist keine Teilmenge von N , es gibt also
ein Element in M , das kein Element von N ist. Die Vereinigung ist M∪N = {x : x ∈M oder x ∈ N}.
Es seien beispielsweise M = {1, 2, 3} und N = {2, 3, 5}. Dann ist M ∪N = {1, 2, 3, 5}.
Der Durchschnitt ist M ∩ N = {x : x ∈ M und x ∈ N}. Für M = {1, 2, 3} und N = {2, 3, 5} gilt
dann M ∩N = {2, 3}.

Definition 2.1.2. Sind M und N Mengen, so definieren wir deren Differenz durch

M\N := {x ∈M : x /∈ N}.
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Ist S eine Menge von Mengen oder ein Mengensystem, so definieren wir die Vereinigung aller Mengen
aus S als ⋃

M∈S
M := {x : es gibt ein M ∈ S mit x ∈M}.

Sind n Mengen M1,M2, . . . ,Mn gegeben, so schreiben wir M1 ∪M2 ∪ · · · ∪Mn auch als

n⋃
k=1

Mk.

Ist für jedes k ∈ N eine Menge Mk gegeben, so schreiben wir statt⋃
k∈N

Mk auch

∞⋃
k=1

Mk.

Eine entsprechende Schreibweise verwenden wir auch für den Durchschnitt:⋂
M∈S

M := {x : x liegt in jedem M ∈ S}

n⋂
k=1

Mk := M1 ∩M2 ∩ · · · ∩Mn

∞⋂
k=1

Mk :=
⋂
k∈N

Mk.

Definition 2.1.3. Es seien alle Mengen M ∈ S eines Mengensystems S Teilmengen einer ”Univer-
salmenge” U . Wir bezeichnen die Komplementmenge U\M einer Menge M ∈ S mit M ′. Mit der
Schreibweise U −M statt U\M deuten wir an, dass M eine Teilmenge von U ist.

Beispiel 2.1.4. Es sei U = N = {1, 2, 3, . . .} sowie M = {2, 4, 6, 8, . . .}.
Dann ist U −M = M ′ = {1, 3, 5, 7, . . .}.

Es gelten die Komplementierungsregeln von de Morgan:( ⋃
M∈S

M

)′
=
⋂
M∈S

(M ′) und

( ⋂
M∈S

M

)′
=
⋃
M∈S

(M ′),

d.h. das Komplement der Vereinigung ist gleich dem Schnitt der Komplemente, und das Komplement
des Schnitts ist gleich der Vereinigung der Komplemente.

Definition 2.1.5. Es seien X und Y zwei nichtleere Mengen.
Unter einer Funktion oder Abbildung f von X nach Y versteht man eine Vorschrift, die jedem x ∈ X
genau ein y ∈ Y zuordnet. Dieses dem Element x zugeordnete Element y bezeichnen wir mit f(x)
und nennen es den Wert der Funktion f an der Stelle x, oder das Bild von x unter f , während x das
Urbild von y = f(x) heißt.
Die Menge X wird die Definitionsmenge oder auch der Definitionsbereich, Y die Zielmenge von f
genannt.

Bemerkung 2.1.6. Die detaillierteste Darstellung einer Funktion geschieht in der Form

f :

{
X → Y
x 7→ f(x)

.

Es werden also zunächst die Mengen angegeben, zwischen denen die Funktion abbildet, dann die
Zuordnung der einzelnen Elemente.
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Beispiel 2.1.7. Es sei

f :

{
[1, 3] → R
x 7→ 2x

diejenige Funktion, die jeder Zahl aus dem Intervall [1, 3] ihr Doppeltes zuordnet. Dann ist beispiels-
weise f(43) = 8

3 .

Bemerkung 2.1.8. Anstelle von f kann natürlich jedes andere beliebige Symbol benutzt werden.
Neben der Schreibweise des Arguments in Klammern sind auch andere Notationen üblich:

i) Das Argument im Index: an für a(n), gebräuchlich für Folgen,

ii) Darstellung ohne Klammern: Fg für F (g), gebräuchlich für höhere Operatoren,

iii) Funktionssymbol hinter dem Argument: A′ für das Komplement von A.

Definition 2.1.9. Die Bildmenge oder schlichtweg das Bild einer Abbildung f : A→ B ist die Menge
Bild(f) = f(A) = {f(a) : a ∈ A}.
Definition 2.1.10. Eine Abbildung f : A→ B heißt

i) injektiv, falls aus a 6= a′ stets f(a) 6= f(a′) folgt, d.h. falls verschiedene Elemente aus A stets
verschiedene Bilder in B besitzen,

ii) surjektiv, falls f(A) = B ist, d.h. falls es zu jedem b ∈ B ein Urbild a ∈ A mit f(a) = b gibt,

iii) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Definition 2.1.11. Es seien k ∈ N und M1, . . . ,Mk beliebige Mengen. Das Kartesische Produkt der
Mengen M1, . . . ,Mk ist als

M1 ×M2 × · · · ×Mk := {(m1, . . . ,mk) : mj ∈Mj}

definiert, d.h. als die Menge aller k- Tupel (m1, . . . ,mk), deren j-te Komponenten jeweils in Mj

liegen. Ist M1 = M2 = · · · = Mk, so schreiben wir kurz Mk.

Definition 2.1.12. Es sei X eine nichtleere Menge. Eine Abbildung Xn → X heißt eine n-stellige
Verknüpfung auf X. Unter einer Verknüpfung schlechthin verstehen wir stets eine zweistellige Ver-
knüpfung ◦ : X ×X → X.

Beispiel 2.1.13. Es sei R die Menge der reellen Zahlen. Wir haben auf R unter anderem die Ver-
knüpfungen der Addition und der Multiplikation.

Bemerkung 2.1.14. Im Falle einer endlichen Menge X = {x1, x2, . . . , xn} kann man ◦ durch eine
Verknüpfungstafel darstellen:

◦ x1 x2 · · · xn
x1 x1 ◦ x1 x1 ◦ x2 · · · x1 ◦ xn
x2 x2 ◦ x1 x2 ◦ x2 · · · x2 ◦ xn
...

...
...

...
xn xn ◦ x1 xn ◦ x2 · · · xn ◦ xn

Statt a ◦ b schreiben wir a · b, ab, a + b usw. für die verschiedenen Verknüpfungen. Beispielsweise
besitzt X = {−1, 0, 1} mit der üblichen Multiplikation die Verknüpfungstafel

· −1 0 1

−1 1 0 −1
0 0 0 0
1 −1 0 1
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2.2 Gruppen

Definition 2.2.1. Es sei ◦ eine Verknüpfung auf einer Menge G 6= ∅. Dann heißt (G, ◦) eine Gruppe,
wenn die folgenden Axiome gelten:

(G1) Es gilt a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c für alle a, b, c ∈ G (Assoziativgesetz).

(G2) Es gibt mindestens ein neutrales Element e ∈ G mit e ◦ a = a ◦ e = a für alle a ∈ G.

(G3) Ist ein neutrales Element e ∈ G gegeben, so gibt es zu jedem a ∈ G ein inverses Element a′ ∈ G
mit a ◦ a′ = a′ ◦ a = e.

Gilt zusätzlich das Axiom

(G4) Es gilt a ◦ b = b ◦ a für alle a, b ∈ G (Kommutativgesetz),

so heißt G eine abelsche oder auch kommutative Gruppe.

Beispiel 2.2.2. Es sei Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} die Menge der ganzen Zahlen mit der Ver-
knüpfung der Addition. Das Assoziativgesetz (G1) ist offenbar erfüllt, denn für alle a, b, c ∈ Z gilt
(a + b) + c = a + (b + c). Die Zahl 0 ist das einzige neutrale Element wegen 0 + a = a + 0 = a für
alle a ∈ Z. Zu jeder Zahl a ∈ Z existiert ein eindeutiges Inverses, nämlich −a mit (−a) + a = 0.
Außerdem ist (G4) über a + b = b + a für alle a, b ∈ Z erfüllt. Somit ist Z bzgl. der Addition eine
abelsche Gruppe.

Beispiel 2.2.3. Ebenso bilden die Mengen Q der rationalen Zahlen und die Menge R der reellen
Zahlen abelsche Gruppen bzgl. der Addition. Die natürlichen Zahlen N = {1, 2, 3, . . .} bilden keine
Gruppe bzgl. der Addition, da kein neutrales Element existiert.

Beispiel 2.2.4. Die Menge V2 aller Vektoren in der Ebene bildet eine abelsche Gruppe bzgl. der
Vektoraddition: Der Nullvektor ~0 ist das einzige neutrale Element, denn es gilt ~0 + ~a = ~a + ~0 = ~a
für alle a ∈ V2. Zu jedem Vektor ~a existiert ein eindeutig bestimmtes Inverses, nämlich −~a mit
(−~a) + ~a = ~0 für alle ~a ∈ V2. Ebenso bildet die Menge V3 der Vektoren im Raum eine abelsche
Gruppe.

Beispiel 2.2.5. Die Menge Z der ganzen Zahlen bildet keine Gruppe bzgl. der Verknüpfung Multi-
plikation. Es gibt zwar ein neutrales Element, nämlich die Zahl 1, aber es gibt für die Zahlen a 6= ±1
in Z kein Inverses.

Beispiel 2.2.6. Die Mengen Q\{0} und R\{0} bilden je abelsche Gruppen bzgl. der Multiplikation.
In beiden Fällen ist die Zahl 1 das einzige neutrale Element. Die Zahl a 6= 0 hat 1

a = a−1 als Inverses.

Beispiel 2.2.7. (Eine nicht-abelsche Gruppe)
Es sei γ3 die Menge der Permutationen von {1, 2, 3}, d.h. die Menge der bijektiven Abbildungen

von {1, 2, 3} auf sich selbst. Die Verknüpfung auf γ3 ist die Komposition der Permutationen. Jede
Permutation τ werde in der Form

τ =

(
1 2 3

τ(1) τ(2) τ(3)

)
notiert. Dann bildet γ3 eine Gruppe mit neutralem Element

id =

(
1 2 3
1 2 3

)
.
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Jedes τ ∈ γ3 besitzt als Inverses seine Umkehrabbildung τ−1. Die Gruppe γ3 ist nicht abelsch, denn
mit etwa

σ =

(
1 2 3
2 1 3

)
und τ =

(
1 2 3
1 3 2

)
folgt

τ ◦ σ =

(
1 2 3
3 1 2

)
aber σ ◦ τ =

(
1 2 3
2 3 1

)
.

Wir zeigen nun unseren ersten

Satz 2.2.8. In einer beliebigen Gruppe (G, ·) gelten folgende Eigenschaften:

i) Es gibt genau ein neutrales Element.

ii) Jedes a ∈ G hat genau ein Inverses, das wir mit a−1 bezeichnen.

Beweis. i) Wir vollziehen einen Beweis durch Widerspruch.
Angenommen es gebe verschiedene neutrale Elemente e1, e2 ∈ G. Da e1 neutral ist gilt e1 ·a = a
für alle a ∈ G, wir können also auch a = e2 einsetzen und erhalten e1 · e2 = e2. Da auch e2
neutral ist gilt a·e2 = a für alle a ∈ G. Einsetzen von a = e1 ergibt e1 ·e2 = e1. Zusammensetzen
der beiden Gleichungen ergibt

e1 = e1 · e2 = e2,

ein Widerspruch zur Annahme, dass e1 6= e2 ist.

ii) Es sei a ∈ G beliebig und a1, a2 ∈ G zwei Inversen, also a ·a1 = a1 ·a = e bzw. a ·a2 = a2 ·a = e
mit dem nach i) eindeutig bestimmten neutralen Element e von G. Wir multiplizieren die zweite
Gleichung von links mit a1 und erhalten a1 ·(a ·a2) = a1 ·e. Anwendung des Axioms (G1) ergibt
die Gleichungen (a1 ·a)·a2 = a1 ·e. Anwendung von (G3) auf der linken Seite ergibt e·a2 = a1 ·e,
und nach (G2) folgt a2 = a1, also waren die Inversen gleich.

Bemerkung 2.2.9. Für eine multiplikativ geschriebene Gruppe nennt man das neutrale Element
auch Einselement und schreibt 1 statt e. Der Multiplikationspunkt wird oft weggelassen, man schreibt
also ab statt a · b.

Wir zeigen nun ein paar Rechenregeln für Gruppen:

Satz 2.2.10. In jeder Gruppe (G, ·) gilt:

i) Zu beliebigen a, b ∈ G gibt es eindeutig bestimmte x, y ∈ G mit ax = b und ya = b, nämlich
x = a−1b und y = ba−1.

ii) Es gilt (a−1)−1 = a für alle a ∈ G.

Beweis. i) Wir müssen zeigen, dass es eine Lösung der Gleichungen ax = b bzw. ya = b gibt, und
dass diese eindeutig bestimmt ist.

• Existenz:
Einsetzen von x = a−1b und y = ba−1 ergibt

ax = a(a−1)b =
(G1)

(aa−1)b =
(G2)

eb = b bzw. ya = (ba−1)a =
(G1)

b(a−1a) =
(G2)

be = b.
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• Eindeutigkeit:
Es seien x1, x2 ∈ G zwei Lösungen von ax = b, so gilt ax1 = b = ax2. Nach Multiplikation
von links mit a−1 erhalten wir a−1ax1 = a−1ax2, woraus mit (G3) und (G2) die Aussage
x1 = x2 folgt. Die Lösungen waren also gleich.
Die Rechnung für die Lösungen von ya = b verläuft analog.

ii) Nach (G3) ist ã = (a−1)−1 ein Element aus G mit der Eigenschaft ã · a−1 = a−1 · ã = e.
Auch a erfüllt diese Eigenschaft wegen (G2). Nach Satz 2.2.8 ii) ist a = ã = (a−1)−1.

Satz 2.2.11. Für endlich viele Elemente a1, a2, . . . , an ∈ G gilt (a1 · a2 · · · an)−1 = a−1n · a−1n−1 · · · a
−1
1 .

Beweis. Diese Aussage beweisen wir durch vollständige Induktion nach n.
Der Induktionsanfang ist n = 1: für nur ein einziges Element ist die Aussage a−11 = a−11 richtig.
Die Induktionsannahme ist, dass für ein beliebiges n ≥ 1 die Aussage (a1 · · · an)−1 = a−1n · · · a−11 gilt.
Der Induktionsschritt besteht darin, dass wir die Aussage für n + 1 zeigen, indem wir die Indukti-
onsannahme für n verwenden. Die Aussage für n lautet, dass die rechte Seite des Satzes das Axiom
(G3) erfüllt, also

(a1 · · · an) · (a−1n · · · a−11 ) = e.

Nach (G2) dürfen wir e in der Mitte einfügen ohne den Wert der linken Seite zu ändern:

(a1 · · · an) · e · (a−1n · · · a−11 ) = e.

Nach (G3) können wir e durch an+1a
−1
n+1 ersetzen und erhalten

(a1 · · · an) · (an+1a
−1
n+1) · (a

−1
n · · · a−11 ) = e.

Wegen (G1) dürfen wir die Klammen zu

(a1 · · · an · an+1) · (a−1n+1 · a
−1
n · · · a−11 ) = e

umsetzen. Damit ist die rechte Klammer das Inverse der linken Klammer nach (G3). Das ist die
gewünschte Aussage für n + 1. Damit haben wir die Induktion abgeschlossen, und der Satz gilt für
alle n ∈ N.

Insbesondere ist die aus der Schule bekannte Regel (a1 · · · an)−1 = a−11 · · · a−1n nur in abelschen
Gruppen richtig!

Bemerkung 2.2.12. Für eine additive geschriebene Gruppe (G,+) ändern sich die Bezeichnungen
und die Rechenregeln folgendermaßen:

i) Man schreibt ”0” für das neutrale Element, und nennt es das Nullelement von (G,+).
Es gilt a+ 0 = 0 + a = a für alle a ∈ G.

ii) Man schreibt −a für das Inverse statt a−1 und a− b als Abkürzung für a+ (−b).
Es gilt somit a− a = −a+ a = a+ (−a) = 0 für alle a ∈ G.

iii) Die Gleichungen a+ x = b und y + a = b sind mit x = −a+ b und y = b− a eindeutig lösbar.

iv) Es gilt −(−a) = a und

−(a1 + a2 + · · ·+ an) = −an − an−1 − · · · − a1 = (−an) + (−an−1) + · · ·+ (−a1).

Üblicherweise benützt man die additive Schreibweise nur für abelsche Gruppen.
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2.3 Ringe und Körper

Definition 2.3.1. Es seien + und · zwei Verknüpfungen auf einer Menge R 6= ∅. Das Tripel (R,+, ·)
heißt Ring, wenn die folgenden Axiome erfüllt sind:

(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe mit dem Nullelement 0.

(R2) Für alle a, b, c ∈ R ist a · (b · c) = (a · b) · c (Assoziativgesetz bzgl. ·).

(R3) Es gelten die Distributivgesetze

a · (b+ c) = (a · b) + (a · c) und (b+ c) · a = (b · a) + (c · a).

Gilt außerdem

(R4) Für alle a, b ∈ R ist a · b = b · a (Kommutativgesetz),

so heißt R ein kommutativer Ring.
Gibt es ein e ∈ R mit e · a = a · e = a für alle a ∈ R, so heißt R ein Ring mit Eins, und wir schreiben
1 statt e.

Bemerkung 2.3.2. Wir vereinbaren die ”Punkt-vor-Strich -Regel”, d.h. der Ausdruck a+bc ist eine
Abkürzung für a+ (b · c).

Satz 2.3.3. In einem Ring R gilt für alle a, b ∈ R

a · 0 = 0 · a = 0, a · (−b) = (−a) · b = −(a · b) und (−a) · (−b) = a · b.

Es gelten also die von den gewöhnlichen Zahlensystemen her bekannten Rechenregeln.

Beweis. Es gilt
a · 0 = a · (0 + 0) =

(R3)
a · 0 + a · 0.

Subtraktion von a · 0 auf beiden Seiten ergibt 0 = a · 0.
Weiter gilt

ab+ a(−b) =
(R3)

a · (b+ (−b)) = a · 0 = 0

nach dem ersten Teil. Also gilt a(−b) = −ab. Der Beweis für (−a)b = −ab verläuft analog.
Schließlich ist damit

(−a)(−b) = −(−a)b = −(−ab) = ab.

Definition 2.3.4. Ein Ring (K,+, ·) heißt Körper, wenn (K\{0}, ·) eine abelsche Gruppe ist.

In einem Körper schreibt man oft

ab−1 = b−1a =
a

b

mit a, b ∈ K und b 6= 0.

Beispiel 2.3.5. Die Mengen Q der rationalen Zahlen und R der reellen Zahlen sind Körper bzgl.
der vertrauten Addition und Multiplikation.
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Beispiel 2.3.6. Die Menge K = {0, 1} bildet mit den Verknüpfungen

+ 0 1

0 0 1
1 1 0

und

· 0 1

0 0 0
1 0 1

einen Körper. In ihm gilt 1 + 1 = 0.

Beispiel 2.3.7. Die Menge K = {0, 1, a} mit den Verknüpfungen

+ 0 1 a

0 0 1 a
1 1 a 0
a a 0 1

und

· 0 1 a

0 0 0 0
1 0 1 a
a 0 a 1

bildet einen Körper. Hier gilt 1 + 1 + 1 = 0.

Beispiel 2.3.8. Die Menge Z der ganzen Zahlen bildet bzgl. der Addition und Multiplikation einen
Ring, jedoch keinen Körper.

2.4 Der Körper der komplexen Zahlen

Definition 2.4.1. Die Menge C der komplexen Zahlen ist mit R2 = {(x, y) : x, y ∈ R} identisch.
Die Addition komplexer Zahlen wird komponentenweise erklärt:

(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2)

für (x1, y1), (x2, y2) ∈ C. Die Multiplikation komplexer Zahlen wird durch

(x1, y1) · (x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + y1x2)

definiert.

Es enthält C den Körper R der reellen Zahlen, wenn man x ∈ R mit (x, 0) ∈ C identifiziert. Diese
Definitionen sind transparenter, wenn wir folgende Notation einführen:

Definition 2.4.2. Wir schreiben (0, 1) = i (die imaginäre Einheit).
Jedes z = (x, y) ∈ C kann dann als z = x+ iy geschrieben werden. Man nennt x den Realteil von z,
und y den Imaginärteil und schreibt x = <(z) sowie y = =(z).

Die Definition der Multiplikation folgt nun einfach aus den beiden Regeln

1. Es gilt i2 = −1 (keine reelle Zahl erfüllt diese Eigenschaft).

2. Distributiv-, Kommutativ- und Assoziativgesetze gelten wie in einem Ring.

Dann gilt

(x+ iy)(u+ iv) =
(R3)

x(u+ iv) + iy(u+ iv) =
(R3)

xu+ ixv + iyu+ (iy)(iv) =
1.

(xu− yu) + i(xv + yv).

Satz 2.4.3. Es bildet (C,+, ·) einen Körper.
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Beweis. Man prüft leicht die Gültigkeit der Körperaxiome. Zum Nachweis der inversen Elemente
verwendet man die Regeln

−(x+ yi) = −x+ (−yi) und (x+ yi)−1 =
x

x2 + y2
− i · y

x2 + y2
,

falls x+ iy 6= 0 gilt.

Da die Menge C der komplexen Zahlen mit dem R2 identisch ist, ergibt sich die Möglichkeit der
Darstellung in einer mit einem kartesischen Koordinatensystem versehenen Ebene. Die Zahl x + iy
identifizieren wir mit dem Punkt (x, y) oder auch mit dem Vektor (xy). Die Addition von komplexen
Zahlen entspricht dann der Vektoraddition.

Definition 2.4.4. Ist z = x + iy ∈ C so nennt man z = x − iy die zu z konjugiert komplexe Zahl.
Geometrisch gesehen ist z das Spiegelbild von z bzgl. der reellen Achse.
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z1 + z2

i

1 r z2
Satz 2.4.5. Es seien z, w ∈ C komplexe Zahlen. Dann gilt

i) Es ist z + w = z + w.

ii) Es ist z · w = z · w sowie ( z
w

)
=
z

w
,

falls w 6= 0 ist.

iii) Es gilt <(z) = 1
2 · (z + z) und =(z) = 1

2i · (z − z). Insbesondere gilt z = z ⇔ z ∈ R.

Beweis. Übungsaufgabe

Definition 2.4.6. Ist z = x+ iy mit x, y ∈ R, so nennt man die nicht-negative reelle Zahl

|z| :=
√
x2 + y2

den Absolutbetrag von z. Geometrisch ist |z| der Abstand von z zum Ursprung bzw. die Länge des
Vektors z.

Satz 2.4.7. Für z, w ∈ C gilt

|z|2 = z · z, |z · w| = |z| · |w| und
∣∣∣ z
w

∣∣∣ =
|z|
|w|

für w 6= 0 sowie |z̄| = |z| und die Dreiecksungleichung

|w + z| ≤ |w|+ |z|.

Beweis. Durch Nachrechnen.
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Ursprünglich wurden die komplexen Zahlen zur einheitlichen Behandlung von quadratischen Glei-
chungen

az2 + bz + c = 0 (∗)

mit a, b, c ∈ R und a 6= 0 eingeführt. Die Gleichung z2 + 1 = 0 hat offenbar in R keine Lösung, wohl
aber C, nämlich z = ±

√
−1 = ±i, und es gilt z2 + 1 = (z + i) · (z − i).

Allgemein gilt: Die Gleichung (∗) hat die in C stets die beiden (nicht notwendigerweise verschiedenen)
Lösungen

z1 = − b

2a
+

1

2a
·
√
b2 − 4ac und z2 = − b

2a
− 1

2a
·
√
b2 − 4ac,

wobei
√
d für d ≥ 0 die positive Quadratwurzel von d ∈ R bezeichne und

√
d = i ·

√
−d für d < 0.

Ferner bestätigt man leicht durch Nachrechnen die Gleichung

az2 + bz + c = a · (z − z1) · (z − z2).
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Kapitel 3

Vektorräume

3.1 Der Begriff des Vektorraums

Es sei V die Menge der Vektoren der Ebene oder des Raums. Diese Menge hat zusammen mit den
Operationen der Addition und Skalarmultiplikation die folgenden Eigenschaften:

1. Es bildet (V,+) eine abelsche Gruppe.

2. Es gilt (λ+ µ)~v = λ~v+ µ~v für alle λ, µ ∈ R und ~v ∈ V sowie λ(~u+~v) = λ~u+ λ~v für alle λ ∈ R
und ~u,~v ∈ V (Distributivgesetze).

3. Es gilt λ(µ~v) = (λµ)~v (Assoziativgesetz).

4. Es gilt 1 · ~v = ~v.

Diese Eigenschaften dienen nun zur Definition der allgemeinen Struktur eines Vektorraums.
Ein größerer Grad an Allgemeinheit wird noch erzielt, indem der zur skalaren Multiplikation verwen-
dete Körper R durch einen beliebigen Körper K ersetzt wird.

Definition 3.1.1. Es sei V eine Menge mit einer Verknüpfung ⊕ und (K,+, ·) ein Körper mit Null 0
und Eins 1, sowie ◦ : K × V → V eine Abbildung. Das Tripel (V,K, ◦) heißt ein Vektorraum über K
(auch kurz VR) oder linearer Raum, wenn die folgenden Axiome für alle ~u,~v ∈ V und λ, µ ∈ K
gelten:

(V1) Es bildet (V,⊕) eine abelsche Gruppe.

(V2) Es gelten die Distributivgesetze: (λ+µ)◦~u = (λ◦~u)⊕(µ◦~u) sowie λ◦(~u⊕~v) = (λ◦~u)⊕(λ◦~v).

(V3) Es gilt das Assoziativgesetz: λ ◦ (µ ◦ ~u) = (λ · µ) ◦ ~u.

(V4) Es gilt das Unitaritätsgesetz: 1 ◦ ~u = ~u.

Die Elemente von V heißen Vektoren, die von K Skalare. Man nennt K den Skalarkörper des Vek-
torraums, die Verknüpfung ◦ nennt man die äußere oder skalare Multiplikation von Vektoren mit
Skalaren, und die Operationen ⊕ und ◦ nennt man auch lineare Operationen.

Statt (V,K, ◦) nennt man meist kurz V einen Vektorraum, wenn aus dem Zusammenhang Klarheit
über K und ◦ besteht. In den wichtigen Fällen K = R und K = C spricht man auch von einem
reellen Vektorraum bzw. einem komplexen Vektorraum.

20



Bemerkung 3.1.2. In dieser Vorlesung bezeichnen wir Vektoren mit einem Pfeil, etwa ~v, und schrei-
ben ~0 für das Nullelement der abelschen Gruppe (V,⊕), welcher der Nullvektor genannt wird. In der
Literatur gebräuchlich sind auch die altdeutschen Buchstaben u, Unterstriche u oder Fettdruck u,
um Vektoren von Skalaren zu unterscheiden. Sobald wir mit dem Sachverhalt vertraut sind, schreiben
wir statt ⊕ und ◦ einfach + und ·.

Wir stellen einige einfache Rechenregeln zusammen:

Satz 3.1.3. In einem Vektorraum (V,K, ◦) gilt für alle ~v, ~w ∈ V und λ, µ ∈ K:

i) Es gilt genau dann λ ◦ ~v = ~0, wenn λ = 0 oder ~v = ~0 gilt.

ii) Es gilt (−λ) ◦ ~v = λ ◦ (	~v) = 	(λ ◦ ~v), wobei 	 die Inversion in (V,⊕) ist.

iii) Es gelten (λ− µ) ◦ ~v = λ ◦ ~v 	 µ ◦ ~v sowie λ ◦ (~v 	 ~w) = λ ◦ ~v 	 λ ◦ ~w.

Beweis. i) Wir zeigen beide Richtungen:
”⇒”: Es sei λ ◦ ~v = ~0. Wenn λ = 0 gilt, so sind wir fertig. Ist λ 6= 0, so existiert ein λ−1 im
Körper K. Es folgt

~v =
(V 4)

1 ◦ ~v = (λ−1 · λ) ◦ ~v =
(V 3)

λ−1 ◦ (λ ◦ ~v) = λ−1 ◦~0 = ~0.

”⇐”:
Es gelte λ = 0. Dann folgt

0 ◦ ~v = (0 + 0) ◦ ~v =
(V 2)

0 ◦ v ⊕ 0 ◦ ~v.

Kürzen nach Satz 2.2.10 in der Gruppe (V,⊕) ergibt 0 ◦ ~v = ~0.
Andererseits gilt für ~v = ~0

λ ◦~0 = λ ◦ (~0⊕~0) =
(V 2)

λ ◦~0⊕ λ ◦~0.

Kürzen ergibt λ ◦~0 = ~0.

ii) Es gilt
λ ◦ ~v ⊕ (−λ) ◦ ~v =

(V 2)
(λ− λ) ◦ ~v = 0 ◦ ~v =

i)

~0,

also (−λ) ◦ ~v = 	(λ ◦ ~v). Ebenso folgt aus

λ ◦ ~v ⊕ λ ◦ (	~v) =
(V 2)

λ ◦ (~v 	 ~v) = λ ◦~0 =
i)

~0

die Gleichung λ ◦ (	~v) = 	(λ ◦ ~v).

iii) Dies folgt sofort aus (V2) und ii).

Beispiel 3.1.4. Es sei (K,+, ·) ein Körper und n ∈ N. Wir setzen

V = Kn = {~x = (x1, . . . , xn) : x1, . . . , xn ∈ K}.

Für ~x = (x1, . . . , xn) und ~y = (y1, . . . , yn) aus Kn sowie λ ∈ K definieren wir

~x+ ~y = (x1 + y1, . . . , xn + yn) und λ · ~x = (λx1, . . . , λxn),

und nennen Kn den n-dimensionalen Standardraum über dem Körper K.
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Satz 3.1.5. Es ist (Kn,K, ·) ein Vektorraum.

Beweis. Wir haben zunächst zu beweisen, dass (Kn,+) eine abelsche Gruppe ist. Die Gesetze einer
abelschen Gruppe gelten alle, da sie für jede Komponente gelten. Beispielsweise ist

(~x+ ~y) + ~z = ((x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn)) + (z1, . . . , zn)

= (x1 + y1, . . . , xn + yn) + (z1, . . . , zn)

= ((x1 + y1) + z1, . . . , (xn + yn) + zn)

= (x1, . . . , xn) + (y1 + z1, . . . , yn + zn)

= (x1, . . . , xn) + ((y1, . . . , yn) + (z1, . . . , zn)) = ~x+ (~y + ~z).

Das Nullelement von Kn ist ~0 = (0, . . . , 0), und zu (x1, . . . , xn) ist (−x1, . . . ,−xn) das Inverse.
Auch die Gesetze (V2) bis (V4) beweist man durch Betrachtung der Komponenten.

Beispiel 3.1.6. Es sei F = {f : [0, 1] → R} die Menge der auf dem Intervall [0, 1] definierten
reellwertigen Funktionen. Für f, g ∈ F und λ ∈ R werden f + g und λ · f durch

(f + g)(x) = f(x) + g(x) und (λ · f)(x) = λ · f(x)

für alle x ∈ R erklärt. Dann ist, wie man leicht sieht, (F,R, ·) ein Vektorraum.

Beispiel 3.1.7. Es sei der Körper (K,+, ·) im Körper (L,+, ·) enthalten. Auf L betrachten wir die
gewöhnliche Addition, während wir für die skalare Multiplikation nur Produkte λ · x für λ ∈ K und
x ∈ L betrachten. Dann ist (L,K, ·) ein Vektorraum. Zum Beispiel ist der Körper C der komplexen
Zahlen ein Vektorraum über dem Körper R der reellen Zahlen.

Beispiel 3.1.8. Es sei wiederum der Körper (K,+, ·) im Körper (L,+, ·) enthalten. Jeder Vektor-
raum V über L kann dann auch als Vektorraum über K betrachtet werden. Man braucht lediglich
die Skalarmultiplikation auf Skalare aus K zu beschränken. Insbesondere kann jeder komplexe Vek-
torraum auch als reeller Vektorraum angesehen werden.

3.2 Unterräume

Definition 3.2.1. Eine Teilmenge U eines Vektorraums V über K heißt Unterraum oder Teilraum
von V , wenn U bzgl. der in V gegebenen Operationen selbst ein Vektorraum über K ist.

Um nachzuweisen, dass U ⊆ V ein Unterraum von V ist, braucht man nicht alle Vektorraumaxiome
nachzuprüfen. Vielmehr gilt

Satz 3.2.2. Es sei U 6= ∅ eine Teilmenge des Vektorraums V über K. Diese Teilmenge U ist genau
dann ein Unterraum von V , wenn die folgenden Eigenschaften gelten:

(U1) Aus ~v, ~w ∈ U folgt ~v + ~w ∈ U (Abgeschlossenheit der Addition).

(U2) Aus ~v ∈ U und λ ∈ K folgt λ~v ∈ U (Abgeschlossenheit der skalaren Multiplikation).

Beweis. Ist U ein Unterraum, so gelten (U1) und (U2) offensichtlich. Umgekehrt mögen nun (U1)
und (U2) für eine Teilmenge U ⊆ V gelten. Wegen (U1) ist + tatsächlich eine Verknüpfung auf U .
Da das Assoziativ- und das Kommutativgesetz in V gelten, gelten sie erst recht in U . Wegen U 6= ∅
gibt es mindestens ein ~v0 ∈ U . Mit (U2) folgt 0 · ~v0 = ~0 ∈ U . Nach (U2) gilt mit ~v ∈ U auch
−~v = (−1) · ~v ∈ U . Also ist (U,+) eine abelsche Gruppe. Wegen (U2) ist die Skalarmultiplikation
auf U definiert, außerdem gelten die Eigenschaften (V2) bis (V4) in V , also erst recht in U . Damit
ist U ein Vektorraum.
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Die Bedingungen (U1) und (U2) lassen sich zu einer Eigenschaft zusammenfassen:

Satz 3.2.3. (Unterraumkriterium)
Eine Teilmenge U 6= ∅ eines Vektorraums V über K ist genau dann ein Unterraum von V , wenn

für alle ~v, ~w ∈ U und λ, µ ∈ K dann λ~v + µ~w ∈ U gilt.

Beweis. Ist U ein Unterraum, so gilt diese Aussage offensichtlich. Nun gelte λ~v + µ~w ∈ U . Dann
folgen (U1) und (U2) durch die Wahlen λ = µ = 1 bzw. µ = 0.

Beispiel 3.2.4. Jeder Vektorraum V besitzt die Unterräume {~0}, welcher auch der Nullraum genannt
wird, und V selbst. Die leere Teilmenge ∅ ist kein Unterraum.

Beispiel 3.2.5. Es sei V2 der Vektorraum der Vektoren der Ebene. Unterräume von V2 sind dann {~0},
der V2 selbst und für jedes ~v ∈ V2\{~0} die Menge {λ~v : λ ∈ R}, d.h. die Menge der Richtungsvektoren
einer Geraden.

Beispiel 3.2.6. Es sei V3 der Vektorraum der Vektoren des Raums. Unterräume sind analog zum
Vektorraum V2 die Mengen {~0}, V3 und für jedes ~v ∈ V3\{~0} die Menge {λ~v : λ ∈ R}. Außerdem
bildet für jedes Paar nichtparalleler Vektoren ~v, ~w die Menge {λ~v+ µ~w : λ, µ ∈ R} einen Unterraum,
d.h. die Menge der Richtungsvektoren einer Ebene.

Beispiel 3.2.7. Der Standardraum R2 enthält die Unterräume {~0}, den R2 selbst, sowie für jedes
~v ∈ R2 mit ~v 6= ~0 die Menge {λ~v : λ ∈ R}, d.h. die Geraden durch den Nullpunkt.

Beispiel 3.2.8. Der Standardraum R3 enthält die Unterräume {~0}, den R3 selbst, sowie sämtliche
Geraden und Ebenen durch den Nullpunkt.

Beispiel 3.2.9. Es sei K = {0, 1} der Körper mit zwei Elementen aus Beispiel 2.3.6. Ein Beispiel
eines Unterraums U des Standardraums Kn ist die Menge aller n-Tupel mit einer geraden Anzahl
von Einsen. Diese bezeichnet man auch als Tupel mit gerader Parität. Diese kann wegen 1 + 1 = 0
in K auch über

U = {~x ∈ Kn : x1 + x2 + · · ·+ xn = 0}

definiert werden. Solche Unterräume spielen bei der Nachrichtenübertragung eine große Rolle: Jedes
Stück Information wird durch eine Kette von Nullen und Einsen codiert. Damit Fehler bei der
Übermittlung nicht unerkannt bleiben, kann man sich entscheiden, nur Ketten gerader Parität zu
verwenden. Auch andere Unterräume des Kn spielen in der Codierungstheorie eine große Rolle.

Satz 3.2.10. Der Durchschnitt beliebig vieler Unterräume eines Vektorraums V ist wieder ein Un-
terraum von V .

Beweis. Übungsaufgabe

Definition 3.2.11. Für eine beliebige Teilmenge M eines Vektorraums V heißt

〈M 〉 :=
⋂
{U : M ⊆ U, U ist Unterraum von V }

der von M erzeugte oder aufgespannte Unterraum oder die lineare Hülle von M . Man nennt M auch
ein Erzeugendensystem und 〈M 〉 das Erzeugnis. Im Falle einer endlichen Menge M = {~v1, . . . , ~vk}
schreibt man auch 〈~v1, . . . , ~vk 〉 statt 〈 {~v1, . . . , ~vk} 〉.

Beispiel 3.2.12. Das Erzeugnis der leeren Menge ∅ ist der Nullraum {~0}.
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Definition 3.2.13. Es sei V ein Vektorraum über K und ~v1, . . . , vk ∈ V . Jede Summe der Form

λ1~v1 + · · ·+ λk~vk

mit Skalaren λ1, . . . , λk ∈ K heißt eine Linearkombination von ~v1, . . . , ~vk.
Man nennt λj den Koeffizienten von ~vj mit 1 ≤ j ≤ k in der Summe.

Nach dem Unterraumkriterium liegt jede Linearkombination der Länge k = 2 wieder in V . Per
Induktion sieht man, dass auch Linearkombinationen beliebiger Länge aus V wieder in V liegen.
Mithilfe des Begriffs der Linearkombination lässt sich nun die lineare Hülle 〈M 〉 einer Menge M viel
einfacher beschreiben:

Satz 3.2.14. Es sei V ein Vektorraum über K und M ⊆ V mit M 6= ∅. Dann ist 〈M 〉 gleich der
Menge aller Linearkombinationen von Elementen aus M mit Koeffizienten aus K:

〈M 〉 = {λ1~v1 + · · ·+ λk~vk : k ∈ N, ~vj ∈M, λj ∈ K für 1 ≤ j ≤ k}.

Beweis. Bezeichnen wir die Menge der Linearkombinationen mit L(M), so gilt

L(M) ⊆ 〈M 〉 , (1)

da jeder über M liegende Unterraum von V jede Linearkombination über M enthält.
Andererseits zeigt man mit Satz 3.2.3 leicht, dass L(M) ein Unterraum von V ist. Es gilt nämlich mit
~v = λ1~v1 + · · ·+ λk~vk ∈ L(M) und ~w = µ1 ~w1 + · · ·+ µm ~wm ∈ L(M) und ~v1, . . . , ~vk, ~w1, . . . , ~wm ∈M
auch

λ~v + µ~w = λλ1~v1 + · · ·+ λλk~vk + µµ1 ~w1 + · · ·+ µµm ~wm ∈ L(M)

für alle λ, µ ∈ K. Da 〈M 〉 nach Definition in jedem Unterraum von V enthalten ist, der M enthält,
folgt

〈M 〉 ⊆ L(M). (2)

Aus (1) und (2) folgt die Behauptung des Satzes.

Beispiel 3.2.15. Falls M nur aus ein oder zwei Elementen besteht, und es sich bei V um den R2

oder den R3 handelt, so hat 〈M 〉 eine einfache geometrische Bedeutung: Ist M = {~v1} mit ~v1 6= ~0,
so ist nach Satz 3.2.14 eben 〈M 〉 = {λ~v1 : λ ∈ R}, die Gerade durch den Nullpunkt, die ~v1 enthält.
Ist M = {~v1, ~v2}, so ist 〈M 〉 = {λ1~v1 + λ2~v2 : λ1, λ2 ∈ R} die Ebene durch den Nullpunkt, die ~v1
und ~v2 enthält, falls ~v1, ~v2 nicht zueinander parallel sind.

Definition 3.2.16. Es seien U1, . . . , Uk Unterräume des Vektorraums V . Dann heißt

U1 + · · ·+ Uk = {~u1 + · · ·+ ~uk : uj ∈ Uj}

die Summe der Vektorräume U1, . . . , Uk.

Satz 3.2.17. Die Summe U1 + · · ·+ Uk ist ein Unterraum von V .

Beweis. Es ist U1 + · · · + Uk 6= ∅ wegen ~0 = ~0 + · · · + ~0 ∈ U1 + · · · + Uk. Es seien ~v = ~v1 + · · · + ~vk
und ~w = ~w1 + · · ·+ ~wk beliebig aus der Menge U1 + · · ·+ Uk sowie λ, µ ∈ K. Dann ist auch

λ~v + µ~w = (λ~v1 + µ~w1)︸ ︷︷ ︸
∈U1

+ · · ·+ (λ~vk + µ~wk)︸ ︷︷ ︸
∈Uk

ein Vektor aus der Summe U1 + · · ·+ Uk. Mit Satz 3.2.3 folgt die Behauptung.
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3.3 Lineare Abhängigkeit, Basis, Dimension

Es sei V stets ein Vektorraum über dem Körper K.

Definition 3.3.1. Vektoren ~v1, . . . , ~vk ∈ V heißen linear abhängig (kurz l.a.), wenn es λ1, . . . , λk ∈ K
gibt, so dass

λ1~v1 + · · ·+ λk~vk = ~0

und (λ1, . . . , λk) 6= (0, . . . , 0) gilt. Andernfalls, d.h. wenn für λj ∈ K stets

λ1~v1 + · · ·+ λk~vk = ~0⇒ λ1 = λ2 = · · · = λk = 0

gilt, heißen die Vektoren ~v1, . . . , ~vk linear unabhängig (kurz l.u.).

Beispiel 3.3.2. Für V = R3, ~v1 = (1, 2, 0), ~v2 = (0, 3, 2), ~v3 = (1, 0, 0) und ~v4 = (3, 2, 0) sind
~v1, . . . , ~v4 linear abhängig, denn es gilt 1 · ~v1 + 0 · ~v2 + 2 · ~v3 + (−1) · ~v4 = ~0.
Die Vektoren ~v1, . . . , ~v3 sind dagegen linear unabhängig, denn aus λ1~v1 + λ2~v2 + λ3~v3 = ~0 folgt

λ1 + λ3 = 0
2λ1 + 3λ2 = 0

2λ2 = 0
⇒ λ2 = 0, λ1 = 0, λ3 = 0.

Beispiel 3.3.3. Im Kn sind ~e1 = (1, 0, . . . , 0), ~e2 = (0, 1, 0, . . . , 0),. . . ,~en = (0, . . . , 0, 1) stets linear
unabhängig.

Beispiel 3.3.4. Im R3 hat die lineare Abhängigkeit von zwei bzw. drei Vektoren eine anschauliche
geometrische Bedeutung. Sind ~v1 und ~v2 nämlich linear abhängig, so gilt λ1~v1 + λ2~v2 = ~0 mit
(λ1, λ2) 6= (0, 0). Es sei OBdA λ2 6= 0, woraus ~v2 = −λ−12 λ1~v1 folgt, d.h. die beiden Vektoren ~v1, ~v2
liegen auf einer Geraden durch den Nullpunkt. Ähnlich bedeutet im R3 die lineare Abhängigkeit zweier
Vektoren deren Parallelität. Sind nämlich ~v1, ~v2, ~v3 linear abhängig, so gilt λ1~v1 + λ2~v2 + λ3~v3 = ~0
mit (λ1, λ2, λ3) 6= (0, 0, 0). Es sei OBdA λ3 6= 0, woraus ~v3 = −λ−13 λ1~v1−λ−13 λ2~v2 folgt, d.h. die drei
Vektoren ~v1, ~v2, ~v3 liegen auf einer Ebene durch den Nullpunkt.

Satz 3.3.5. Es gilt:

i) Der Nullvektor ~0 ist stets linear abhängig, ein einzelner Vektor ~v 6= ~0 dagegen ist stets linear
unabhängig.

ii) Mit ~v1, . . . , ~vk sind auch ~v1, . . . , ~vk, . . . , ~vl mit l ≥ k linear abhängig.

iii) Sind ~v1, . . . , ~vk linear unabhängig, so auch ~v1, . . . , ~vm für 1 ≤ m ≤ k.

iv) Ist ~v eine Linearkombination der Vektoren ~v1, . . . , ~vk, so sind v1, . . . , vk, ~v linear abhängig.

v) Sind k ≥ 2 Vektoren linear abhängig, so ist wenigstens einer von ihnen eine Linearkombination
der anderen.

vi) Sind ~v1, . . . , ~vk linear unabhängig, aber ~v1, . . . , ~vk, ~v linear abhängig, so ist ~v eine Linearkombi-
nation der Vektoren ~v1, . . . , ~vk.

Beweis. i) Es gilt 1 · ~0 = ~0, also ist ~0 linear abhängig. Andererseits folgt aus λ~v = ~0 mit ~v 6= ~0,
dass λ = 0 ist, also ist ~v nach Satz 3.1.3 i) linear unabhängig.
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ii) Aus λ1~v1 + · · ·+ λk~vk = ~0 und (λ1, . . . , λk) 6= (0, . . . , 0) folgt auch

λ1~v1 + · · ·+ λk~vk + λk+1~vk+1 + · · ·+ λl~vl = ~0

mit (λ1, . . . , λl) 6= (0, . . . , 0), wenn man λk+1 = · · · = λl = 0 einsetzt.

iii) Wären ~v1, . . . , ~vm linear abhängig, so ist nach ii) auch ~v1, . . . , ~vk.

iv) Ist ~v = λ1~v1 + · · ·+ λk~vk, so folgt λ1~v1 + · · ·+ λk~vk + (−1)~v = ~0.

v) Es sei λ1~v1 + · · ·+ λk~vk = ~0 und (λ1, . . . , λk) 6= (0, . . . , 0). Nach eventueller Umnummerierung
können wir annehmen, dass λk 6= 0 ist. Dann folgt ~vk = (−λ−1k )λ1~v1 + · · ·+ (−λk)−1)λk−1~vk−1.

vi) Es gelte λ1~v1 + · · · + λk~vk + λ~v = ~0 mit (λ1, . . . , λk) 6= (0, . . . , 0). Dann muss λ 6= 0 sein, da
wegen der linearen Unabhängigkeit von ~v1, . . . , ~vk die Gleichung λ1~v1 + · · · + λ~vk = ~0 nur für
λ1 = · · · = λk = 0 möglich ist. Dann ist aber ~v = (−λ−1)λ1~v1 + · · ·+ (−λ−1)λk~vk.

Der Begriff der linearen (Un-) Abhängigkeit lässt sich auf beliebige (auch unendliche) Mengen von
Vektoren erweitern:

Definition 3.3.6. Eine Menge M ⊆ V heißt linear unabhängig, wenn je endlich viele verschiedene
Vektoren aus M linear unabhängig sind, andernfalls linear abhängig.

Bemerkung 3.3.7. Wir stellen einige Spezialfälle zusammen:

i) Die leere Menge ist linear uanabhängig.

ii) Ist ~0 ∈M , so ist M linear abhängig.

iii) Jede Teilmenge einer linear unabhängigen Menge ist linear unabhängig.

iv) Jede in V liegende Obermenge einer linear abhängigen Menge ist linear abhängig.

v) Achtung: Im Falle ~a1 = ~a2 6= ~0 sind ~a1 und ~a2 linear abhängig, aber {~a1,~a2} ist linear un-
abhängig, weil es tatsächlich die Menge {~a1} ist.

Beispiel 3.3.8. Es sei G = {f : R → R} der Vektorraum der auf R definierten reellwertigen Funk-
tionen und M := {fν : ν ∈ Z} mit

fν(x) :=

{
1, falls ν ≤ x < v + 1,
0 sonst.

Dann ist M linear unabhängig.
Es sei nämlich λ1fν1+· · ·+λkfνk = 0, wobei 0 die Nullfunktion bezeichne, mit paarweise verschiedenen
Indizes ν1, . . . , νk. Für x mit νi ≤ x < νi + 1 erhalten wir

0 = (λ1fν1 + · · ·+ λkfνk) (x) = λifνi(x) = λi,

also λ1 = · · · = λk = 0.

Beispiel 3.3.9. Es sei R aufgefasst als Vektorraum über dem Unterkörper Q und M = {πν : ν ∈ N0}
mit der Kreiszahl π = 3, 14159 . . .. Dann ist M linear unabhängig, denn

n∑
ν=0

λνπ
ν = 0

mit λν ∈ Q ist nur für λ0 = . . . = λn = 0 möglich.
Der Beweis dieser Aussage ist schwierig. Man sagt, dass π eine transzendente Zahl ist.
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Definition 3.3.10. Ist M ⊆ V linear unabhängig, so schreiben wir 〈M 〉 = 〈〈M 〉〉, und nennen M
eine Basis des Erzeugnisses 〈M 〉, kurz:

V = 〈〈M 〉〉 ⇔ M ist linear unabhängig und 〈M 〉 = V.

Speziell ist eine Basis eines Vektorraums V also ein linear unabhängiges Erzeugendensystem von V .
Im Falle M = {~v1, . . . , ~vk} sagen wir auch, dass die Vektoren ~v1, . . . , ~vk eine Basis von V bilden, und
schreiben wieder kurz 〈〈~v1, . . . , ~vk 〉〉 statt 〈〈 {~v1, . . . , ~vk} 〉〉.

Beispiel 3.3.11. Es ist {~0} = 〈〈 ∅ 〉〉, und ∅ ist die einzige Basis von {~0}.

Beispiel 3.3.12. Die Vektoren ~e1, . . . , ~en ∈ Kn aus Beispiel 3.3.3 sind linear unabhängig, und wir
nennen {~e1, . . . , ~en} die Standardbasis von K.

Beispiel 3.3.13. Der Körper C der komplexen Zahlen, aufgefasst als Vektorraum über K = R, hat
die Basis {1, i}.

Man kann zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Wir werden uns jedoch bei der Diskussion
der Basis auf relativ einfache Fälle, sogenannte endlichdimensionale Vektorräume beschränken.

Definition 3.3.14. Gibt es eine maximale Zahl n linear unabhängiger Vektoren in V , so heißt n die
Dimension von V :

dim(V ) = max{|M | : M ⊆ V linear unabhängig} ∈ N0.

Gibt es kein solches n, existiert also zu jedem k ∈ N eine linear unabhängige Teilmenge M ⊆ V mit
|M | = k, so heißt V unendlichdimensional, und wir schreiben dim(V ) =∞.

Beispiel 3.3.15. Es ist dim({~0}) = 0.

Beispiel 3.3.16. Es sei V = K ein Körper aufgefasst als ein Vektorraum über sich selbst.
Die Menge {1} ist linear unabhängig, und sind λ1, λ2 ∈ K mit λ1 6= λ2, so gilt λ2λ1 + (−λ1)λ2 = 0,
d.h. die Vektoren λ1, λ2 sind stets linear abhängig, also dim(K) = 1.

Beispiel 3.3.17. Es ist dim(R2) = 2. Die Vektoren (1, 0) und (0, 1) sind linear unabhängig, also gilt
dim(R2) ≥ 2. Andererseits sind je drei Vektoren ~a = (a1, a2), ~b = (b1, b2), ~c = (c1, c2) linear abhängig,
denn es gilt

(b1c2 − b2c1)~a+ (c1a2 − a1c2)~b+ (a1b2 − a2b1)~c = ~0.

Ist hier etwa b1c2 − b2c1 = 0, so sind schon ~b und ~c linear abhängig, also c1~b − b1~c = ~0 = c2~b − b2~c.
Ist aber b1 = b2 = 0, so ist schon ~b allein linear abhängig.

Beispiel 3.3.18. Ebenso ist dim(C) = 2, wenn C als Vektorraum über R aufgefasst wird.

Beispiel 3.3.19. Der Vektorraum G = {f : R→ R} besitzt die Dimension dim(G) =∞.

Satz 3.3.20. Es sei dim(V ) = n < ∞. Dann besitzt V eine Basis, genauer bildet jede linear un-
abhängige Teilmenge mit n Vektoren eine Basis von V .

Beweis. Es seien ~v1, . . . , ~vn ∈ V linear unabhängig und ~v ∈ V beliebig. Nach Definition der Dimension
sind ~v1, . . . , ~vn, ~v linear abhängig. Nach Satz 3.3.5 vi) ist ~v eine Linearkombination von ~v1, . . . , ~vn,
also ~v ∈ 〈~v1, . . . , ~vn 〉. Da ~v ∈ V beliebig war, folgt V = 〈~v1, . . . , ~vn 〉 = 〈〈~v1, . . . , ~vn 〉〉.

Wir werden in Kürze zeigen, dass es keine Basis von V mit weniger als dim(V ) Elementen gibt.
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Satz 3.3.21. Für ~v1, . . . ~vn ∈ V sind folgende Aussagen äquivalent:

i) Es gilt V = 〈〈~v1, . . . , ~vn 〉〉.

ii) Jedes ~v besitzt eine Darstellung
~v = λ1~v1 + · · ·+ λn~vn (∗)

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten (λ1, . . . , λn) ∈ Kn, oder die durch (∗) vermittelte Ab-
bildung Kn → V , (λ1, . . . , λn)→ λ1~v1 + · · ·+ λn~vn ist bijektiv.

Beweis. i) ⇒ ii):
Da {~v1, . . . , ~vn} ein Erzeugendensystem von V bildet, hat jedes ~v ∈ V mindestens eine Darstel-
lung der Form (∗). Es seien ~v = λ1~v1 + · · ·+λn~vn und ~v = µ1~v1 + · · ·+µn~vn zwei Darstellungen
des gleichen Vektors. Dann folgt aus (λ1 − µ1)~v1 + · · · + (λn − µn)~vn = ~0 über die lineare
Unabhängigkeit der ~vj sogleich λj − µj = 0 für j = 1, . . . , n und damit auch λj = µj , d.h. die
Darstellung (∗) ist eindeutig.

ii) ⇒ i):
Eine und damit die einzige Darstellung (∗) von ~0 ist ~0 = 0 ·~v1 + · · ·+ 0 ·~vn. Also sind ~v1, . . . , ~vn
linear unabhängig.

Satz 3.3.22. Es sei V = 〈〈~v1, . . . , ~vn 〉〉 und ~w ∈ V mit ~w 6= ~0. In der Darstellung

~w = λ1~v1 + · · ·+ λn~vn (∗)

mit (λ1, . . . , λn) ∈ Kn sei j ein Index mit λj 6= 0. Dann gilt

V = 〈〈~v1, . . . , ~vj−1, ~w,~vj+1, . . . , ~vn 〉〉 .

Beweis. Es sei OBdA j = 1, ansonsten nummerieren wir die ~vj um. Wir müssen nun V = 〈〈 ~w,~v2, . . . , ~vn 〉〉
zeigen.

• V = 〈 ~w,~v2, . . . , ~vn 〉:
Auflösen von (∗) nach ~v1 ergibt

~v1 = µ1 ~w + µ2~v2 + · · ·+ µn~vn (∗∗)

mit µi = − λi
λ1

für i = 2, . . . , n. Es sei nun ~v ∈ V beliebig, etwa ~v = α1~v1 + · · · + αn~vn mit
α1, . . . , αn ∈ K. Einsetzen von (∗∗) ergibt

~v = α1(µ1 ~w + µ2~v2 + · · ·+ µn~vn) + α2~v2 + · · ·+ αn~vn

= α1µ1 ~w + (α1µ2 + α2)~v2 + · · ·+ (α1µn + αn)~vn ∈ 〈 ~w,~v2, . . . , ~vn 〉 .

• {~w,~v2, . . . , ~vn} ist linear unabhängig:
Angenommen wir haben

µ1 ~w + µ2~v2 + · · ·+ µn~vn = ~0.

Dann folgt mit (∗)
~0 = µ1(λ1~v1 + · · ·+λn~vn) +µ2~v2 + · · ·+µn~vn = (µ1λ1)~v1 + (µ1λ2 +µ2)~v2 + · · ·+ (µ1λn +µn)~vn

und damit
µ1λ1 = µ1λ2 + µ2 = · · · = µ1λn + µn = 0,

da ~v1, . . . , ~vn linear unabhängig sind, weswegen µ1 = 0 wegen λ1 6= 0 ist. Daraus folgt dann
µ2 = · · · = µn = 0, und somit ist {~w,~v2, . . . , ~vn} linear unabhängig.
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Wir verallgemeinern Satz 3.3.22 zu dem wichtigen

Satz 3.3.23. (Austauschsatz von Steinitz, Basisergänzungssatz)
Es sei V ein Vektorraum mit V = 〈〈~v1, . . . , ~vn 〉〉 und ~w1, . . . , ~wk ∈ V linear unabhängig, womit
k ≤ n gilt. Ferner lässt sich aus {~v1, . . . , ~vn} eine Teilmenge {~v′k+1, . . . , ~v

′
n} so auswählen, dass

V =
〈〈
~w1, . . . , ~wk, ~v

′
k+1, . . . , ~v

′
n

〉〉
gilt.

Mit anderen Worten: Man kann k geeignet gewählte Vektoren der Basis {~v1, . . . , ~vn} gegen die ~wi aus-
tauschen, so dass man wieder eine Basis von V erhält. Insbesondere lässt sich jede linear unabhängige
Teilmenge eines endlichdimensionalen Vektorraums zu einer Basis von V ergänzen.

Beweis. Wir führen eine vollständige Induktion nach k für festes n durch.
Induktionsanfang k = 1:

Es ist n ≥ 1. Wegen ~w1 6= ~0 ist in der Basisdarstellung ~w1 = λ1~v1 + · · ·+λn~vn mindestens ein λj 6= 0
enthalten. Nach Satz 3.3.22 kann man ~vj gegen ~w1 austauschen, so dass {~v1, . . . , ~vj−1, ~w1, ~vj+1, . . . , ~vn}
wieder eine Basis von V ist.
Induktionsschritt k → k + 1:
Die Behauptung des Satzes gelte für ein k ∈ N, und es seien ~w1, . . . , ~wk, ~wk+1 ∈ V linear un-
abhängig. Nach Induktionsannahme, angewandt auf ~w1, . . . , ~wk, ist k ≤ n, und es gibt eine Teilmenge
{~v′k+1, . . . , ~v

′
n} ⊆ {~v1, . . . , ~vn} derart, dass

V =
〈〈
~w1, . . . , ~wk, ~v

′
k+1, . . . , ~v

′
n

〉〉
. (∗)

Wäre k = n, so wäre schon V = 〈〈 ~w1, . . . , ~wk 〉〉, also ~wk+1 eine Linearkombination von ~w1, . . . , ~wk.
Da ~w1, . . . , ~wk, ~wk+1 aber linear unabhängig sein sollen, muss folglich k < n gelten, d.h. k + 1 ≤ n
sein. Wegen (∗) und ~wk+1 6= 0 gilt

~wk+1 = µ1 ~w1 + · · ·+ µk ~wk + µk+1~v
′
k+1 + · · ·+ µn~v

′
n

mit µ1, . . . , µn ∈ K, wobei mindestens ein µi 6= 0 ist. Dabei kann nicht µk+1 = · · · = µn = 0 sein, denn
sonst wären ~w1, . . . , ~wk, ~wk+1 linear abhängig, also ist µi 6= 0 für mindestens ein i ∈ {k + 1, . . . , n}.
Austauschen von ~v′i gegen ~wk+1 gemäß Satz 3.3.22 ergibt die Behauptung für k + 1.

Satz 3.3.24. Es sei V = 〈〈~v1, . . . , ~vn 〉〉. Dann ist dim(V ) = n, und eine Teilmenge B ⊆ V ist genau
dann eine Basis von V , wenn B aus n linear unabhängigen Vektoren besteht.

Beweis. Für jede linear unabhängige Menge M ⊆ V gilt |M | ≤ n, also dim(V ) ≤ n nach Satz 3.3.23.
Nach Definition der Dimension ist andererseits n ≤ dim(V ), woraus dim(V ) = n folgt.
Nun sei B eine beliebige Basis von V . Dann folgt zunächst m := |B| ≤ dim(V ) = n und dann wie
oben dim(V ) = m, also m = n. Umgekehrt ist nach Satz 3.3.20 auch jede linear unabhängige Menge
B ⊆ V mit |B| = dim(B) eine Basis von V .

Beispiel 3.3.25. Für die Standardvektorräume gilt dim(Kn) = n, denn die Standardbasis {~e1, . . . , ~en}
hat n Elemente. Insbesondere ist dim(Rn) = n und dim(Cn) = n als Vektorraum über C. Allerdings
besitzt Cn als Vektorraum über R die Dimension 2n, und eine Basis ist {~e1, . . . , ~en, i~e1, . . . , i~en}.

Satz 3.3.26. Es sei dim(V ) <∞ und U ein Unterraum von V Dann gilt

i) dim(U) ≤ dim(V ).

ii) dim(U) = dim(V )⇔ U = V .

Beweis. i) Dies folgt sofort aus der Definition der Dimension.
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ii) Es sei dim(U) = dim(V ) = n. Dann besitzt U nach Satz 3.3.20 eine Basis {~v1, . . . , ~vn}. Diese
bildet dann ebenfalls nach Satz 3.3.20 eine Basis von U , also U = V . Die Rückrichtung ist klar.

Satz 3.3.27. (Dimensionssatz für Summenräume)
Es seien U1 und U2 endlichdimensionale Unterräume eines Vektorraums V . Dann gilt

dim(U1) + dim(U2) = dim(U1 + U2) + dim(U1 ∩ U2).

Beweis. Da U1 ∩ U2 ein Unterraum von U1 und ebenso von U2 ist, gilt nach Satz 3.3.26 die Aussage
d = dim(U1 ∩U2) <∞. Es sei also nach Satz 3.3.20 nun {~a1, . . . ,~ad} eine Basis von U1 ∩U2, was im
Falle d = 0 auch die leere Menge sein kann. Wir ergänzen diese Basis nach Satz 3.3.23 zu je einer
Basis von U1 und U2:

B1 := {~a1, . . . ,~ad,~b1, . . . ,~br} eine Basis von U1

B2 := {~a1, . . . ,~ad,~c1, . . . ,~cs} eine Basis von U2.

Wir behaupten nun, dass B := B1 ∪ B2 = {~a1, . . . ,~ad,~b1, . . . ,~br,~c1, . . . ,~cs} eine Basis von U1 + U2

ist.
Wir haben zwei Aussagen zu zeigen: 〈B 〉 = U1 + U2 und die lineare Unabhängigkeit von B:

• 〈B 〉 = U1 + U2:
Wegen B ⊆ U1∪U2 ⊆ U1+U2, da U1+U2 ein Unterraum ist, folgt 〈B 〉 ⊆ U1+U2. Andererseits
ist

U1 + U2 = 〈B1 〉+ 〈B2 〉 ⊆ 〈B 〉+ 〈B 〉 = 〈B 〉

wegen B1, B2 ⊆ B.

• B ist linear unabhängig:
Es sei

α1~a1 + · · ·+ αd~ad + β1~b1 + · · ·βr~br + γ1~c1 + · · ·+ γs~cs = ~0

mit αi, βj , γk ∈ K. Wir müssen nun zeigen, dass alle Koeffizienten verschwinden. Sortieren
ergibt

α1~a1 + · · ·+ αd~ad + β1~b1 + · · ·+ βr~br︸ ︷︷ ︸
∈U1

= − γ1~c1 + · · ·+ γs~cs︸ ︷︷ ︸
∈U2

⊆ U1 ∩ U2.

Dann gibt es Koeffizienten λl mit −(γ1~c1 + · · ·+ γs~cs) = λ1~a1 + · · ·+ λd~ad, also

λ1~a1 + · · ·+ λd~ad + γ1~c1 + · · ·+ γs~cs = ~0.

Da B2 als Basis linear unabhängig ist, gilt λ1 = · · · = λd = γ1 = · · · = γs = 0. Daraus folgt

α1~a1 + · · ·+ αd~ad + β1~b1 + · · ·+ βr~br = ~0

und somit α1 = · · · = αd = β1 = · · · = βr = 0, da auch B1 linear unabhängig ist. Also
verschwinden sämtliche Koeffizienten αi, βj , γk, weswegen B linear unabhängig ist.

Da wir jetzt Basen für alle beteiligten Räume haben, können wir die Aussage des Satzes durch Zählen
der Basisvektoren zeigen:

dim(U1 + U2) = |B| = d+ r + s = (d+ r) + (d+ s)− d = dim(U1) + dim(U2)− dim(U1 ∩ U2).
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Beispiel 3.3.28. Es sei V = R3 und U1 = 〈〈 (1, 0, 0), (0, 1, 0) 〉〉 sowie U2 = 〈〈 (1,−1, 0), (0, 0, 1) 〉〉.
Also gilt dim(U1) = dim(U2) = 2. Dabei sind U1 und U2 Ebenen durch ~0, und zwar explizit

U1 = {(x, y, 0) : x, y ∈ R}, die xy-Ebene,

U2 = {(x,−x, z) : x, z ∈ R},
U1 ∩ U2 = {(x,−x, 0) : x ∈ R} = 〈〈 (1,−1, 0) 〉〉 , die Gerade durch y = −x und z = 0.

Insbesondere ist dim(U1)∩dim(U2) = 1. Mit dem Dimensionssatz folgt dim(U1 +U2) = 2+2−1 = 3,
also U1 + U2 = R3, d.h. alle ~v ∈ R3 lassen sich als ~v = ~u1 + ~u2 mit ~u1 ∈ U1 und ~u2 ∈ U2 schreiben.
Diese Darstellung ist jedoch nicht eindeutig.
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Kapitel 4

Matrizen

4.1 Grundlegende Definitionen

Im folgenden sei K wieder ein Körper.

Definition 4.1.1. Unter einer Matrix vom Typ (m,n) mit m,n ∈ N oder einer m× n-Matrix über
dem Körper K versteht man ein rechteckiges Schema der Gestalt

A =

a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn


mit aij ∈ K für 1 ≤ i ≤ m und 1 ≤ j ≤ n.
Die Einträge aij heißen Komponenten oder Koeffizienten der Matrix.
Den Vektor ~ai = (ai1, . . . , ain) ∈ Kn für 1 ≤ i ≤ m bezeichnet man als den i-ten Zeilenvektor
oder kurz die i-te Zeile von A, den Vektor ~bj = (a1j , . . . , amj) ∈ Km für 1 ≤ j ≤ n als den j-ten

Spaltenvektor oder kurz die j-te Spalte von A. Wir schreiben ~bj oft in Spaltenschreibweise

~bj =

a1j
...

amj

 .

Man schreibt dann auch kurz

A =

~a1...
~am

 = (~b1, . . . ,~bn) = (aij)1≤i≤m
1≤j≤n

.

Die Menge aller Matrizen vom Typ (m,n) bezeichnet man mit K(m,n) oder Km×n. Die Gerade in A,
auf der die Elemente a11, . . . , arr mit r = min(m,n) stehen, nennt man die Hauptdiagonale von A.

Durch Spiegelung an der Hauptdiagonalen erhält man aus der Matrix A die Matrix AT , die als die
Transponierte von A bezeichnet wird. Sie hat die Gestalt

AT =


a11 · · · am1

a12 · · · am2
...

...
a1n · · · amn

 ∈ K(n,m).
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Die Zeilen von A werden also die Spalten von AT , und die Spalten von A werden die Zeilen von AT ,
also

A = (akl)1≤k≤m
1≤l≤n

⇔ AT = (bkl)1≤k≤n
1≤l≤m

mit bkl = alk.

Matrizen desselben Typs über K können komponentenweise addiert und mit Skalaren aus M multi-
pliziert werden:

Definition 4.1.2. Es seien A,B ∈ K(m,n) mit

A =

a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn

 und B =

 b11 · · · b1n
...

...
bm1 · · · bmn

 .

Dann versteht man unter der Summe von A und B die Matrix

A+ B =

 a11 + b11 · · · a1n + b1n
...

...
am1 + bm1 · · · amn + bmn

 .

Ist λ ∈ K, so setzt man

λA =

λa11 · · · λa1n
...

...
λam1 · · · λamn

 .

Man schreibt (−1) · A = −A.

Beispiel 4.1.3. Es sei K = R und

A =

3 −1 5 7
2 1 4 3
0 −8 2 6

 und B =

 2 0 −4 −3
−2 −1 0 −5

1 8 1 4

 .

Dann ist

A+ B =

5 −1 1 4
0 0 4 −2
1 0 3 10

 und 3A =

9 −3 15 21
6 3 12 9
0 −24 6 18

 .

Definition 4.1.4. Die Matrix vom Typ (m,n), deren sämtliche Komponenten verschwinden, nennt
man die Nullmatrix

0 = 0(m,n) =

0 · · · 0
...

...
0 · · · 0

 .

Man zeigt leicht

Satz 4.1.5. Der K(m,n) bildet bzgl. der Matrizenaddition und Skalarmultiplikation mit der Nullmatrix
als Nullelement einen Vektorraum über K mit Dimension dim(K(m,n)) = m · n.

Beweis. Übungsaufgabe
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Von großer Bedeutung ist auch das Produkt von Matrizen A und B. Im allgemeinen Fall sind hier
jedoch A und B von verschiedenem Typ. Die Motivation für die kompliziert anmutende Definition
wird erst später im Kapitel über lineare Abbildungen ersichtlich.

Definition 4.1.6. Es seien

A = (aij)1≤i≤m
1≤j≤n

∈ K(m,n) und B = (bkl)1≤k≤n
1≤l≤r

∈ K(n,r)

gegeben. Dann versteht man unter dem Produkt C = AB die Matrix C = (cil)1≤i≤m
1≤l≤r

∈ K(m,r) mit

cil =

n∑
j=1

aijbjl

mit 1 ≤ i ≤ m bzw. 1 ≤ l ≤ r.

Bemerkung 4.1.7. Das Element in der i-ten Zeile und der l-ten Spalte der Produktmatrix C wird
also erhalten, indem die Elemente der i-ten Zeile von A und der l-ten Spalte von B paarweise multi-
pliziert und die Produkte addiert werden:

C =


 ← A =

i-te Zeile

 , B =

l-te Spalte( )
.

Damit das Produkt zweier Matrizen A und B definiert ist, muss die Anzahl der Spalten von A mit
der Anzahl der Zeilen B übereinstimmen. Die Produktmatrix C = AB hat dann dieselbe Anzahl
Zeilen wie A und die diesselbe Anzahl Spalten wie B.

Beispiel 4.1.8. Es sei K = R und

A =

2 3 −1 5
0 −2 1 1
3 7 4 2

 , B =


1 −1
3 0
2 5
1 6

 .

Dann ist das Produkt

A · B =

14 23
−3 11
34 29

 .

Ein neutrales Element bezüglich dieser Multiplikation bildet die sogenannte Einheitsmatrix.

Definition 4.1.9. Es sei n ∈ N. Die Matrix vom Typ (n, n), En = (δij), 1 ≤ i, j ≤ n mit dem
Kroneckersymbol

δij =

{
1, falls i = j
0 sonst.

heißt Einheitsmatrix vom Typ (n, n).

Die Matrix En hat also Einsen auf der Hauptdiagonale und Nullen außerhalb der Hauptdiagonalen.
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Im folgenden Satz werden die wichtigsten Eigenschaften der Matrizenmultiplikation zusammenge-
fasst:

Satz 4.1.10. Für Matrizen A,B, C über K gilt, falls die Ausdrücke definiert sind, d.h. die Spalten-
und Zeilenzahl zueinander passen:

i) das Assoziativgesetz: (AB)C = A(BC).

ii) die Distributivgesetze: A(B + C) = AB +AC und (B + C)A = BA+ CA.

iii) die Neutralität der Einheitsmatrix En: En · A = A · En = A.

iv) Im Allgemeinen ist AB 6= BA, d.h. das Kommutativgesetz gilt nicht.

Beweis. i) Es sei

A = (afg) 1≤f≤l
1≤g≤m

, B = (bhi)1≤h≤m
1≤i≤n

und C = (cjk)1≤j≤n
1≤k≤r

.

Die in der Behauptung auftretenden Produkte sind offenbar definiert, wir bezeichnen sie mit

AB = (dfi)1≤f≤l
1≤i≤n

und BC = (ehk)1≤h≤m
1≤k≤r

.

Nach Definition ist

dfi =

m∑
g=1

afgbgi und ehk =

n∑
i=1

bhicik. (∗)

Für die Komponente ufk von (AB)C gilt nach Definition des Produkts und (∗)

ufk =

n∑
i=1

dficik =

n∑
i=1

 m∑
g=1

afgbgi

 cik.

Andererseits gilt für das Element vfk von A(BC)

vfk =
m∑
g=1

afgegk =
m∑
g=1

afg

n∑
i=1

bgicik.

Nach dem Distributivgesetz in K gilt ufk = vfk, und damit (AB)C = A(BC).

ii) Nun sei
A = (aij)1≤i≤m

1≤j≤n
, B = (bkl)1≤k≤n

1≤l≤r
und C = (ckl)1≤k≤n

1≤l≤r
.

Dann gilt für die Komponente dil von A(B + C)

dil =
n∑
j=1

aij(bjl + cjl).

Für die Komponente eil bzw. fil von AB bzw. AC gilt

eil =
n∑
j=1

aijbjl bzw. fil =
n∑
j=1

aijcjl,

also dil = eil + fil, und somit A(B + C) = AB +AC.
Das zweite Distributivgesetz wird analog bewiesen.
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iii) Es sei

A = (aij)1≤i≤m
1≤j≤n

und En sowie δkl wie oben definiert. Für das Element bil von A · En gilt dann

bil =

n∑
j=1

aijδjl = ail,

also A · En = A. Analog wird En · B = B bewiesen.

iv) Oft ist nur eines der beiden Produkte AB bzw. BA überhaupt definiert.
Es ist jedoch auch nicht schwer, Gegenbeispiele zu finden, wenn beide Produkte definiert sind.
Ein Beispiel, das für jeden Körper K existiert, ist

A =

(
1 0
1 1

)
und B =

(
0 1
1 1

)
.

Denn dann gilt

AB =

(
0 1
1 1 + 1

)
6= BA =

(
1 1

1 + 1 1

)
unabhängig davon, welches Element 1 + 1 ∈ K ist.

Einen wichtigen Spezialfall von Matrizen bilden die quadratischen Matrizen:

Definition 4.1.11. Eine Matrix vom Typ (m,n) heißt quadratisch, wenn m = n ist.

Satz 4.1.12. Die Menge K(n,n) der quadratischen Matrizen mit n Zeilen bzw. Spalten bildet bzgl.
der Matrizenaddition und -multiplikation einen Ring mit Einselement En. Der K(n,n) ist für n ≥ 2
nicht kommutativ.

Beweis. Die Ringaxiome folgen aus Satz 4.1.10. Das Beispiel zur Nichtkommutativität lässt sich leicht
für alle n ≥ 2 ausdehnen.

Satz 4.1.13. Für Matrizen A und B über K gilt, sofern A+ B bzw. AB definiert ist:

i) (A+ B)T = AT + BT .

ii) (AB)T = BTAT .

Beweis. i) Dies ist trivial.

ii) Es sei

A = (aij)1≤i≤m
1≤j≤n

und B = (bkl)1≤k≤n
1≤l≤r

.

Dann gilt AT = (a′ij) 1≤i≤n
1≤j≤m

mit a′ij = aji bzw. BT = (b′kl)1≤k≤r
1≤l≤n

mit bkl′ = blk.

Das Element cil von AB ist

cil =
n∑
j=1

aijbjl,
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und das Element dil von BTAT ist

dil =

n∑
j=1

b′ija
′
jl =

n∑
j=1

aljbji = cli.

Also ist BTAT = (AB)T .

4.2 Der Rang einer Matrix und elementare Umformungen

Definition 4.2.1. Die Maximalzahl linear unabhängiger Zeilenvektoren in einer Matrix A ∈ K(m,n)

heißt der Zeilenrang von A, die Maximalzahl linear unabhängiger Spaltenvektoren von A heißt der
Spaltenrang von A.

Bemerkung 4.2.2. Es seien ~a1, . . . ,~am ∈ Kn die Zeilenvektoren und ~b1, . . . ,~bn ∈ Km die Spalten-
vektoren von A. Nach Satz 3.3.24 ist dann

Zeilenrang von A = dim(〈 ~a1, . . . ,~am 〉)
Spaltenrang von A = dim(〈 ~b1, . . . ,~bn 〉).

Zur einfachen Berechnung von Zeilen- und Spaltenrang einer Matrix bedient man sich elementarer
Umformungen:

Definition 4.2.3. Als elementare Umformungen einer Matrix A ∈ K(m,n) bezeichnet man:

• Elementare Zeilenumformungen:

(Z1) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar λ 6= 0 aus K,

(Z2) Addition einer mit λ ∈ K multiplizierten Zeile zu einer anderen Zeile,

(Z3) Vertauschung zweier Zeilen.

• Elementare Spaltenumformungen:

(S1) Multiplikation einer Spalte mit einem Skalar λ 6= 0 aus K,

(S2) Addition einer mit λ ∈ K multiplizierten Spalte zu einer anderen Spalte,

(S3) Vertauschung zweier Spalten.

Beispiel 4.2.4. Eine typische Umformungsfolge ist2 1 3
0 3 2
2 −5 −1

 (S2)−→
(III)-3·(II)

2 1 0
0 3 −7
2 −5 14

 (Z2)−→
(III)-(I)

2 1 0
0 3 −7
0 −6 14


(Z2)−→

(III)+2·(II)

2 1 0
0 3 −7
0 0 0

 (Z1)−→
1
3
·(II)

2 1 0
0 1 −7

3
0 0 0

 (Z2)−→
(I)-(II)

2 0 7
3

0 1 −7
3

0 0 0


(S2)−→

(III)- 7
6
·(I)

2 0 0
0 1 −7

3
0 0 0

 (S2)−→
(III)+ 7

3
·(II)

2 0 0
0 1 0
0 0 0

 (Z1)−→
1
2
·(I)

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 .
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Beispiel 4.2.5. Eine andere Umformungsfolge für die gleiche Matrix ergibt2 1 3
0 3 2
2 −5 −1

 (Z2)−→

2 1 3
0 3 2
0 −6 −4

 (Z2)−→

2 1 3
0 3 2
0 0 0

 (S2)−→

2 0 3
0 3 2
0 0 0


(S2)−→

2 0 0
0 3 2
0 0 0

 (S2)−→

2 0 0
0 3 0
0 0 0

 (Z1)−→

1 0 0
0 3 0
0 0 0

 (Z1)−→

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 .

Satz 4.2.6. Durch elementare Umformungen lässt sich jede Matrix A = (aij) ∈ K(m,n) in eine

Matrix D
(m,n)
r der Form

D(m,n)
r =



1
1

. . .

1

0

0

0
0

. . .


= (cij) mit cij =

{
1, falls i = j ≤ r
0 sonst

überführen.

Beweis. Ist A = 0m,n die Nullmatrix, dann sind wir mit r = 0 fertig.
Gibt es ein aij 6= 0, so kann dieses durch die Umformungen (Z3) und (S3) an die Stelle von a11
getauscht werden. Multiplikation der 1. Zeile (oder der 1. Spalte) mit a−1ij liefert in der linken oberen
Ecke eine 1. Die Elemente der neuen Matrix nennen wir wieder aij , jetzt also mit a11 = 1. Nun wird
das a12-fache der 1. Spalte von der 2. Spalte subtrahiert, dann das a13-fache der 1. Spalte von der 3.
Spalte usw. Nach diesen Umformungen erhält die 1. Zeile die Gestalt (1, 0, . . . , 0). Jetzt subtrahiert
man das a21-fache der 1. Zeile von der 2. Zeile usw., womit man eine Matrix der Gestalt

1 0 · · · 0
0 a′22 · · · a′2n
...

...
...

0 a′m2 · · · amn

 =


1 0 · · · 0

0
... A′
0


erhält.
Mit der Restmatrix A′ ∈ K(m−1,n−1) wird analog verfahren. Offenbar haben elementare Umfor-
mungen von A′ wegen Nullen am Rand keinen Einfluss auf die 1. Zeile sowie die 1. Spalte der
ursprünglichen Matrix. Falls nicht schon A′ = 0m−1,n−1 ist, geht A′ ihrerseits in eine Matrix der
obigen Gestalt über. Wir haben also die Umformungskette

A −→ · · · −→


1 0 · · · 0

0
... A′
0

 −→ · · · −→


1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0

0 0
...

... A′′
0 0

 .

Dieses Verfahren bricht spätestens nach s = min(m,n) Schritten ab, und der Satz ist bewiesen.
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Beispiel 4.2.7. Es gilt

A =

0 2 1 1
1 3 −2 0
2 4 6 5

 (Z3)−→

1 3 −2 0
0 2 1 1
2 4 6 5

 (Z2)−→

1 3 −2 0
0 2 1 1
0 −2 10 5


(S2)−→

1 0 0 0
0 2 1 1
0 −2 10 5

 (S1)−→

1 0 0 0
0 1 1 1
0 −1 10 5

 (Z2)−→

1 0 0 0
0 1 1 1
0 0 11 6


(S2)−→

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 11 6

 (S1)−→

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 6

 (S2)−→

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 = D
(3,4)
3 .

Satz 4.2.8. Elementare Umformungen verändern weder den Zeilen- noch den Spaltenrang einer
Matrix.

Beweis. Wegen der Analogie zwischen Zeilen und Spalten genügt es zu zeigen, dass elementare Zei-
lenumformungen weder den Zeilen- noch den Spaltenrang einer Matrix verändern. Wir beschränken
uns auf die Operation (Z2), der Beweis für die anderen Operationen verläuft analog. Wir addieren
OBdA ein Vielfaches der 1. auf die 2. Zeile:

A =


~a1
~a2
...
~am

 (Z2)−→ A′ =


~a1

~a2 + λ~a1
...
~am

 .

Dann gilt 〈~a1,~a2, . . . ,~am 〉 = 〈~a1,~a2 + λ~a1, . . . ,~am 〉.
Ist nämlich ~v = µ1~a1 + µ2~a2 + · · ·+ µm~am, so gilt auch

~v = (µ1 − µ2λ)~a1 + µ2(~a2 + λ~a1) + µ3~a3 + · · ·+ µm~am.

Andererseits gilt für ~w = ν1~a1 + ν2(~a2 + λ~a1) + · · ·+ νm~am auch

~w = (ν1 + λν2)~a1 + ν2~a2 + · · ·+ νm~am.

Also haben A und A′ nicht nur gleichen Zeilenrang, ihre Zeilenvektoren spannen sogar denselben
Unterraum von Kn auf. Sind

~bl1 =


a1,l1
a2,l1

...
am,l1

 , . . . , ~bl,s =


a1,ls
a2,ls

...
am,ls


beliebige Spaltenvektoren von A, dann sind

~b′l1 =


a1,l1

a2,l1 + λa1,l1
...

am,l1

 , . . . , ~b′l,s =


a1,ls

a2,ls + λa1,ls
...

am,ls


die entsprechenden Spalten in A′. Jede lineare Relation µ1~bl1 + · · ·+µs~bls = ~0 ist zur entsprechenden

Relation µ1~b
′
l1

+ · · ·+ µs~b
′
ls

= ~0 äquivalent. Die ~bl sind also genau dann linear unabhängig, wenn die

entsprechenden ~b′l es sind.
Daher haben A und A′ auch den gleichen Spaltenrang.

39



Satz 4.2.9. Für jede Matrix A ∈ K(m,n) gilt:

Zeilenrang von A = Spaltenrang von A.

Diese Zahl heißt der Rang von A, geschrieben rg(A).

Es ist rg(A) = r die Anzahl der Einsen aus der Matrix D
(m,n)
r aus Satz 4.2.6.

Bemerkung 4.2.10. Die Zahl r hängt also nur von A ab, und nicht davon, mit welcher Serie

elementarer Umformungen die Matrix D
(m,n)
r gewonnen wurde.

Beweis. (Beweis von Satz 4.2.9)

Nach Satz 4.2.8 hat D
(m,n)
r denselben Zeilen- bzw. Spaltenrang wie A. Der Zeilen- sowie der Spal-

tenrang von D
(m,n)
r ist aber offensichtlich r.

Beispiel 4.2.11. Nach den vorigen Beispielen ist

rg

0 2 1 1
1 3 −2 0
2 4 6 5

 = 3 und rg

2 1 3
0 3 2
2 −5 −1

 = 2.

Definition 4.2.12. Eine quadratische Matrix A ∈ K(n,n) heißt regulär, falls rg(A) = n ist.
Andernfalls, wenn also rg(A) < n gilt, heißt A singulär.

Satz 4.2.13. Ist A ∈ K(n,n) regulär, so lässt sich A schon allein durch elementare Zeilenumformun-
gen in die Einheitsmatrix En überführen, ebenso auch allein durch Spaltenumformungen.

Beweis. Es sei A = (aij) mit 1 ≤ i, j ≤ n. Mindestens eines der Elemente ak1 der 1. Spalte muss von
null verschieden sein. Durch die Umwandlungen (Z3) und (Z1) erhält man in der linken oberen Ecke
eine 1.
Anwendung von (Z2) ergibt dann eine Matrix der Gestalt

1 a′12 · · · a′1n
0 a′22 · · · a′2n
...

...
...

0 a′n2 · · · a′nn

 .

Da die 1. und 2. Spalte linear unabhängig sind, muss hier mindestens eine der Komponenten a′22, . . . , a
′
n2

in der 2. Spalte von 0 verschieden sein. Man erhält dann analog eine Matrix
1 0 a′′13 · · · a′′1n
0 1 a′′23 · · · a′′2n
...

...
...

...
0 0 a′′n3 · · · a′′nn

 .

Nach n Schritten ist die Einheitsmatrix hergestellt. Der Beweis für Spaltenumformungen verläuft
analog.
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Beispiel 4.2.14. Es gilt0 2 3

1 1 1

3 4 2

 (Z3)−→

1 1 1

0 2 3

3 4 2

 (Z2)−→

1 1 1

0 2 3

0 1 −1

 (Z1)−→

1 1 1

0 1 3
2

0 1 −1



(Z2)−→

1 0 −1
2

0 1 3
2

0 0 −5
2

 (Z1)−→

1 0 −1
2

0 1 3
2

0 0 1

 (Z2)−→

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 = E3.

Definition 4.2.15. Eine Matrix Ẽ ∈ K(n,n) heißt Elementarmatrix, wenn sie durch elementare Um-
formungen aus der Einheitsmatrix En hervorgeht. Wir sagen, dass Ẽn zu dieser Umformung gehört.

Bemerkung 4.2.16. Es gibt demnach drei Typen von Elementarmatrizen:

• Typ 1: Multiplikation der i-ten Zeile mit λ 6= 0:

R1 =



1
. . .

1
λ

1
. . .

1


.

• Typ 2: Addition des λ-fachen der j-Zeile zur i-ten Zeile:

R2 =



1
. . .

1 · · · λ
...

...
0 · · · 1

. . .

1


.

• Typ 3: Vertauschung der i-ten und j-ten Zeile:

R3 =



1
. . .

0 · · · 1
...

...
1 · · · 0

. . .

1


.

Die gleichen Matrizen gehören zu den Spaltenoperationen (S1), (S2) und (S3).

Wie man durch Nachrechnen leicht zeigt, gilt der folgende

Satz 4.2.17. Entsteht Ã aus A ∈ K(m,n) durch eine elementare Zeilen- bzw. Spaltenumformungen,
dann gilt Ã = ẼA bzw. Ã = AẼn für die zur Umformung gehörende Matrix Ẽ.
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4.3 Die Inverse einer Matrix

Definition 4.3.1. Eine quadratische Matrix A ∈ K(n,n) heißt invertierbar, wenn es eine Matrix
B ∈ K(n,n) mit BA = En oder AB = En gibt.

Satz 4.3.2. Eine Matrix A ∈ K(n,n) ist genau dann invertierbar, wenn A regulär ist.
Dann besitzt A sowohl ein Linksinverses als auch ein Rechtsinverses.

Beweis. ”⇒”:
Es sei A ∈ K(n,n) invertierbar mit BA = En oder AB = En. Wir unterscheiden zwei Fälle:

• Fall 1: BA = En.
Es seien ~b1, . . . ,~bn ∈ Kn die Spaltenvektoren von A, und λ1, . . . , λn ∈ K beliebig mit

λ1~b1 + · · ·+ λn~bn = ~0.

Dann folgt

~0 = A ·

λ1...
λn

 =⇒
·B von links

~0 = BA

λ1...
λn

 = En

λ1...
λn

 =

λ1...
λn

 ,

also sind alle λj = 0. Damit sind ~b1, . . . ,~bn linear unabhängig und A regulär.

• Fall 2: AB = En.
Dies folgt aus Fall 1 wegen

AB = En ⇒ BTAT = ETn = En ⇒ AT regulär⇒ A regulär.

”⇐”:
Es sei A regulär. Nach Satz 4.2.13 lässt sich A durch elementare Zeilenumformungen in die Einheits-
matrix En überführen. Nach Satz 4.2.17 gibt es daher eine Folge von Elementarmatrizen Ẽ1, . . . , Ẽm,
so dass Ẽm · · · Ẽ1 · A = En ist. Also ist BA = En für B = Ẽm · · · Ẽ1. Analog erhält man auch eine
Rechtsinverse, indem man die Elementarmatrizen aufmultipliziert, die zu den Spaltenumformungen
aus Satz 4.2.13 gehören.

Satz 4.3.3. Die regulären Matrizen in K(n,n) bilden bzgl. der Multiplikation eine (für n ≥ 2 nicht-
abelsche) Gruppe. Insbesondere gilt: Zu jeder regulären Matrix A ∈ K(n,n) gibt es genau eine inverse
Matrix A−1 ∈ K(n,n) mit A−1A = AA−1 = En. Es gilt zudem (AT )−1 = (A−1)T .

Beweis. Es sei G = {A ∈ K(n,n) : A regulär}. Es ist En ∈ G. Das Assoziativgesetz gilt in (G, ·) nach
Satz 4.1.10. Zu A ∈ G gibt es nach Satz 4.3.2 ein B ∈ K(n,n) mit AB = En, und zwar ist dann B
auch invertierbar, also B ∈ G nach Satz 4.3.2. Zu zeigen bleibt, dass G bzgl · auch abgeschlossen ist.
Wähle zu A,B ∈ G dann A′,B′ ∈ G mit A′A = B′B = En. Dann ist (B′A′)(AB) = B′EnB = En,
weswegen AB nach Satz 4.3.2 invertierbar ist und somit AB ∈ G gilt. Somit ist (G, ·) eine Gruppe,
die Eindeutigkeit der Inversen A′ = A−1 folgt mit Satz 2.2.8. Ferner ist

(A−1)TAT = (AA−1)T = ETn = En ⇒ (A−1)T = (AT )−1.

Definition 4.3.4. Mit GL(n,K) = {A ∈ K(n,n) : A regulär} bezeichnen wir die (multiplikative)
Gruppe der invertierbaren (n, n)-Matrizen.
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Satz 4.3.5. Es sei A ∈ GL(n,K).
Man erhält A−1, indem man an En simultan diesselben Zeilenumformungen vornimmt, die man
verwendet, um A gemäß Satz 4.2.13 in En zu überführen.

Beweis. Nach Satz 4.2.17 entsprechen diese Zeilenumformungen der Multiplikation mit einem Pro-
dukt von gewissen Elementarmatrizen C̃ = ẼmẼm−1 · · · Ẽ1 ∈ GL(n,K) von links, d.h. C̃A = En.
Das Resultat derselben Umformungen an En ist dann C̃En = C̃, aber C̃ = A−1.

Beispiel 4.3.6. Wir berechnen die Inverse der Matrix

A =

6 2 3
4 5 −2
7 2 4


mit der folgenden Umformungskette:

A E

6 2 3 1 0 0
4 5 -2 0 1 0
7 2 4 0 0 1

-1 0 -1 1 0 -1
4 5 -2 0 1 0
7 2 4 0 0 1

1 0 1 -1 0 1
0 5 -6 4 1 -4
0 2 -3 7 0 -6

1 0 1 -1 0 1
0 1 0 -10 1 8
0 0 -3 27 -2 -22

3 0 3 -3 0 3
0 1 0 -10 1 8
0 0 -3 27 -2 -22

3 0 0 24 -2 -19
0 1 0 -10 1 8
0 0 -3 27 -2 -22

3 0 0 24 -2 -19
0 3 0 -30 3 24
0 0 3 -27 2 22

1 0 0
0 1 0 A−1
0 0 1

mit der Inversen

A−1 =
1

3
·

 24 −2 −19
−30 3 24
−27 2 22

 .

Man rechnet leicht die Probe

1

3
·

6 2 3
4 5 −2
7 2 4

 24 −2 −19
−30 3 24
−27 2 22

 =
1

3
·

3 0 0
0 3 0
0 0 3

 = E3

nach.
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Kapitel 5

Lineare Abbildungen

5.1 Definitionen und einfache Eigenschaften

Es seien stets V,W, V ′, . . . Vektorräume über demselben Körper K. Dieser Abschnitt befasst sich mit
Abbildungen zwischen Vektorräumen, die mit den linearen Operationen verträglich sind:

Definition 5.1.1. Eine Abbildung ϕ : V → V ′ heißt linear oder ein (Vektorraum-) Homomorphismus,
falls folgende Eigenschaften gelten:

(L1) ϕ(~a+~b) = ϕ(~a) + ϕ(~b) für alle ~a,~b ∈ V .

(L2) ϕ(λ~a) = λϕ(~a) für alle λ ∈ K und ~a ∈ V .

Äquivalent dazu ist

(L) ϕ(λ~a+ µ~b) = λϕ(~a) + µϕ(~b) für alle λ, µ ∈ K und ~a,~b ∈ V .

Die Menge aller linearen Abbildungen ϕ : V → V ′ wird mit L(V, V ′) bezeichnet.
Ein ϕ ∈ L(V, V ′) heißt ein (Vektorraum)- Isomorphismus, wenn ϕ bijektiv ist.
Existiert ein Isomorphismus ϕ : V → V ′, so sagen wir, V ist isomorph zu V ′, geschrieben als V ∼= V ′.
Ein ϕ ∈ L(V, V ), also mit V = V ′, heißt ein Endomorphismus, bzw. im Falle der Bijektivität ein
Automorphismus von V .

Beispiel 5.1.2. Es gibt stets den trivialen Homomorphismus ϕ0(~a) = ~0′ ∈ V ′ für alle ~a ∈ V .

Beispiel 5.1.3. Der Endomorphismus ϕ : V → V , ϕ(~a) = λ~a für festes λ ∈ K ist trivial für λ = 0,
und ein Automorphismus für λ 6= 0, da er wegen ϕ(~a) = ϕ(~b) ⇔ ~a = ~b injektiv ist, und surjektiv
wegen ϕ(λ−1~a) = ~a.

Beispiel 5.1.4. Für V = R2 ist ϕ(x, y) = (λx, µy) mit λ, µ ∈ R\{0} die sogenannte Eulerabbildung.
Die Ebene wird in x-Richtung um den Faktor λ und in y-Richtung um den Faktor µ gestreckt.
Offenbar ist ϕ ein Automorphismus.

Beispiel 5.1.5. Es sei V = R2. Die Projektion auf die x-Achse ϕ : V → V , ϕ(x, y) = (x, 0) ist weder
injektiv noch surjektiv, also kein Automorphismus.

Beispiel 5.1.6. Für V = R2 heißt der Automorphismus ϕ : V → V , ϕ(x, y) = (x+ λy, y) für festes
λ ∈ R Scherung.
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Beispiel 5.1.7. Der Homomorphismus ϕ : Rn → R mit

ϕ(x1, . . . , xn) =
n∑
j=1

ajxj

für feste a1, . . . , an ∈ R ist eine sogenannte Linearform.

Beispiel 5.1.8. Es sei F0 = {p : R→ R, p Polynom}. Für p ∈ F0 mit

p(x) =

n∑
ν=0

aνx
ν

sei ϕ(p) = p′ die Ableitung mit

p′(x) =

n∑
ν=1

aν · ν · xν−1.

Dann ist ϕ ein Endomorphismus von F0. Er ist surjektiv, denn für

p̃(x) =

n∑
ν=0

aν
ν + 1

xν+1

ist ϕ(p̃) = p. Er ist nicht injektiv, denn es gilt etwa ϕ(p0) = 0 für jedes konstante Polynom p0(x) = a0.
Die Abbildung ϕ ist ein Beispiel für einen linearen Differentialoperator.

Satz 5.1.9. Für Vektorräume V , V ′ und V ′′ gilt:

i) Ist ϕ ∈ L(V, V ′) und ψ ∈ L(V ′, V ′′), so ist ψ ◦ ϕ ∈ L(V, V ′′).

ii) Ist ϕ : V → V ′ ein Isomorphismus, so auch die inverse Abbildung ϕ−1 : V ′ → V .

Beweis. i) Es seien ~a,~b ∈ V und λ, µ ∈ K. Dann gilt

(ψ ◦ ϕ)(λ~a+ µ~b) = ψ(λϕ(~a) + µϕ(~b)) = λ(ψ ◦ ϕ)(~a) + µ(ψ ◦ ϕ)(~b).

ii) Da ϕ−1 offenbar bijektiv ist, müssen wir nur (L) zeigen. Es seien ~a′,~b′ ∈ V ′ und λ, µ ∈ K mit
~a′ = ϕ(~a) und ~b′ = ϕ(~b) für ~a,~b ∈ V . Dann folgt

ϕ−1(λ~a′ + µ~b′) = ϕ−1(λϕ(~a) + µϕ(~b)) = ϕ−1(ϕ(λ~a+ µ~b)) = λ~a+ µ~b = λϕ−1(~a′) + µϕ−1(~b′).

Satz 5.1.10. Für ϕ,ψ ∈ L(V, V ′) und λ ∈ K seien ϕ+ ψ und λϕ ∈ L(V, V ′) werteweise durch

(ϕ+ ψ)(~a) := ϕ(~a) + ψ(~a) und (λϕ)(~a) := λϕ(~a)

für alle ~a ∈ V definiert.
Mit diesen Operationen wird L(V, V ′) zu einem Vektorraum über K. Der Nullvektor ist der triviale
Homomorphismus ϕ0(~a) = ~0′ ∈ V ′ für alle ~a ∈ V .

Beweis. Durch Nachrechnen sieht man leicht die Gültigkeit der Regel (L) für ϕ + ψ sowie für λϕ.
Auch die Vektorraumaxiome werden leicht nachgeprüft.
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Satz 5.1.11. Mit der oben definierten Addition sowie der Komposition von Abbildungen ◦ als Multi-
plikation ist (L(V, V ),+, ◦) ein Ring mit Einselement, der Endomorphismenring von V . Einselement
ist die Identität idV : ~a→ ~a für alle ~a ∈ V .

Beweis. Nach Satz 5.1.10 ist (L(V, V ),+) eine abelsche Gruppe. Nach Satz 5.1.9 ist ◦ eine Ver-
knüpfung auf L(V, V ). Das Assoziativgesetz der Multiplikation gilt, da es allgemein für die Kompo-
sition von Abbildungen gilt. Die Distributivgesetze gelten ebenfalls, denn für ψ,ϕ, χ ∈ L(V, V ) und
alle ~a ∈ V gilt

(ϕ ◦ (ψ+χ))(~a) = ϕ(ψ(~a) +χ(~a)) = ϕ(ψ(~a)) +ϕ(χ(~a)) = (ϕ ◦ψ)(~a) + (ϕ ◦χ)(~a) = (ϕ ◦ψ+ϕ ◦χ)(~a).

Ebenso ist

((ψ + χ) ◦ ϕ)(~a) = ψ(ϕ(~a)) + χ(ϕ(~a)) = (ψ ◦ ϕ+ χ ◦ ϕ)(~a).

Für das Einselement gilt idV ◦ ϕ = ϕ ◦ idV = ϕ für alle ϕ ∈ L(V, V ).

Satz 5.1.12. Die Automorphismen von V bilden bzgl. ◦ eine Gruppe, die lineare Gruppe von V ,
geschrieben GL(V ).

Beweis. Es ist ◦ eine Verknüpfung auf GL(V ), denn mit ϕ,ψ ist auch ψ ◦ ϕ : V → V bijektiv, und
die Linearität folgt nach Satz 5.1.9. Das Assoziativgesetz folgt nach Satz 5.1.11, das Einselement ist
idV , und das Inverse von ϕ ist die Umkehrabbildung ϕ−1.

5.2 Kern und Bild

Satz 5.2.1. Für ϕ ∈ L(V, V ′) gilt:

i) ϕ(~0) = ~0′.

ii) Sind ~a1, . . . ,~an ∈ V linear abhängig, so auch ϕ(~a1), . . . , ϕ(~an) ∈ V ′.

iii) Sind ϕ(~a1), . . . , ϕ(~an) ∈ V ′ linear unabhängig, so auch ~a1, . . . ,~an ∈ V .

Beweis. i) Es gilt ϕ(~0) = ϕ(~0 +~0) = ϕ(~0) + ϕ(~0), woraus ϕ(~0) = ~0′ folgt.

ii) Aus λ1~a1 + · · ·+ λn~an = ~0 folgt

λ1ϕ(~a1) + · · ·+ λnϕ(~an) = ϕ(λ1~a1 + · · ·+ λn~an) = ~0′

nach i).

iii) Dies folgt direkt aus ii).

Satz 5.2.2. Es sei ψ ∈ L(V, V ′). Dann gilt

i) Ist M ⊆ V , so gilt ϕ(〈M 〉) = 〈ϕ(M) 〉. Insbesondere ist das Bild eines Unterraums U ⊆ V ein
Unterraum von V ′.

ii) Für einen Unterraum U ′ ⊆ V ′ ist ϕ−1(U ′) = {~a ∈ V : ϕ(~a) ∈ U ′} ein Unterraum von V .
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Beweis. i) Wir unterscheiden zwei Fälle:
Fall 1: Es sei M = ∅. Dann ist 〈M 〉 = {~0} und ϕ(〈M 〉) = {~0′} = 〈 ∅ 〉 = 〈ϕ(M) 〉.
Fall 2: Es sei M 6= ∅. Wir zeigen zunächst ϕ(〈M 〉) ⊆ 〈ϕ(M) 〉:
Ist ~a = λ1~a1 + · · ·+ λn~an ∈ 〈M 〉, so folgt direkt ϕ(~a) = λ1ϕ(~a1) + · · ·+ λnϕ(~an) ∈ 〈ϕ(M) 〉.
Es ist nun noch 〈ϕ(M) 〉 ⊆ ϕ(〈M 〉) zeigen. Es sei dazu ~b ∈ 〈ϕ(M) 〉, d.h. ~b = λ1~b1 + · · ·+λn~bn
mit ~bj ∈ ϕ(M). Dann gibt es ~aj ∈ M mit 1 ≤ j ≤ n und ϕ(~aj) = ~bj . Es gibt λj ∈ K mit
~a = λ1~a1 + · · ·+ λn~an ∈ 〈M 〉 und damit

ϕ(a) = λ1ϕ(~a1) + · · ·+ λnϕ(~an) = λ1~b1 + · · ·+ λn~bn = ~b,

also ~b ∈ ϕ(〈M 〉). Damit ist insgesamt 〈ϕ(M) 〉 = ϕ(〈M 〉) gezeigt.

ii) Es ist ϕ−1(U ′) 6= ∅, da ϕ(~0) = ~0′ ∈ U ′ ist, also ~0 ∈ ϕ−1(U ′). Es seien ~a,~b ∈ ϕ−1(U ′) gegeben,
also ϕ(~a), ϕ(~b) ∈ U ′. Ferner seien λ, µ ∈ K. Dann gilt

ϕ(λ~a+ µ~b) = λϕ(~a) + µϕ(~b) ∈ U ′,

d.h. λ~a+ µ~b ∈ ϕ−1(U ′).

Satz 5.2.3. Es sei ϕ ∈ L(V, V ′) und U ein Unterraum von V . Dann ist dim(ϕ(U)) ≤ dim(U).
Insbesondere folgt dim(V ) = dim(V ′) aus V ∼= V ′.

Beweis. Es sei OBdA dim(U) < ∞. Dnn besitzt U nach Satz 3.3.20 eine Basis B, also U = 〈B 〉.
Nach Satz 5.2.2 gilt ϕ(U) = ϕ(〈B 〉) = 〈ϕ(B) 〉, womit ϕ(B) ein Erzeugendensystem von ϕ(U) ist.
Dann ist dim(ϕ(U)) ≤ |ϕ(B)| ≤ |B| = dim(U).

Definition 5.2.4. Es sei ϕ ∈ L(V, V ′). Es heißt Bild(ϕ) = ϕ(V ) = {ϕ(~a) : ~a ∈ V } das Bild von ϕ.
Die Menge Kern(ϕ) = ϕ−1({~0′}) = {~a ∈ V : ϕ(~a) = ~0′} heißt Kern von ϕ.
Nach Satz 5.2.2 sind dies Unterräume von V ′ bzw. V .
Ferner heißt rg(ϕ) = dim(Bild(ϕ)) der Rang und def(ϕ) = dim(Kern(ϕ)) der Defekt von ϕ.

Beispiel 5.2.5. Wir betrachten die Projektion aus Beispiel 5.1.5.
Es ist V = R2 und ϕ(x, y) = (x, 0). Dann ist Bild(ϕ) = {(x, 0) : x ∈ R}, d.h. rg(ϕ) = 1. Andererseits
ist Kern(ϕ) = ϕ−1({(0, 0)}) = {~a ∈ V : ϕ(~a) = (0, 0)} = {(0, y) : y ∈ R}, und somit def(ϕ) = 1.

Satz 5.2.6. Für ϕ ∈ L(V, V ′) sind folgende Aussagen äquivalent:

i) Die Abbildung ϕ ist injektiv.

ii) Es gilt Kern(ϕ) = {~0}, d.h. def(ϕ) = 0.

iii) Sind ~a1, . . . ,~an ∈ V linear unabhängig, so auch ϕ(~a1), . . . , ϕ(~an).

Beweis. i) ⇒ ii):
Ist ϕ injektiv, so folgt aus ϕ(~a) = ~0′ = ϕ(~0) schon ~a = ~0.

ii) ⇒ iii):
Es seien Kern(ϕ) = {~0} und ~a1, . . . ,~an ∈ V linear unabhängig. Aus λ1ϕ(~a1)+· · ·+λnϕ(~an) = ~0′

folgt dann ϕ(λ1~a1 + · · ·+ λn~an) = ~0′, d.h.

λ1~a1 + · · ·+ λn~an ∈ KernK(ϕ) = {~0′} ⇒ λ1 = · · · = λn = 0,

da ~a1, . . . ,~an linear unabhängig sind.
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iii) ⇒ i):
Es seien ~a1,~a2 ∈ V mit ~a1 6= ~a2. Dann ist ~a1−~a2 6= ~0 linear unabhängig, also ist nach iii) auch
ϕ(~a1 − ~a2) = ϕ(~a1)− ϕ(~a2) linear unabhängig, und damit ϕ(~a1) 6= ϕ(~a2).

Satz 5.2.7. (Rangformel)
Es sei ϕ ∈ L(V, V ′) mit dim(V ) <∞. Dann gilt rg(ϕ) + def(ϕ) = dim(V ), oder ausführlich

dim(Bild(ϕ)) + dim(Kern(ϕ)) = dim(V ).

Die beiden Extremfälle dieser Gleichheit sind

def(ϕ) = 0 ⇔ dim(Bild(ϕ)) = dim(V )
rg(ϕ) = 0 ⇔ Kern(ϕ) = V.

Beweis. Wir wählen eine Basis ~a1, . . . ,~ar von Kern(ϕ) und ergänzen sie nach dem Austauschsatz
von Steinitz (3.3.23) zu einer Basis ~a1, . . . ,~ar,~b1, . . . ,~bs von V . Wir zeigen im folgenden, dass

ϕ(V ) =
〈〈

ϕ(~b1), . . . , ϕ(~bs)
〉〉

ist. Daraus folgt dann rg(ϕ) + def(ϕ) = r + s = dim(V ), also die Behauptung.

• ϕ(~b1), . . . , ϕ(~bs) sind linear unabhängig:

Es sei ~0 = λ1ϕ(~b1) + · · ·+ λsϕ(~bs) = ϕ(λ1~b1 + · · ·+ λs~bs) mit λi ∈ K. Es folgt

λ1~b1 + · · ·+ λs~bs ∈ Kern(ϕ)⇒ λ1~b1 + · · ·+ λs~bs = µ1~a1 + · · ·+ µr~ar

mit µj ∈ K. Dann ist µ1~a1 + · · ·+ µr~ar + (−λ1)~b1 + · · ·+ (−λs)~bs = ~0, woraus

λ1 = · · · = λs = µ1 = · · · = µr = 0

folgt, da ~a1, . . . ,~ar,~b1, . . . ,~bs linear unabhängig sind.

• ϕ(V ) = 〈 ϕ(~b1), . . . , ϕ(bs) 〉:
Es sei dazu ~v′ ∈ ϕ(V ), etwa ~v′ = ϕ(~v) für ein ~v ∈ V . Dann ist

~v = α~a1 + · · ·+ αr~ar + β1~b1 + · · ·+ βs~bS

mit αi, βj ∈ K. Es folgt

~v′ = ϕ(~v) = α1ϕ(~a1) + · · ·+ αrϕ(~ar) + β1ϕ(~b1) + · · ·+ βsϕ(~bs)

= β1ϕ(~b1) + · · ·+ βsϕ(~bs) ∈
〈
ϕ(~b1), . . . , ϕ(~bs)

〉
,

denn es ist ϕ(~ai) = ~0 für die ~ai ∈ Kern(ϕ).

Satz 5.2.8. Es sei ϕ ∈ L(V, V ′). Dann gilt

i) Ist dim(V ) <∞, so gilt ϕ injektiv⇔ rg(ϕ) = dim(V ).

ii) Ist dim(V ) = dim(V ′), so gilt ϕ injektiv⇔ ϕ surjektiv.

Beweis. Es gelten die Äquivalenzen

ϕ injektiv ⇔
Satz 5.2.6

def(ϕ) = 0 ⇔
Satz 5.2.7

rg(ϕ) = dim(V ) sowie

ϕ injektiv ⇔
i)

dim(Bild(ϕ)) = dim(V ) = dim(V ′) ⇔
Satz 3.3.26 ii)

ϕ(V ) = V ′.
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5.3 Lineare Fortsetzung

Wir kommen nun zur Frage der Beschreibung linearer Abbildungen:

Satz 5.3.1. Es sei V = 〈〈~a1, . . . ,~an 〉〉, und es seien ~b1, . . . ,~bn ∈ V ′ beliebige Vektoren. Dann gibt es
genau eine lineare Abbildung ϕ ∈ L(V, V ′) mit ϕ(~aj) = ~bj für j = 1 . . . n , d.h. eine lineare Abbildung
ist schon völlig festgelegt, wenn ihre Werte auf einer Basis von V bekannt sind. Andererseits können
diese Werte beliebig vorgeschrieben werden.

Beweis. • Existenz:
Zu ~v ∈ V existieren eindeutig bestimmte λ1, . . . , λn ∈ K mit ~v = λ1~a1 + · · · + λn~an. Die
Abbildung ϕ wird dann durch ϕ(~v) = λ1~b1 + · · · + λn~bn definiert. Es bleibt, zu zeigen, dass ϕ
linear ist. Dazu seien

~v =

n∑
j=1

λj~aj und ~w =

n∑
j=1

µj~aj

aus V beliebig und α, β ∈ K. Dann gilt

ϕ(α~v + β ~w) = ϕ

 n∑
j=1

(αλj + βµj)~aj

 =
n∑
j=1

(αλj + βµj)~bj = α ·
n∑
j=1

λj~bj + β ·
n∑
j=1

µj~bj

= αϕ(~v) + βϕ(~w).

• Eindeutigkeit:

Es sei ψ ∈ L(V, V ′) mit ψ(~aj) = ~bj für j = 1 . . . n. Für jedes ~v = λ1~a1 + · · ·+ λn~an muss dann

ψ(~v) = λ1ψ(~a1) + · · ·+ λnψ(~an) = λ1~b1 + · · ·+ λn~bn = ϕ(~v)

gelten, also ψ = ϕ.

Definition 5.3.2. Die durch die Zuordnung ~aj → ~bj nach Satz 5.3.1 eindeutig festgelegte lineare
Abbildung ϕ ∈ L(V, V ′) heißt lineare Fortsetzung dieser Zuordnung.

Satz 5.3.3. Es seien V und V ′ endlichdimensionale Vektorräume über K.
Dann gilt genau dann V ∼= V ′, wenn dimV = dimV ′ gilt. Insbesondere ist also jeder n-dimensionale
Vektorraum über K zum Standardraum Kn isomorph.

Beweis. ”⇒”:
Dies folgt aus Satz 5.2.3.
”⇐”:
Es sei also dimV = dimV ′ = n ∈ N. Für n = 0 ist die Aussage trivial. Andernfalls sei V =

〈〈~a1, . . . ,~an 〉〉 und V ′ =
〈〈
~b1, . . . ,~bn

〉〉
. Wir definieren ϕ ∈ L(V, V ′) als die lineare Fortsetzung

der Zuordnung ~aj → ~bj für j = 1 . . . n und müssen nur noch die Bijektivität von ϕ zeigen. Ist
~b = λ1~b1 + · · ·+λn~bn ∈ V ′ beliebig, so ist ~b = ϕ(~a) für ~a = λ1~a1 + · · ·+λn~an ∈ V nach der Definition
von ϕ. Nach Satz 5.2.8 ii) ist ϕ auch injektiv und damit ein Isomorphismus.

Satz 5.3.4. Es seien ϕ ∈ L(V, V ′) und ψ ∈ L(V ′, V ′′), also ψ ◦ ϕ ∈ L(V, V ′′). Dann gilt

rg(ϕ) + rg(ψ)− dimV ′ ≤ rg(ψ ◦ ϕ) ≤ min{rg(ϕ), rg(ψ)}.
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Beweis. Die rechte Ungleichung folgt aus

rg(ψ ◦ ϕ) = dim (Bild(ψ ◦ ϕ)) = dim(ψ(ϕ(V ))) ≤
{

dimϕ(V ) = rg(ϕ)
dimψ(V ′) = rg(ψ).

Für die linke Ungleichung betrachten wir die Abbildung ψ∗ = ψ|ϕ(V ), die Beschränkung von ψ auf
den Unterraum ϕ(V ), also ψ∗ : ϕ(V )→ V ′′. Dann gilt

rg(ψ ◦ ϕ) = dimψ(ϕ(V )) = dimψ∗(V ) = rg(ψ∗) = dimϕ(V )− def(ψ∗) ≥ dimϕ(V )− def(ψ)

= rg(ϕ)− (dimV ′ − rg(ψ))

nach Satz 5.2.7.

5.4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Alle betrachteten Vektorräume seien endlichdimensional. Es sei ϕ ∈ L(V, V ′) eine lineare Abbildung
von V nach V ′ und B bzw. B′ Basen von V bzw. V ′. Nach Satz 5.3.1 kann ϕ durch die Bilder der
Vektoren aus B eindeutig beschrieben werden. Jedes dieser Bilder kann wiederum eindeutig als Linear-
kombination der Vektoren von B′ ausgedrückt werden. Die Koeffizienten dieser Linearkombinationen
sammeln wir nun in einer Matrix, die der Abbildung ϕ zugeordnet wird.

Definition 5.4.1. Es seien dimV = n < ∞ sowie dimV ′ = m < ∞, B = {~b1, . . . ,~bn} eine Basis
von V sowie B′ = {~b′1, . . . ,~b′m} eine Basis von V ′. Ferner sei ϕ ∈ L(V, V ′). Wegen ϕ(~bl) ∈ V ′ gibt es
eindeutig bestimmte αkl ∈ K mit

ϕ(~bl) = α1l
~b′1 + · · ·+ αml~b

′
m =

m∑
k=1

αkl~b
′
k (∗)

mit l = 1, . . . , n.
Es sei M(ϕ;B′,B) = (αkl) mit 1 ≤ k ≤ m und 1 ≤ l ≤ n. Man nennt M(ϕ;B′,B) die ϕ bzgl. der
Basen B und B′ zugeordnete Matrix oder auch Darstellungsmatrix bzw. Abbildungsmatrix von ϕ
bzgl. B und B′.

Satz 5.4.2. Mit den obigen Bezeichnungen sei

~v = λ1~b1 + · · ·+ λn~bn ∈ V bzw. ϕ(~v) = λ′1
~b′1 + · · ·+ λ′m

~b′m ∈ V ′.

Dann gilt λ′1
...
λ′m

 =M(ϕ;B′,B) ·

λ1...
λn

 . (∗∗)

Definition 5.4.3. Wir nennen λ1, . . . , λn die Koordinaten von ~v bzgl. B. Entsprechend sind λ′1, . . . , λ
′
m

die Koordinaten von ϕ(~v) bzgl. B′.

Beweis. (Beweis von Satz 5.4.2)
Es ist

ϕ(~v) =
n∑
l=1

λlϕ(~bl) =
(∗)

n∑
l=1

λl

m∑
k=1

αkl~b
′
k,

50



also

λ′k =
n∑
l=1

αklλl

für k = 1, . . . ,m, d.h.λ′1
...
λ′m

 =

α11λ1 + · · · + α1nλn
...

αm1λ1 + · · · + αmnλn

 =

α11 · · · α1n
...

...
αm1 · · · αmn

 ·
λ1...
λn

 .

Bemerkung 5.4.4. Die MatrixM(ϕ;B′,B) lässt sich folgendermaßen einfach in Worten beschreiben:
Nach (∗) besteht die l-te Spalte von M(ϕ;B′,B) aus den Koordinaten des Bildes ϕ(~bl) des l-ten
Basisvektors.

Wir betrachten jetzt die Matrizen, die einigen der im letzten Paragraphen als Beispiele aufgeführten
linearen Abbildungen zugeordnet sind, sowie ein paar andere Beispiele.

Beispiel 5.4.5. Es sei dimV = n und dimV ′ = m sowie ϕ0 : V → V ′ der triviale Homomorphismus.
Dann ist bzgl. beliebiger Basen B und B′ von V und V ′ stets M(ϕ0;B′,B) = 0(m,n) die Nullmatrix.

Beispiel 5.4.6. Es sei ϕ : V → V mit ϕ(~a) = λ~a für festes λ ∈ K und B = {~b1, . . . ,~bn} eine beliebige
Basis von V . Die l-te Spalte von M(ϕ;B,B) besteht dann aus den Koordinaten ϕ(~bl) = λ~bl bzgl. B,
also

M(ϕ;B,B) =

λ . . .

λ

 = λ · En.

Beispiel 5.4.7. Es sei V = R2 und ϕ : V → V mit ϕ(x, y) = (λx, µy) die Eulerabbildung. Es sei

B = {~e1, ~e2} mit ~e1 = (1, 0)T und ~e2 = (0, 1)T die Standardbasis. Dann gilt ϕ(~e1) = λ~e1 sowie
ϕ(~e2) = µ~e2, also

M(ϕ;B,B) =

(
λ 0
0 µ

)
.

Die Darstellungsmatrix hängt im allgemeinen von der Wahl der Basen ab. Ist etwa B̃ = {~b1,~b2} mit
~b1 = (1, 1)T und ~b2 = (1,−1)T , so ist

ϕ(~b1) = (λ, µ) =
λ+ µ

2
·~b1 +

λ− µ
2
·~b2

ϕ(~b2) = (λ,−µ) =
λ− µ

2
·~b1 +

λ+ µ

2
·~b2

und damit

M(ϕ; B̃, B̃) =

(λ+µ
2

λ−µ
2

λ−µ
2

λ+µ
2

)
.

Eine der wichtigen Aufgaben der linearen Algebra ist es, zu einer gegebenen Abbildung ϕ Basen zu
finden, bzgl. denen die Darstellungsmatrix besonders einfach wird.

Beispiel 5.4.8. Es sei V = R3 mit der Standardbasis B = {~e1, ~e2, ~e3} versehen und ϕ ∈ L(V, V ) die
lineare Abbildung mit bzgl. B zugeordneter Matrix

M(ϕ;B,B) =

−3 −2 −4
−3 0 −3

8 4 9

 .
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Wir betrachten die neue Basis B̃ = {~b1,~b2,~b3} mit

~b1 =

 1
0
−1

 , ~b2 =

 2
3
−4

 und ~b3 =

−1
−1

2

 .

Es ist

M(ϕ;B,B)

 1
0
−1

 =

 1
0
−1

 , M(ϕ;B,B)

 2
3
−4

 =

 4
6
−8

 und M(ϕ;B,B)

−1
−1

2

 =

−3
−3

6

 ,

also kurz ϕ(~b1) = ~b1, ϕ(~b2) = 2~b2 und ϕ(~b3) = 3~b3. Bezüglich der Basis B̃ hat ϕ die einfache
Diagonalmatrix

M(ϕ; B̃, B̃) =

1 0 0
0 2 0
0 0 3


als Darstellungsmatrix. Die Abbildung ϕ streckt daher den R3 in den Richtungen von ~b1, ~b2 und ~b3
um die Faktoren 1, 2 und 3. Man nennt ~b1, ~b2 und ~b3 die Eigenvektoren von ϕ mit den zugehörigen
Eigenwerten 1, 2, 3.

Beispiel 5.4.9. Ist ϕ ∈ L(V, V ′) ein Isomorphismus, so lassen sich die Basen B und B′ von V und
V ′ stets so wählen, dass M(ϕ;B′,B) = En für ein n ∈ N0 ist.
Nach Satz 5.3.3 ist nämlich dimV = dimV ′, und ist B = {~b1, . . . ,~bn} eine Basis von V , so sind
nach Satz 5.2.6 die Vektoren ϕ(~b1), . . . , ϕ(~bn) linear unabhängig, d.h. nach Satz 3.3.20 ist dann
B′ = {ϕ(~b1), . . . , ϕ(~bn)} eine Basis von V ′. Offenbar ist dann M(ϕ;B′,B) = En.

Beispiel 5.4.10. Es sei ϕ ∈ L(Kn,K) mit

ϕ(x1, . . . , xn) =

n∑
j=1

ajxj

eine Linearform. Weiter seien B = {~e1, . . . , ~en} bzw. B′ = {1} die Standardbasen von Kn bzw. K.
Dann gilt

ϕ(~ei) = ϕ(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)
↑

i-te Stelle

= ai,

also ist die Darstellungsmatrix die Zeile M(ϕ;B′,B) = (a1, . . . , an).

Beispiel 5.4.11. Es sei

V = {p : R→ R, p Polynom vom Grad kleiner gleich n}

mit der Basis B = {1, x, . . . , xn} und ϕ : V → V mit ϕ(p) = p′ die Ableitung. Dann gilt

ϕ(1) = 0 = 0 · 1 + 0 · x+ · · ·+ 0 · xn−1 + 0 · xn
ϕ(x) = 1 = 1 · 1 + 0 · x+ · · ·+ 0 · xn−1 + 0 · xn
ϕ(x2) = 2x = 0 · 1 + 2 · x+ · · ·+ 0 · xn−1 + 0 · xn

...
...

...
ϕ(xn) = nxn−1 = 0 · 1 + 0 · x+ · · ·+ n · xn−1 + 0 · xn
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und somit

M(ϕ;B,B) =


0 1 0 · · · 0
0 0 2 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · n
0 0 0 · · · 0

 ∈ R(n+1,n+1).

Der nächste Satz besagt, dass lineare Abbildungen zwischen endlichdimensionalen Vektorräumen
praktisch mit Matrizen identifiziert werden können:

Satz 5.4.12. Es sei dimV = n und dimV ′ = m. Dann gilt L(V, V ′) ∼= K(m,n).
Genauer: Ist B = {~b1, . . . ,~bn} eine Basis von V und B′ = {~b′1, . . . ,~b′m} eine Basis von V ′, so ist
ein Isomorphismus Φ: L(V, V ′) → K(m,n) durch Φ(ϕ) := M(ϕ;B′,B) für ϕ ∈ L(V, V ′) gegeben.
Insbesondere ist dimL(V, V ′) = dimK(m,n) = m · n.
Der inverse Isomorphismus Φ−1 : K(m,n) → L(V, V ′) ist durch

Φ−1(A) = ϕA, ϕA(λ1~b1 + · · ·+ λn~bn) = λ′1
~b′1 + · · ·+ λ′m

~b′m,

λ′1
...
λ′m

 = A ·

λ1...
λn


gegeben.

Beweis. Man rechnet leicht nach, dass die Abbildung Φ linear ist.
Zur Injektivität von Φ:
Es sei ϕ ∈ Kern(Φ), d.h. M(ϕ;B′,B) = 0(m,n). Nach Satz 5.4.2 ist dann ϕ(~v) = ~0′ für alle ~v ∈ V ,
d.h. ϕ ist der Nullvektor von L(V, V ′), also Kern(Φ) = {~0}, womit Φ nach Satz 5.2.6 injektiv ist.
Zur Surjektivität von Φ:
Es sei A ∈ K(m,n). Dann wird ϕA wie im Satz definiert: für ~v = λ1~b1 + · · ·+ λn~bn ∈ V sei

ϕA(~v) := λ′1
~b′1 + · · ·+ λ′m

~b′m mit

λ′1
...
λ′m

 = A ·

λ1...
λn

 .

Dann ist ϕA ∈ L(V, V ′) und Φ(ϕA) = M(ϕA;B′,B) = A. Gleichzeitig ergibt sich die angegebene
Formel für Φ−1.

Wir geben nun die angekündigte Erklärung für die komplizierte Definition des Matrizenprodukts.
Der Komposition von Abbildungen entspricht die Multiplikation der zugehörigen Matrizen.

Satz 5.4.13. Es seien V , V ′ und V ′′ endlichdimensionale Vektorräume mit Basen B, B′ und B′′.
Für ϕ ∈ L(V, V ′) und ψ ∈ L(V ′, V ′′) gilt dann

M(ψ ◦ ϕ;B′′, B) =M(ψ;B′′, B′) · M(ϕ;B′, B).

Beweis. Es sei dimV = n, dimV ′ = m und dimV ′′ = p sowie B = {~b1, . . . ,~bn}, B′ = {~b′1, . . . ,~b′m}
und B′′ = {~b′′1, . . . ,~b′′p}. Wir definieren die Matrizen A und C durch

M(ϕ;B′,B) =: A = (αkl) mit 1 ≤ k ≤ m und 1 ≤ l ≤ n mit ϕ(~bl) =
m∑
k=1

αkl~b
′
k,

M(ψ;B′′,B′) =: C = (γjk) mit 1 ≤ j ≤ p und 1 ≤ k ≤ m mit ψ(~b′k) =

p∑
j=1

γjk~b
′′
j .
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Dann ist

(ψ ◦ ϕ)(~bl) = ψ(ϕ(~bl)) = ψ

(
m∑
k=1

αkl~b
′
k

)
=

m∑
k=1

αklψ(~b′k) =

m∑
k=1

αkl

p∑
j=1

γjk~b
′′
j =

p∑
j=1

(
m∑
k=1

γjkαkl

)
~b′′j ,

woraus

M(ψ ◦ ϕ;B′′,B) =

(
m∑
k=1

γjkαkl

)
1≤j≤p
1≤l≤n

= C · A

folgt.

Die Rechenregeln für die Matrizenmultiplikation von Satz 4.1.10 ergeben sich aus Satz 5.4.13 unmit-
telbar, da sie für die Komposition von linearen Abbildungen erfüllt sind.

Bemerkung 5.4.14. Der Endomorphismenring (L(V, V ),+, ◦) aus Satz 5.1.11 ist mit dem Matri-

zenring K(n,n) aus Satz 4.1.12 eng verwandt. Für die in Satz 5.4.12 definierte bijektive Abbildung
Φ: L(V, V )→ K(n,n) gilt

Φ(ϕ+ ψ) = Φ(ϕ) + Φ(ψ) und Φ(ϕ ◦ ψ) = Φ(ϕ) · Φ(ψ).

Eine solche Abbildung zwischen Ringen heißt Ringisomorphismus.

Satz 5.4.15. Es seien V und V ′ endlichdimensionale Vektorräume mit den Basen B und B′ sowie
ϕ ∈ L(V, V ′). Dann gilt rg(ϕ) = rg(M(ϕ;B′,B)). Insbesondere hängt der Rang von M(ϕ;B′,B) also
nicht von der Wahl der Basen B und B′ ab.

Beweis. Es seien B = {~b1, . . . ,~bn} und B′ = {~b′1, . . . ,~b′m} sowie M(ϕ;B′,B) = A = (αkl)1≤k≤m
1≤l≤n

.

Für l = 1 . . . n ist

ϕ(~bl) =

m∑
k=1

αkl~b
′
k,

d.h. der l-te Spaltenvektor

~al =

α1l
...

αml


vonA ist der Koordinatenvektor von ϕ(~bl) bzgl. der Basis B′. Wir zeigen für 1 ≤ l1 < l2 < . . . < lr ≤ n
die Äquivalenz

ϕ(~bl1), . . . , ϕ(~blr) sind linear unabhängig⇔ ~al1 , . . . ,~alr sind linear unabhängig. (∗)

Es gilt

~0 =

r∑
j=1

λjϕ(~blj ) =

r∑
j=1

λj

(
m∑
k=1

αklj
~b′k

)
=

m∑
k=1

 r∑
j=1

λjaklj

~b′k ⇔
r∑
j=1

αkljλj = 0

⇔ λ1~al1 + · · ·+ λr~alr = ~0.

für k = 1, . . . ,m, da ~b′1, . . . ,
~b′m linear unabhängig sind.

Damit ist (∗) bewiesen. Es folgt

rg(ϕ) = dimϕ(V ) = dim(〈 ϕ(~b1), . . . , ϕ(~bn) 〉)
= Maximalzahl linear unabhängiger Vektoren unter den ϕ(~b1), . . . , ϕ(~bn)

= Maximalzahl linear unabhängiger Vektoren unter den ~a1, . . . ,~an

= Spaltenrang von A = rg(A).
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Satz 5.4.16. Es sei dimV = dimV ′ = n und B bzw. B′ Basen von V bzw. V ′ sowie ϕ ∈ L(V, V ′).
Dann ist ϕ genau dann bijektiv, wenn M(ϕ;B′,B) regulär ist.
In diesem Falle ist M(ϕ−1;B,B′) =M(ϕ;B′,B)−1.

Beweis. Es gilt

ϕ bijektiv ⇔
Satz 5.2.8 ii)

ϕ injektiv ⇔
Satz 5.2.8 i)

rg(ϕ) = n ⇔
Satz 5.4.15

rg(M(ϕ;B′,B)) = n.

Und nach Satz 5.4.13 ist

M(ϕ−1;B,B′) · M(ϕ;B′,B) =M(ϕ−1 ◦ ϕ;B,B) =M(idV ;B,B) = En.

Bemerkung 5.4.17. Die Abbildung Φ: L(V, V )→ K(n,n) mit Φ(ϕ) =M(ϕ;B,B) bildet daher die
Automorphismengruppe von V bijektiv auf die Gruppe der regulären Matrizen in K(n,n) ab, und es
gilt Φ(ϕ ◦ ψ) = Φ(ϕ) · Φ(ψ), d.h. Φ ist ein Gruppenisomorphismus.

Satz 5.4.18. Für Matrizen A ∈ K(m,n) und C ∈ K(n,p) gilt

rg(A) + rg(C)− n ≤ rg(AC) ≤ min(rg(A), rg(C)).

Beweis. Wir wählen Vektorräume V, V ′, V ′′ mit den Dimensionen p, n,m und den Basen B,B′,B′′.
Nach Satz 5.3.1 gibt es ϕ ∈ L(V, V ′), ψ ∈ L(V ′, V ′′) mit M(ϕ;B′,B) = C und M(ψ;B′′,B′) = A,
also ist nach Satz 5.4.13 M(ψ ◦ ϕ;B′′,B) = A · C. Nach Satz 5.4.15 ist rg(A) = rg(ψ), rg(C) = rg(ϕ)
und rg(AC) = rg(ψ ◦ ϕ), so dass die Behauptung aus Satz 5.3.4 folgt.

Satz 5.4.19. Es sei A ∈ K(m,n) beliebig, und es seien X ∈ K(m,m) bzw. Y ∈ K(n,n) regulär.
Dann ist rg(XA) = rg(AY) = rg(A), d.h. Multiplikationen mit regulären Matrizen ändern den Rang
einer Matrix nicht.

Beweis. Nach Satz 5.4.18 gilt

rg(XA)

{
≤ min(rg(X ), rg(A)) = rg(A) wegen rg(A) ≤ m = rg(X ),
≥ rg(X ) + rg(A)−m = rg(A) wegen rg(X ) = m.

sowie

rg(AY)

{
≤ min(rg(A), rg(Y)) = rg(A) wegen rg(A) ≤ n = rg(Y),
≥ rg(A) + rg(Y)− n = rg(A) wegen rg(Y) = n.

5.5 Basiswechsel

Wir untersuchen nun, wie sich die Koordinaten eines Vektors ~v ∈ V beim Wechsel der Basis des
Vektorraums V ändern. Außerdem untersuchen wir die damit eng verwandte Frage, wie sich die zu
einer Abbildung ϕ ∈ L(V, V ′) bzgl. der Basen B und B′ gehörende Matrix M(ϕ;B′,B) ändert, wenn
die Basen B und B′ durch andere Basen ersetzt werden. Zunächst beweisen wir einen Satz über die
Gesamtheit aller Basen eines Vektorraums.
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Satz 5.5.1. Es sei B = {~b1, . . . ,~bn} eine Basis von V und ϕ ∈ L(V, V ). Die Menge B̃ = {ϕ(~b1), . . . , ϕ(~bn)}
ist genau dann eine Basis von V , wenn ϕ ein Automorphismus ist.

Beweis. Es gilt

B̃ ist eine Basis⇔ ϕ(~b1), . . . , ϕ(~bn) sind linear unabhängig⇔ rg(ϕ) = n⇔ ϕ ist ein Automorphismus.

Bemerkung 5.5.2. Es besteht also eine umkehrbar eindeutige Entsprechung zwischen

i) den Automorphismen von V ,

ii) den Basistransformationen von V ,

iii) den regulären n× n- Matrizen über K.

Satz 5.5.3. Es seien B = {~b1, . . . ,~bn} und B′ = {~b′1, . . . ,~b′n} Basen von V und ϕ ∈ GL(V ) ein

Automorphismus. Dann gilt M(ϕ;B′,B) =M(idV ;B′, ϕ(B)) mit ϕ(B) = {ϕ(~b1), . . . , ϕ(~bn)}.

Beweis. Die Menge ϕ(B) ist nach Satz 5.5.1 eine Basis von V . Beide Matrizen haben die Gestalt
(αkl)1≤k,l≤n mit

ϕ(~bl) = idV (ϕ(~bl)) =
n∑
k=1

αkl~b
′
k

mit l = 1, . . . , n.

Satz 5.5.4. Es seien B = {~b1, . . . ,~bn} und ϕ(B) = {ϕ(~b1), . . . , ϕ(~bn)} Basen von V für ϕ ∈ GL(V ).
Sind λ1, . . . , λn bzw. λ′1, . . . , λ

′
n die Koordinaten von ~v bzgl. B bzw. bzgl. ϕ(B), d.h. gilt

~v = λ1~b1 + · · ·+ λn~bn bzw. ~v = λ′1ϕ(~b1) + · · ·+ λ′nϕ(~bn),

so ist λ
′
1
...
λ′n

 =M(ϕ;B,B)−1 ·

λ1...
λn

 .

Beweis. Es giltλ
′
1
...
λ′n

 =
Satz 5.4.2

M(idV ;ϕ(B),B) ·

λ1...
λn

 =
Satz 5.4.13

M(idV ;B, ϕ(B))−1 ·

λ1...
λn


wegen

En =M(idV ;B,B) =M(idV ;B, ϕ(B)) · M(idV ;ϕ(B),B),

woraus M(idV ;ϕ(B),B) =M(idV ;B, ϕ(B))−1 folgt.
Nach Satz 5.5.3 folgt schließlich über

M(idV ;B, ϕ(B)) =M(ϕ;B,B)

die Behauptung.
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Beispiel 5.5.5. In der Geometrie oder der Analysis begegnet man der Hyperbel in zwei Formen als
Kurven. Die Kurven in der xy-Ebene mit den Gleichungen

(I) x2 − y2 = b (b > 0) (II) xy = a (a > 0)

werden jeweils als Hyperbeln bezeichnet.
Woher wissen wir, ob durch die Gleichungstypen (I) und (II) kongruente Kurven beschrieben werden?
Die Skizzen legen die Vermutung nahe, dass Kurven vom Typ (II) durch eine Drehung um 45◦ gegen
den Uhrzeigersinn in Kurven des Typs (I) übergeführt werden. Zum Beweis dieser Vermutung drehen
wir das xy-Koordinatensystem um 45◦ in das x′y′-Koordinatensystem und untersuchen die Gleichung
der Kurve xy = a in x′y′-Koordinaten. Zunächst leiten wir die Transformationsgleichungen für eine
Drehung des Koordinatensystems um einen Winkel ϑ im Uhrzeigersinn her.

-x

6
y

�
�
�
�
�
�
�
��
x′

@
@

@
@
@

@
@
@I

y′

r
sinϑ

rcosϑ

ϑ

Die x′-Achse wird vom Vektor ~b1 = (cosϑ, sinϑ) bzw. die y′-Achse von ~b2 = (− sinϑ, cosϑ) aufge-
spannt. Während die xy-Koordinaten gerade die Koeffizienten ~v = (x, y) ∈ R2 in der Darstellung
~v = (x, y) = x~e1 + y~e2 sind, sind die x′y′-Koordinaten von ~v die Koeffizienten x′ und y′ in der
Darstellung ~v = x′~b1 + y′~b2. Nach Satz 5.5.4 ist daher(

x′

y′

)
=M(ϕ;B,B)−1 ·

(
x
y

)
oder

(
x
y

)
=M(ϕ;B,B) ·

(
x′

y′

)
Die Matrix der Drehung ϕ ∈ L(R2,R2), die die Basis B = (~e1, ~e2) in die Basis B′ = (~b1,~b2) überführt,
resultiert aus ϕ : ~e1 → ~b1 und ϕ : ~e2 → ~b2 sowie ϕ(~e1) = ~b1 = (cosϑ, sinϑ) = cosϑ ·~e1 + sinϑ ·~e2 bzw.
ϕ(~e2) = ~b2 = (− sinϑ, cosϑ) = − sinϑ · ~e1 + cosϑ · ~e2, was zu

M(ϕ;B,B) =

(
cosϑ − sinϑ
sinϑ cosϑ

)
führt. Damit ergibt sich(

x
y

)
=

(
cosϑ − sinϑ
sinϑ cosϑ

)
·
(
x′

y′

)
oder

{
x = (cosϑ)x′ − (sinϑ)y′

y = (sinϑ)x′ + (cosϑ)y′.

Für ϑ = π
4 , was 45◦ entspricht, erhalten wir sinϑ = cosϑ = 1√

2
, weswegen die Gleichung xy = a zur

Gleichung 1
2(x′− y′)(x′+ y′) = a oder x′2− y′2 = 2a äquivalent ist. Die Kurve xy = a geht daher aus

der Kurve x2 − y2 = 2a durch eine Drehung um 45◦ hervor.
Die Gleichungen (I) und (II) stellen in der Tat kongruente Kurven dar, falls b = 2a ist.
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Satz 5.5.6. Es seien dimV,dimV ′ <∞ und B bzw. B′ Basen von V bzw. V ′. Zudem seien % ∈ GL(V )
bzw. σ ∈ GL(V ′) sowie X =M(%;B,B) und Y =M(σ;B′,B′). Dann gilt für alle ϕ ∈ L(V, V ′)

M(ϕ;σ(B′), %(B)) = Y−1 · M(ϕ;B′,B) · X .

Beweis. Nach Satz 5.4.13 gilt

M(ϕ;σ(B′), %(B)) = M(idV ′ ◦ ϕ ◦ idV ;σ(B′), %(B)) =M(idV ′ ◦ ϕ;σ(B′),B) · M(idV ;B, %(B))

= M(idV ′ ;σ(B′),B′) · M(ϕ;B′,B) · M(idV ;B, %(B)).

Nach Satz 5.5.3 folgt

M(idV ′ ;σ(B′),B′) =M(idV ′ ;B′, σ(B′))−1 =M(σ;B′,B′)−1 = Y−1

und ebenso
M(idV ;B, %(B)) =M(%;B,B) = X .

Damit ergibt sich die Behauptung.

Wir erhalten als Spezialfall

Satz 5.5.7. (Basiswechsel für lineare Abbildungen)
Es sei dimV <∞, σ ∈ GL(V ) und B eine Basis von V . Dann gilt für alle ϕ ∈ L(V, V )

M(ϕ;σ(B), σ(B)) = X−1 · M(ϕ;B,B) · X

mit X =M(σ;B,B).

Beispiel 5.5.8. Im Beispiel 5.4.8 betrachteten wir die lineare Abbildung ϕ ∈ L(R3,R3) mit der bzgl.
der Basis B = {~e1, ~e2, ~e3} zugeordneten Matrix

M(ϕ;B,B) =

−3 −2 −4
−3 0 −3
8 4 9

 .

Wir betrachteten die neue Basis B̃ = {~b1,~b2,~b3} mit

~b1 =

 1
0
−1

 , ~b2 =

 2
3
−4

 und ~b3 =

−1
−1
2

 .

Es ist B̃ = σ(B) mit

X =M(σ;B,B) =

 1 2 −1
0 3 −1
−1 −4 2

 .

Außerdem war

M(ϕ; B̃, B̃) =

1 0 0
0 2 0
0 0 3

 .

Satz 5.5.7 sagt uns daher, dass

X−1 ·

−3 −2 −4
−3 0 −3
8 4 9

 · X =

1 0 0
0 2 0
0 0 3


ist, was man durch Nachrechnen bestätigt.
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Wir haben die Matrix −3 −2 −4
−3 0 −3
8 4 9


diagonalisiert.
Im Kapitel über Eigenwerte werden wir das Verfahren zur Diagonalisierung beschreiben.

Ein wichtiger Spezialfall von L(V, V ′) ist

Definition 5.5.9. Der Dualraum eines K-Vektorraums V ist V ∗ = L(V,K), die ϕ ∈ V ∗ nennt man
Linearformen (im Fall K = R,C auch lineare Funktionale).

Satz 5.5.10. Es sei dimV = n < ∞, dann ist V ∗ ∼= V . Ist B = {~b1, . . . ,~bn} eine Basis von V , so
gibt es zu jedem ϕ ∈ V ∗ eindeutig bestimmte α1, . . . , αn ∈ K mit

ϕ(~v) = α1λ1 + · · ·+ αnλn

für ~v = λ1~b1 + · · ·+ λn~bn. Die Abbildung Ψ: V ∗ → Kn, ϕ→ (α1, . . . , αn) ist ein Isomorphismus.

Beweis. Nach Satz 5.4.12 ist dimV ∗ = n · 1 = dimV , womit V ∗ ∼= V nach Satz 5.3.3 gilt. Bzgl. der
Basis {1} von K ist M(ϕ; {1},B) = (α1, . . . , αn) ∈ K(1×n), also nach Satz 5.4.2

ϕ(~v) = (α1, . . . , αn) ·

λ1...
λn

 · 1
für ~v = λ1~b1 + · · · + λn~bn. Die Linearität und Bijektivität der Abbildung Ψ prüft man leicht durch
Nachrechnen.
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Kapitel 6

Lineare Gleichungen

Es sei K stets ein Körper.

6.1 Theorie der Linearen Gleichungen

Definition 6.1.1. Es seien αkl, βk ∈ K füür k = 1, . . . ,m und l = 1, . . . , n. Man bezeichnet
α11x1 + α12x2 + · · · + α1nxn = β1
α21x1 + α22x2 + · · · + α2nxn = β2

...
...

...
...

αm1x1 + αm2x2 + · · · + αmnxn = βm

(∗)

als ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit m Gleichungen und n Unbekannten x1, . . . , xn und

Koeffizienten αkl ∈ K. Man nennt A = (αkl) ∈ K(m,n) die Koeffizientenmatrix und

~b =

β1
...
βm


die rechte Seite des Systems (∗).
Fügt man zur Matrix A als (n + 1)-te Spalte den Vektor ~b hinzu, so erhält man die erweiterte
Koeffizientenmatrix (A|~b) ∈ K(m,n+1) des LGS (∗).

Fasst man die Unbekannten x1, . . . , xn zu einem Spaltenvektor

~x =

x1...
xn


zusammen, so lässt sich (∗) kürzer als Matrixgleichung

A~x = ~b (∗∗)

schreiben. Jedes ~x ∈ Kn, so dass (∗) bzw. (∗∗) gilt, heißt eine Lösung des LGS. Gibt es ein solches ~x,

so heißt (∗) lösbar, ansonsten unlösbar. Ist ~b = ~0, so heißt das LGS homogen, ansonsten inhomogen.

In diesem Fall nennt man A~x = ~0 das zu (∗∗) gehörende homogene LGS.

Ein homogenes LGS besitzt immer die triviale Lösung ~x = ~0.
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Es erheben sich folgende Fragen:

1. Unter welchen Bedingungen an A und ~b ist (∗) lösbar?

2. Wie sieht die Lösungsmenge von (∗) aus?

3. Gibt es ein Verfahren, die Lösungsmenge zu berechnen?

Für eine individuell gegebene rechte Seite ~b hat man das Kriterium

Satz 6.1.2. Das LGS A~x = ~b ist genau dann lösbar, wenn rg(A|~b) = rg(A) gilt.

Beweis. Das System A~x = ~b ist genau dann lösbar, wenn ~b eine Linearkombination der Spalten
~a1, . . . ,~an von A ist, und es gilt

~b ∈ 〈 ~a1, . . . ,~an 〉 ⇔ 〈 ~a1, . . . ,~an,~b 〉 = 〈 ~a1, . . . ,~an 〉 ⇔ dim(〈 ~a1, . . . ,~an,~b 〉) = dim(〈 ~a1, . . . ,~an 〉)
⇔ Spaltenrang von (A|~b) = Spaltenrang von A ⇔ rg(A|~b) = rg(A).

Betrachtung mehrerer rechter Seiten führt auf folgende Begriffe:

Definition 6.1.3. Ein LGS A~x = ~b mit A ∈ K(m,n) heißt universell lösbar, wenn (∗) für jede rechte
Seite ~b ∈ Km lösbar ist bzw. eindeutig lösbar, wenn (∗) für jede rechte Seite ~b höchstens eine ( und
eventuell sogar keine) Lösung ~x ∈ Kn besitzt.

Satz 6.1.4. Ein LGS A~x = ~b mit A ∈ K(m,n) ist genau dann

i) universell lösbar, wenn rg(A) = m

ii) eindeutig lösbar, wenn rg(A) = n

gilt.

Beweis. Wir betrachten ϕ ∈ L(Kn,Km) mit ϕ(~x) = A~x. Dann gilt

A~x = ~b universell lösbar⇔ ϕ surjektiv, d.h. ϕ(Kn) = Km ⇔ rg(A) = rg(ϕ) = dim(Km) = m.

Ebenso gilt

A~x = ~b eindeutig lösbar ⇔ ϕ injektiv ⇔
Satz 5.2.6

Kern(ϕ) = {~0}

⇔
Satz 5.2.7

0 = def(ϕ) = dimKn − rg(ϕ) = n− rg(A)⇔ rg(A) = n.

Satz 6.1.5. Ein LGS A~x = ~b mit A ∈ K(m,n) ist genau dann universell und eindeutig lösbar, wenn
m = n = rg(A) ist, d.h. wenn A quadratisch und regulär ist. Für ein LGS der Form A~x = ~b mit
A ∈ K(n,n), also für das die Anzahl der Unbekannten mit der Anzahl der Gleichungen übereinstimmt,
gilt

A~x = ~b universell lösbar⇔ A~x = ~b eindeutig lösbar.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus Satz 6.1.4.
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Satz 6.1.6. Die Lösungsmenge H = {~x ∈ Kn : A~x = ~0} eines homogenen LGS mit A ∈ K(m,n) ist
ein Unterraum des Kn der Dimension dimH = n− rg(A).

Beweis. Es ist H = Kern(ϕ) mit ϕ : ~x→ A~x, also dimH = n−rg(ϕ) = n−rg(A) nach Satz 5.2.7.

Um die Lösungsmenge eines inhomogenen LGS beschreiben zu können, führen wir den Begriff der
linearen Mannigfaltigkeit ein:

Definition 6.1.7. Eine Teilmenge M eines Vektorraums V heißt eine lineare Mannigfaltigkeit (oder
auch affiner Unterraum) der Dimension m, wenn sie als

M = {~v0 + ~u : ~u ∈ U}

für ein festes ~v0 ∈ V und einen Untervektorraum U von V mit dimU = m geschrieben werden kann.

Satz 6.1.8. Der Vektorraum U ist durch M eindeutig bestimmt, d.h. ist

M = {~v0 + ~u : ~u ∈ U0} = {~v1 + ~u : ~u ∈ U1},

so ist U0 = U1. Für ~v0 kann jeder Vektor aus M genommen werden.

Beweis. Es sei ~u0 ∈ U0. Dann gilt ~v0 + ~u0 = ~v1 + ~u1 mit gewissen ~v1 ∈M und ~u1 ∈ U1.
Wegen ~v0 = ~v0 +~0 ∈M gilt ~v0 = ~v1 + ~w1 mit ~w1 ∈ U1, also

~v0 + ~u0 = ~v1 + ~w1 + ~u0 = ~v1 + ~u1,

woraus
~u0 = ~u1 − ~w1 ∈ U1

und somit U0 ⊆ U1 folgt. Genauso folgt U1 ⊆ U0, also U0 = U1.
Es sei nun ~v′0 ∈M . Dann ist ~v′0 = ~v0 + ~u′ mit ~u′ ∈ U . Daraus folgt

M = {~v0 + ~u : ~u ∈ U} = {~v′0 + ~u : ~u ∈ U}.

Beispiel 6.1.9. Den ersten Beispielen sind wir bereits in der Einleitung begegnet. Es sind nämlich
die Geraden im R2 oder im R3, die als {~a + t~b : t ∈ R} mit ~b 6= 0 bzw. die Ebenen im R3, die als
{~a + s~b + t~c : s, t ∈ R} mit linear unabhängigen Vektoren ~b und ~c geschrieben werden können, ein-
bzw. zweidimensionale lineare Mannigfaltigkeiten.

Satz 6.1.10. Eine lineare Mannigfaltigkeit eines Vektorraums V ist genau dann ein Untervektorraum
von V , wenn sie den Nullvektor enthält.

Beweis. Die Richtung, die besagt, dass wenn M ein Untervektorraum ist, diese den Nullvektor
enthält, ist klar. Für ~0 ∈M gilt andererseits M = {~0 + ~u : ~u ∈ U} = U nach Satz 6.1.8.

Satz 6.1.11. Sind M und N lineare Mannigfaltigkeiten von V mit dimN <∞ und M ⊆ N , so ist
dimM ≤ dimN . Es gilt dann genau dann dimM = dimN , wenn M = N gilt.

Beweis. Es sei ~v0 ∈ M . Dann gilt M = {~v0 + ~u : ~u ∈ U0} und N = {~v0 + ~u : ~u ∈ U1} mit gewissen
Untervektorräumen U0 und U1 von V nach Satz 6.1.8. Es folgt U0 ⊆ U1, und die Restbehauptung
folgt aus Satz 3.3.26.
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Satz 6.1.12. Ist ϕ ∈ L(V, V ′) mit dimV,dimV ′ <∞ und M eine lineare Mannigfaltigkeit in V , so
ist ϕ(M) = {ϕ(~v) : ~v ∈M} eine lineare Mannigfaltigkeit in V ′.
Ist ϕ ein Isomorphismus, so gilt dimM = dimϕ(M).

Beweis. Es ist ϕ(M) = {ϕ(~v0) + ϕ(~u) : ~u ∈ U} = {ϕ(~v0) + ~w : ~w ∈ ϕ(U)}.

Wir beschreiben nun die Lösungsmenge des inhomogenen LGS:

Satz 6.1.13. Ist das LGS
A~x = ~b (∗)

mit A ∈ K(m,n) und ~b ∈ Km lösbar, so ist die Lösungsmenge eine lineare Mannigfaltigkeit des Kn

der Dimension n− rg(A). Man erhält alle Lösungen des LGS in der Form ~x = ~x0 +~xh, wenn ~x0 eine
beliebige partikuläre oder spezielle Lösung des LGS ist, und ~xh sämtliche Lösungen des zugehörigen
homogenen LGS

A~x = ~0 (∗∗)
durchläuft. Die Lösungsmenge von (∗) ist genau dann ein Vektorraum, wenn ~b = ~0 ist.

Beweis. Es sei ~xh eine Lösung von (∗∗). Dann ist ~x = ~x0 + ~xh eine Lösung von (∗), denn es gilt

A~x = A(~x0 + ~xh) = A~x0 +A~xh = ~b+~0 = ~b.

Jede Lösung ~x von (∗) hat die Form ~x = ~x0 + ~xh, denn aus A~x = ~b folgt A(~x − ~x0) = ~0, weswegen
~x− ~x0 =: ~xn eine Lösung von (∗∗) ist.
Die Lösungsmenge von (∗) ist auch eine lineare Mannigfaltigkeit der Dimension n− rg(A), da nach
Satz 6.1.6 die Lösungsmenge von (∗∗) ein Unterraum des Kn mit eben dieser Dimension ist. Die
Lösungsmenge von (∗) ist nach Satz 6.1.10 genau dann ein Untervektorraum, wenn ~x = ~0 eine
Lösung von (∗) ist. Dies ist jedoch zu ~b = A~0 = ~0 äquivalent.

Es gilt nun auch die Umkehrung von Satz 6.1.13. Jede lineare Mannigfaltigkeit des Kn lässt sich als
Lösungsmenge eines linearen Gleichungssystems darstellen. Wir beweisen den etwas allgemeineren

Satz 6.1.14. Es sei M eine lineare Mannigfaltigkeit des Vektorraums V über K. Es sei dimM = m
und dimV = n, 0 ≤ m ≤ n und k = n − m. Es sei L(M) ⊆ V ∗ die Menge aller Linearformen,
die auf M konstant sind. Dann ist L(M) ein k- dimensionaler Unterraum von V ∗. Für jede Basis
{ϕ1, . . . , ϕk} von L(M) gibt es c1, . . . , ck ∈ K, so dass

~v ∈M ⇔


ϕ1(~v) = c1

...
ϕk(~v) = ck

gilt. Weiter ist M genau dann ein Untervektorraum von V , wenn c1 = · · · = ck = 0 ist.

Beweis. Es sei zunächst U ein m- dimensionaler Untervektorraum von V , und B = {~b1, . . . ,~bn} eine
Basis von V . Nach Satz 5.5.10 gibt es zu jedem ϕ ∈ V ∗ eindeutig bestimmte α1, . . . , αn ∈ K mit
ϕ(~v) = α1λ1 + · · · + αnλn für ~v = λ1~b1 + · · · + λn~bn ∈ V . Die Abbildung Ψ: ϕ → (α1, . . . , αn) ist
nach Satz 5.5.10 ein Isomorphismus von V ∗ nach Kn. Die Vektoren

~v1 = λ11~b1 + · · · + λ1n~bn
~v2 = λ21~b1 + · · · + λ2n~bn
...

...
...

~vm = λm1
~b1 + · · · + λmn~bn

mögen eine Basis von U bilden.
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Dann hat die Matrix

rgL =

λ11 · · · λ1n
...

...
λm1 · · · λmn

 = m.

Wären nämlich die Zeilen von L linear abhängig, dann wären auch ~v1, . . . , ~vm linear abhängig, was
der Basiseigenschaft widerspricht. Es gilt

∀~v ∈ U : ϕ(~v) = 0⇔ ϕ(~v1) = · · · = ϕ(~vn) = 0⇔


λ11α1 + · · ·+ λ1nαn = 0
λ21α1 + · · ·+ λ2nαn = 0
...
λm1α1 + · · ·+ λmnαn = 0.

(∗)

Das System (∗) fassen wir nun als LGS mit der Koeffizientenmatrix L und den Unbekannten α1, . . . , αn
auf. Da rg(L) = m ist, bildet nach Satz 6.1.6 die Lösungsmenge {(α1, . . . , αn)} von (∗) einen Un-
terraum L̃ des Kn der Dimension k = n − m. Die Menge L(U) = Ψ−1(L̃) bildet einen k- di-
mensionalen Unterraum von V ∗. Es sei nun M eine m- dimensionale lineare Mannigfaltigkeit, also
M = {~v0 + ~u : ~u ∈ U} mit einem Unterraum U von V mit dimU = m. Dann gilt

ϕ(~v) konstant auf M ⇔ ∀~u ∈ U : ϕ(~v0 + ~u) = ϕ(~v0)⇔ ∀u ∈ U : ϕ(~u) = 0.

Diese ϕ bilden somit einen k- dimensionalen Unterraum von V ∗. Es sei nun {ϕ1, . . . , ϕk} eine Basis
von L(M) und

ϕi(~v) = ci (∗∗)

für 1 ≤ i ≤ k und für alle ~v ∈M . Dazu sei Ψ(ϕi) = (αi1, . . . , αin) und

A =

α11 · · · α1n
...

...
αk1 · · · αkn

 .

Dann ist rg(A) = k. Für ~v = x1~b1 + · · ·+ xn~bn ist (∗∗) zu

A ·

x1...
xn

 =

c1...
ck

 (∗ ∗ ∗)

äquivalent. Nach Satz 6.1.13 ist die Lösungsmenge N von (∗∗∗) eine m- dimensionale Mannigfaltigkeit
von V mit M ⊆ N . Nach Satz 6.1.11 gilt M = N .

6.2 Der Gaußsche Algorithmus

Der Gaußsche Algorithmus ist ein algorithmisches Verfahren zur Berechnung der Lösungsmenge eines
linearen Gleichungssystems, das wir in diesem Abschnitt beschreiben. Gegeben sei ein LGS A~x = ~b
mit A ∈ K(m,n) und

(A|~b) =

 α11 · · · α1n β1
...

...
...

αm1 · · · αmn βm

 . (∗)
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• 1. Schritt:
Falls in der erste Spalte mindestens ein Element αk1 6= 0 vorkommt, bringe man (A|~b) durch
elementare Zeilenumformungen in die Gestalt

(A(1)|~b(1)) =


1 α

(1)
12 · · · α

(1)
1n β

(1)
1

0 α
(1)
22 · · · α

(1)
2n β

(1)
2

...
...

...
...

0 α
(1)
m2 · · · α

(1)
mn β

(1)
m

 . (1)

Das LGS A(1)~x = ~b(1) hat dann dieselbe Lösungsmenge wie A~x = ~b, denn jede elementare Zei-
lenumformung lässt sich ja durch passende elementare Zeilenumformungen wieder rückgängig
machen. Enthält die erste Spalte von A nur Nullen, so vertausche man sie zuvor mit einer
Spalte von A, wobeidie Spalte ~b nicht in Betracht kommt, welche mindestens ein von 0 ver-
schiedenes Element enthält. Diese Umformung muss registriert werden, denn sie bedeutet eine
Umnummerierung der Unbekannten. Die so erhaltene Matrix bringe man dann durch elemen-
tare Zeilenumformungen auf die Gestalt (1). Ist A = 0(m,n), so ist man von vorneherein fertig.

• 2. Schritt:

Falls in der Matrix A(1) in der zweiten Spalte unter den α
(1)
k2 für k = 2, . . . ,m mindestens einvon

0 verschiedenes Element vorkommt, bringe man (A(1)|~b(1)) durch elementare Zeilenumformun-
gen in die Gestalt

(A(2)|~b(2)) =


1 0 α

(2)
13 · · · α

(2)
1n β

(2)
1

0 1 α
(2)
23 · · · α

(2)
2n β

(2)
2

...
...

...
...

...

0 0 α
(2)
m3 · · · α

(2)
mn β

(2)
m

 . (2)

Sind α
(1)
22 , . . . , α

(1)
m2 = 0, dann vertausche man die zweite Spalte von A(1) mit einer Spalte der

Nummer l0 mit 3 ≤ l0 ≤ n, welche mindestens ein von 0 verschiedenes α
(1)
k0,l0

für k0 ≥ 2
enthält. Danach bringe man die Matrix durch elementare Zeilenumformungen in die Form (2).

Ist jedoch die gesamte Teilmatrix (α
(1)
kl ) für 2 ≤ k ≤ m und 2 ≤ l ≤ n Null, so ist man fertig.

So fortfahrend, gelangt man zu einer Matrix der Gestalt

(A(p)|~b(p)) =



1 0 0 · · · 0 α
(p)
1,p+1 · · · α

(p)
1,n β

(p)
1

0 1 0 · · · 0 α
(p)
2,p+1 · · · α

(p)
2,n β

(p)
2

0 0 1 · · · 0 α
(p)
3,p+1 · · · α

(p)
3,n β

(p)
3

...
...

...
. . .

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1 α
(p)
p,p+1 · · · α

(p)
p,n β

(p)
p

0 0 0 · · · 0 0 · · · 0 β
(p)
p+1

...
...

...
...

...
...

...

0 0 0 · · · 0 0 · · · 0 β
(p)
m


. (p)

Die Lösungsmenge des LGS A(p)~x = ~b stimmt nun bis auf eventuelle Umnummerierung der
Unbekannten mit der von A~x = ~b überein. An den letzten m − p Zeilen kann die Lösbarkeit
des Systems abgelesen werden:
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– Fall 1:

Ist mindestens eines der β
(p)
p+1, . . . , β

(p)
m von 0 verschiedenl, so ist das LGS mit

rg(A|~b) = rg(A(p)|~b(p)) = p+ 1 = rg(A(p)) + 1 = rg(A) + 1

nicht lösbar.

– Fall 2:

Ist dagegen β
(p)
p+1 = · · · = β

(p)
m = 0, so ist das LGS mit

rg(A|~b) = rg(A(p)|~b(p)) = p = rg(A(p)) = rg(A)

lösbar.

• Explizite Angabe der Lösungsmenge:
Der Einfachheit halber sei angenommen, dass keine Spaltenvertauschungen stattgefunden ha-
ben. Das LGS A(p)~x = ~b(p) lautet explizit

x1 + α
(p)
1,p+1xp+1 + · · · + α

(p)
1,nxn = β

(p)
1

x2 + α
(p)
2,p+1xp+1 + · · · + α

(p)
2,nxn = β

(p)
2

. . .
...

...
...

xp + α
(p)
p,p+1xp+1 + · · · + α

(p)
p,nxn = β

(p)
p

und kann zu
x1 = β

(p)
1 − α

(p)
1,p+1xp+1 − · · · − α

(p)
1,nxn

x2 = β
(p)
2 − α

(p)
2,p+1xp+1 − · · · − α

(p)
2,nxn

...
...

...
...

xp = β
(p)
p − α

(p)
p,p+1xp+1 − · · · − α

(p)
p,nxn

umgeschrieben werden. Dabei sind die xp+1, . . . , xn frei wählbare Parameter. Der allgemeine
Lösungsvektor ~x hat also die Form

~x =

x1...
xn

 =



β
(p)
1 − α

(p)
1,p+1xp+1 − · · · − α(p)

1,nxn

β
(p)
2 − α

(p)
2,p+1xp+1 − · · · − α(p)

2,nxn
...

β
(p)
p − α(p)

p,p+1xp+1 − · · · − α(p)
p,nxn

xp+1
...
xn



=



β
(p)
1
...

β
(p)
p

0
0
...
0


︸ ︷︷ ︸

partikuläre Lösung von A~x = ~b

+xp+1



−α(p)
1,p+1
...

−α(p)
p,p+1

1
0
...
0


+ xp+2



−α(p)
1,p+2
...

−α(p)
p,p+2

0
1
...
0


+ · · ·+ xn



−α(p)
1,n

...

−α(p)
p,n

0
0
...
1


︸ ︷︷ ︸

Basis des Lösungsraums von A~x = ~0

.
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Bemerkung 6.2.1. Betrachte ein LGS A~x = ~b simultan für mehrere rechte Seiten:

A~x1 = ~b1, A~x2 = ~b2, . . . A~xq = ~bq

oder äquivalent dazu die Matrixgleichung AX = B mit X = (~x1, . . . , ~xq) und B = (~b1, . . . ,~bq). Diesen

Fall behandelt man analog durch Umformung der Matrix (A|~b1, . . . ,~bq) = (A|B). Ein Spezialfall
dieses Problems ist uns schon in Satz 4.3.5 bei der Bestimmung der inversen Matrix A−1 begegnet,
was ja auf die Lösung der Gleichung AX = En hinausläuft.

Bemerkung 6.2.2. Es genügt auch, (A|~b) durch Zeilenumformungen in die folgende allgemeinere
Form zu bringen: 

α′11 ∗ ∗ · · · ∗ ∗ · · · ∗ β′1
0 α′22 ∗ · · · ∗ ∗ · · · ∗ β′2
0 0 α′33 · · · ∗ ∗ · · · ∗ β′3
...

...
...

. . .
...

...
...

...
0 0 0 · · · α′pp ∗ · · · ∗ β′p
0 0 0 · · · 0 0 · · · 0 β′p+1
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0 0 · · · 0 β′m


,

wobei ∗ für beliebige Einträge aus K stehe und α′jj 6= 0 sei.
Im Falle der Lösbarkeit, d.h. für β′p+1 = · · · = β′m = 0, erhält man die Lösungen durch sukzessives
Auflösen der Gleichungen von unten nach oben.

Beispiel 6.2.3. Wir lösen das System
x + 2y − 3z + 4w = 7

2x + 4y − 6z + 10w = 20
−x − 2y + 9z − 9w = −10

Es gilt

(A|~b) =

 1 2 −3 4 7
2 4 −6 10 20
−1 −2 9 −9 -10

 −→
 1 2 −3 4 7

0 0 0 2 6
0 0 6 −5 -3


x y z w

Spaltentausch−→

 1 4 −3 2 7
0 2 0 0 6
0 −5 6 0 -3


x w z y

−→

 1 0 −3 2 -5
0 1 0 0 3
0 0 6 0 12



−→

 1 0 0 2 1
0 1 0 0 3
0 0 1 0 2

 ⇒


x = 1− 2y
w = 3
z = 2

mit einem beliebigen y ∈ R.
Damit ergeben sich sämtliche Lösungsvektoren in der Form

x
y
z
w

 =


1
0
2
3

+ y ·


−2
1
0
0


mit y ∈ R.
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Beispiel 6.2.4. Bestimme eine Gleichung der Ebene E des R3, die durch die Punkte P = (1,−1, 2),
Q = (2, 4,−5) und R = (3, 1, 0) verläuft.

Lösung:
Da die Ebene E eine zweidimensionale lineare Mannigfaltigkeit des dreidimensionalen R3 ist, gibt es
nach Satz 6.1.14 eine Linearform ϕ ∈ L(R3,R) und ein d ∈ R mit

~v ∈ E ⇔ ϕ(~v) = d.

Diese hat die Form ϕ(x, y, z) = ax + by + cz. Die Bestimmung von ϕ geschieht nach der im Beweis

von Satz 6.1.14 beschriebenen Methode. Die Richtungsvektoren von E sind
−−→
PQ = (1, 5,−7) und

−→
PR = (2, 2,−2), also ist

E =


 1
−1

2

+ t

 1
5
−7

+ u

 2
2
−2

 : t, u ∈ R

 .

Die Koeffizienten (a, b, c) von ϕ bestimmen sich als Lösungen des LGS{
a + 5b − 7c = 0

2a + 2b − 2c = 0
⇔
{
a + 5b − 7c = 0
− 8b + 12c = 0

Wir wählen c = 2, dann ist b = 3 und a = −1, sowie ϕ(x, y, z) = −x + 3y + 2z, denn die Menge
der möglichen ϕ bildet nach Satz 6.1.14 einen eindimensionalen Vektorraum, weswegen ϕ nur bis auf
einen konstanten Faktor bestimmt ist. Den verbleibenden Koeffizienten d in der Gleichung von E
erhält man, indem man einen beliebigen Punkt von E in ϕ einsetzt: beispielsweise ist ϕ(1,−1, 2) = 0,
also d = 0, und die Gleichung von E ist

−x+ 3y + 2 = 0.

Wegen d = 0 geht E durch den Nullpunkt und ist sogar ein Untervektorraum von R3.

Beispiel 6.2.5. Finde ein Gleichungssystem für die dreidimensionale lineare Mannigfaltigkeit M des
Vektorraums R5, die durch die Punkte

P1 = (2,−1, 0, 3, 4), P2 = (1, 2, 1, 3, 5), P3 = (3, 1, 1, 4, 5) und P4 = (2, 0, 1, 5, 0)

verläuft.

Lösung:
Wir schreiben M zunächst wieder als M = {~v0 + ~u : ~u ∈ U} mit einem Unterraum U ⊆ R5, welcher
die Basis

B = {
−−−→
P1P2,

−−−→
P1P3,

−−−→
P1P4}

besitzt. Nach Satz 6.1.14 gibt es zwei Linearformen ϕ1, ϕ2 ∈ L(M) und d1, d2 ∈ R, so dass

~x =

x1...
x5

 ∈M ⇔ ϕ1(~x) = d1 und ϕ2(~x) = d2

gilt. Die ϕ1, ϕ2 können als beliebige Basis des zweidimensionalen Unterraums L(M) von L(R5,R)
bestimmt werden. Die Koeffizienten α1, . . . , α5 der ϕ ∈ L(M) bestimmen sich als Lösungen des LGS

−α1 + 3α2 + α3 + α5 = 0
α1 + 2α2 + α3 + α4 + α5 = 0

α2 + α3 + 2α4 − 4α5 = 0
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Diese Koeffizienten sind die Komponenten der Vektoren der Basis B. Der Gaußsche Algorithmus
liefert−1 3 1 0 1

1 2 1 1 1
0 1 1 2 −4

 −→
1 −3 −1 0 −1

0 5 2 1 2
0 1 1 2 −4

 −→
1 −3 −1 0 −1

0 1 1 2 −4
0 0 −3 −9 22

 .

Die Wahlen α4 = 0, α5 = −3 bzw. α4 = 1, α5 = 0 liefern zwei linear unabhängige Linearformen ϕ1

und ϕ2 mit
α4 = 0, α5 = −3 ⇒ α3 = −22, α2 = 10, α1 = 5
α4 = 1, α5 = 0 ⇒ α3 = − 3, α2 = 1, α1 = 0.

Also ist ϕ1(x1, . . . , x5) = 5x1 + 10x2 − 22x3 − 3x5 und ϕ2(x1, . . . , x5) = x2 − 3x3 + x4. Die Zahlen
d1, d2 ∈ R ergeben sich wiederum durch Einsetzen eines beliebigen Punktes von M in ϕ1 und ϕ2,
beispielsweise ist

ϕ1(2,−1, 0, 3, 4) = −12 und ϕ2(2,−1, 0, 3, 4) = 2.

Also ist M durch das LGS{
5x1 + 10x2 − 22x3 − 3x5 = −12

x2 − 3x3 + x4 = 2

bestimmt. Wegen d1, d2 6= 0 ist M kein Untervektorraum.
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Kapitel 7

Determinanten

7.1 Permutationen

Definition 7.1.1. Eine Permutation σ der Menge N = {1, 2, . . . , n} ist eine bijektive Abbildung
σ : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}. Unter γn verstehen wir die Gruppe der Permutationen von N mit
der Komposition als Verknüpfung (siehe Beispiel 2.2.7 für den Fall n = 3).
Wir schreiben Permutationen in der Form

σ =

(
1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)
.

Eine Permutation τ ∈ γn, welche nur zwei Zahlen i 6= j vertauscht, also τ(i) = j, τ(j) = i und
τ(k) = k für k 6∈ {i, j}, heißt Transposition. Wir schreiben sie in der Form τ = (i j).

Satz 7.1.2. Es ist |γn| = n!

Beweis. Übungsaufgabe.

Definition 7.1.3. Es sei σ ∈ γn. Ein Paar (i, j) mit 1 ≤ i < j ≤ n heißt Fehlstandspaar (oder
Inversion) der Permutation σ, falls σ(i) > σ(j) ist. Die Anzahl der Fehlstandspaare von σ heißt
Fehlstandszahl φ(σ). Die Parität oder das Signum von σ ist durch sgn(σ) = (−1)φ(σ) definiert. Dabei
gilt

σ heißt gerade ⇔ sgn(σ) = 1 ⇔ φ(σ) gerade ,

σ heißt ungerade ⇔ sgn(σ) = −1 ⇔ φ(σ) ungerade .

Beispiel 7.1.4. Es sei σ ∈ γ5 durch

σ =

(
1 2 3 4 5
3 5 1 2 4

)
.

gegeben. Dann hat σ die Fehlstandspaare (1, 3),(1, 4),(2, 3),(2, 4),(2, 5). Es ist also φ(σ) = 5 und
sgn(σ) = (−1)5 = −1, womit σ eine ungerade Permutation ist.

Satz 7.1.5. Für jedes σ ∈ γn gilt:

i) Es kann σ als Produkt von Transpositionen geschrieben werden: σ = τ1 ◦ · · · ◦ τr.

ii) Es ist sgn(σ) = (−1)r.

iii) Insbesondere gilt sgn(% ◦ σ) = sgn(%) · sgn(σ) für alle %, σ ∈ γn.
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Bemerkung 7.1.6. Die Anzahl r ist durch σ nicht eindeutig bestimmt. Es ist aufgrund von

sgn(σ) = (−1)r =

{
1, falls r gerade ist
−1, falls r ungerade ist

aber bestimmt, ob r gerade oder ungerade ist.

Beweis. (Beweis von Satz 7.1.5)

i) Wir zeigen zunächst:
Ist σ ∈ γn mit φ(σ) = m und τ = (σ(h), σ(h+ 1)) ∈ γn mit 1 ≤ h ≤ n− 1, dann gilt

φ(τ ◦ σ) =

{
m− 1, falls (σ(h), σ(h+ 1)) ein Fehlstandspaar von σ ist,
m+ 1, falls (σ(h), σ(h+ 1)) kein Fehlstandspaar von σ ist.

(∗)

Dazu vergleichen wir die Fehlstandspaare der Permutationen

σ =

(
1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)
und

% = τ ◦ σ =

(
1 · · · h− 1 h h+ 1 · · · n

σ(1) · · · σ(h− 1) σ(h+ 1) σ(h) · · · σ(n)

)
.

Ist i /∈ {h, h + 1}, so ist (i, h) genau dann ein Fehlstandspaar von σ, wenn (i, h + 1) ein
Fehlstandspaar von % ist. Ebenso ist (i, h) genau dann ein Fehlstandspaar von %, wenn (i, h+1)
ein Fehlstandspaar von σ ist. Unter den Paaren (i, j) 6= (h, h+ 1) haben % und σ daher dieselbe
Anzahl von Fehlstandspaaren. Ist (h, h + 1) ein Fehlstandspaar von σ, so ist es keines von %.
Ist (h, h+ 1) kein Fehlstandspaar von σ, so ist eines von %. Damit ist (∗) gezeigt.
Wir führen nun den Beweis von (i) durch Induktion nach der Zahl m der Fehlstandspaare. Ist
φ(σ) = 0, so muss σ1 ≤ σ2 ≤ . . . ≤ σ(n) sein, also

σ = id =

(
1 2 · · · n
1 2 · · · n

)
.

Die Identität kann als leeres Produkt von Transpositionen geschrieben werden, oder auch als
id = (1, 2) ◦ (1, 2).
Nun sei die Behauptung i) schon für die Fehlstandszahl m− 1 bewiesen.
Es sei σ ∈ γn mit φ(σ) = m mit einem Fehlstandspaar (h, h + 1) sowie τ = (σ(h), σ(h + 1)).
Wegen (∗) ist dann φ(σ ◦ τ) = m− 1. Nach Induktionsannahme ist τ ◦ σ = τ ◦ τ1 ◦ . . . ◦ τk = %
für gewisse Transpositionen τi und somit wegen τ ◦ τ = id

σ = τ ◦ % = τ ◦ τ1 ◦ . . . ◦ τk.

ii) Sei τ = (i, j) ∈ γn mit i < j. Die Vertauschung von i und j kann folgendermaßen erreicht
werden: Durch (j−i) Vertauschungen benachbarter Elemente wird i an die j-te Stelle, und j an
die (j−1)-te Stelle gebracht. Danach wird j durch (j− i−1) Vertauschungen mit benachbarten
Elementen an die i-te Stelle gebracht.
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Skizze:(
1 2 · · · i · · · j · · · n
1 2 · · · i · · · j · · · n

)
(i i+1)→

(
1 2 · · · i i+ 1 · · · j · · · n
1 2 · · · i+ 1 i · · · j · · · n

)
(i+1 i+2)→

(
1 2 · · · i i+ 1 i+ 2 · · · j · · · n
1 2 · · · i+ 1 i+ 2 i · · · j · · · n

)
→

(
1 2 · · · i i+ 1 · · · j − 1 j · · · n
1 2 · · · i+ 1 i+ 2 · · · i j · · · n

)
(j−1 j)→

(
1 2 · · · i i+ 1 · · · j − 1 j · · · n
1 2 · · · i+ 1 i+ 2 · · · j i · · · n

)
(j−1 j−2)→

(
1 2 · · · j − 2 j − 1 j · · · n
1 2 · · · j j − 1 i · · · n

)
→

(
1 2 · · · i · · · j · · · n
1 2 · · · j · · · i · · · n

)
.

Wir haben also die Produktdarstellung

τ = (i, i+ 1) ◦ · · · ◦ (j − 1, j − 2) ◦ (j − 1, j) ◦ . . . ◦ (i+ 1, i+ 2) ◦ (i, i+ 1),

ein Produkt von 2(j − i) − 1 Transpositionen der Form (σ(h), σ(h + 1)), also einer ungeraden
Anzahl solcher Transpositionen. Sei nun σ = τ1 ◦ · · · ◦ τr. Jedes τi schreiben wir, wie eben
skizziert, als Produkt einer ungeraden Anzahl von Transpositionen der Form (σ(h), σ(h+ 1)).
Dies führt zu einer Produktdarstellung σ = τ̃1◦· · ·◦ τ̃s, wobei jedes τ̃j von der Form (σ(h), σ(h+
1)) ist. s ist gerade falls r gerade ist, bzw. ungerade falls r ungerade ist. Nach (∗) unterscheiden
sich φ(%) und φ(τ̃ ◦ %) um ±1. Daher ist φ(σ) gerade, falls s und somit r gerade ist, und
andernfalls ungerade. Daraus folgt ii).

iii) Sei σ = τ1 ◦ · · · ◦ τr und % = ν1 ◦ · · · ◦ νs mit Transpositionen τi, νj . Dann ist

σ ◦ % = τ1 ◦ . . . ◦ τr ◦ ν1 ◦ . . . ◦ νs.

Nach (ii) gilt dann sgn(σ) = (−1)r, sgn(%) = (−1)s sowie sgn(σ ◦ %) = (−1)r+s, woraus die
Behauptung sgn(σ ◦ %) = sgn(σ) · sgn(%) folgt.

7.2 Determinantenfunktionen

Eine Motivation für die Einführung einer Determinantenfunktion liegt im Wunsch, das Volumen eines
von n Vektoren ~a1, . . . ,~an des Rn aufgespannten Parallelepipeds zu definieren. Wir beschränken
uns bei der Illustration der Einfachheit halber auf den Fall n = 2, also den Flächeninhalt eines
Parallelogramms. Es sei |f(~a1,~a2)| die Fläche des von ~a1,~a2 ∈ R2 aufgespannten Parallelogramms.
Dann gilt offenbar

(H) Homogenität: f(λ~a1,~a2) = f(~a1, λ~a2) = λf(~a1,~a2) für alle λ ∈ R.

(S) Scherungsinvarianz: f(~a1 + ~a2,~a2) = f(~a1,~a1 + ~a2) = f(~a1,~a2).
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Skizze:

-
~a1
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~a2
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Skalierung−→

-
λ~a1
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~a2

�
�
�
�
�

�
�
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�
�

-
~a1

�
�
�
�
��

~a2

�
�
�
�
�

Scherung−→

-
~a1

��
��

��
��

��
��

��
�1

~a1 + ~a2

��
��

��
��

��
��

��
�

Wir verallgemeinern diese Eigenschaften nun auf beliebige Abbildungen f : V n → K, wobei V ein
n-dimensionaler Vektorraum über einem Körper K und V n = V × V × . . .× V ist.

Definition 7.2.1. Eine Abbildung f : V n → K heißt homogen, falls für alle ~a1, . . . ,~an ∈ V und
i = 1, . . . , n

f(~a1, . . . ,~ai−1, λ~ai,~ai+1, . . . ,~an) = λf(~a1, . . . ,~ai, . . . ,~an)

gilt. Die Abbildung f heißt scherungsinvariant, falls für alle i, k mit i 6= k und alle ~a1, . . . ,~an ∈ V

f(~a1, . . . ,~ai−1,~ai + ~ak,~ai+1, . . . ,~an) = f(~a1, . . . ,~ai, . . . ,~an)

gilt.

Im folgenden sei V ein K-Vektorraum.

Satz 7.2.2. Es sei dimV = n und f : V n → K eine homogene und scherungsinvariante Abbildung.
Dann gilt:

i) f(~a1, . . . ,~ai−1,~0,~ai+1, . . . ,~an) = 0.

ii) Für alle i 6= k und alle λ ∈ K ist f(~a1, . . . ,~ai + λ~ak, . . . ,~an) = f(~a1, . . . ,~ai, . . . ,~an).

iii) Sind ~a1, . . . ,~an linear abhängig, so ist f(~a1, . . . ,~an) = 0.

iv) Die Abbildung f ist in jedem Argument additiv, d.h. für alle i gilt

f(~a1, . . . ,~ai +~bi, . . .~an) = f(~a1, . . . ,~ai, . . . ,~an) + f(~a1, . . . ,~bi, . . . ,~an).

v) Die Abbildung f ist in jedem Argumentpaar alternierend, d.h. für alle i 6= j ist

f(~a1, . . . ,~ai, . . . ,~aj , . . . ,~an) = −f(~a1, . . . ,~aj , . . . ,~ai, . . . ,~an).

Beweis. i) Wegen der Homogenität gilt

f(~a1, . . . ,~0, . . . ,~an) = f(~a1, . . . , 0 ·~0, . . . ,~an) =
(H)

0 · f(~a1, . . . ,~0, . . . ,~an) = 0.
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ii) Es sei ohne Einschränkung λ 6= 0. Dann gilt

f(~a1, . . . ,~ai, . . . ,~aj , . . . ,~an) =
(H)

λ−1f(~a1, . . . ,~ai, . . . , λ~aj , . . . ,~an)

=
(S)

λ−1f(~a1, . . . ,~ai + λ~aj , . . . , λ~aj , . . . ,~an)

=
(H)

f(~a1, . . . ,~ai + λ~aj , . . . ,~aj , . . . ,~an).

iii) Sind ~a1, . . . ,~an linear abhängig, so ist λ1~a1+ · · ·+λn~an = ~0 für λ1, . . . , λn ∈ K, und mindestens
ein λi nicht null; ohne Einschränkung sei dies λ1 6= 0. Dann erhält man

λ1f(~a1, . . . ,~an) =
(H)

f(λ1~a1, . . . ,~an)

=
(ii)

f(λ1~a1 + λ2~a2,~a2, . . . ,~an)

...

=
(ii)

f(λ1~a1 + · · ·+ λn~an,~a2, . . . ,~an) = f(~0,~a2, . . . ,~an) = 0

und somit f(~a1, . . . ,~an) = 0.

iv) Wir unterscheiden hier drei Fälle:

• ~a1, . . . ,~an sind linear unbhängig:
Dann ist {~a1, . . . ,~an} eine Basis von V , also ~bi = λ1~a1 + · · ·+ λn~an mit λi ∈ K. Es folgt

f(~a1, . . . ,~ai +~bi, . . . ,~an) = f(~a1, . . . ,~ai + λ1~a1 + · · ·+ λi~ai + · · ·+ λn~an, . . . ,~an)

=
ii)

f(~a1, . . . ,~ai + λi~ai, . . . ,~an)

=
(H)

(1 + λi)f(~a1, . . . ,~ai, . . . ,~an)

= f(~a1, . . . ,~ai, . . . ,~an) + λif(~a1, . . . ,~ai, . . . ,~an)

=
(H)

f(~a1, . . . ,~ai, . . . ,~an) + f(~a1, . . . , λi~ai, . . . ,~an)

=
ii)

f(~a1, . . . ,~ai, . . . ,~an)

+f(~a1, . . . , λ1~a1 + · · ·+ λi~ai + · · ·+ λn~an, . . . ,~an)

= f(~a1, . . . ,~ai, . . . ,~an) + f(~a1, . . . ,~bi, . . . ,~an).

• ~a1, . . . ,~ai−1,~ai+1, . . . ,~an sind linear unabhängig, aber ~a1, . . . ,~an sind linear abhängig:
Dann ist ~ai eine Linearkombination von ~a1, . . . ,~ai−1,~ai+1, . . . ,~an, also gilt

f(~a1, . . . ,~ai+~bi, . . . ,~an) =
ii)

f(~a1, . . . ,~bi, . . . ,~an) = f(~a1, . . . ,~ai, . . . ,~an)+f(~a1, . . . ,~bi, . . . ,~an),

da nach (iii) f(~a1, . . . ,~ai, . . . ,~an) = 0 ist.

• ~a1, . . . ,~ai−1,~ai+1, . . . ,~an sind linear abhängig:
In diesem Fall ist die Aussage iv) richtig, weil alle f -Werte nach iii) verschwinden.

v) Es gilt

f(~a1, . . . ,~ai, . . . ,~aj , . . . ,~an) =
(H)

−f(~a1, . . . ,~ai, . . . ,−~aj , . . . ,~an)

=
ii)
−f(~a1, . . . ,~ai + ~aj , . . . ,−~aj , . . . ,~an)

=
ii)
−f(~a1, . . . ,~ai + ~aj , . . . ,~ai, . . . ,~an)

=
ii)
−f(~a1, . . . ,~aj , . . . ,~ai, . . . ,~an).
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Definition 7.2.3. Es sei dimV = n und f : V n → K eine Abbildung.

i) Dann heißt f eine n-fache Linearform, wenn f in jedem Argument linear ist, d.h. wenn

f(~a1, . . . , λ~ai + µ~bi, . . . ,~an) = λf(~a1, . . . ,~ai, . . . ,~an) + µf(~a1, . . . ,~bi, . . . ,~an)

für alle ~a1, . . . ,~an,~bi ∈ V und λ, µ ∈ K gilt.

ii) Weiter heißt f alternierend, falls für alle i 6= j und alle ~a1, . . . ,~an ∈ V

f(~a1, . . . ,~ai, . . . ,~aj , . . . ,~an) = −f(~a1, . . . ,~aj , . . . ,~ai, . . . ,~an)

gilt.

Satz 7.2.4. Es sei dimV = n und f : V n → K eine Abbildung. Dann sind folgende Aussagen
äquivalent:

i) f ist homogen und scherungsinvariant.

ii) f ist eine n-fache alternierende Linearform.

Beweis. i)⇒ ii):
Aus der Homogenität und der Additivität (Satz 7.2.2 iv)) folgt die Linearität. Nach 7.2.2 v) ist f
auch alternierend.

ii)⇒ i):
Es sei f eine n-fache alternierende Linearform. Dann ist

f(~a1, . . . ,~ai + ~aj , . . . ,~an) = f(~a1, . . . ,~ai, . . . ,~aj , . . . ,~an) + f(~a1, . . . ,~aj , . . . ,~aj , . . . ,~an).

Da f alternierend ist, folgt f(~a1, . . . ,~aj , . . . ,~aj , . . . ,~an) = 0 und damit die Scherungsinvarianz von f .
Die Homogenität von f ergibt sich unmittelbar aus der Linearität.

Vertauschung zweier Argumente einer alternierenden Linearform ändert den Wert von f um den
Faktor −1. Wir wollen nun untersuchen, wie sich der Wert bei einer beliebigen Umordnung der
Argumente verhält:

Satz 7.2.5. Es sei f eine n-fache alternierende Linearform auf V und σ ∈ γn. Für alle ~a1, . . . ,~an ∈ V
ist dann

f(~aσ(1), . . . ,~aσ(n)) = sgn(σ) · f(~a1, . . . ,~an).

Beispiel 7.2.6. Es sei f eine 3-fache alternierende Linearform und dimV = 3. Für ~a1,~a2,~a3 ∈ V ist

f(~a2,~a3,~a1) = f(~aσ(1),~aσ(2),~aσ(3)) mit σ =

(
1 2 3
2 3 1

)
.

Die Permutation σ hat die Fehlstandspaare (1, 3) und (2, 3), also sgn(σ) = 1. Daher ist

f(~a2,~a3,~a1) = sgn(σ)f(~a1,~a2,~a3) = f(~a1,~a2,~a3).
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Beweis. (Beweis von Satz 7.2.5)
Wir schreiben σ als Produkt von Transpositionen σ = τ1 ◦ · · · ◦ τr, was nach Satz 7.3.2 möglich ist.
Für 1 ≤ j ≤ r setzen wir σj = τj ◦ · · · ◦ τr. Nun ist

f(~aσ(1),~aσ(2), . . . ,~aσ(n)) = f(~a(τ1◦σ2)(1),~a(τ1◦σ2)(2), . . . ,~a(τ1◦σ2)(n)) = −f(~aσ2(1),~aσ2(2), . . . ,~aσ2(n)),

da f alternierend ist, und τ1 zwei Argumente tauscht. Wiederholtes Abspalten der τj ergibt

f(~aσ(1),~aσ(2), . . . ,~aσ(n)) = (−1)1f(~aσ2(1),~aσ2(2), . . . ,~aσ2(n))

= (−1)2f(~aσ3(1),~aσ3(2), . . . ,~aσ3(n))

...

= (−1)rf(~aσn(1), . . . ,~aσn(n)) = (−1)rf(~a1, . . . ,~an).

Nach Satz 7.1.5 ist (−1)r = sgn(σ).

Satz 7.2.7. Es sei f eine n-fache alternierende Linearform auf V . Dann gilt:

i) Sind ~a1, . . . ,~an,~b1, . . . ,~bn ∈ V und λik ∈ K mit ~ai =
n∑
k=1

λik~bk, dann ist

f(~a1, . . . ,~an) = f(~b1, . . . ,~bn) ·
∑
σ∈γn

sgn(σ)λ1,σ(1) · · ·λn,σ(n).

ii) Ist f 6= 0, so gilt

f(~b1, . . . ,~bn) 6= 0⇔ ~b1, . . . ,~bn sind linear unabhängig.

Beweis. i) Wir wenden wiederholt die Linearität von f an:

f(~a1, . . . ,~an) = f

(
n∑
k=1

λ1,k~bk,~a2, . . . ,~an

)
=

n∑
k=1

λ1,kf(~bk,~a2, . . . ,~an)

=

n∑
k1=1

λ1,k1f

~bk1 , n∑
k2=1

λ2,k2
~bk2 ,~a3, . . . ,~an


=

n∑
k1=1

n∑
k2=1

λ1,k1λ2,k2f(~bk1 ,
~bk2 ,~a3, . . . ,~an)

...

=
n∑

k1=1

· · ·
n∑

kn=1

λ1,k1 · · ·λn,knf(~bk1 ,
~bk2 , . . . ,

~bkn).

Da f alternierend ist, sind alle Summanden null, für die zwei ki übereinstimmen. Wir brauchen
also nur über die n-Tupel (k1, . . . , kn) zu summieren, für die (k1, . . . , kn) = (σ(1), . . . , σ(n)) für
ein σ ∈ γn ist. Also ist

f(~a1, . . . ,~an) =
∑
σ∈γn

λ1,σ(1) · · ·λn,σ(n)f(~bσ(1),~bσ(2), . . . ,~bσ(n))

=
∑
σ∈γn

sgn(σ)λ1,σ(1) · · ·λn,σ(n)f(~b1,~b2, . . . ,~bn)

nach Satz 7.2.5.
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ii) Sind ~b1, . . . ,~bn linear unabhängig, so bilden sie eine Basis von V . Für beliebige ~a1, . . . ,~an ∈ V
gibt es dann λik ∈ K für 1 ≤ i, k ≤ n mit ~ai =

∑
λik~b. Aus i) folgt dann

f(~a1, . . . ,~an) = f(~b1, . . . ,~bn) ·
∑
σ∈γn

sgn(σ)λ1,σ(1) · · ·λn,σ(n).

Wäre f(~b1, . . . ,~bn) = 0, so gilt auch f(~a1, . . . ,~an) = 0. Da die ~a1, . . . ,~an ∈ V aber beliebig sind,
ist f bereits die Nullabbildung. Sind nun andererseits ~b1, . . . ,~bn linear abhängig, so ist nach
Satz 7.2.2 iii) dann f(~b1, . . . ,~bn) = 0.

Satz 7.2.8. Es sei dimV = n. Dann bildet die Menge der n-fach alternierenden Linearformen auf
V mit werteweiser Addition und Skalarmultiplikation einen K-Vektorraum der Dimension 1.

Beweis. Es sei L die Menge aller n-fachen Linearformen auf V . Man rechnet leicht nach, dass mit
f, g ∈ L auch λf+µg ∈ L ist. Weiter ist L auch nicht leer, da die Nullform mit N(~a1, . . . ,~an) = 0 für
alle ~a1, . . . ,~an ∈ V stets in L liegt. Nach dem Unterraumkriterium ist L damit ein Untervektorraum
von Abb(V n,K). Die Abbildung f0 : V n → K werde folgendermaßen definiert: Es sei {~b1, . . . ,~bn}
eine fest gewählte Basis von V und

f0(~a1, . . . ,~an) =
∑
σ∈γn

sgn(σ)λ1,σ(1) · · ·λn,σ(n), ~ai =
n∑
k=1

λik~bk.

Wir zeigen, dass f0 ein nichttriviales Element von L ist:

• f0 ist n-fache Linearform:
Es seien ~a1, . . . ,~an ∈ V wie oben gegeben, und es sei für 1 ≤ i ≤ n

~a′i =

n∑
k=1

λ′ik
~bk.

Dann gilt für µ, ν ∈ K

f0(~a1, . . . ,~ai−1, µ~ai + ν~a′i,~ai+1, . . . ,~an) =
∑
σ∈γn

sgn(σ)λ1,σ(1) · · · (µλi,σ(i) + νλ′i,σ(i)) · · ·λn,σ(n)

= µ
∑
σ∈γn

sgn(σ)λ1,σ(1) · · ·λi,σ(i) · · ·λn,σ(n)

+ν
∑
σ∈γn

sgn(σ)λ1,σ(1) · · ·λ′i,σ(i) · · ·λn,σ(n)

= µf0(~a1, . . . ,~ai, . . . ,~an) + νf0(~a1, . . . ,~a
′
i, . . . ,~an).

• f0 ist alternierend:
Für i 6= j betrachte man

f0(~a1, . . . ,~aj , . . . ,~ai, . . . ,~an) = f0(~aτ(1), . . . ,~aτ(i), . . . ,~aτ(j), . . . ,~aτ(n))

mit der Transposition τ = (i, j). Es ist

f0(~a1, . . . ,~aj , . . . ,~ai, . . . ,~an) =
∑
σ∈γn

sgn(σ)λτ(1),σ(1) · · ·λτ(n),σ(n)

=
∑
σ∈γn

sgn(σ)λτ(1),(σ◦τ)(τ(1)) · · ·λτ(n),(σ◦τ)(τ(n))

=
∑
σ∈γn

sgn(σ)λ1,(σ◦τ)(1) · · ·λn,(σ◦τ)(n).
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Wegen der Gruppeneigenschaft von γn durchläuft σ̃ = σ ◦ τ alle Permutationen aus γn wenn σ
dies tut. Die Abbildung σ 7→ σ̃ ist nämlich bijektiv: ist σ◦τ = σ′◦τ , so folgt nach Multiplikation
mit τ von rechts σ = σ′ (Injektivität), und für σ̃ ∈ γn ist σ = σ̃ ◦ τ wegen τ ◦ τ = id stets ein
Urbild (Surjektivität). Also kann man die Summe umindizieren, es folgt

f0(~a1, . . . ,~aj , . . . ,~ai, . . . ,~an) =
∑
σ∈γn

sgn(σ)λ1,(σ◦τ)(1) · · ·λn,(σ◦τ)(n)

=
∑
σ̃∈γn

sgn(σ̃ ◦ τ)λ1,σ̃(1) · · ·λn,σ̃(n)

=
Satz 7.1.5

−
∑
σ̃∈γn

sgn(σ̃)λ1,σ̃(1) · · ·λn,σ̃(n)

= −f0(~a1, . . . ,~ai, . . . ,~aj , . . . ,~an).

Also ist f0 alternierend.

• f0 ist nicht die Nullform:
Für die spezielle Wahl ~ai = ~bi für i = 1, . . . , n ist λik = δik das Kroneckersymbol, und wir
erhalten

f0(~b1, . . . ,~bn) =
∑
σ∈γn

sgn(σ)δ1,σ(1) · · · δn,σ(n).

Ist σ nicht die Identität, so gibt es ein i mit σ(i) 6= i und der zugehörige Summand verschwindet
wegen δi,σ(i) = 0. Nur der Summand für σ = id bleibt mit δ1,1 = · · · = δn,n = 1 übrig. Also ist

f0(~b1, . . . ,~bn) = 1 6= 0.

Ist nun f ∈ L beliebig, so ist nach Satz 7.2.7 für beliebige Vektoren ~a1, . . . ,~an ∈ V

f(~a1, . . . ,~an) = f(~b1, . . . ,~bn) ·
∑
σ∈γn

sgn(σ)λ1,σ(1) · · ·λn,σ(n) = f(~b1, . . . ,~bn) · f0(~a1, . . . ,~an),

wobei µ = f(~b1, . . . ,~bn) ∈ K ein von f abhängiges Skalar ist, also ist f = µ ·f0, und es folgt insgesamt
L = 〈〈 f0 〉〉 und dimL = 1.

Definition 7.2.9. Eine Abbildung D : V n → K heißt Determinantenfunktion, falls D eine n-fach
alternierende Linearform, aber nicht die Nullform ist.

Satz 7.2.10. Es sei dimV = n und {~b1, . . . ,~bn} eine Basis von V . Dann gibt es für jedes d ∈ K\{0}
genau eine Determinantenfunktion D : V n → K mit D(~b1, . . . ,~bn) = d.

Beweis. Es sei f0 ∈ L mit f0 6= 0 beliebig, was nach Satz 7.2.8 auch existiert. Dann ist nach Satz 7.2.7
ii) speziell f0(~b1, . . . ,~bn) = η 6= 0, da ~b1, . . . ,~bn linear unabhängig sind. Wir setzen D = dη−1f0 ∈ L.
Offenbar ist dann D(~b1, . . . ,~bn) = d. Es sei nun D̃ ∈ L mit D̃(~b1, . . . ,~bn) = d gegeben. Weiter ist
nach Satz 7.2.8 dann D̃ = µf0 für ein µ ∈ K, also D̃(~b1, . . . ,~bn) = µf0(~b1, . . . , bn) = µη. Es folgt
µη = d bzw. µ = dη−1, also D̃ = dη−1f0 = D.

Satz 7.2.11. Ist D : V n → K eine Determinantenfunktion auf V , so gilt

~a1, . . . ,~an linear unabhängig⇔ D(~a1, . . . ,~an) 6= 0.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 7.2.7 ii).
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7.3 Die natürliche Determinantenfunktion des Kn

Definition 7.3.1. Es sei {~e1, . . . , ~en} die Standardbasis des V = Kn (geschrieben als Zeilenvekto-
ren). Dann verstehen wir unter der natürlichen Determinantenfunktion des Kn die nach Satz 7.2.10
eindeutig bestimmte Determinantenfunktion Dn : V n → K mit Dn(~e1, . . . , ~en) = 1.

Satz 7.3.2. (Leibniz-Formel)
Es seien ~a1, . . . ,~an ∈ Kn mit

~ai = (ai1 · · · ain) =
n∑
k=1

aik~ek

gegeben. Dann ist

Dn(~a1, . . . ,~an) =
∑
σ∈γn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · an,σ(n).

Beweis. Nach Satz 7.2.7 ist

Dn(~a1, . . . ,~an) = Dn(~e1, . . . , ~en) ·
∑
σ∈γn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · an,σ(n)

mit Dn(~e1, . . . , ~en) = 1.

Definition 7.3.3. Es sei A = (aik) ∈ K(n,n). Dann ist die Determinante von A der Wert

det(A) = |A| = Dn(~a1, . . . ,~an)

mit den Zeilen ~ai = (ai1 · · · ain) von A.

Beispiel 7.3.4. Im Fall n = 2 ist die Determinante nach der Leibniz-Formel durch

det(A) = det

(
a11 a12
a21 a22

)
=
∑
σ∈γ2

sgn(σ)a1,σ(1)a2,σ(2) = a11 · a22︸ ︷︷ ︸
σ=id
sgn=1

− a12 · a21︸ ︷︷ ︸
σ=(1,2)
sgn=−1

gegeben. Dazu gehört das Schema:
a11 a12

a21 a22

Dabei ist das Produkt über die Querdiagonale mit dem Vorfaktor−1 zu versehen. Dann kann |det(A)|
als der Flächeninhalt des von ~a1 = (a11 a12) und ~a2 = (a21 a22) aufgespannten Parallelogramms
angesehen werden.

Beispiel 7.3.5. Im Fall n = 3 ist die Determinante

det

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 =
∑
σ∈γ3

sgn(σ)a1,σ(1)a2,σ(2)a3,σ(3).

Die sechs Elemente (6 = 3!) von γ3 sind(
1 2 3
1 2 3

)
sgn=1

,

(
1 2 3
1 3 2

)
sgn=−1

,

(
1 2 3
2 1 3

)
sgn=−1

,

(
1 2 3
2 3 1

)
sgn=1

,

(
1 2 3
3 1 2

)
sgn=1

,

(
1 2 3
3 2 1

)
sgn=−1

.
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Also ist

det(A) = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31.

Dies kann schematisch durch die Sarrussche Regel dargestellt werden:

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

Dabei sind die Produkte über die Querdiagonalen mit dem Vorfaktor −1 zu versehen, und |det(A)|
kann als das Volumen des von ~a1 = (a11, a12, a13)

T , ~a2 = (a21, a22, a23)
T und ~a3 = (a31, a32, a33)

T

aufgespannten Parallelepipeds angesehen werden.

Satz 7.3.6. Für A ∈ K(n,n) gilt det(A) = det(AT ).

Beweis. Es sei A = (aik) mit 1 ≤ i, k ≤ n. Dann ist

det(A) =
∑
σ∈γn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · an,σ(n) und det(AT ) =
∑
σ∈γn

sgn(σ)aσ(1),1 · · · aσ(n),n.

Es ist a1,σ(1) · · · an,σn = aσ−1(1),1 · · · aσ−1(n),n, weswegen

det(A) =
∑
σ∈γn

sgn(σ)aσ−1(1),1 · · · aσ−1(n),n =
∑
σ∈γn

sgn(σ−1)aσ−1(1),1 · · · aσ−1(n),n

gilt. Durchläuft σ alle Elemente von γn, so auch % = σ−1, also ist nach Umindizierung der Summe

det(A) =
∑
%∈γn

sgn(%)a%(1),1 · · · a%(n),n = det(AT ).

Satz 7.3.7. Für Determinanten von Matrizen gelten folgende Regeln:

i) Für alle λ ∈ K gilt

det


a11 · · · a1n

...
...

λai1 · · · λain
...

...
an1 · · · ann

 = λ · det


a11 · · · a1n

...
...

ai1 · · · ain
...

...
an1 · · · ann

 ,

sowie

det

a11 · · · λa1i · · · a1n
...

...
...

an1 · · · λani · · · ann

 = λ · det

a11 · · · a1i · · · a1n
...

...
...

an1 · · · ani · · · ann

 .
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ii) Es gilt

det


a11 · · · a1n

...
...

ai1 + bi1 · · · ain + bin
...

...
an1 · · · ann

 = det


a11 · · · a1n

...
...

ai1 · · · ain
...

...
an1 · · · ann

+ det


a11 · · · a1n

...
...

bi1 · · · bin
...

...
an1 · · · ann

 ,

sowie

det

a11 · · · a1i + b1i · · · a1n
...

...
...

an1 · · · ani + bni · · · ann

 = det

a11 · · · a1i · · · a1n
...

...
...

an1 · · · ani · · · ann


+ det

a11 · · · b1i · · · a1n
...

...
...

an1 · · · bni · · · ann

 .

iii) Besitzt A eine Zeile oder Spalte, die nur aus Nullen besteht, so ist det(A) = 0.

iv) Die Determinante einer Matrix ändert sich nicht, wenn man zu einer Zeile (oder Spalte) das
Vielfache einer Zeile (oder Spalte) addiert.

v) Die Determinante einer Matrix ändert beim Vertauschen zweier Zeilen (oder zweier Spalten)
das Vorzeichen.

vi) Es gilt

det(A) 6= 0 ⇔ die Zeilenvektoren sind linear unabhängig

⇔ die Spaltenvektoren sind linear unabhängig⇔ A ist regulär.

Beweis. Per Definition ist die Determinante einer Matrix eine n-fache alternierende Linearform der
Zeilenvektoren der Matrix. Nach Satz 7.3.6 ist sie auch eine n-fache alternierende Linearform der
Spaltenvektoren. Alle Aussagen folgen daher aus den entsprechenden Aussagen für alternierende
Linearformen.

Satz 7.3.8. Es ist

det


a11 · · · a1,n−1 a1n

...
...

...
an−1,1 · · · an−1,n−1 an−1,n

0 · · · 0 1

 = det

 a11 · · · a1,n−1
...

...
an−1,1 · · · an−1,n−1

 .

Beweis. Es sei A = (aik). Dann ist nach nach Satz 7.3.7

det(A) = =
Satz 7.3.2

∑
σ∈γn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · an,σ(n).
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Ist σ ∈ γn eine Permutation mit σ(n) 6= n, so ist σ(j) = n mit j < n, so verschwindet der zugehörige
Summand, weil er den Faktor aj,σ(j) = aj,n = 0 enthält. Die Determinante von A ist dann∑

σ∈γn
σ(n)=n

sgn(σ)a1,σ(1) · · · an,σ(n) =
∑

%∈γn−1

sgn(%)a1,%(1) · · · an−1,%(n−1) · an,n︸︷︷︸
=1

=
S. 7.3.2

det

 a11 · · · a1,n−1
...

...
an−1,1 · · · an−1,n−1

 ,

da jedes σ ∈ γn mit σ(n) = n als Permutation von {1, . . . , n − 1} aufgefasst werden kann (ohne
Änderung der Fehlstandszahl).

Definition 7.3.9. Es sei n ≥ 2 und A ∈ K(n,n). Mit Aij bezeichnen wir die Matrix, die aus A durch
Streichung der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht:

Aij =



a11 · · · a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n
...

...
...

...
ai−1,1 · · · ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n
ai+1,1 · · · ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

an,1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · an,n


.

Satz 7.3.10. Es sei n ≥ 2 und A ∈ K(n,n). Dann gilt

det



a11 · · · a1,j−1 a1j a1,j+1 · · · a1n
...

...
...

...
...

ai−1,1 · · · ai−1,j−1 ai−1,j ai−1,j+1 · · · ai−1,n
0 · · · 0 1 0 · · · 0

ai+1,1 · · · ai+1,j−1 ai+1,j ai+1,j+1 · · · ai+1,n
...

...
...

...
...

an,1 · · · an,j−1 an,j an,j+1 · · · ann


= (−1)i+j · det(Aij).

Beweis. Durch n− j Vertauschungen benachbarter Spalten erhalten wir

det(A) = (−1)j−1 · det


a11 · · · a1n a1j
...

...
...

0 · · · 0 1
...

...
...

an1 · · · ann anj

 .

Weitere n− i Vertauschungen benachbarter Zeilen ergeben

det(A) = (−1)n−j(−1)n−i ·


∗

Aij
...
∗

0 · · · 0 1

 .

Aus (−1)n−i+n−j = (−1)i+j und Satz 7.3.8 folgt die Behauptung.
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Satz 7.3.11. (Entwicklungssatz von Laplace)
Es sei n ≥ 2 und A ∈ K(n,n).

Für jedes feste i gilt die Entwicklung nach der i-ten Zeile:

det(A) =

n∑
j=1

(−1)i+jaij det(Aij).

Für jedes feste j gilt die Entwicklung nach der j-ten Spalte:

det(A) =

n∑
i=1

(−1)i+jaij det(Aij).

Beweis. Es ist det(A) = Dn(~a1, . . . ,~an) mit den Zeilen ~ak = (ak1, . . . , akn)T für 1 ≤ k ≤ n. Die
Entwicklung nach der i-ten Zeile folgt aus

D(~a1, . . . ,~an) = Dn

~a1, . . . , n∑
j=1

aij~ej , . . . ,~an

 =

n∑
j=1

aijDn(~a1, . . . , ~ej , . . . ,~an)

=
n∑
j=1

aij det


a11 · · · a1j · · · a1n
...

...
...

0 · · · 1 · · · 0
...

...
...

an1 · · · anj · · · ann

 =
S. 8.1.11

n∑
j=1

aij(−1)i+j det(Aij).

Die Entwicklung nach der j-ten Spalte wird durch Übergang zur Transponierten gezeigt.

Beispiel 7.3.12. Wir bestimmen die Determinante von

A =


1 2 1 3
1 0 2 0
3 6 4 9
5 8 7 13

 .

Wegen des Auftretens von zwei Nullen in der zweiten Zeile empfiehlt es sich, die Determinante nach
der zweiten Zeile zu entwickeln:

det(A) = (−1) · 1 · det

2 1 3
6 4 9
8 7 13

+ (−1) · 2 · det

1 2 3
3 6 9
5 8 13

 .

Die zweite Determinante ist null, da die ersten beiden Zeilen linear abhängig sind. Also ist

det(A) = −det

2 1 3
6 4 9
8 7 13

 =
(II)−3·(I)
(III)−4·(I)

−det

2 1 3
0 1 0
0 3 1

 2. Zeile
=

entwickeln
−(−1)2 det

(
2 3
0 1

)
= −(2 · 1− 0 · 3) = −2.

Determinanten können auch dazu verwendet werden, explizite Formeln für die Lösungen eindeutig
lösbarerer quadratischer Linearer Gleichungssysteme zu erhalten.
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Satz 7.3.13. (Cramersche Regel)
Es sei A ∈ K(n,n) und ~b = (b1, . . . , bn)T ∈ Kn (ein Spaltenvektor). Das LGS A~x = ~b besitzt

genau dann eine eindeutige Lösung, wenn det(A) 6= 0 ist. Ist dies der Fall, dann ist die Lösung
~x = (x1, . . . , xn)T durch

xk =
1

det(A)
· det

a11 · · · b1 · · · a1n
...

...
...

an1 · · · bn · · · ann


gegeben, wobei die k-te Spalte von A durch ~b ersetzt wird.

Beweis. Nach Satz 6.1.4 ist A~x = ~b genau dann eindeutig lösbar, wenn A regulär ist. Das ist nach
Satz 7.3.7 vi) zu det(A) 6= 0 äquivalent. In diesem Fall gilt für die eindeutig bestimmte Lösung
~x = (x1, . . . , xn)T

~b = x1~a1 + · · ·+ xn~an,

wobei

~aj =


a1j
a2j
...
anj


die j-te Spalte von A ist. Dann gilt

det

a11 · · · b1 · · · a1n
...

...
...

an1 · · · bn · · · ann

 = Dn(~a1, . . . ,~ak−1,~b,~ak+1, . . . ,~an)

= Dn

~a1, . . . ,~ak1 , n∑
j=1

xj~aj , ~ak+1, . . . ,~an


=

n∑
j=1

xjDn(~a1, . . . ,~ak1 ,~aj ,~ak+1, . . . ,~an) .

Nun ist Dn(~a1, . . . ,~ak−1,~aj ,~ak+1, . . . ,~an) = 0 für j 6= k, da dann zwei gleiche Argumente vorliegen.
Der verbleibende Summand ist xk det(A), also ist

det

a11 · · · b1 · · · a1n
...

...
...

an1 · · · bn · · · ann

 = xk · det(A) ,

woraus die Behauptung folgt, weil man diese Gleichung wegen det(A) 6= 0 durch det(A) teilen
darf.

7.4 Der Multiplikationssatz

Satz 7.4.1. (Determinantenmultiplikationssatz)
Für A,B ∈ K(n,n) gilt det(A · B) = det(A) · det(B). Ist A regulär, so gilt det(A−1) = det(A)−1.
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Beweis. Wir zeigen dies in drei Schrirtten:

• Es ist fA eine n- fach alternierende Linearform.

Nach Satz 7.2.4 genügt es zu zeigen, dass fA homogen und schwerungsinvariant ist. Es gilt

fA(~b1, . . . , λ~bi, . . .~bn) = det(A~b1, . . . , λA~bi, . . . ,A~bn) = λ · det(A~b1, . . . ,A~bi, . . . ,A~bn)

= λ · fA(~b1, . . . , λ~bi, . . .~bn),

also ist fA homogen. Weiter ist für k 6= i

fA(~b1, . . . ,~bi +~bk, . . .~bn) = det(A~b1, . . . ,A(~bi +~bk), . . . ,A~bn)

= det(A~b1, . . . ,A~bi +A~bk, . . . ,A~bn) = det(A~b1, . . . ,A~bi, . . . ,A~bn)

= fA(~b1, . . . ,~bi, . . .~bn),

womit fA auch scherungsinvariant ist. Daraus folgt die Behauptung.

• Es gilt fA(~b1, . . . ,~bn) = (detA) · (detB), wobei B = (~b1, . . . ,~bn) die Matrix mit den Spalten-
vektoren ~b1, . . . ,~bn ist.

Da fA eine Determinantenfunktion und nicht die Nullform ist, gilt

fA(~b1, . . . ,~bn) = det(~b1, . . . ,~bn) · fA(~e1, . . . , ~en)

mit den Standardvektoren ~e1, . . . , ~en. Daraus folgt

fA(~b1, . . . ,~bn) = det(~b1, . . . ,~bn) · fA(~e1, . . . , ~en) = detB · det(A~e1, . . . ,A~en) = detB · detA.

Mit C = A · B folgt nun det(A · B) = detA · detB.

Eine wichtige Folgerung aus diesem Satz ist, dass ein Basiswechsel die Determinante einer Darstel-
lungsmatrix nicht ändert: Ist ϕ ∈ L(V, V ) für einen endlichdimensionalen Vektorraum V , und sind
B1 und B2 zwei Basen von V , so ist M(ϕ;B2,B2) = X−1 ·M(ϕ;B1,B1) · X für eine reguläre Matrix
X ∈ GL(n,K) nach Satz 5.5.7. Nach dem Multiplikationssatz ist

det(M(ϕ;B2,B2)) = det(X−1 · M(ϕ;B1,B1) · X )

= det(X )−1 · det(M(ϕ;B1,B1)) · det(X ) = det(M(ϕ;B1,B1)).

Definition 7.4.2. Es sei V ein n- dimensionaler K-Vektorraum. Die Determinante von ϕ ist

det(ϕ) = det(M(ϕ;B,B))

für eine Basis B von V . Die Definition hängt nach der vorigen Rechnung nicht davon ab, welche Basis
man wählt.

Der Multiplikationssatz für Endomorphismen lautet

Satz 7.4.3. Sind ϕ,ψ ∈ L(V, V ), so gilt det(ϕ ◦ ψ) = det(ϕ) · det(ψ). Es gilt

ϕ bijektiv ⇔ det(ϕ) 6= 0.

In diesem Fall ist det(ϕ−1) = det(ϕ)−1.
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Kapitel 8

Diagonalisierung

8.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 8.1.1. Es sei ϕ ∈ L(V, V ) ein Endomorphismus. Dann heißt λ ∈ K ein Eigenwert (EW)

von ϕ, falls es einen Vektor ~x ∈ V mit ~x 6= ~0 gibt, so dass ϕ(~x) = λ~x gilt. Dieser Vektor ~x heißt dann
Eigenvektor (EV) von ϕ zum Eigenwert λ.

Definition 8.1.2. Es sei A ∈ K(n,n) eine quadratische Matrix. Dann heißt λ ∈ K ein Eigenwert der

Matrix A, falls es einen Vektor ~x ∈ Kn mit ~x 6= ~0 gibt, so dass A~x = λ~x gilt. Man nennt ~x dann
Eigenvektor von A zum Eigenwert λ, d.h. λ ist Eigenwert des Endomorphismus ϕ(~x) = A~x.

Beispiel 8.1.3. Die Identität ϕ = id hat den Eigenwert 1 und sonst keinen. Die Nullabbildung
N(~x) = ~0 hat als einzigen Eigenwert 0. Ein Endomorphismus ϕ hat genau dann den Eigenwert 0,
wenn es ein ~x 6= 0 mit ϕ(~x) = ~0 gibt.

Beispiel 8.1.4. Wir betrachten die Projektion P : Kn → Kn mit P (x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0)
mit 1 < r < n.
Sie besitzt den Eigenwert 1, denn jeder Vektor der Form ~x = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0) erfüllt P (~x) = ~x.
Andererseits besitzt P auch den Eigenwert 0, denn jeder Vektor der Form ~x = (0, . . . , 0, xr+1, . . . , xn)
erfüllt P (~x) = ~0.

Satz 8.1.5. Es sei ϕ ∈ L(V, V ), B eine Basis von V sowie λ ∈ K. Dann gilt

λ ist Eigenwert von ϕ⇔ λ ist Eigenwert von M(ϕ;B,B).

Bemerkung 8.1.6. Offensichtlich hängt die Aussage auf der linken Seite nicht von der Wahl der
Basis B ab. Damit folgt aus Satz 5.5.7, dass A ∈ K(n,n) und X−1AX für alle X ∈ GL(n,K) dieselben
Eigenwerte besitzen. Aus Satz 7.4.1 folgt übrigens, dass sie auch dieselbe Determinante besitzen, und
sie haben nach Satz 5.4.19 auch den gleichen Rang.

Dadurch wird die folgende Definition motiviert:

Definition 8.1.7. MatrizenA, C ∈ K(n,n) heißen ähnlich (Schreibweise:A ≈ C), wenn es ein reguläres
X ∈ GL(n,K) mit C = X−1 · A · X gibt.

Daraus folgt

i) A ≈ C ⇒ rg(A) = rg(C) und detA = det C.
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ii) Ist ϕ ∈ L(V, V ) und B eine Basis von V mit A = M(ϕ;B,B), so folgt aus den Sätzen aus
Kapitel 5 die Äquivalenz

A ≈ C ⇔ Es gibt eine Basis B̃ von V mit C =M(ϕ; B̃, B̃).

Beweis. (Beweis von Satz 8.1.5)
Es sei B = {~b1, . . . ,~bn} eine Basis von V und

~x =

n∑
i=1

µi~bi und ϕ(x) =

n∑
i=1

µ′i
~bi

mit µi, µi ∈ K. Nach Satz 5.4.2 giltµ
′
1
...
µ′n

 =M(ϕ;B′,B) ·

µ1...
µn

 .

Nun ist λ genau dann Eigenwert von ϕ, wenn ϕ(~x) = λ~x für ein ~x 6= 0 ist, also fürµ1...
µn

 6= ~0 und M(ϕ;B,B) ·

µ1...
µn

 =

µ
′
1
...
µ′n

 !
= λ

µ1...
µn

 ,

also genau dann, wenn (µ1, . . . , µn) Eigenvektor von M(ϕ;B,B) zum Eigenwert λ ist.

Definition 8.1.8. Es sei λ ∈ K ein Eigenwert von ϕ ∈ L(V, V ). Dann heißt

Uλ = {~x ∈ V : ϕ(~x) = λ~x} = Kern(ϕ− λid)

der Eigenraum von λ. Die Elemente von Uλ sind die Eigenvektoren zum Eigenwert λ und der Nullvek-
tor. Es heißt dimUλ = dim Kern(ϕ− λid) die geometrische Vielfachheit oder geometrische Ordnung

des Eigenwerts λ. Entsprechend definiert man für Matrizen A ∈ K(n,n)

Uλ = {~x ∈ Kn : (A− λEn)~x = ~0}

sowie dimUλ = dim Kern(A− λEn) = n− rg(A− λEn).

Satz 8.1.9. Es seien λ1, . . . , λr paarweise verschiedene Eigenwerte von ϕ ∈ L(V, V ) und ~x1, . . . , ~xr
zugehörige Eigenvektoren. Dann sind ~x1, . . . , ~xr linear unabhängig.

Bemerkung 8.1.10. Folglich besitzt ϕ höchstens n = dimV verschiedene Eigenwerte.

Beweis. Es ist genau dann ~xi ein Eigenvektor zum Eigenwert λ, wenn ~xi 6= ~0 und ϕ(~xi) = λi~xi für
i = 1, . . . , r ist. Weiter gilt für i, j = 1, . . . , r

(ϕ− λiid)(~xj) = ϕ(~xj)− λi~xj = λj~xj − λi~xj = (λj − λi)~xj (∗)

Nun sei α1~x1 + · · · + αn~xr = ~0 für α1, . . . , αr ∈ K. Wir müssen αk = 0 zeigen. Auf diese Gleichung
wenden wir die folgende lineare Abbildung an:

ψk = (ϕ− λ1id) ◦ · · · ◦ (ϕ− λk−1id) ◦ (ϕ− λk+1id) ◦ · · · ◦ (ϕ− λrid).
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Wir erhalten

~0 = ψk(~0) = ψk

 n∑
j=1

αj~xj

 =

n∑
j=1

αjψk(~xj) =

n∑
j=1

αj

r∏
i=1
i 6=k

(ϕ− λiid)(~xj) =
(∗)

r∑
j=1

αj

r∏
i=1
i 6=k

(λj − λi)~xj .

Das erste Produkt gehört zur Verknüpfung ◦ auf L(V, V ), das zweite ist ein gewöhnliches Produkt
von Elementen aus K. In der letzten Summe verschwinden alle Summanden bis auf den Summanden
für i = k, woraus

~0 = αk ·
r∏
i=1
i 6=k

(λk − λi)~xk

folgt. Da die Eigenwerte paarweise verschieden sind, verschwindet das Produkt nicht. Wegen ~xk 6= ~0
ist dann αk = 0.

Satz 8.1.11. Für ϕ ∈ L(V, V ) und A ∈ K(n,n) sowie λ ∈ K gilt

i) λ ist Eigenwert von ϕ⇔ det(ϕ− λid) = 0.

ii) λ ist Eigenwert von A ⇔ det(A− λEn) = 0.

Beweis. i) Für jedes λ ∈ K gilt

λ ist Eigenwert von ϕ ⇔ Kern(ϕ− λid) 6= {~0} ⇔ ϕ− λid ist nicht injektiv

⇔ ϕ− λid ist kein Automorphismus ⇔
Satz 7.4.3

det(ϕ− λid) = 0.

ii) Es gilt völlig analog

λ ist Eigenwert von A ⇔ ∃~x 6= 0: A~x = λ~x⇔ ∃~x 6= 0: (A− λEn)~x = ~0

⇔ A− λEnϕ ist nicht regulär⇔ det(A− λEn) = 0.

Satz 8.1.12. (Charakteristisches Polynom)
Für A ∈ K(n,n) ist det(A− λEn) ein Polynom in λ vom Grad n mit Koeffizienten aus K:

det(A− λEn) = PA(λ) = α0 + α1λ+ α2λ
2 + · · ·+ αnλ

n ∈ K[λ].

Beweis. Mit A = (aij) folgt

A− λEn =


a11 − λ a12 · · · a1n
a21 a22 − λ · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann − λ

 = (bij).

Es folgt

det(A− λEn) = (a11 − λ)(a22 − λ) · · · (ann − λ) +
∑
σ∈γn
σ 6=id

sgn(σ)b1,σ(1)b2,σ(2) · · · bn,σ(n).
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Jeder Summand ist ein Produkt aus einem Skalar aus dem KörperK und einer Potenz von λ höchstens
vom Grad n− 2, also ist die Summe ein Polynom Q(λ) ∈ K[λ] ebenfalls höchstens vom Grad n− 2.
Wir multiplizieren das Produkt über die (aii − λ) aus und erhalten

det(A− λEn) = (−1)nλn + (−λ)n−1(a11 + · · ·+ ann) + Q̃(λ)

mit einem Polynom Q̃(λ) vom Grad höchstens n− 2. Damit ist PA(λ) ein Polynom vom Grad n.

Definition 8.1.13. Das Polynom PA(λ) = det(A− λEn) heißt charakteristisches Polynom von A.

Es gilt αn = (−1)n, α0 = PA(0) = detA, sowie αn−1 = (−1)n−1 · S(A) mit S(A) = a11 + · · ·+ ann.

Definition 8.1.14. Die Summe

S(A) = a11 + · · ·+ ann = (−1)n−1αn−1

der Diagonalelemente von A ∈ K(n,n) nennt man die Spur von A.

Bemerkung 8.1.15. Für n = 2 besitzt

A =

(
a b
c d

)
stets das charakteristische Polynom

PA(λ) = λ2 − S(A)λ+ detA = λ2 − (a+ d)λ+ (ad− bc).

Satz 8.1.12 besagt, dass die Eigenwerte von A die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind:

λi ist Eigenwert von A ⇔ PA(λi) = 0.

Dadurch kann man die Eigenwerte einer Matrix rechnerisch bestimmen:

Beispiel 8.1.16. Bestimme die Eigenwerte von

A =

1 2 1
0 1 0
1 1 1

 .

Für die Unbestimmte λ ist

A− λEn =

1− λ 2 1
0 1− λ 0
1 1 1− λ

 .

Die Determinante dieser Matrix ist

detA− λEn =
2. Zeile

(1− λ) · det

(
1− λ 1

1 1− λ

)
= (1− λ) ·

(
(1− λ)2 − 1 · 1

)
= (1− λ) · (−2λ+ λ2).

Dieses Polynom kann man entweder in ausmultiplizierter Form

PA(λ) = (−1)λ3 + 3λ2 + (−2)λ+ 0λ0

oder in Produktform
PA(λ) = −(λ− 2) · (λ− 1) · (λ− 0)

aufschreiben.

An der ersten Form sieht man

detA = α0 = 0 und S(A) = (−1)n−1αn−1 = 3.

Aus der Produktform kann man die Eigenwerte λ1,2,3 = 0, 1, 2 ablesen.
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Bemerkung 8.1.17. Es ist möglich, dass A keine Eigenwerte besitzt:

A =

(
0 −1
1 0

)
∈ R(2,2) ⇒ PA(λ) = det

(
−λ −1
1 −λ

)
= λ2 + 1.

Dieses Polynom hat in R keine Nullstellen. Geometrisch ist

A =

(
cos π2 − sin π

2
sin π

2 cos π2

)
die Darstellungsmatrix der Drehung im R2 um 90 Grad.
Nur der Nullvektor wird durch diese Drehung in ein Vielfaches seiner selbst überführt.

Definition 8.1.18. Es sei A ∈ K(n,n) und λ0 ∈ K ein Eigenwert von A. Die Ordnung von λ0 als
Nullstelle von

PA(λ) = det(A− λEn)

heißt die algebraische Ordnung oder die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts λ0.

Bemerkung 8.1.19. Ist p(x) = α0 + α1x + · · · + αnx
n ∈ K[x] ein Polynom mit Grad ≥ 1 und

x0 ∈ K eine Nullstelle, d.h. p(x0) = 0, so ergibt wiederholte Polynomdivision

p(x) = (x− x0)k0 · q0(x)

für ein maximales k0 ∈ N und ein q0(x) ∈ K[x]. Die Zahl k0 heißt Ordnung der Nullstelle x0. Besitzt
q0(x) eine von x0 verschiedene Nullstelle x1, so kann man den Prozess fortsetzen:

p(x) = (x− x0)k0 · q0(x) = (x− x0)k0(x− x1)k1 · q1(x) = · · · = (x− x0)k0 · · · (x− xr)kr · qr(x),

so dass qr(x) 6= 0 für x = x0, . . . , xr ist. Falls man qr(x) = a ∈ K mit einer Konstanten a erreichen
kann, sagt man, dass p(x) in K vollständig in Linearfaktoren zerfällt.

Satz 8.1.20. (Fundamentalsatz der Algebra)
Über dem Körper C der komplexen Zahlen zerfällt jedes nichtkonstante Polynom vollständig in

Linearfaktoren.

Für den Beweis verweisen wir auf die weiterführenden Vorlesungen der Mathematik.

Beispiel 8.1.21. Das Polynom p(x) = (x2 + 1)2 hat keine Nullstelle in R, aber in C hat es die
Nullstellen ±i jeweils zur Ordnung 2. Es zerfällt in der Form

(x2 + 1)2 = (x− i)2 · (x+ i)2

im Körper C.

Satz 8.1.22. Ähnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom und dieselben Eigenwerte,
und zwar von jeweils derselben geometrischen und derselben algebraischen Vielfachheit.

Beweis. Ist A ≈ C, so gibt es X ∈ GL(n,K) mit C = X−1 · A · X . Dann gilt

PC(λ) = det(X−1AX − λEn) = det(X−1AX − λX−1X )

= det(X−1(A− λEn)X ) =
Satz 7.4.1

det(X )−1 det(A− λEn) det(X ) = PA(λ).

Da die Eigenwerte sowie deren algebraische Ordnung nur vom charakteristischen Polynom abhängen,
stimmen Sie für A und C überein. Die geometrischen Ordnungen stimmen ebenfalls überein:

dim(UA,λi) = dim Kern(A− λiE) = n− rg(A− λiE)

= n− rg(X−1(A− λiE)X ) = n− rg(X−1AX − λi) = dim(UB,λi),

da die Multiplikation mit regulären Matrizen von links oder rechts den Rang nicht ändert.
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Definition 8.1.23. Das charakteristische Polynom von ϕ ∈ L(V, V ) ist

Pϕ(λ) = PM(ϕ;B,B)(λ)

für eine beliebige Basis B von V .

Nach dem vorigen Satz hängt Pϕ(λ) nicht davon ab, welche Basis man nimmt. Damit ist auch klar,
was unter det(ϕ) und S(ϕ) zu verstehen ist.

Satz 8.1.24. Es sei λ0 ∈ K ein Eigenwert von ϕ ∈ L(V, V ) mit algebraischer Ordnung k0 und dem
Eigenraum Uλ0. Dann ist 1 ≤ dimUλ0 ≤ k0, d.h. es gilt stets

geometrische Ordnung ≤ algebraische Ordnung.

Beweis. Es sei dimV = n und l = dimUλ0 , sowie {~b1, . . . ,~bl} eine Basis von Uλ0 . Diese kann nach

Satz 3.3.23 (Austauschsatz von Steinitz) zu einer Basis B = {~b1, . . . ,~bl,~bl+1, . . . ,~bn} von V ergänzt
werden. Dann ist

ϕ(~bj) =

{
λ0~bj für j = 1, . . . , l da ~bj Eigenvektor ist∑n
i=1 αij

~bi für j = l + 1, . . . , n mit αij ∈ K.

Also besitzt die Darstellungsmatrix bzgl. B die Form

A =M(ϕ;B,B) =



λ0
. . . A1

λ0

0 A2


.

Entwickelt man diese Matrix l-mal nach der ersten Spalte, so erhält man

PA(λ) = det



λ0 − λ
. . . A1

λ0 − λ

0 A2 − λEn−l


= (λ0 − λ)l · det(A2 − λEn−l),

also PA(λ) = (λ0 − λ)l · PA2(λ). Also ist die algebraische Ordnung k0 mindestens l. Sie stimmt aber
nicht notwendig mit k0 überein, da auch PA2(λ) noch Faktoren λ0 − λ enthalten kann.

Ohne Beweis geben wir noch den

Satz 8.1.25. (Cayley-Hamilton)
Jede Matrix A ∈ K(n,n) genügt einer charakteristischen Gleichung, d.h. ist PA(λ) das charakteristi-

sche Polynom von A mit PA(λ) = α0 + α1λ+ · · ·+ αnλ
n, so gilt

PA(A) = α0En + α1A+ α2A2 + · · ·+ αnAn = 0(n,n).
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8.2 Diagonalisierung von Endomorphismen

Definition 8.2.1. Ein ϕ ∈ L(V, V ) heißt diagonalisierbar, falls es eine Basis B̃ von V gibt, so dass

M(ϕ; B̃, B̃) eine Diagonalmatrix ist, d.h.

M(ϕ; B̃, B̃) =

λ1 . . .

λn


mit λ1, . . . , λn ∈ K. Eine Matrix A ∈ K(n,n) heißt diagonalisierbar, falls A zu einer Diagonalmatrix
ähnlich ist:

A ≈

λ1 . . .

λn

 .

Bemerkung 8.2.2. Offenbar ist ϕ genau dann diagonalisierbar, wennM(ϕ;B,B) für eine beliebige
Basis B diagonalisierbar ist (und dann ist M(ϕ;B,B) auch für jede Basis B diagonalisierbar).

Satz 8.2.3. Ein Endomorphismus ϕ ∈ L(V, V ) ist genau dann diagonalisierbar, wenn V eine Basis
aus Eigenvektoren von ϕ besitzt.

Beweis. ”⇒”:
Es sei B̃ = {~b′1, . . . ,~b′n} eine Basis von V mit

M(ϕ; B̃, B̃) =

λ1 . . .

λn

 .

Offenbar gilt ϕ(~b′j) = λj~b
′
j , womit ~b′j für 1 ≤ j ≤ n jeweils Eigenvektor von ϕ zum Eigenwert λj ist.

”⇐”:
Es seien ~b′1, . . . ,

~b′n linear unabhängige Eigenvektoren von ϕ zu den (nicht notwendigerweise verschie-

denen) Eigenwerten λ1, . . . , λn. Dann ist ϕ(~b′j) = λj~b
′
j , also ist die Darstellungsmatrix

M(ϕ; B̃, B̃) =

λ1 . . .

λn

 ,

d.h. ϕ ist diagonalisierbar.

Satz 8.2.4. (Hauptsatz über die Diagonalisierung von Endomorphismen)
Ein ϕ ∈ L(V, V ) ist genau dann diagonalisierbar, wenn diese beiden Bedingungen erfüllt sind:

i) Das charakteristische Polynom zerfällt über K vollständig in Linearfaktoren.

ii) Für jeden Eigenwert λi stimmt die algebraische mit der geometrischen Ordnung von λi überein.

Beweis. Es seien λ1, . . . , λr die paarweise verschiedenen Eigenwerte von ϕ, und ki die algebraische
Ordnung von λi. Nach Satz 8.1.24 hat man

dimUλi ≤ ki. (∗)
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Andererseits besitzt PA(λ) = (λ− λ1)k1 · · · (λ− λr)kr · q(λ) den Grad n, also gilt

k1 + · · ·+ kr ≤ n = dimV = deg(Pϕ)(λ). (∗∗)

Nach Satz 8.2.3 ist ϕ genau dann diagonalisierbar, wenn

dimUλ1 + · · ·+ dimUλr = n (∗ ∗ ∗)

gilt.
”⇒”:
Ist ϕ diagonalisierbar, d.h. gilt (∗ ∗ ∗), so ist

(k1 − dimUλ1) + · · ·+ (kr − dimUλr) =
r∑
i=1

ki︸ ︷︷ ︸
≤n

wegen (∗∗)

− (dimUλ1) + · · ·+ dimUλr)︸ ︷︷ ︸
=n nach (∗ ∗ ∗)

≤ n− n = 0.

Andererseits sind die Summanden (ki−dimUλi) ≥ 0 wegen (∗). Das ist nur möglich, wenn einerseits
ki = dimUλi für i = 1, . . . , r ist, und andererseits k1 + · · ·+kr = n. Daraus folgt ii), und i) gilt, da in
der Gleichung Pϕ(λ) = (λ− λ1)k1 · · · (λ− λr)kr · q(λ) der Grad n schon durch die Faktoren (λ− λi)
ausgeschöpft wird: so ist q(λ) eine Konstante, und Pϕ zerfällt in Linearfaktoren.

”⇐”:
Aus i) folgt k1 + · · ·+ kr = n, woraus mit ii) die Gleichung (∗ ∗ ∗) folgt, weswegen ϕ diagonalisierbar
ist.

Bemerkung 8.2.5. Für Matrizen A ∈ K(n,n) mit paarweise verschiedenen Eigenwerten λ1, . . . , λr
gilt

A ist diagonalisierbar⇔

 i) PA(λ) =
r∏
j=1

(λj − λ)kj , k1 + · · ·+ kr = n

ii) rg(A− λjEn) = n− kj , k=1,. . . ,r

Bemerkung 8.2.6. Es sind ϕ ∈ L(V, V ) bzw. A ∈ K(n,n) stets diagonalisierbar, wenn das charak-
teristische Polynom genau n paarweise verschiedene Nullstellen hat, denn nach Satz 8.2.3 ist dann
1 ≤ dimUλi ≤ ki = 1.

Zur Überprüfung der Diagonalisierbarkeit eines ϕ ∈ L(V, V ) verwendet man das folgende praktische
Vorgehen:

• Eine Darstellungsmatrix A von ϕ bestimmen.

• Die Eigenwerte von ϕ über das charakteristische Polynom PA bestimmen.

• Zerfällt PA in K nicht in Linearfaktoren, d.h. hat es unter Berücksichtigung der algebraischen
Ordnungen keine n Nullstellen in K, so ist ϕ nicht diagonalisierbar.

• Eigenräume zu den Eigenwerten bestimmen. Ist dimUλi < ki für ein i, so ist ϕ nicht diagona-
lisierbar.
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• Ist ϕ diagonalisierbar, so stehen in der Diagonalmatrix die Eigenwerte. Basen der Eigenräume
bestimmen und als Spalten in X in der Reihenfolge, wie in der Diagonalmatrix D die Eigenwerte
stehen, eintragen:

X =

~b(1)1 , . . . ,~b
(1)
l1︸ ︷︷ ︸

Basis von Uλ1

,~b
(2)
1 , . . . ,~b

(2)
l2︸ ︷︷ ︸

Basis von Uλ2

, . . . ,~b
(r)
1 , . . . ,~b

(r)
lr︸ ︷︷ ︸

Basis von Uλr

 .

Dann ist wie gewünscht X−1 · A · X = D. Damit ist dann auch D = M(ϕ; B̃, B̃) diagonal für
die Basis B̃ aus den in X stehenden Basisvektoren.

Wir demonstrieren dieses Vorgehen an einigen Beispielen:

Beispiel 8.2.7. Wir betrachten

A =

(
1 3
0 2

)
∈ R(2,2).

Wir wollen A diagonalisieren.

• Eigenwerte bestimmen:
Das charakteristische Polynom ist

PA(λ) = det(A− λE2) = det

(
1− λ 3

0 2− λ

)
= (1− λ)(2− λ),

die Eigenwerte sind also λ1 = 1 und λ2 = 2.

• Ordnungen bestimmen:
Die algebraischen Ordnungen k1 = k2 = 1 liest man aus dem Polybom PA ab. Wegen 1 ≤ li ≤ ki
nach Satz 8.2.3 ist auch l1 = l2 = 1. Da die geometrischen und algebraischen Ordnungen
übereinstimmen, ist die Matrix A diagonalisierbar und besitzt die Diagonalgestalt

D =

(
λ1

λ2

)
=

(
1 0
0 2

)
.

• Transformationsmatrix bestimmen:
Wir müssen die Eigenräume ausrechnen:

Uλ1 = {~x ∈ R2 : A~x = ~x} = Kern(A− En) = Kern

(
0 3
0 1

)
.

Man sieht sofort, dass Uλ1 von ~b
(1)
1 = (1, 0)T aufgespannt wird. Der Eigenraum

Uλ2 = {~x ∈ R2 : A~x = 2~x} = Kern(A− 2En) = Kern

(
−1 3

0 0

)
wird dagegen von ~b

(2)
1 = (3, 1)T aufgespannt. Damit haben wir mit

B̃ =
{
~b
(1)
1 ,~b

(2)
1

}
=

{(
1
0

)
,

(
3
1

)}
eine Basis des R2 aus Eigenvektoren von A. Einsetzen der Vektoren in die Transformationsma-
trix ergibt

X =

(
1 3
0 1

)
.

Die gesuchte Diagonalisierung von A ist somit

X−1 · A · X = D =

(
1

2

)
.
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Beispiel 8.2.8. Es sei V = R3, ϕ ∈ L(V, V ) mit ϕ(~x) = A~x und der Matrix

A =

 0 −1 1
−3 −2 3
−2 −2 3

 .

Wir wollen ϕ diagonalisieren.

• Startbasis wählen:
Damit man die geometrischen Ordnungen über den Rang bestimmen kann, muss man eine
Darstellungsmatrix von ϕ wählen. Nimmt man die Standardbasis B = {~e1, . . . , ~en}, so ist
M(ϕ;B,B) = A.

• Eigenwerte bestimmen:
Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von A. Es empfiehlt sich,
das Polynom gleich in Produktform zu bestimmen:

Pϕ(λ) = PA(λ) = det

−λ −1 1
−3 −2− λ 3
−2 −2 3− λ

 = det

−λ 0 1
−3 1− λ 3
−2 1− λ 3− λ


= (1− λ) · det

−λ 0 1
−3 1 3
−2 1 3− λ

 = (1− λ) · det

−λ 0 1
−3 1 3

1 0 −λ


2. Spalte

=
entwickeln

(1− λ) · det

(
−λ 1
1 −λ

)
= (1− λ) · (λ2 − 1) = −(λ− 1)2 · (λ+ 1).

Die Eigenwerte sind also λ1 = 1 und λ2 = −1.

• Ordnungen bestimmen:
Die algebraischen Ordnungen k1 = 2 und k2 = 1 liest man einfach aus dem Polynom ab.
Die geometrische Ordnung von λ2 muss wegen k2 = 1 und Satz 8.2.3 gleich eins sein. Für die
geometrische Ordnung l1 = dimUλ1 gibt es dagegen die beiden Möglichkeiten l1 = 1 und l1 = 2.
Es gilt l1 = 3 − rg(A − λ1E3), was ist nach Satz 6.1.13 die Dimension der Lösungsmenge des
homogenen LGS (A − λ1E3)~x = ~0 ist. Wir bestimmen die Dimension der Lösungsmenge mit
dem Gaußschen Algorithmus:

A− λ1E3 = A− E3 =

−1 −1 1
−3 −3 3
−2 −2 2

 −→
(II)−3·(I)
(III)−2·(I)

−1 −1 1
0 0 0
0 0 0

⇒ rg(A− λ1E3) = 1,

also ist l1 = 3−1 = 2. Da die geometrischen und algebraischen Ordnungen somit übereinstimmen,
ist auch der zweite Teil des Hauptsatzes erfüllt, womit ϕ diagonalisierbar ist. Die Diagonalma-
trix ist

D =

λ1 λ1
λ2

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 .

• Transformationsmatrix X =M(id;B, B̃) bestimmen:
Wir müssen die Eigenräume zu λ1 und λ2 bestimmen. Wegen l1 = 2 gibt es zwei linear un-
abhängige Lösungsvektoren des Systems (A− λ1E3)~x = ~0. Da bei der Rangbestimmung keine
nur Zeilenumformungen verwendet wurden, ist

(A− λ1E3)~x = ~0⇔

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 · ~x = ~0.
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Die Lösungsmenge besteht also aus allen Vektoren (x, y, z)T ∈ R3, für die −x− y + z = 0 gilt.
Man sieht sofort, dass

~b
(1)
1 =

1
0
1

 und ~b
(2)
2 =

0
1
1


zwei linear unabhängige Lösungsvektoren sind, womit sie eine Basis des Eigenraums Uλ1 bilden.
Für den Eigenwert λ2 ist dagegen l2 = 1, weswegen wir also rg(A− λ2E3) = 2 erwarten. Es ist
auch

A− λ2E3 = A+ E =

 1 −1 1
−3 −1 3
−2 −2 4

 −→
(II)+3·(I)
(III)+2·(I)

1 −1 1
0 −4 6
0 −4 6

 −→
(III)−(II)

1
2
·(II)

1 −1 1
0 −2 3
0 0 0

 .

Ein von dieser Matrix annulierter Vektor ist beispielsweise ~b
(2)
1 = (1, 3, 2)T , er erzeugt den

eindimensionalen Raum Uλ2 . Damit ist die Basis

B̃ =
{
~b
(1)
1 ,~b

(1)
2 ,~b

(2)
1

}
=


1

0
1

 ,

0
1
1

 ,

1
3
2


komplett. Ihr entspricht die Transformationsmatrix

X =

1 0 1
0 1 3
1 1 2


mit

X−1 · A · X =M(ϕ; B̃, B̃) = D =

1
1
−1

 .

Beispiel 8.2.9. Wir betrachten

A =


1 0 · · · 0 · · · 0
0 1 · · · 1 · · · 0
...

...
0 0 · · · 0 · · · 1

 = En + Eij ,

wobei Eij die Matrix mit genau einer Eins an der Stelle (i, j) ist. Das charakteristische Polynom ist
offensichtlich

PA(λ) = det(A− λEn) = (1− λ)n,

also gibt es nur den Eigenwert λ1 = 1, er besitzt die algebraische Ordnung k1 = n. Seine geometrische
Ordnung ist dagegen

l1 = n− rg(A− λ1En) = n− rg(A− En) = n− rg(Eij) = n− 1.

Wegen l1 6= k1 ist A nicht diagonalisierbar.

Bemerkung 8.2.10. Symmetrische Matrizen A = AT lassen sich stets und besonders einfach auf
Diagonalgestalt transformieren. Dies wird als Hauptachsentransformation bezeichnet.
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