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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Vorbemerkung

Die Lineare Algebra ist zusammen mit der Analysis eine der mathematischen Grunddisziplinen. Bei-
de sind am Aufbau aller weiterfiihrender Disziplinen in unterschiedlichem Mafle beteiligt. Die Lineare
Algebra hat sich aus der Elementargeometrie, in der Figuren der Ebene und des dreidimensionalen
Raumes untersucht werden, entwickelt. Sie spielen jedoch auch in Gebieten eine Rolle, die auf den
ersten Blick keinen Zusammenhang zur Elementargeometrie zu besitzen scheinen. Viele zentralen
Ideen und Begriffe der Linearen Algebra treten schon in einfacher Form in der Geometrie der Ebene
und des Raumes auf. Hier ist die geometrische Anschauung sehr hilfreich. Sie hilft beim Verstdndnis
der Begriffe und beim Finden von Beweisen. Die geometriSche AnschAuung selbst hat jedoch keiner-
lei Beweiskraft.

Wir werden den Aufbau der Theorie nach den Prinzipien der modernen Mathematik vornehmen.
Eine mathematische Theorie besteht aus folgenden Bestandteilen:

e Axiome:
Dies sind (im allgemeinen wenige) Grundtatsachen, die ohne Beweis als wahr angenommen
werden. Auch die Grundbegriffe, von denen in den Axiomen die Rede ist, werden nicht weiter
erklart.

e Definitionen:
Es ist notwendig, Namen fiir die Objekte der Theorie und die Eigenschaften dieser Objek-
te einzufithren. Definitionen sind keine Aussagen, die wahr oder falsch sein kénnen, sondern
Vereinbarungen iiber diese Namensgebung. So ist zum Beispiel 2 ein Name fiir die Summe 1+1.

e Lehrsétze:
Dies sind Aussagen, die aus den Axiomen und schon bekannten Lehrsitzen durch eine Kette
von logischen Schliissen, Beweisen genannt, hergeleitet werden.

Das Konzept, das ganz am Anfang der Linearen Algebra steht, ist der Begriff des Vektorraumes. Auch
in dieser Einleitung steht dieser Begriff im Mittelpunkt. Wir werden hier jedoch nur Vektorrdume
iiber dem Korper der reellen Zahlen- reelle Vektorrdume- betrachten, die viele Aspekte, mit den aus
der Elementargeometrie bekannten Spezialfillen Ebene und Raum gemeinsam haben. Manche der
Definitionen und Sétze der spéteren Kapitel werden die der Einleitung nur leicht verallgemeinern.




1.2 Ebene und Raum

Wir setzen die Menge R der reellen Zahlen mit den Rechenoperationen Addition, Subtraktion, Mul-
tiplikation und Division als bekannt voraus. Unter R? verstehen wir die Menge aller Paare reeller
Zahlen:

R? = {(z,y): =,y € R}.

Die Ebene F, die wir uns zum Beispiel als Zeichenebene vorstellen, kann durch Einfithrung eines kar-
tesischen Koordinatensystems mit dem R? identifiziert werden. Ein kartesisches Koordinatensystem
entsteht durch Vorgabe eines Punktes 0 und einer Zahlengeraden, die wir z-Achse nennen, mit dem
Nullpunkt 0. Die y-Achse entsteht durch eine positive Drehung (gegen den Uhrzeigersinn) um 90°
um den Punkt 0 aus der x-Achse. Fillt man fiir einen (beliebigen) Punkt Py € E die Lote auf die
Achsen, so bestimmen die beiden Fuflpunkte die z- bzw. y-Koordinate xg bzw. yo von Py, und man
schreibt Py = (xo, yo).

by

Yo

Zo

Der Punkt 0 = (0,0) heiit Nullpunkt oder Ursprung des Koordinatensystems. Nach der Festlegung
eines kartesischen Koordinatensystems gibt es zu jedem Zahlenpaar (z,y) € R? genau einen Punkt
X € FE mit X = (z,y), und umgekehrt. Zu je zwei Punkten P und @ der Ebene gibt es genau eine
Parallelverschiebung (der Ebene), die P nach @ bringt. Diese Verschiebung wird mit ]?Cj bezeichnet,
und heifit ” Vektor von P nach @”. Der Vektor ¢ = I@ wird durch einen Pfeil, der von P nach Q
zeigt, dargestellt.

Wird unter Pﬁ ein anderer Punkt R nach S verschoben, dann hat offenbar ﬁ die gleiche Wirkung
wie 1@, das heifit ]@ = ﬁ . Zwei gleich lange und gleichgerichtete Pfeile im Raum stellen somit
den selben Vektor dar.

Offenbar gibt es zu einem Vektor I@ genau einen Punkt S, so dass 1@ = (ﬁ ist. Wir konnen
den Vektor P() dann mit dem Punkt S der Ebene identifizieren. Jeder Punkt der Ebene kann also
ein Vektor gedeutet werden und umgekehrt, insbesondere kann jeder Vektor der Ebene durch ein
Zahlenpaar beschrieben werden. Wir schreiben dieses Paar als Spalte

= (3)
U= .
Yy
Die Zahlen z,y € R heiflen die Komponenten von .

Die Addition von Vektoren

Den zu v gleichgerichteten, aber entgegengesetzten Vektor bezeichnen wir mit —¢ mit

-(3)
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insbesondere ist —]@ = Cﬁ’ Der Nullvektor ist

- (2)

mit 0 = P_}% fiir alle Punkte P. Fiihrt man zwei Parallelverschiebungen, erst @ = P(), dann b= @,
hintereinander aus, so ergibt sich wieder eine Parallelverschiebung, ndmlich ¢ = PR. Wir nennen ¢
die Summe von & und b und schreiben ¢ = @ + b.

Sind @ und b durch ihre Komponenten gegeben, so kann die Summe durch Addition der Komponenten
erhalten werden:

L [ z (b s, 7 [ @ bi \ _ [ a1+bh
=) o= () == () (n) = (55

Offenbar gelten fiir beliebige Vektoren @, b, € die folgenden Rechenregeln:

i+0 = @ a+(—a)=0
i+b = b+a (Kommutativgesetz) (VA)
i+ (b+7 = (@+b)+¢  (Assoziativgesetz).

Die skalaren Vielfachen eines Vektors

Zu einer reellen Zahl A > 0 und einem Vektor @ bezeichne Ad denjenigen Vektor, der dieselbe Richtung
wie @ besitzt, aber die A-fache Liange. Im Fall A < 0 setzt man \d := —(|\|@).

Sonderfiille dieser Definition sind 0 = 0 und A0 = 0 fiir jede Zahl A € R und jeden Vektor a.

Fiir diese Multiplikation von Vektoren mit Zahlen (Skalarmultiplikation) gelten mit mit A\, x € R und
Vektoren @, b folgende Rechenregeln:

A(ua) (Aw)ad
A@+b) = Xi+Ab (VM)
A+ p)a = A+ pd.

Geraden

Ein Punkt X liegt genau dann auf der Geraden g durch A in Richtung € (fiir & # 0), wenn AX & par-
allel ist, falls es eine also Zahl t € R mit zﬁ = tc gibt. Man sagt, dass g die Punkt-Richtungsgleichung

AX = 1 (*)




mit ¢ € R besitzt. Die in () auftretende Variable ¢ nennt man einen Parameter. Zu jedem Parameter
t =t gehértjenau ein Punkt X, auf der Geraden g mit AXy = to¢, und umgekehrt. Wegen
zﬁ) = FX) — PA lisst sich g beziiglich eines beliebigen Punktes P durch

PX = PA+1t¢

mit ¢ € R darstellen. Ist A = (a1,a2), B = (b1,b2) und ¢ = ( Zl >, so ergibt ein Komponentenver-
2

gleich fiir die Geradenpunkte X = (z,y) die zwei Gleichungen
T =ai+tc
Yy =ag +tco

{x:a1+t-(bl—a1)
y=as+t-(by— a2)

(Punkt-Richtungs-Gleichung)

(Zwei- Punkte- Gleichung)

Lost man die zwei unteren Gleichungen nach t auf, und setzt die Ausdriicke gleich, so erhilt man
mit A = (a1,a2) und B = (b1, be) eine parameterfreie Darstellung.

Koordinatengleichung der Geraden durch A und B

Es ist

° S S y_@,fallsai;ébifﬁri:l,Z
bl—al bz—ag

e r =ay, falls a; = b;

® Y = ay, falls ag = b2.

Aus der (parameterfreien) Zwei-Punkte-Form fiir g findet man iiber

r — ax

—a
bzw. t—y 2

t = -
by — a2

by —ay
zur Parameterform zuriick.

Beispiel 1.2.1. Die durch die Parametergleichung
) r=3-2t
TV y=4a+5t
bestimmte Gerade in der Ebene hat die Koordinatengleichung
33—z y—4
2 5

Beispiel 1.2.2. Man finde die Parameterdarstellung der durch die Gleichung 2x + 3y = 5 gegebenen
Geraden. Die Rechnung ist

243y = 5
20 —5 = -3y
-5y
1 - _1
2 3
5 _ 1
5,1
_ 1 T =g+ 5t
R {y=—§t



Schnittpunkt zweier Geraden

Die Bestimmung des Schnittpunkts zweier Geraden fiihrt auf die Losung eines linearen Gleichungs-
systems, und zwar in jedem Fall: ob die Gerade nun durch die Punkt-Richtungs-Gleichung oder
durch die Zwei-Punkte-Gleichung gegeben ist. Auch lineare Gleichungssysteme stehen im Zentrum
der Linearen Algebra. Wir werden sie in Abschnitt 1.4 systematisch behandeln.

Beispiel 1.2.3. Seien zwei Geraden durch Punkt-Richtungs-Gleichungen gegeben:

) r =345t and ) r=4—2u
g y=2-—t g2 y=1+3u

Es ist wichtig, zwei verschiedene Variablen fiir die Parameter zu beniitzen. Gleichsetzen liefert

3+5t = 4—2u
2—t = 1+3u

oder

5t+2u = 1
—t—3u = -1.

Addition des 5-fachen der 2. Zeile zur 1. Zeile ergibt

—13u = —4
—t—3u = -1
4
u = —.
13
Einsetzen in das System von g5 ergibt x = % und y = %—g, also erhalten wir den Schnittpunkt (%, %)

Sind die beiden Geraden durch Koordinatengleichungen gegeben, so erhélt man das Gleichungssystem
unmittelbar:

Beispiel 1.2.4. Seien g1 : 4+ 3y =5 und g9 : 3z — 2y = 7 gegeben, dann ist

{x—|—3y:5 :>{ r+3y=5

3r—2y =17 —11ly = -8
nach Subtraktion des 3-fachen der ersten Zeile von der zweiten Zeile. Dies fithrt zu y = % und x = %,
also zu dem Schnittpunkt Py = (%, %)

Die Gleichungssysteme haben keine bzw. unendlich viele Losungen, falls es sich um parallele bzw.
identische Geraden handelt.

Der Raum

Es sei nun R3 = {(x,y,2): z,y,2 € R}.

Ahnlich wie die Ebene mit dem R? kann der Raum nun mit dem R3 identifiziert werden. Ein karte-
sisches Koordinatensystem im Raum besteht aus dem Nullpunkt 0 und drei sich in 0 schneidenden
Zahlengeraden gleicher Langeneinheit. Man bezeichnet sie als z, y und z-Achse derart, dass diese drei
Achsen ein Rechtssystem bilden, das heifit, die Drehung der positiven x-Achse um 90° in die positive



y-Achse, zusammen mit einer Verschiebung in Richtung der positiven z-Achse, muss eine Rechts-
schraube darstellen. Diese drei durch je zwei Achsen bestimmten Ebenen heiflen Koordinatenebenen,
bzw. (x,y)-Ebene, (y,z)-Ebene und (z,z)-Ebene. Die Koordinaten x, yo, 29 eines Punktes Py ge-
winnt man aus den Schnittpunkten der entsprechenden Achsen mit dem zu den Koordinatenebenen
parallelen Ebenen durch Py. Man schreibt Py = (z0, 30, 20)-

)

Yo P

X

T

Vollig analog zum Fall der Ebene werden nun auch im Raum Vektoren als Parallelverschiebungen des
Raumes definiert. Auch die Pfeildarstellung sowie die Operationen der Addition und der Skalarmul-
tiplikation verlaufen vollig analog zum Fall der Ebene. Der einzige Unterschied liegt in der Tatsache,
dass Vektoren im Raum drei Komponenten besitzen. Wie in der Ebene besitzt eine Gerade im Raum
eine Parameterdarstellung

—
OX = OA +t7
mit ¢ € R. Falls A = (a1, a9, a3) und
C1
C= Co
C3

ist, so ergibt ein Komponentenvergleich die drei Gleichungen

T =a] +tcy
y = as + teo (Punkt- Richtungs- Gleichung)
z = ag + tcs

Fiir eine Gerade durch die zwei verschiedenen Punkte A = (a1, as,as) und B = (b1, ba, bg) erhiilt man
die Gleichung

$:a1+t'(bl—a1)

y=as+t-(bg—az) (Zwei- Punkte- Gleichung)

z:a3+t-(b3—a3)

Die parameterfreien Koordinatengleichungen der Geraden durch A und B sind

o T _ YT W _ 2T s a; # by fiir i = 1,2,3
bl—al bQ—ag bg—ag

T —al Y — a2

= und z = ag, falls a; # b; fiir i = 1,2 und a3 = bs
b1 — ai bg*ag

e x =ay und y = ao, falls a; = by, as = bs und ag # bs.
Neben den Geraden sind die Ebenen wichtige Teilmengen des Raumes.

Wir betrachten nun die Ebene E mit dem ” Aufpunkt” A und den beiden (von 0 verschiedenen und
nicht parallelen) Richtungsvektoren @ und ¢. Ein Raumpunkt X liegt genau dann auf E, wenn sich



der Vektor zﬁ in der Form H = ti + st mit Zahlen ¢, s € R darstellen ldsst, das heif3t, man hat
(mit den zwei Parametern ¢, s € R) die Parameterdarstellung von E:

AX = (T + 57, (1)

Wird ein Kartesisches Koordinatensystem festgelegt, so dass A = (a1, a2, az) und

Ui U1
U= u9 bzw. U= V2
uz U3

ist, so die Parameterdarstellung (1) #quivalent zu den drei Koordinatengleichungen

xr = a1 + tug + sv1
Yy = ag + tug + sva (2)
z = ag + tug + svs.

Werden @ und ¢ durch die verschiedenen Punkte A = (a1, az,as3), B = (b1, b2, b3) und C' = (¢, c2, ¢3)
mit 4 = /@, U= B?, also u; = b; — a; und v; = ¢; — a;, bestimmt, dann geht (2) in die Drei-Punkte-
Gleichung fiir die Ebene
x=a+t-(by —a1)+s-(c1—ap)
y=ag+t-(ba—az)+s-(c2—ag)
z=az+t-(bs—a3)+s-(c3—a3)

iiber.

1.3 Der R"

Unsere geometrische Anschauung ist auf drei Dimensionen beschréinkt, da unsere physikalische Welt
dreidimensional ist. Jedoch gibt es keine Griinde, in der Mathematik, die von der Natur unabhéngig
ist, nicht auch Rdume mit mehr Dimensionen zu betrachten.

Definition 1.3.1. Es sei n eine natiirliche Zahl. Unter dem R" verstehen wir die Menge aller n- tupel
reeller Zahlen:

R™ = {(z1,...,20): 7; € R fiir i =1,...,n}.

Diese n- tupel heilen auch Punkte des R™. Sie konnen wiederum mit Vektoren identifiziert werden.
Diese werden als Spaltenvektoren geschrieben:

1
U=
In
Die Zahlen x1,...,x, € R heiflen die Komponenten von 7.

Addition und Skalarmultiplikation werden komponentenweise definiert. Es gelten die Rechenregeln
(VA) und (VM). Auch die Definition der Geraden kann iibertragen werden. Die Definitionen von
Abschnitt 1.2 ergeben sich offenbar als die Spezielfiille n = 2 (Ebene) und n = 3 (Raum).



1.4 Lineare Gleichungssysteme

Definition 1.4.1. Es seien «;;,8; € R fiiri =1,...,m und j = 1,...,n. Man bezeichnet

ap1ry 4+ Ty + o+ ar, = B
a21T1  + pewy -+ agpm, = B
; (+)
m1T1 + QmaTe + -+ agpTn = B
als ein Lineares Gleichungssystem (LGS) mit m Gleichungen und n Unbestimmten zy,...,z, und

Koeffizienten o;; € R. Eine einfachere Beschreibung erhélt man, wenn man die Koeffizienten in einer
Matrix, einem rechteckigen Schema, sammelt:

11 e AT
A=
Uml .- Qimn

Man nennt A auch die Koeffizientenmatrix des LGS. Sie besitzt m Zeilen und n Spalten. Der Koef-
fizient a;; steht in der i- ten Zeile und der j- ten Spalte. Man scheibt auch

A = (aij)i<i<m
155<n
oder einfach A = (a;;), wenn m und n klar sind. Dann heiit A eine (m,n)- Matrix oder eine Matrix
vom Typ (m,n).
Die Menge aller (m,n)- Matrizen mit reellen Koeffizienten bezeichnen wir mit R(™™) . Die Elemente
der rechten Seite kénnen zu einem Vektor des R zusammengefasst werden:

8y
By
B

Er heifit rechte Seite des Systems. Fiigt man zu A als (n + 1)-te Spalte 3 hinzu, so erhilt man die
erweiterte Koeffizientenmatrix (A|5) € R+ des LGS (x).

Man kann die Unbestimmten z1, ..., 2, zu einem Spaltenvektor des R"
€1
r= :
In
zusammenfassen.

Das Produkt AZ der Matrix A mit dem Vektor # wird dann als die linke Seite von (x) definiert,
womit sich (%) kurz als

A =B (+%)
schreiben l&sst.
Wir werden spéter das Produkt von Matrizen definieren und dabei feststellen, dass sich dabei dieses
Produkt AZ als Spezialfall herausstellt.
Jedes ¥ € R"™, fiir das (x) bzw. (xx) gilt, heifit eine Losung des LGS. Gibt es ein solches Z, so heifit (x)

l6sbar, ansonsten unlésbar. Die Menge aller Losungen heifit Losungsmenge des Systems. Ist ,6_" =0,

so heift das LGS homogen, ansonsten inhomogen. Man nennt dann AZ = 0 das zu (#x) gehorende
homogene LGS. Ein homogenes LGS besitzt immer die triviale Losung & = 0.

10



In diesem Abschnitt begniigen wir uns vorerst mit der Beschreibung eines Losungsverfahrens, des
Gaufischen Algorithmus.

Der Gauflsche Algorithmus besteht aus einer Reihe von elementaren Umformungen des LGS, die es
in eine einfache ”Standardform” bringen. Diese Umformungen kénnen direkt am System (x) oder
aber auch an der Koeflizientenmatrix vorgenommen werden.

Bevor wir das Verfahren allgemein beschreiben, beginnen wir mit einem Beispiel:

Beispiel 1.4.1. Finde die Losungsmenge des LGS

w —2r +by +3z = 3 (I)

3w —bdr +18y +13z = 16 (I1)
2w 2z +17y 416z = 21 (II1)
w -z 410y +llz = 12 (IV)

mit der Koeflizientenmatrix

1 -2 5 313
3 -5 18 13|16
2 -2 17 16|21
10 11|12

—_
1
—_

1. Schritt:
Wir elimieren die Unbestimmte w aus den Gleichungen (/1)- (IV') durch Addition passender Vielfache
der Gleichung (I). Wir notieren die Umformungen an der Koeffizientenmatrix:

w —2r 45y +3z = 3 1 -2 5 33
r 43y +4z = 7T - 0 1 3 4|7 (I1)—3-(I)
20 +7y +10z = 15 0 2 7 10|15 | (III)—2-(I)
r 45y +8z = 9 0 1 5 8|9 (IV)=1-(I)

Wir benutzen also das Pivotelement ;7 = 1 um zu erreichen, dass unter diesem Element in der
ersten Spalte nur Nullen stehen.

2. Schritt:
Wir elimieren die Unbestimmte z aus den Gleichungen (1), (I11) und (IV') durch Addition passender
Vielfache der Gleichung (I17).

w 11y +11z = 17 1 0 11 1117 (I)+2- (1)
x 43y 44z = 7 N 01 3 4|7
y 422 = 1 00 1 2|1 | (In-2-(I
2 44z = 2 00 2 4]2 (IV) —1-(II)
3. Schritt:

Wir elimieren die Unbestimmte y aus den Gleichungen (I), (I7) und (IV).

w 11z = 6 1 0 0 —111|6 (I)—11-(I1I)
x -2z = 4 - 010 —-2|4 (II)—3-(11I)

y 42z = 1 001 2 (1]
0 = 0 000 0 |0 (IV)—2-(1II)

Das LGS ist losbar und besitzt die Losungsmenge £ = {(w, z,y, 2) = (6+112,4422,1-2z2,2): z € R}.

11



Beispiel 1.4.2. Wir dndern in Beispiel 1.4.1 die Gleichung (V) ab und betrachten

w  —2z +by +3z = 3 (I)

3w —br +18y +13z = 16 (I1)
2w 2z +17y 416z = 21 (II1)
w -z +10y +llz = 13 (IV)

Dieselben Umformungen wie in Beispiel 1.4.1 fithren zu

w —11z =
T —2z

Yy 2z

0 =

1
— = o

Die letzte Gleichung ist falsch. Dies zeigt, dass das LGS unlésbar ist.

Es gibt noch eine andere Version des Gaufischen Algorithmus, bei der nur die Koeffizienten unterhalb
der Diagonalen eliminiert werden.
Wir betrachten wieder Beispiel 1.4.1:

w —2z 45y 43z = 3 1 -2 5 3|3
T +3y 44z = 7 - 0 1 3 4|7
2z 47y +10z = 15 0 2 7 10|15
z +dy +8 = 9 0 1 5 81|09

w —2r +dy +3z = 3 1 -2 5 3|3
r 3y +4z = 7 - 0 1 3 4|7

y 2z = 1 0 0 1 2|1

2y 44z = 2 0 0 2 4|2

w —2r +dy +3z = 3 1 -2 5 3|3
r 3y +4z = 7 - 0 1 3 4|7

Y +2z = 1 0O 0 1 21

0 =0 0 0 0 O0]0

Wihrend die Umformung des Systems hier weniger Arbeit macht, ist die Gewinnung der Losung aus
der ”Standardform” aufwindiger. Hier kann die Losung gefunden werden, indem man die Gleichungen
von unten nach oben 16st.

In manchen Fillen treten zusétzliche Komplikationen auf. Es kann passieren, dass zum Beispiel nach
dem ersten Schritt in der zweiten Zeile und zweiten Spalte ebenfalls eine Null steht. Steht in der
zweiten Spalte in der ¢- ten Zeile ein von null verschiedenes Element, so kann eine Pivotisierung
durch Vertauschung der zweiten Zeile mit der i- ten Zeile erreicht werden.

Stehen nach dem ersten Schritt in der zweiten Spalte unterhalb der ersten Zeile nur Nullen, so muss
die zweite Spalte mit einer der Spalten 3,...,n vertauscht werden.

Beispiel 1.4.3. Es liegt das LGS
w 42z +y -z = 1

2w +4xr +3y 45z = -1
Jw 46z +2y +z

Il
|
O

12



mit der Koeflizientenmatrix

1 2 1 -1]1
2 4 3 5 |-1
3 6 2 1]-2
vor. Der 1. Schritt ergibt:
w 42z +y —2 = 1 1 2 1 -=-1]1
y 47z = =3 & o0 1 7/]-3
—y 44z = =5 0 0 -1 4 |-5

Man nimmt eine Pivotisierung vor, indem man die Variablen x und y, das entspricht der zweiten und
dritten Spalte, vertauscht. Arbeitet man nur mit der Koeffizientenmatrix, so muss diese Vertauschung
notiert werden.

w 4y +2x —z = 1 Qf 31/ 326 —zl 1

Y +7z = -3 &
K e s 0 1 0 7|-3
y - 0 -1 0 4 |5

Daraus resultiert dann

w 4y 2z —z = 1 T ?i 323 _zl 1

Y +7z = =3 &
+11z = -8 010 73
N 0 0 0 11]-8

Die Losungsmenge ergibt sich als

10 1 23 8 20 23 8
L= {('U),.’If,y,Z) - <w7_11 - 2w7117_11>} - {(w7$7y7z) - <_11 _2:1:7:1:7117_11>}.

Wir schlieen mit einer allgemeinen Beschreibung;:
Gegeben sei ein LGS

aq1 ce qln 51
AF=f, AeR™™ mit (4f) = I (+)
am1 - Qmp Bm
1. Schritt:

Falls in der ersten Spalte mindestens ein Element aj; # 0 vorkommt, bringe man (A|8) durch
elementare Zeilenumformungen in die Gestalt

Lo o | A
. 0
(o gy = [ 9 e )
0 ally -~ ahh | BY

Das LGS AWz = ﬁ(l) hat dann dieselbe Losungsmenge wie AX = 5, denn jede elementare Zeile-
numformung lédsst sich ja durch passende elementare Zeilenumformungen wieder riickgéingig machen.
Enthilt die erste Spalte von A nur Nullen, so vertausche man sie zuvor mit einer Spalte von A (die
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Spalte 3 kommt nicht in Betracht), welche mindestens ein von null verschiedenes Element enthilt.
Diese Umformung muss registriert werden; sie bedeutet eine Umnummerierung der Unbekannten.
Die so erhaltene Matrix bringe man dann durch elementare Zeilenumformungen auf die Gestalt (1).
Ist A= 00™") so ist man von vorneherein fertig.

2. Schritt:
Falls in der Matrix A(M) in der zweiten Spalte unter den ag) fir j = 2,..., m mindestens ein von

null verschiedenes Element vorkommt, bringe man (AM)| 5(1)) durch elementare Zeilenumformungen
in die Gestalt

S e AL
o 0 1 « e«
(AP goy=| T 0 2] 2)
0 0 ag; aq(flzl 7(3)
Sind a%) =...= ag% = 0, dann vertausche man die zweite Spalte von A®M) mit einer Spalte der

Nummer jp mit 3 < jp < n, welche mindestens ein aEé?jO # 0 enthélt (ip > 2). Danach bringe man

die Matrix durch elementare Zeilenumformungen in die Form (2). Verschwindet jedoch die gesamte
(1)

Teilmatrix (ai] ) fiir 2 <4 <mund 2 < j <n, so ist man fertig.

So fortfahrend, gelangt man zu einer Matrix der Gestalt

1 0 0 0 o, o) | P
010 0 o)., o) | By
0 0 1 0 o), o) | By
(A(p)’g(p)) _ . . . T . . . (p)
000 - 1 a? o) | g%
0 0 0 0 0 0 | 8"
00 0 --- 0 0 0 57(712)

Die Losungsmenge des LGS APz = E stimmt nun (bis auf eventuelle Umnummerierung der Unbe-
kannten) mit der von AZ = § {iberein. An den letzten m — p Zeilen kann die Losbarkeit des Systems
abgelesen werden:

e Fall 1:

Ist mindestens eines der Bz(fgl, e ,ﬂﬁ,};) nicht null, so ist das LGS nicht losbar
e Fall 2:

Ist dagegen 53-331 =...= ﬁfﬁ) =0, so ist das LGS losbar.

1.5 Verkniipfungen und Gruppen

Definition 1.5.1. Es sei X # () eine Menge. Eine Abbildung o: X x X — X heifit eine Verkniipfung
auf X.

Bemerkung 1.5.1. Jedem Paar (z,y) € X x X wird also als Ergebnis der Verkniipfung das Element
x oy € X zugeordnet.
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Beispiel 1.5.1. Anstelle von ”0” kann die Verkniipfung jeden Namen erhalten. Auf der Menge R
der reellen Zahlen haben wir die Verkniipfungen ”+” der Addition und ”-” der Multiplikation. So
ordnet etwa die Addition dem Paar (5, 3) als Ergebnis der Verkniipfung die Summe 8 (=5 + 3) zu.

Bemerkung 1.5.2. Im Falle einer endlichen Menge X = {z1,z2,...,2,} kann man o durch eine
Verkniipfungstafel darstellen:

o) I i) T I
T
{5
Tn

Beispiel 1.5.2. Die Menge X = {—1,0, 1} besitzt mit der Multiplikation die Verkniipfungstafel

-1 0 1
-1/ 1 0 -1
010 0 0
1|-10 1

Definition 1.5.2. Es sei o eine innere Verkniipfung auf einer Menge G # (). Dann heifit (G, o) eine
Gruppe, wenn die folgenden Axiome gelten:

(G1) (aob)oc=ao(boc) fiir alle a,b,c € G (Assoziativgesetz).

(G2) Es gibt mindestens ein neutrales Element e € G mit eca =aoe = q fiir alle a € G.

(G3) Ist ein neutrales Element e € G gegeben, so gibt es zu jedem a € G ein inverses Element o’ € G
mit aoa’ =ad oca=e.

Gilt zusatzlich das Axiom

(G4) aob=boa fir alle a,b € G (Kommutativgesetz),

so heifit G eine abelsche (oder auch kommutative) Gruppe.

Beispiel 1.5.3. Es sei Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} die Menge der ganzen Zahlen mit der Ver-
kniipfung der Addition. Das Assoziativgesetz (G1) ist hier offenbar erfiillt: (a +b) +c=a+ (b+ c).
Die Zahl 0 ist das einzige neutrale Element: 0+a = a+0 = « fiir alle a € Z. Zu jeder Zahl a € 7Z exis-
tiert ein eindeutiges Inverses, ndamlich —a mit (—a) + a = 0. Auflerdem ist (G4) erfilllt: a+b=b+a
fiir alle a,b € Z. Somit ist (Z,+) eine abelsche Gruppe.

Beispiel 1.5.4. Ebenso sind (Q,+) und (R, +), wobei Q die Menge der rationalen Zahlen und R die
Menge der reellen Zahlen darstellen, abelsche Gruppen bzgl. der Addition. Fiir N = {1,2,3,...}, der
Menge der natiirlichen Zahlen, ist hingegen (N, 4) keine Gruppe, da kein neutrales Element existiert.

Beispiel 1.5.5. Es sei n € N. Die Rechenregeln (V' A) der Vektoraddition (Abschnitt 1.2) zeigen,
dass (R, +) eine abelsche Gruppe bildet. Das neutrale Element ist der Nullvektor 0. Zu jedem @ € R"
existiert ein eindeutiges Inverses, namlich —d.
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Beispiel 1.5.6. Die Menge Z der ganzen Zahlen bildet keine Gruppe bzgl. der Multiplikation. Es
gibt zwar ein neutrales Element, ndmlich die Zahl 1, aber es gibt fiir die Zahlen a # 41 in Z keine
Inversen.

Beispiel 1.5.7. Die Mengen Q\{0} und R\{0} bilden abelsche Gruppen bzgl. der Multiplikation. In
beiden Féllen ist die Zahl 1 das einzige neutrale Element. Die Zahl a # 0 hat % = a~! als Inverses.

Beispiel 1.5.8. (Eine nicht-abelsche Gruppe)

Es sei S3 die Menge der Permutationen von {1, 2,3}, d.h. die Menge der bijektiven Abbildungen von
{1,2, 3} auf sich selbst. Die Verkniipfung auf S ist die Komposition (Hintereinanderausfiihrung) der
Permutationen. Jede Permutation 7 werde in der Form

" (T<11> T<22> r?:a))

notiert. Dann bildet S5 eine Gruppe mit neutralem Element

. 1 2 3
2d—<1 5 3>.

Jedes T € S3 besitzt als Inverses seine Umkehrabbildung 7—!. Die Gruppe Ss ist nicht abelsch: sei

z.B.
/1 23 4123
7=\2 1 3/ ™ 771 3 2"

co (L 23 (123
70—312381'0"7'—231.

Wir zeigen nun unseren ersten

Dann ist

Satz 1.5.1. In einer beliebigen Gruppe (G,-) gelten folgende Figenschaften:

i) Es gibt genau ein neutrales Element.

it) Jedes a € G hat genau ein Inverses.
Beweis. Zu (i): Beweis durch Widerspruch:
Angenommen, es gibt verschiedene neutrale Elemente e,es € G. Da e neutral ist gilt e; -a = a
fiir alle @ € G, wir koénnen also a = e einsetzen und erhalten e - e = eo. Da auch e neutral ist

gilt a - eo = a fiir alle a € G, einsetzen von a = ey ergibt e; - es = e1. Zusammensetzen der beiden
Gleichungen ergibt e; = e1 - e2 = eo, ein Widerspruch zur Annahme, dass e; # eg ist.

Zu (ii): Es sei a € G beliebig und a1, a2 € G zwei Inverse, also
a-ap=a1-a=e¢ und a-ax=ags-a=c¢e

mit dem nach (i) eindeutig bestimmten neutralen Element e von G. Wir multiplizieren die zweite
Gleichung von links mit a; und erhalten

a - (a-a2) =aj -e.
Anwendung des Axioms (G1) ergibt die Gleichungen
(a1-a)-azy=aj-e.
Anwendung von (G3) auf der linken Seite ergibt
e-ag=aj-e

und nach (G2) folgt as = a1, also waren die Inversen gleich. O
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Bemerkung 1.5.3. Fiir eine multiplikativ geschriebene Gruppe nennt man das neutrale Element
auch Einselement und schreibt 1 statt e. Der Multiplikationspunkt wird oft weggelassen, man schreibt
also ab statt a - b. Fiir das Inverse o’ schreiben wir auch a~ 1.

Wir zeigen nun ein paar Rechenregeln fiir Gruppen:

Satz 1.5.2. In jeder Gruppe (G,-) gilt:

i) Zu beliebigen a,b € G gibt es eindeutig bestimmte x,y € G mit ax = b und ya = b
(nimlich x = a='b und y = ba™").

i) Es gilt (a=")™' = a fiir alle a € G.
Beweis. Zu (i): Wir miissen zeigen, dass es eine Losung der Gleichungen axz = b bzw. ya = b gibt

und dass diese eindeutig bestimmt ist.

Existenz:
Einsetzen von = a~'b und y = ba~! ergibt

=ala”h) = (aa™ )b = eb = b und = (baNa = blata) = be = b
ar = aa )(Gl) (aa™") (G3)e ) und  ya = (ba™)a @ (a”"a) e e(G2)

Eindeutigkeit:

Sind z1,z9 € G zwei Losungen von ax = b, so gilt ax; = b = axs. Nach Multiplikation von links mit
a~! erhalten wir a laz; = a~laxs, daraus folgt mit (G3) und (G2) 1 = z2, die Losungen waren
also gleich. Die Rechnung fiir die Losungen von ya = b verlduft analog.

Zu (ii): Nach (G3) ist @ = (a=!)~! ein Element aus G mit der Eigenschaft @-a=! = a1 -a = e. Auch
a erfiillt diese Eigenschaft wegen (G2). Nach Satz 1.5.1(ii) ist a = @ = (e~ 1)L, O

Satz 1.5.3. Fiir endlich viele Elemente a1, ag,...,a, € G gilt (a1 -az---ap)”" =a, " -a

Beweis. Diese Aussage beweisen wir durch vollstdndige Induktion nach n:

Der Induktionsanfang ist n = 1: fiir nur ein einziges Element ist die Aussage afl = afl richtig.

Die Induktionsannahme ist, dass fiir ein beliebiges n > 1 die Aussage (a1 ---a,) ' =a;!--- al_l gilt.

Der Induktionsschritt besteht darin, dass wir die Aussage fiir n + 1 zeigen, indem wir die Indukti-
onsannahme fiir n verwenden. Die Aussage fiir n lautet, dass die rechte Seite des Satzes das Axiom
(G3) erfiillt, also gilt

(al ...an) . (a;l al_l) = e.
Nach (G2) diirfen wir e in der Mitte einfiigen ohne den Wert der linken Seite zu #ndern:

(al...an).e.(agl..-afl):e‘

Nach (G3) kénnen wir e durch an+1a;_1H ersetzen, und erhalten

(a1 an) - (ansragyy) - (ag ' --ap') =e
Wegen (G1) diirfen wir die Klammen umsetzen zu
(al...an.an+1) . (a';-il-l a;lal_l) = e.

Damit ist die rechte Klammer das Inverse der linken Klammer nach (G3). Das ist die gewiinschte
Aussage fiir n+ 1. Damit haben wir die Induktion abgeschlossen, und der Satz gilt fiir alle n € N. [
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Insbesondere ist die aus der Schule bekannte Regel (a1---a,)™! = afl'--a; !

Gruppen richtig!

nur in abelschen

Bemerkung 1.5.4. Fiir eine additiv geschriebene Gruppe (G,+) dndern sich die Bezeichnungen
und die Rechenregeln folgendermafien:

i) Man schreibt ”0” fiir das neutrale Element und nennt es das Nullelement von (G, +). Es gilt
a+0=04a=ua fir alle a € G.

ii) Man schreibt —a fiir das Inverse statt o’ und a — b als Abkiirzung fiir a + (—b). Es gilt somit
a—a=—-a+a=a+(—a)=0 fir alle a € G.

iii) Die Gleichungen a + x = b und y + a = b sind eindeutig l6sbar mit z = —a + b und y = b — a.
iv) Es gilt —(—a) = a und
—(a1+ag+-+ap) = —an—ap-1— - —a1 = (—an) + (=an-1) + -+ (—a1).

Ublicherweise beniitzt man die additive Schreibweise nur fiir abelsche Gruppen.

Eine zentrale Frage der Algebra befasst sich mit Unterstrukturen einer gegebenen Struktur. Ist die
gegebene Struktur eine Gruppe, so handelt es sich um eine Untergruppe.

Definition 1.5.3. Es sei (G,o) eine Gruppe und U C G eine Teilmenge von G. Dann heifit (U, o)
Untergruppe von G, falls es ebenfalls eine Gruppe ist.

Beispiel 1.5.9. Es sei (G,0) = (Z,+) und U = {—1,0,1}. Somit ist (U, +) keine Untergruppe von
(Z,+), da keine Abgeschlossenheit vorliegt. Die Summe 1+ 1 = 2 ist zwar durch die auf G gegebene
Addition definiert, liegt aber nicht in U.

Beispiel 1.5.10. Es sei (G,0) = (R\{0},-) und H = {—1,1}. Hier ist (H,-) eine Untergruppe von
(G, -). Die Multiplikation ist abgeschlossen. Weiter enthélt H das neutrale Element 1 und ist auch
abgeschlossen bzgl. der Inversenbildung. Wir haben die Verkniipfungstafel

Das Assoziativgesetz gilt auf H, da es auf der gesamten Menge G gilt, in der H enthalten ist.

Zur Nachpriifung der Untergruppeneigenschaft miissen nicht sdmtliche Eigenschaften der Gruppen-
verkniipfung nachgewiesen werden. Es geniigt vielmehr die Uberpriifung des folgenden Kriteriums:

Satz 1.5.4. (Untergruppenkriterium)
Es sei (G, 0) eine Gruppe und U C G. Dann ist (U,o) genau dann Untergruppe von (G,o), wenn

i) Die Menge U ist nichtleer, also U # ().

i) Fiir alle a,b € U gilt ab™! € U.

Beweis. 7<="":
Es ist klar, dass (i) und (ii) fiir die Untergruppeneigenschaft notwendig sind.
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R :>77 .

Das Assoziativgesetz gilt, da es in der Menge G gilt, in der U enthalten ist. Wegen U # () gibt es ein
a € U. Nach (ii) ist dann e = aa~! € U. Also hat U ein neutrales Element.

Es sei b € U. Wegen e, b € U folgt nach (ii) nun

bt =eb L. (%)

Damit ist U beziiglich der Inversenbildung abgeschlossen.
Es seien a,b € U. Wegen a,b™! € U folgt nach (ii) und (x)

ab=a (bil)_l eU.
Dies zeigt die Abgeschlossenheit der Verkniipfung. O

1.6 Ebene und Raum als reelle Vektorraume, Unterraum

Wie schon in den Vorbemerkungen ausgefiihrt, hat sich die Lineare Algebra, in deren Mittelpunkt
der Begriff des Vektorraums (VR) steht, aus der Elementargeormetrie entwickelt. Wir wollen hier
zunéchst die Definition des reellen Vektorraums geben und dann ausfithren, dass Geraden, Ebenen
und Raum- falls sie den Ursprung enthalten- unter diesen Begriff fallen. Den Vektorraumaxiomen
liegen die Regeln (VA) und (VM) von Abschnitt 1.2 zugrunde. Nach Definition 1.5.2 kénnen die
Regeln (VA) kurz im Gruppenbegriff zusammengefasst werden.

Definition 1.6.1. Essei V eine Menge mit einer Verkniipfung & sowie o: RxV — V eine Abbildung.
Das Tripel (V,®,0) heifit ein reeller Vektorraum (oder Vektorraum iiber dem Korper der reellen
Zahlen), wenn die folgenden Axiome fiir alle @, 7 € V und A\, u € R gelten:

V1) (V,®) bildet eine abelsche Gruppe.

V2) Es gilt (A4 p)od = (Aot)® (uo i) sowie Ao (4 ® V) = (Ao ) ® (A o). (Distributivgesetze)

V3) Esist Ao (uow)=(\-pu)od. (Assoziativgesetz)

(V1)
(V2)
(V3)
(V4)

V4) SchlieBlich ist 1 o @ = 4. (Unitarititsgesetz)

Die Elemente von V heiflen Vektoren, die von R Skalare. Die Verkniipfung o nennt man dann
die duflere Multiplikation von Vektoren mit Skalaren; die Operationen & und o nennt man auch
lineare Operationen.

Statt (V, @, o) nennt man meist kurz V' einen Vektorraum, wenn aus dem Zusammenhang Klarheit
iiber & und o besteht.

Bemerkung 1.6.1. In der Vorlesung bezeichnen wir Vektoren mit einem Pfeil, also ¢, und schreiben
0 fiir das Nullelement der abelschen Gruppe (V, @), genannt Nullvektor. In der Literatur gebriduchlich
sind auch die altdeutschen Buchstaben u, Unterstriche u oder Fettdruck u, um Vektoren von Skalaren
zu unterscheiden. Sobald wir mit dem Sachverhalt vertraut sind, schreiben wir statt @ und o einfach
+ und -.

Wir stellen einige einfache Rechenregeln zusammen:

Satz 1.6.1. In einem reellen Vektorraum (V,®, o) gilt fir v, € V und A\, pu € R:
i) AotT=0< A=0 oder 7=0
ii) (—X) o ¥ = Xo (&7) = &(Ao¥), wobei & die Inversion in (V,®) ist.
iii) (A —p)oT=XAo0E pod sowie N\o (VO W) =AotTE Now
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Beweis. 1) Zur Richtung ”<":
Fall A = 0:

0o=(04+0)o0 = 00TH0o7.
(V2)

Es ist auch 00 7@ 0 = 00 7. Also hat die Gleichung 00 7@ Z = 00 ¥ die Losungen & = 0o @ und
Z = 0. Nach Satz 1.5.2 ist die Losung dieser Gleichung aber eindeutig bestimmt. Damit folgt
007 =0.

Andererseits gilt fiir 7 = 0:

Wiederum folgt nach Satz 1.5.2 nun Ao 0 = 0.
Zur Richtung ”=":
Es sei Ao# = 0. Ist A\ = 0, so sind wir fertig. Ist A # 0, so existiert A™' € R, und es folgt

ii) Es gilt

also (=) o ¥ = ©(\ o ¥). Ebenso folgt aus

AoT® Ao (OF) = Ao (FOF) =Aod =0,
(v2)

die Gleichung \ o (67) = ©(\ o 7).

iii) Dies folgt sofort aus (V2) und (ii).
O
Beispiel 1.6.1. Die in den fritheren Abschnitten diskutierte Mengen von Vektoren: R? (Ebene),
R? (Raum) und allgemein der R™ mit n € N erfiillen nun zusammen mit den auf ihnen definierten

Rechenoperationen Vektoraddition und Skalarmultiplikation die Axiome (V1)- (V4) von Definition
1.5.2. Wir haben also die reellen Vektorriume (R?, +,-), (R, +,-) und allgemein den (R, +,-).

Wir betrachten nun ein Beispiel, das von der Elementargeometrie weit entfernt zu sein scheint:

Beispiel 1.6.2. Es sei n € N.

Unter einem Polynom vom Grad n € N versteht man die Funktion p: R — R, z — p(x), wobei
p(z) =ap+ a1z + ...+ apz™ mit a; € R fest und a,, # 0 ist.

Es sei nun P, die Menge aller Polynome vom Grad < n. Polynome kénnen addiert werden: Ist
p(z) =ap+ a1z + ...+ apz™ und g(z) = by + bz + ... + byz™, so ist

p+qg(x) = (ao+arx+...4+ax")+ (bo+bix+...+byz")
= (ao+bo)+ (a1 +bi)x+ ...+ (an + by)z"

wieder ein Polynom. Ebenso kénnen Polynome mit Skalaren multipliziert werden:
(A-p)(x) = (Nag) + (Aar)x + ... + (Aay)x".

Man sieht leicht, dass mit dieser Addition und Skalarmultiplikation die Axiome (V1)- (V4) erfiillt
sind, wenn man als Nullvektor das Nullpolynom mit 0: z - 0+ 0 -2+ ...0-z" = 0 nimmt.
Man hat also den reellen Vektorraum (P, +, ).
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An diesem Beispiel werden die Vorteile klar, die eine Verallgemeinerung einer Theorie haben kann. Sie
umfasst eine groflere Menge an Beispielen als die speziellere Theorie. Ideen, die in dieser- in unserem
Beispiel der Elementargeometrie- entstanden sind, konnen auf auf die iibrigen Beispiele iibertragen
werden.

Wir kehren zur Elementargeometrie (und zum R zuriick): So wie man in Gruppen nach Untergrup-
pen suchen kann, so kann man in Vektorrdumen nach Unterrdumen suchen.

Definition 1.6.2. Es sei (V,®,0) ein Vektorraum und U C V eine Teilmenge von V. Dann heifit
(U, @, 0) ein Unterraum von V', wenn es ebenfalls ein Vektorraum ist.

Wiederum ist die Abgeschlossenheit von Bedeutung, dieses Mal nicht nur die der Addition, sondern
auch der Skalarmultiplikation.

Beispiel 1.6.3. Essei V =R? und U = {(=,y): 2% + y*> = 1}.

Wir werden spéter sehen, dass U der Einheitskreis, der Kreis mit dem Ursprung als Mittelpunkt
und Radius 1. Wie man leicht sieht, ist die Addition nicht abgeschlossen. Es ist 7 = (1,0) € U und
Uy = (0,1) € U, aber v + vy = (1,1) gU.

Also ist U kein Unterraum von V.

Beispiel 1.6.4. Es sei V =R? und U = {(m,m): m € Z}.

Die Menge U ist abgeschlossen beziiglich der Addition, jedoch nicht abgeschlossen beziiglich der
Skalarmultiplikation. Zum Beispiel ist (1,1) € U, aber fiir A = % ist A-(1,1) = (%, %) ZU.

Damit ist U kein Unterraum von V.

Wir geben nun in Analogie zum Untergruppenkriterium aus Satz 1.5.4 ein Unterraumkriterium, aus
dem die Unterraumeigenschaft einer Teilmenge U eines Vektorraums folgt.

Satz 1.6.2. Es sei V ein reeller Vektorraum und U C 'V eine nichtleere Teilmenge von V. Dann ist
U genau dann ein Unterraum von V, wenn

G 0EU = Ni+ui€UVApeER (UR)

gilt.

Beweis. 7<="":

Es gelte (UR). Zu zeigen ist, dass U ein Unterraum von V ist. Die Rechenregeln (Assoziativ-
Kommutativ- und Distributivgesetze sowie das Unitaritéitsgesetz) gelten auf U, da sie auf der Ober-
menge V' gelten. Es bleibt zu zeigen, dass (U, +) eine Untergruppe von (V,+) ist, sowie die Abge-
schlossenheit bzgl. der Skalarmultiplikation.

Es seien 4,7 € U. In (UR) wihlen wir A = 1 und g = —1. Also ist damit A\l + uv = @ — ¥ € U. Nach
Satz 1.5.4 ist (U,+) eine Untergruppe von (V,+). Wihlen wir A € R und p = 0, so folgt A\u € U.
Also ist U auch abgeschlossen bzgl. der Skalarmultiplikation.

7 :>77:
Es sei nun U ein Unterraum von V. Zu zeigen ist, dass (UR) gilt.
Es seien also #,v € U und A\, € R. Wegen der Abgeschlossenheit bzgl. der Skalarmultiplikation

sind A\i € U und pv € U. Wegen der Untergruppeneigenschaft von (U, +) ist i + pv € U, also gilt
(UR). O

Bemerkung 1.6.2. Der Ausdruck Ai+u@ in (UR) ist ein einfaches Beispiel einer Linearkombination.
Dieser Begriff ist zentral in der Linearen Algebra.
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Definition 1.6.3. Es sei V ein reeller Vektorraum und #, ..., 9, € V. Eine Linearkombination von
U1, ..., Uy ist eine Summe der Form A\;07 +...4+ A, 0, mit A; € R. Die \; heilen die Koeffizienten der
Linearkombination.

Bemerkung 1.6.3. Linearkombinationen sind uns schon frither begegnet:

i) In der Punkt- Richtungs- Gleichung der Geraden PX = PA + (¢ aus Abschnitt 1.2 ist der
Summand t¢ eine Linearkombination des Richtungsvektors .

ii) In der Beschreibung der Ebene in der Form AX = til + s7 ist die rechte Seite eine Linearkom-
bination der Richtungsvektoren ¢ und v.

Wir werden nun die allgemeine Regel formulieren, die hinter diese Beobachtungen steckt. Wir begin-
nen mit dem einfachen

Satz 1.6.3. Der Durchschnitt beliebig vieler Unterrdume eines Vektorraums ist wieder ein Unter-
raum.

Beweis. Es sei V' ein reeller Vektorraum und U; mit j € J seien Unterrdume von V. Es sei

U=U;.

jeT

Es seien 4,7 € U. Dann gilt auch 4v € Uj fiir alle j € J. Da U; Unterrdume sind, gilt nach dem
Unterraumkriterium (Satz 1.6.2) auch A + pt¢ € U; fur alle A, p € R. Daraus folgt

Xi+pi e (\U; =U
JjeJ

fiir alle A, p € R. Damit erfiillt auch U das Unterraumkriterium, weswegen U ein Unterraum von V
ist. ]

Definition 1.6.4. Es sei V ein reeller Vektorraum und M C V.

Unter dem von M erzeugten oder aufgespannten Unterraum von V' (auch Erzeugnis von M oder
lineare Hiille von M mit der Schreibweise ( M ) versteht man den Durchschnitt aller Unterrdume von
V', die M enthalten. Im Falle einer endlichen Menge M = {01, ..., ¥, } schreibt man auch (#1,...,7,)
statt ({U1,...,0,}).

Beispiel 1.6.5. Das Erzeugnis der leeren Menge () ist der Nullraum {0}.

Definition 1.6.5. Es sei V ein reeller Vektorraum und U ein Unterraum von V. Eine Teilmenge
M C V heiit Erzeugendensystem von U, wenn U = (M) ist.

Definition 1.6.6. Es sei V ein reeller Vektorraum und M C V. Dann setzen wir
L(M) = {)\1171++)\n17n n €N, 771’---71771 eM, M,..., \ GR}

als die Menge aller Linearkombinationen von Elementen von M.

Bemerkung 1.6.4. Die leere Summe, die null Summanden enthélt, gilt als Nullvektor 0. Somit ist

L() = {0}.

Satz 1.6.4. Es sei V ein reeller Vektorraum und M C V. Dann ist L(M) ein Unterraum von V.
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Beweis. Wir wenden das Unterraumkriterium (Satz 1.6.2) an. Es seien @, € L(M). Dann gibt es
Klyeeys Ky ALyeeoy Ay € Rund w1, ..., 4, W, ..., W, € M mit

U=KU+...+KU und T=M01+...4+ AnUn.

Durch mogliches Hinzufiigen von Summanden 0 - @; bzw. 0 - ¥; kann erreicht werden, dass in den
Darstellungen von # und ¢ dieselben Vektoren und dieselbe Anzahl von Summanden auftreten. Es
ist 4 = Wi + ... + ppW, und U = 1w + ... + v,W, mit p;,v; € R und @; € M. Dann ist mit
a, 8 € R auch

ail + U = (ap1 + pri)wh + ... + (apn + Bup)W, € L(M),

womit L(M) das Unterraumkriterium erfiillt. O

Satz 1.6.5. Es sei V' ein reeller Vektorraum und M C V. Dann ist (M ) = L(M), d.h. (M) ist die

Menge aller Linearkombinationen von Elementen aus M.

Beweis. Wir zeigen zunéchst: Ist U ein Unterraum von V mit M C U, so gilt
L(M)cCU. (1)

Wir fiithren den Beweis durch vollstéindige Induktion nach der Anzahl n der Summanden:

n=0:

Fiir den Nullvektor gilt 0 € U nach dem Unterraumkriterium (Satz 1.6.2).

n—n+1:

Es seien 91, ...,Up+1 € M und A1, ..., Ap11 € R.

Nach der Induktionshypothese ist @ := A\191+. ..+ A\, U, € U. Das Unterraumkriterium mit ¥ = Uj,41,
A=1und g = A\, ergibt

M A+ pt = MU+ ..+ AU + Apr1Una1 € U,
womit (1) gezeigt ist. Wegen M C (M ) folgt aus (1)
L(M) C (M). (2)
Andererseits gilt fiir jeden Unterraum U von V mit M C U
(M) cCU. (3)

Da dies nach Satz 1.6.4 ein Unterraum von V ist, kénnen wir (3) mit U = L(M) anwenden und
erhalten
(M) C L(M). (4)

Aus (2) und (4) folgt die Behauptung. O

Wir betrachten nun einige Spezialfille:

Beispiel 1.6.6. Es sei n € N und #; € R™\{0}. Nach Satz 1.6.5 ist (%) ) = {t%: t € R} die Gerade
durch 0 mit Richtungsvektor 7. Es sei U ein Unterraum von (7). Wir unterscheiden zwei Fiille:
Fall 1: U = {0}.

Fall 2: U # {0}. Dann gibt es s # 0 mit 57 € U, weswegen U auch alle Vielfachen von st enthiilt.
Fiir t € R ist t0; = ts 1(sty) € U, d. h. U = ().

Damit enthélt (@ ) nur zwei Unterrdume: den Nullraum {0} und den Gesamtraum (@ ).
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Beispiel 1.6.7. Es sei n € N und v, 77 € R", wobei 91 und ¥ nicht parallel sind. Nach Satz 1.6.5
ist E = (01,02) = {t101 + tata: t1,ta € R} die Ebene durch 0 mit den Richtungsvektoren 77 und 5.
Wir untersuchen die Unterrdume von E. Es sei U ein Unterraum von E.

Fall 1: U = {0}.

Fall 2: U # {0}. Dann gibt es @, € U — {0}.

Unterfall 1: Fiir alle @ € U gilt @ = sy mit s1 € R.

Dann ist U = () ), die Gerade durch den Ursprung mit Richtungsvektor .

Unterfall 2: Es existiert ein Wy € U mit Wy ¢ () ). Wir behaupten E = (1, ws ).

Wegen 01,75 € E gibt es A11, A2, A21, Aoo € R mit

W1 = AM101 + Ao1Ua  bzw. Wy = A9U]1 + Agots. (1)

Es sei
U =110 +tols € E. (2)

Wir wollen nun die Existenz von z1 und zo mit x1wW; + xows = ¥ zeigen. Einsetzen von (1) und (2)
fithrt auf das LGS

A1z + A2z =t
A21%1 + A2 = to

<)\11 )\12) ( 1 > _ ( t1 )
Ao1 Ago T2 ta )
Wegen Wy & (W) ist (A11,A12) # (0,0) und (21, A22) # (0,0). Durch den GauBschen Algorith-
mus kann das LGS (nach moéglicher Umnummerierung der Unbestimmten x1,x3) in folgende Form

gebracht werden:
1Ay <x1>_<t1>
0 )\512) T2 to )
Annahme: )\%) =0

Dann gibt es v € R mit Aoy = uA11 und Aoo = uie. Die Koeffizientenmatrix hat dann die Form

<>\11 )\12) _ (/\11 A12 )
Aa1 Ago ulnl udiz)
Man sieht, dass dann auch die Spalten der Matrix Vielfache voneinander sind, im Widerspruch zu

Wo & (W ). Somit ist )‘é12) # 0, d.h. das LGS ist fiir beliebige t1, t5 l6sbar. Es ist U = E.

Wir erhalten:
Die Ebene E hat die Unterrdume {0}, {t¥: ¢t € R}, also Geraden durch den Ursprung, und E selbst.

oder

Geraden und Ebenen, die nicht den Nullpunkt enthalten, sind keine Unterrdume. Sie fallen unter den
allgemeinen Begriff der linearen Mannigfaltigkeit.

Definition 1.6.7. Es sei (G, +) eine abelsche Gruppe und S,7 C G. Unter der Summe S + 7" der
Mengen S und T versteht man

S+T={s+t:s€S,teT}.

Besteht S nur aus einem einzigen Element, also S = {s}, so schreibt man fiir S + T statt {s} + T
auch s 4T
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Beispiel 1.6.8. Es sei S ={1,3,4} und T'= {-2,5,8,9}. Dann ist

S+T = {1+(-2),1+5,1+8,1+9,3+(-2),3+5,3+8,3+9,4+(—2),4+5,4+8,4+9}
= {-1,1,2,6,8,9,10,11,12,13}.

Definition 1.6.8. Es sei V ein reeller Vektorraum. Unter einer linearen Mannigfaltigkeit M (von
V') versteht man eine Menge der Gestalt M = ¢y + U mit Uy € V und einem Unterraum U von V.

Beispiel 1.6.9. Geraden und Ebenen des R” sind lineare Mannigfaltigkeiten. Fine Gerade ¢ ist eine
Menge der Form g = {9 + U1} mit U; = {t¢: t € R}, dem vom Richtungsvektor ¢ aufgespannten
Unterraum. Dann geht g aus U; durch Parallelverschiebung um v hervor.

Eine Ebene FE ist eine Menge der Form E = {0y + Uz} mit Uy = {st + t¥: s,t € R}, dem
von den Richtungsvektoren # und ¢ aufgespannten Unterraum. Dann geht analog E aus Us durch
Parallelverschiebung um v hervor.

1.7 Lineare Unabhingigkeit, Basis, Dimension

Wir betrachten die Definition der Geraden als Punktrichtungsgleichung g(#) = {04 + t,7,: t; € R}
mit

7 #0 (1)
und der Ebene E = E(U1,02) = {0?4 + 41U + tatla: t1,t2 € R}, wobei

1 und ¥ nicht parallel sind, (2)

von Abschnitt 1.2.

Zur Beschreibung der Punkte einer Geraden g(v7) ist also ein Parameter t; notwendig, in der Um-
gangssprache bezichnen wir die Gerade als eindimensional. Zur Beschreibung der Punkte einer Ebene
E (v, U3) sind zwei Parameter ¢; und t9 notwendig, die Ebene wird zweidimensional genannt.

Was passiert nun, wenn die Bedingungen (1) und (2) nicht erfiillt sind?

1. Ist ¥ = 0, so gilt wegen ¢#), = 0 fiir alle ¢ € R folglich g(th) = {O_}l}, d.h. die Menge g ist keine
Gerade, also ein eindimensionales Objekt, dessen Punkte durch einen Parameter beschrieben
werden, sondern nur noch ein Punkt, ein nulldimensionales Objekt, zu dessen Beschreibung
kein Parameter mehr notig ist. Das Erzeugendensystem {%; } kann zur leeren Menge verkleinert
werden.

2. Es seien @ und @, parallel. Wir nehmen an, dass @ # 0 und @ # 0 gilt. Dann gibt es A € R\{0}
mit U5 = Avy. Es ist dann

E(Ul,ﬁg) = {0?4 + 1101 + to¥s: t1,t0 € R} = {0_;4 + (tl + tgk)ﬁl} = {074 + 301 t3 € R}

keine Ebene, ein zweidimensionales Objekt, dessen Punkte durch zwei Parameter beschrie-
ben werden, sondern nur noch eine Gerade, ein eindimensionales Objekt, dessen Punkte durch
einen Parameter beschrieben werden. Das Erzeugendensystem {7, ¥} kann zu {¥; } verkleinert
werden.
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Wir suchen nun nach einer geeigneten Formulierung fiir diese Ausnahmesituation:
Im Fall (1) ist A\ = 0 fiir alle A\; € R.
Im Fall (2) kann ein Vektor als Vielfaches (eine spezielle Linearkombination) der anderen ausgedriickt
werden:
Uy = M@ oder auch A\ @ 4 (—1), = 0.

Beide Fille kénnen so zusammengefasst werden:
Es gibt A1,..., An € R, wobei nicht alle A\; = 0 sind, so dass \{¢'] + ...+ AU, = 0 gilt.

Dies gibt Anlass zu folgender

Definition 1.7.1. Es sei V ein reeller Vektorraum. Dann heiflen v, . . . U, linear abhéngig (l.a.), wenn

es A\,...,An € R gibt, so dass A; # 0 fiir mindestens ein ¢ mit 1 < i < n mit \yv1 + ...+ A\, = 0
gilt. Im gegenteiligen Fall heiflen v, ... 7, linear unabhéngig (L.u.).

Es ergibt sich folgende Formulierung der linearen Unabhéngigkeit:

Die Vektoren ..., ¥, sind genau dann linear unabhingig, wenn aus A7) + ... + A0, = 0 auch
Al =X =...= )\, = 0 folgt, d.h. die einzige Linearkombination von 1, ..., 9,, die den Nullvektor
darstellt, ist diejenige, in welcher sdmtliche Koeffizienten verschwinden.

Unsere obigen Beobachtungen kénnen nun verallgemeinert werden: Ein linear abhingiges Erzeugen-
densystem kann stets verkleinert werden.

Satz 1.7.1. Es sei V ein reeller Vektorraum und U C V' ein Unterraum. Ist U = (1,...,0,) und
sind Uy, ...,y linear abhdngig, so gibt es eine echte Teilfolge Uy, ..., v, , so dass U = (U, ..., ¥;,, )
gilt.

Beweis. Nach Definition 1.6.4 und Satz 1.6.5 ist U = {t17; + ...+ t,U,: t; € R}. Nach der Defintion
der linearen Abhéngigkeit (Definition 1.7.1) gibt es Aq,..., A, € R, die nicht alle verschwinden, so
dass MU + ...+ ApU, = 0 gilt. O.B.d.A. sei A\, # 0. Dann ist

Tp = =M N0 — oo — A A 101
Aus jeder Linearkombination von ¥, ... 7, kann dann v, eliminiert werden:
v + ... F 1 Un—1 + tpUy = (tl — tn)\;l)\l)ﬁl + ...+ (tn—l — tn)\;l/\n_l)’l_fn.

Es ist also U = (91, ..., Up—1). O

Wenn wir nun versuchen, eine Definition fiir den der Umgangssprache entstammenden Begriff der
Dimension zu geben, so scheint die Anzahl der Vektoren eines Erzeugendensystems, das nicht mehr
verkleinert werden kann, d.h. eines linear unabhéngigen Erzeugendensystems, die entscheidende Rolle
zu spielen.

Definition 1.7.2. (Basis)
Es sei V ein reeller Vektorraum. Eine Basis von V ist ein linear unabhéingiges Erzeugendensystem
von V. Ist {¢,...,0,} eine Basis von V, so schreibt man auch V = ((¥1,...,%,))

Man koénnte nun erwégen, die Dimension eines Vektorraum als die Anzahl der Vektoren einer Basis
zu definieren. Da jedoch zuerst noch die Existenz einer Basis gezeigt werden muss, empfiehlt sich
eine andere Definition.
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Definition 1.7.3. (Dimension)
Es sei V ein reeller Vektorraum. Unter der Dimension von V', dim V', versteht man die Maximalzahl
linear unabhéngiger Vektoren in V.

Bemerkung 1.7.1. Wir werden spéter sehen, dass fiir einen Vektorraum mit dim V' = n jede Basis
n Elemente hat.

Beispiel 1.7.1. Der R" hat die Standardbasis {é7, ..., &,} mit

e =(1,0,...,007, & =(0,1,0,...,00T,...,&, = (0,...,0,1)T.

Beweis. Es sei 7 = (\q,... ,)\n)T € R™. Dann ist ¥ = A\1€1 + ... \p€n. Aus A€l + ... \,é€, = 0 folgt
Al =...= A\, =0, weswegen €1, ..., €, linear unabhingig sind. O

Die lineare Abhéngigkeit bzw. Unabhingigkeit eines Erzeugendensystems hat eine weitere wichtige
Konsequenz.

Satz 1.7.2. Es sei V ein reeller Vektorraum und V = (0y,... 0, ).

i) Sind vy, ..., U, linear unabhingig, so gibt es zu jedem ¥ € V' genau eine Darstellung der Form
T=MU1+ ...+ AU

ii) Sind vy, ..., U, linear abhingig, so gibt es zu jedem U € V unendlich viele Darstellungen der
Form 0= M0 + ...+ N\, Un.

Beweis. i) Da{71,...,9,} ein Erzeugendensystem von V ist, gibt es zu jedem ¢ € V mindestens eine
Darstellung
U= AU+ ...+ A\yUn. (1)
Es sei nun

eine beliebige Darstellung. Subtraktion von ( ) und (2) ergibt
6 = ()\1 — ,U,1)171 =+ ... ()\n — ,un)ﬁn

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der ¢, ... 4, folgt Ay —pu1 = ... = Ay —pun = 0, also \; = i,
woraus sich die Eindeutigkeit ergibt.

ii) Es sei v € V. Wiederum gibt es mindestens eine Darstellung
U= MU1 + ...+ ApUn. (1)

Wegen der linearen Abhéngigkeit der o; gibt es vy, ...v, € R, die nicht alle verschwinden, mit

Vit + ...+ U, = 6 (2)

Es sei v; # 0. Ein beliebiges Vielfaches von (2) kann nun zu (1) addiert werden. Fiir t € R
erhélt man
T= (M +t)0 +...(\j+tvy)v + ... (A\p + try) Uy,

Wegen v; # 0 nimmt \; 4 tv; unendlich viele verschiedene Werte an, wenn ¢ alle reellen Zahlen
durchléuft.

O]
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Kapitel 2

Vektorraume

2.1 Ringe und Korper

Wir fithren in diesem Kapitel den Begriff des Vektorraums ein, der sich als Verallgemeinerung des
im vorigen Kapitel eingefiithrten Begriffs des reellen Vektorraums erweisen wird. Wahrend bei reel-
len Vektorrdumen die bei der Skalarmultiplikation verwendeten Skalare dem Korper R der reellen
Zahlen angehoren, entstammen hier die Skalare einem beliebigen Korper K. Man spricht dann auch
von einem Vektorraum (VR) iiber (dem Koérper) K. Wir wollen daher den Begriff des Koérpers und
zunédchst den allgemeinen Begriff des Rings einfiihren.

Definition 2.1.1. Ein Ring ist ein Tripel (R, +, ), bestehend aus einer nichtleeren Menge R, einer
als Addition bezeichneten Verkniipfung 4+ und einer als Multiplikation bezeichneten Verkniipfung -,
so dass folgende Ringaxiome erfiillt sind:

Es seien a,b,c € R.
(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
(R2) Fiir alle a,b,c € Rgilt a-(b-c) = (a-b) - c (Assoziativgesetz fiir -).

(R3) Es gelten die Distributivgesetze:

a-(b+c) = (a-b)+(a-c) und (b+c¢)-a = (b-a)+(c-a).

Gilt zusétzlich das Kommutativgesetz der Multiplikation:

(R4) Fur allea,be Rista-b=10"a,

so spricht man von einem kommutativen Ring. Das Nullelement der Gruppe (R, +) wird mit 0 be-
zeichnet. Gibt es ein neutrales Element der Multiplikation, so heift dieses das Einselement und wird
mit 1 bezeichnet. Man spricht dann von einem Ring mit Eins.

Satz 2.1.1. In einem Ring R gilt fir alle a,b € R:

i)a-0=0-a=0
it) a-(=b) =(—a)-b=—(a-b)
iit) (—a)-(=b)=a-b.
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Beweis. i) Es gilt
a-0=a-(0+0) = a-0+a-0.
(R3)

Subtraktion von a - 0 auf beiden Seiten ergibt 0 = a - 0.
ii) Es gilt
ab+a(—b) = a-(b+(-b)=a-0=0.
(=) = o (b (b)) =a-0 =
Also gilt a(—b) = —ab. Der Beweis fiir (—a)b = —ab ist analog.
iii) Es gilt
(—a)(=b) = —(—a)b = —(—ab) = ab.

O]

Bemerkung 2.1.1. Es gibt Beispiele von nichtkommutativen Ringen, d.h. Ringe, in denen das
Kommutativgesetz der Multiplikation nicht gilt. Die Addition ist immer kommutativ, auch in nicht-
kommutativen Ringen.

Definition 2.1.2. Ein Ring (K, +,-) heiit Koérper, wenn (K — {0}, -) eine abelsche Gruppe ist.
Ist a # 0, so wird das zu a inverse Element bzgl. der Multiplikation mit a~! bezeichnet.

Beispiel 2.1.1. Die ganzen Zahlen bilden bzgl. der Addition und Multiplikation einen Ring, den
Ring (Z,+,-) Dieser Ring ist jedoch kein Kérper, da (Z — {0},-) keine Gruppe ist. Die einzigen
Elemente von Z, die Inverse bzgl. der Multiplikation besitzen, sind 1 und -1.

Beispiel 2.1.2. Die rationalen Zahlen und die reellen Zahlen bilden bzgl. der Addition und Mul-
tiplikation einen Korper, die Korper (Q, +, ) bzw. (R, +,-). Im néchsten Abschnitt werden wir den
Korper C der komplexen Zahlen kennenlernen.

In der Mathematik und ihren Anwendungen spielen auch noch vollig anders geartete Korper eine
Rolle. Der einfachste Korper, den es iiberhaupt gibt, hat nur zwei Elemente: 0 und 1.

Beispiel 2.1.3. Es sei F = {0,1}. Die Verkniipfungen + der Addition und - der Multiplikation sind
durch folgende Tafeln definiert:

+ 10 1
0]0 1 bzw.
1 (1 0

_= O
S OO
= ol

2.2 Der Korper der komplexen Zahlen

Definition 2.2.1. Die Menge C der komplexen Zahlen ist die Menge aller Paare reeller Zahlen:

C={(z,y): z,y € R}.

Addition und Multiplikation sind wie folgt definiert:

i) (z1,91) + (r2,y2) = (21 + 22,91 + y2) fur (z1,91), (x2,12) € C.

i) (1,91) - (z2,92) = (L1722 — Y1Y2, T1Y2 + Y172).
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Diese Regeln werden durch folgende Definition iibersichtlich:
Definition 2.2.2. Wir setzen i := (0, 1).

Aus Definition 2.2.1 (i) ergibt sich dann die Regel i2 = (—1,0). Die Menge R der reellen Zahlen
kann nun durch eine leichte Anderung der Definition 2.2.1 zu einer Teilmenge der komplexen Zahlen
gemacht werden.

Definition 2.2.3. Es sei C = (C — {(z,0): z € R}) UR.
Wir ”werfen also die Elemente (z,0) hinaus” und ersetzen sie durch die reellen Zahlen . Die Regel

i? = (—1,0) wird zu i®> = —1, und (z,y) kann als (x,y) = x+iy geschrieben werden. Die Rechenregeln
lassen sich wie folgt sehr leicht merken:
Es gelten die iiblichen Regeln (Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze), und es ist 2 = —1.

Im folgenden schreiben wir wieder C statt C.
Beispiel 2.2.1. Es gilt
(345i)-(7T—20)=3-7T—3-20+7-5i—(5i)-2i =21 —10i>+ (7-5—3-2)i = 31+ 29i.
i2=—1

2=
Satz 2.2.1. Die Struktur (C,+,-) ist ein Kérper mit der Null 0 und der Eins 1.
Fiir x + iy # 0 haben wir

N T — 1y
(z +1iy) R

Beweis. Die Korperaxiome folgen durch Nachrechnen aus Definition 2.2.1.
Zum Nachweis der Inversen verwendet man
1 xT—1y T Ly
T4y T —iy a2+ y2 _Z:L“Z—l—y27
falls x + iy # 0. O

(z+iy)~' =

So wie der Korper R der reellen Zahlen durch die Zahlengerade veranschaulicht werden kann, kann
der Korper C der komplexen Zahlen durch die Zahlenebene veranschaulicht werden. Die Menge der
Punkte, die der Teilmenge R entsprechen, wird auch als reelle Achse bezeichnet, die Menge der
Punkte, die der Teilmenge {iy: y € R} entsprechen, als imaginédre Achse.

4

T+ 1y

Definition 2.2.4. Es sei z = x 4+ iy € C mit z,y € R. Wir definieren den Realteil (R(z)) und den
Imaginérteil (3(z)) von z durch R(z) =z und I(z) = y.

Der Betrag von z wird durch
|2l = Va? +¢?
definiert.

Bemerkung 2.2.1. Die geometrische Bedeutung des Betrages |z| ist die Entfernung des Punktes z
in der komplexen Zahlenebene vom Ursprung.
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2.3 Der allgemeine Begriff des Vektorraums

Wir verallgemeinern nun die Definition des reellen Vektorraums von Definition 1.6.1, indem wir an
die Stelle des Korpers R der reellen Zahlen einen beliebigen Korper K treten lassen.

Definition 2.3.1. Es sei V' eine Menge mit einer Verkniipfung @, weiter (K, +,-) ein Korper mit
Null 0 und Eins 1 sowie o: K x V — V eine Abbildung.

Das Tripel (V, K, o) heifit ein Vektorraum iiber (dem Korper) K, wenn die folgenden Axiome fiir alle
i, v €V und A\, u € K gelten:

V1) (V,®) bildet eine abelsche Gruppe.

(V1)
(V2) Esgilt ( A4+ p)otd=(Aod)® (not) sowie Ao (d® V) = (Aod) ® (Ao ). (Distributivgesetze)
(V3) Esist Ao (o) = (\-pu)ou. (Assoziativgesetz)

(V4)

V4) SchlieBlich ist 1 o @ = 4. (Unitaritidtsgesetz)

Die Elemente von V' heilen Vektoren, die von K Skalare. Wie in Abschnitt 1.6 werden wir spéter
statt @ und o einfach + und - schreiben

In den Beweisen sdmtlicher Sitze von Abschnitt 1.6 wurde von der Menge R nur die Korpereigenschaft
benutzt. Diese Sitze lassen sich daher sofort auf Vektorrdume iiber beliebigen Korpern verallgemei-
nern. Ihre Beweise erhilt man aus den Beweisen der Sdtze in Abschnitt 1.6 einfach dadurch, indem
man den Kérper R iiberall durch den allgemeinen Kérper K ersetzt.

Als Verallgemeinerung von Satz 1.6.1 erhalten wir

Satz 2.3.1. In einem Vektorraum (V,®, o) dber dem Kérper K gilt fir v, € V und \,u € K :

i) NoT=0¢ A=0 oder 7=0
ii) (—X) o ¥ = Xo (&70) = &(\o0), wobei & die Inversion in (V,®) ist.

iii) (A —p)oT=XNoTS pot sowie No (VO W) =Aot¥S Ao

Als Verallgemeinerung von Definition 1.6.2 geben wir

Definition 2.3.2. Es sei (V, @, 0) ein Vektorraum iiber K und U C V eine Teilmenge von V. Dann
heifit (U, @, 0) ein Unterraum von V', wenn es ebenfalls ein Vektorraum ist.

Als Verallgemeinerung von Satz 1.6.2 ergibt sich

Satz 2.3.2. (Unterraumkriterium)
Es sei V' ein Vektorraum diber K und U C 'V eine nichtleere Teilmenge von V. Dann ist U genau
dann ein Unterraum von V, wenn

u,velU=>M+uwelU
fir alle A\, p € K gilt.

Definition 2.3.3. Es sei V ein Vektorraum iiber K und v1,...,7, € V. Eine Linearkombination von
U1,...,Uy, ist eine Summe der Form \v; + ... + A\,9, mit A\; € K. Die A; heiflen die Koeffizienten
der Linearkombination.
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Definition 2.3.4. Es sei V ein Vektorraum iiber K und M C V.

i) Unter dem von M erzeugten oder aufgespannten Unterraum von V' (auch Erzeugnis von M oder
lineare Hiille von M mit der Schreibweise ( M ) versteht man den Durchschnitt aller Unterrdume
von V', die M enthalten.

ii) Unter L(M) versteht man
L(M):{)\1171++)\n17nn6N, Ulyenn,Up € M, Al,...,AnGK}

als die Menge aller Linearkombinationen von Elementen von M.

Als Verallgemeinerung von Satz 1.6.5 erhalten wir

Satz 2.3.3. Es sei V ein Vektorraum iiber K und M C V mit M # 0. Dann ist (M) ein Unterraum
vonV und (M) = L(M).

Wir schlieen mit einigen Beispielen:

Beispiel 2.3.1. Es sei (K, +,-) ein Korper, n € N sowie K" = {Z = (z1,...,%n): T1,...,2, € K}.
Durch die komponentenweise definierte Addition und die Skalarmultiplikation wird K™ zu einem
Vektorraum V = (K", K, o). Fiir Z = (x1,...,20), ¥ = (y1,---,Yyn) € K™ und \ € K definiert man

(1 + Y1, T+ Yn)
AT = ()\1‘1,...,)\:Bn).

Die Vektorraumeigenschaften werden nachgepriift wie im Spezialfall K = R (Beispiel 1.6.1).

Definition 2.3.5. Der (K", K, o) oder kurz K™ heifit der n- dimensionale Standardraum iiber dem
Korper K.

Fiir Anwendungen von besonderer Bedeutung ist der Fall, dass [, ein endlicher Kérper mit ¢ Ele-
menten ist.

Satz 2.3.4. Es sei Fy ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen und n € N. Dann hat der Standardraum
Fy genau g™ Elemente.

Beweis. Fiir jede der n Komponenten gibt es ¢ Moglichkeiten, womit sich insgesamt g™ ergeben. [

Beispiel 2.3.2. Es sei F; ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen und n € N.
Ein linearer Code (der Linge n mit Alphabet [F,) ist ein Unterraum von Fy.
Die Elemente von C' werden Codeworte genannt.

Fiir Anwendungen sind folgende Begriffe besonders wichtig:

1. Hammingsbstand

2. Gewicht

3. Minimalgewicht

4. Minimalabstand
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Diese Begriffe haben folgende Bedeutung;:
Unter dem Hammingabstand d(7, i) zweier Elemente & = (z1,...,%,), 5 = (Y1, .,yn) € Fy versteht
man die Anzahl der Stellen, an denen sich £ und Z unterscheiden, also

d@§) = [{j € {L....n}: 2; £ ).

Unter dem Gewicht w von Z versteht man die Anzahl der von null verschiedenen Stellen.
Beispiel: g =2 und n =7, = (1,0,0,1,0,1,0), ¥ = (1,0,1,1,0,0,0). Dann ist w(Z) = w(y) = 3.

Unter dem Minimalgewicht wy des Codes C' versteht man den kleinsten Wert, den die Gewichtsfunk-

tion w(Z) fiir Z € C — {0} annimmt.
Unter dem Minimalabstand dg von C versteht man den kleinsten Wert, den der Hammingabstand
d(Z, ) fiir zwei verschiedene Codeworte &,y € C' annehmen kann.

Man zeigt leicht:
do = wo, (*)

der Minimalabstand ist gleich dem Minimalgewicht.

Beweis:
Es sei Zp € C und w(%p) = wo. Wegen 0 € C' (Unterraumeigenschaft von C) ist

do < d(iy,0) = w(Zo) = wo. (1)
Es seien 71,41 € C mit d(Z1,41) = do. Weiter ist 1 — 4 € C und
wo < w(F1 —H1) < d(Z1, 1) = do. (2)
Aus (1) und (2) folgt ().

Beispiel 2.3.3. Der erste lineare Code wurde 1947 von Richard Hamming (1915- 1998) aufgestellt:
der (7,4)- Hamming- Code.
Es ist C' C F} und definiert als die Losungsmenge des folgenden LGS iiber F:

To + x3 + T4 + 75 =0
x1 +x3+ 24 + x6 = 0
T+ T2 + x4 +x7 = 0
oder A-# =0 mit
0111100
A=11 01 1 0 1 0
1101001
und dem Spaltenvektor
€1
T

Das LGS befindet sich schon in der im Gaufischen Algroithmus angestrebten Endform, die in Ab-
schnitt 1.4 beschrieben wurde. Allerdings stehen hier die Variablen, nach denen aufgelést wird, rechts.
Offenbar konnen die Werte fiir 21, x2, x3, x4 beliebig vorgegeben werden (Informationsbits), wihrend
die Werte von x5, xg, x7 dadaurch bestimmt sind (Priifbits).

Von den 27 = 128 Zeichenfolgen aus F3 sind somit 24 = 16 Codeworte.
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Eines der Probleme der Codierungstheorie ist, Fehler bei der Ubertragung zu erkennen. Fehler kénnen
nur dann nicht erkannt werden, wenn das beabsichtigte Codewort durch Fehler in ein anderes Co-
dewort umgewandelt wird. So kann etwa das Codewort (0,0,0,0,0,0,0) durch drei Fehler in das
Codewort (1,0,0,0,0,1,1) iibergehen.

Ein Codewort kann nur dann in ein anderes Codewort iibergehen, wenn die Anzahl der unbekannten
Fehler mindestens gleich dem Minimalabstand dy von C' ist. Wir behaupten, dass fiir den (7,4)-
Hamming- Code der Minimalabstand dy = 3 ist. Damit kénnen Fehler bei der Ubertragung erkannt
werden, wenn ihre Anzahl héchstens zwei ist.

Nach Beispiel 2.3.2 ist dy gleich dem Minimalgewicht wy.

Es sei € die j- te Spalte in A.

1. Es gibt kein & € C mit w(Z) = 1.
Aus & = (21,...,%j,...,27) mit 2; = 1 und a3 = 0 fiir k # j folgt & = &; # 0, also 7 ¢ C.

2. Es gibt kein # € C mit w(¥) = 2.
Es sei ¥ = (x1,...,27) mit ; = x; = 1 und x;, = 0 fiir k& & {4, j}. Dann ist AZ = €; + €; # 0,
da —€; = ¢; ist, aber andererseits alle Spalten verschieden sind.

3. Es sei Zp = (1,0,0,0,0,1,1). Also ist w(Zp) = 3, und damit ist wg = dy = 3.

2.4 Lineare Abhingigkeit, Basis, Dimension

Wir verallgemeinern hier Definitionen und Sétze von Abschnitt 1.7 auf Vektorrdume iiber beliebigen
Korpern und kldren auch noch Fragen, die in Abschnitt 1.7 offen geblieben waren:

e die Existenz einer Basis und

e der Zusammenhang mit der Dimension des Vektorraums.

Es sei V stets ein Vektorraum iiber dem Koérper K.

Definition 2.4.1. Vektoren vy, ..., 0 € V heiflen linear abhéngig (kurz l.a.), wennes Ay,..., \y € K
gibt, so dass

MU+ ..+ AU :6 und (Al,...,)\k) =+ (0,...,0)
gilt. Andernfalls, d.h. wenn fiir \; € K stets

)\1171+.._+)\k17k:6:>/\1:)\2:-“:)%:0

gilt, heilen 7, ..., U} linear unabhéngig (kurz lLu.).

Satz 2.4.1. Es gilt:

i) Der Nullvektor 0 ist stets l.a., ein einzelner Vektor ¥ # 0 ist stets Lu.

ii) Mit Uy, ..., 0 sind auch vy,...,Uk,...,0 mitl >k la.
ii1) Sind U1, ..., U Lu., so auch Uy, ..., Uy firl <m <k.
iv) Ist U eine Linearkombination von vy, ..., Ty, so sind Uy, ..., Uk, U la.

v) Sind k > 2 Vektoren l.a., so ist wenigstens einer von ihnen eine Linearkombination der anderen.

vi) Sind 1, ...,0 Lu., aber Uy, ..., Uk, ¥ l.a., so ist U eine Linearkombination der vy, ..., U.
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Beweis. i) Es gilt 1- 0 = 0, also ist 0 La., andererseits folgt aus A7 = 0 mit ¢ # 0 dann A = 0
wegen Satz 2.3.1(i).

i) Aus M@ + ...+ MG = 0 und (A1,...,A\p) # (0,...,0) folgt auch
MU+ o+ XD + M1 Tpgp1 + - F NG =0
und (A1,...,A) # (0,...,0), wenn man A1 = ... = A = 0 einsetzt.
iii) Wéren 1,..., 7y, la., so nach (ii) auch o1, ..., U.
iv) Ist @ = A0 + ... + AT, so folgt A\ + ... + A0y + (=1)7 = 0.

v) Es sei M@ 4 ...+ M@, = 0 und (A1,..., \g) # (0,...,0). Nach eventueller Umnummerierung
konnen wir annehmen, dass Ax # 0 ist. Dann folgt

Uy, = (—)\,;1))\1771 + ...+ (—)\k)il)\k—lgkfl'

vi) Es gelte M7y + ... 4+ M@ + AT = 0 mit (Ar,..., M\, A) # (0,...,0). Dann muss A # 0 gelten,
da wegen der linearen Unabhéngigkeit von 7, ..., ¥, die Gleichung A191 + ... + At = 0 nur
fiir \; = ... = A\, = 0 moglich ist. Dann ist aber ¥ = (—A")\177 + ... + (=A"H) M\

O
Der Begriff der linearen (Un-)Abhéngigkeit ldsst sich auf beliebige (auch unendliche) Mengen von

Vektoren erweitern:

Definition 2.4.2. Eine Menge M C V heifit L.u., wenn je endlich viele verschiedene (!) Vektoren aus
M l.u. sind, andernfalls l.a.

Bemerkung 2.4.1. Wir stellen einige Spezialfille zusammen:

1. Die leere Menge ist l.u.

2. Ist 0 € M, so ist M la.

3. Jede Teilmenge einer l.u. Menge ist L.u

4. Jede in V liegende Obermenge einer l.a. Menge ist l.a.

5. Achtung: Im Falle @1 = as # 0 sind @ und @ la., aber {@y,d2} ist L.u. (weil es tatsdchlich die
Menge {a;} ist).

Definition 2.4.3. Ist M C V lLu., so schreiben wir (M ) = (( M )), und nennen M eine Basis des
Erzeugnisses ( M ), kurz:
V=(M)) < Mistlu und (M)=1V.

Speziell ist eine Basis eines Vektorraums V' also ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von V.
Im Falle M = {#},...,0;} sagen wir auch: ”"Die Vektoren 1, ..., 0} bilden eine Basis von V7, und
schreiben wieder kurz ((71,..., 0 )) statt (({¥1,...,0k})).

Beispiel 2.4.1. Es ist {0} = ((})), und () ist die einzige Basis von {0}.

Beispiel 2.4.2. Der K" hat die Standardbasis {é, ..., &,} mit den Einheitsvektoren &; = (1,0,...,0),
& =(0,1,0,...,0)...,&, = (0,...,0,1).
Der Beweis erfolgt wie im Spezialfall K = R in Beispiel 1.7.1.
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Beispiel 2.4.3. Der Korper C der komplexen Zahlen, aufgefait als Vektorraum iiber K = R, hat
die Basis {1,}.

Man kann zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Wir werden uns jedoch bei der Diskussion
der Basis auf relativ einfache Fille, sogenannte endlichdimensionale Vektorrdume beschrinken.

Definition 2.4.4. Gibt es eine maximale Zahl n von l.u. Vektoren in V, so heifit n die Dimension
von V', geschrieben dim V:

dimV = max{|M|: M C V Lu.} € Ny.

Gibt es kein solches n (existiert also zu jedem k € N eine l.u.-Teilmenge M C V mit M| = k), so
heifit V' unendlichdimensional, und wir schreiben dim V' = co.

Beispiel 2.4.4. Es ist dim{0} = 0.

Beispiel 2.4.5. Es sei V = K ein Korper aufgefasst als Vektorraum iiber sich selbst. Die Menge {1}
ist Lu., und sind A\j, Ao € K mit Ay # Ao, so gilt AoA1 + (—A1)A2 = 0, d.h. die Vektoren i, A2 sind
stets l.a., also dim K = 1.

Beispiel 2.4.6. Es sei F = {f: R — R} die Menge aller Funktionen von R nach R.

Fir f,g € F und A € R definieren wir die Summe f + ¢g: R — R, 2 — f(z) + g(z) und die
Skalarmultiplikation Af: R — R, z — Af(z).

Man sieht leicht, dass F dadurch zu einem reellen Vektorraum wird. Wir betrachten die Menge
M :={f,: v e€Z} mit

(@) = 1, falls v<zx<v+1

VA1 0 sonst.

Dann ist M l.u.

Beweis:

Sei A1 fu, +...+ Ak fy, = 0, wobei 0 die Nullfunktion darstellt, mit paarweise verschiedenen vy, ..., ;.

Fir x mit v; <z <v; + 1 erhalten wir
0=(Mfo, +-- +Afi) (@) = Aifi,(2) = A,

also Ay =...= Xy =0.
Daraus folgt, dass der Vektorraum F = {f: R — R} die Dimension dim F = oo besitzt.

Satz 2.4.2. Es sei dimV = n < co. Dann besitzt V' eine Basis, genauer bildet jede l.u. Teilmenge
mit n Vektoren eine Basis von V.

Beweis. Seien U, ...,U, € V 1u. und ¥ € V beliebig. Nach Definition der Dimension sind ¥, . . ., U,, ¥
l.a. Nach Satz 2.4.1 (vi) ist ¥ eine Linearkombination von vy, ..., ¥, also ¥ € (¥1,...,7,). Dav eV
beliebig war, folgt V = (01,...,0,) = ((V1,...,U)). O

Wir werden in kiirze zeigen, dass es keine Basis von V' mit weniger als dim V' Elementen gibt.
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Satz 2.4.3. Fir v1,...0, € V sind dquivalent:

i) V={_(T1,...,0,)).

i1) Jedes U besitzt eine Darstellung
17:)\1_’1—1—...4-)\”1771 (*)

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten (A1,...,A,) € K™, oder:
die durch (x) vermittelte Abbildung

K" =V, ()\17---7)\n)_>)\1171+---+/\n17n
st bijektiv.
Beweis. 7="
Da {©4,...,0,} ein Erzeugendensystem von V bildet, hat jedes ¥ € V mindestens eine Darstellung

der Form (x). Es seien ¢ = \¥U; + ... + AU, und ¢ = 101 + ... + pnt, zwei Darstellungen des
gleichen Vektors. Dann folgt aus der linearen Unabhingigkeit der v}

()‘1_,Ul)ﬁl+-'-+(/\n_;u'n>l7n:6:>)\j_Mj:0

fur j =1,...,n, also \j; = p;, d.h. die Darstellung (*) ist eindeutig.

77<::77
Eine (also die einzige) Darstellung (%) von Oist 0 = 0@ + ... +0- @,. Also sind @y, ..., 7, Lu. [

Satz 2.4.4. Es sei V = ((T1,...,7,)) und @ € V mit @ # 0. In der Darstellung
W= M0+ ...+ A\Un (%)

mit (A1,...,A\p) € K™ sei j ein Index mit \j # 0. Dann ist auch

V= <<’L71,...,Uj_l,ﬂ,ﬁj+1,...,ﬁn>> .
Beweis. Essei O.B.d.A. j =1 (sonst nummerieren wir die 7; um), und wir miissen V' = ((, ¥a, ..., ¥ ))
zeigen.
i) V= (W,10s,...,0,):

Auflésen von (%) nach ¢ ergibt

U = ,u17ﬂ+ /,LQUQ + ...+ Mnﬁn (**)
mit p; = —)\i)\l_l firi=2,...,n.
Sei nun ¥ € V beliebig, etwa ¥ = a1¥1 + ... + ap¥, mit aq,...,a, € K. Einsetzen von (xx)
ergibt
v a1 (W + pota + ..+ fipUn) + a2ty + . ..+ iy

= oW+ (aqpg + @)y + ... + (1 + )ty € (W, Uay ..., Ty ).
ii) {W,da,...,u,} ist Lu.:
Angenommen wir haben

,LL1117—|—/L2172—|—...—|—/L7L17”:6.
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Dann folgt mit (x):

0 = p(MTL4 .. 4 MTp) + 2l + ... + finTn
= (A1) + (e + p2)V2 + ..o+ (1 An + pn) Uy

und damit
HAIAL = piAe + fo = ... = 1Ay + py, = 0,
da v1,..., 9, Lu. sind, also ist ;1 = 0 wegen A; # 0. Daraus folgt dann pe = ... = pu, =0, also
ist {U?, 172, e ,’17”} lL.u.
O
Wir verallgemeinern Satz 2.4.4 zum
Satz 2.4.5. (Austauschsatz von Steinitz, Erginzungssatz)
Es sei V' ein Vektorraum und V = ((¥1,...,U, )) und Wy, ..., W € V Lu., womit k < n ist.
Ferner ldsst sich aus {v1,...,0,} eine Teilmenge {Ux11,...,Un} so auswdihlen, dass
V= ((W,..., Wk, Uks1,---,Un))

15t.
Mit anderen Worten: Man kann k geeignet gewdihlte Vektoren der Basis {Ui,...,U,} gegen die ;

austauschen, so dass man wieder eine Basis von V' erhdlt.
Insbesondere lisst sich jede l.u. Teilmenge eines endlichdimensionalen Vektorraums zu einer Basis
von V ergdinzen.

Beweis. Wir fiithren eine vollstdndige Induktion nach k fiir festes n.
Induktionsanfang k = 1:

Esist n > 1. Wegen W # 0 ist in der Basisdarstellung W = A9 + ... 4+ A\, ¥, mindestens ein A\; # 0
enthalten. Nach Satz 2.4.4 kann man ¥; gegen w; austauschen, so dass {¥1, ..., Uj—1, Wi, Ujy1,...,Un}
wieder eine Basis von V ist.
Induktionsschritt kK — k + 1:

Die Behauptung des Satzes gelte fiir ein £ € N, und es seien wy,..., W, W11 € V linear un-
abhingig. Nach Induktionsannahme (angewandt auf oy, . .., @) ist £ < n, und es gibt eine Teilmenge
{Uk41,...,0n} C{th,...,U,} derart, dass

V:<<151,...,wk,ﬁk+1,...,17n>>. (*)
Wire k = n, so wére schon V = ((y,...,w)), also Wi4+1 eine Linearkombination von iy, . .., wy.
Da 1, ..., Wk, Wiy aber Lu. sein sollen, muss folglich £ < n, d.h. £+ 1 < n sein. Wegen (x) und

W11 7# 0 gilt
Wry1 = p1W1 + ...+ ppWe + e 1Uk41 + 0+ pnUn

mit py,..., 4y € K, wobel mindestens ein p; # 0 ist. Dabei kann nicht pg+1 = ... = pup = 0 sein,
sonst wéren Wi, ..., Wk, W1 l.a., also ist p; # 0 fiir mindestens ein ¢ € {k + 1,...,n}. Austauschen
von ¥, gegen W1 geméif Satz 2.4.4 ergibt die Behauptung fiir k£ + 1. O

Satz 2.4.6. Es sei V = ((U1,...,U,)). Dann ist dimV = n, und eine Teilmenge B C V ist genau
dann eine Basis von V', wenn B aus n l.u. Vektoren bestehi.
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Beweis. Fiir jede L.u. Menge M C V gilt nach Satz 2.4.5, dass |M| < n ist, also dim V' < n. Nach
Definition der Dimension ist andererseits n < dim V. Also folgt insgesamt dim V' = n.

Nun sei B irgendeine Basis von V. Dann folgt zunéchst m := |B| < dimV = n und dann wie oben
dim V' = m, also m = n. Umgekehrt ist nach Satz 2.4.2 auch jede l.u. Menge B C V mit |B| = dim B
eine Basis von V. t

Beispiel 2.4.7. Fiir die Standardvektorrdume gilt dim K™ = n, denn die Standardbasis {é1, ..., €y}
hat n Elemente. Insbesondere ist dim R” = n und dim C" = n (als Vektorraum iiber C), aber C" als
Vektorraum iiber R besitzt die Dimension 2n, eine Basis ist {é1,...,&,,i€1,...,i€,}.

Satz 2.4.7. Es sei dimV < oo und U ein Unterraum von V. Dann gilt:

i) dimU < dimV.
ii) dmU =dimV < U =V.

Beweis. i) Dies folgt sofort aus der Definition der Dimension.

ii) Es sei dimU = dim V' = n. Dann besitzt U nach Satz 2.4.2 eine Basis {7, ..., 0}, }. Diese bildet
dann ebenfalls nach Satz 2.4.2 eine Basis von U, also U = V.
O

Satz 2.4.8. (Dimensionssatz fiir Summenrdiume)
Es seien Uy, Uy endlichdimensionale Unterrdume eines Vektorraums V. Dann gilt

dimU; +dim U, = dim(U1 + UQ) + dim(U1 N Ug).

Beweis. Da U; N Uy ein Unterraum von U; (und ebenso von Us) ist, gilt nach Satz 2.4.7 dann
d = dim(U; N Us) < oo. Es sei also nach Satz 2.4.2 {dy,...,dy} eine Basis von Uy N Uy (=  falls
d = 0 ist). Wir ergénzen diese Basis nach Satz 2.4.5 zu je einer Basis von U; und Us:

By = {d,...,dq,b1,...,b}, Basisvon Uy,
By = {ai,...,dq,c1,...,Cs}, Basis von Us.

Behauptung: B := By U By = {d,...,dq, blyeoo by @y Cs} ist eine Basis von U; + Us. Wir haben
zwei Aussagen zu zeigen: (B) = U; + Uz und B lLu.:

i) (B)=U; + Us:
Wegen B C Uy UUy C Uy + Uy (Uy + Uy ist Unterraum) folgt ( B) C Uy + Us. Andererseits ist

Ur+Uz=(B1)+(B2) C(B)+(B)=(B)
daBl,ngB.

ii) Bist Lu.:
Es sei
Ozlc_l'l—i—...—i—OédC_L'd—i-ﬁlgl+...5T5T+7151+...+7555 26
mit «;, 85,7, € K, und wir miissen nun zeigen, dass alle Koeffizienten verschwinden. Sortieren
ergibt
alc_L'l—i-...—i-OédC_id—i-ﬁlgl—i—...—i—ﬂrgT = —71C1 + ... +7vsCs €Uy NUs.

elUx €Uz
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Dann gibt es Koeffizienten A\; mit —(716 + ... + 7sCs) = A1d@1 + . . . + \gdyg, also
Ma@1+ ... 4 Ngl@g + 718 + ... +7sCs = 0.

Da By als Basis l.u. ist folgt A\ = ... = A ;=71 = ... = = 0. Daraus folgt
@1 + ...+ gy + Biby + ...+ Byb, =0

und somit a1 = ... =ag=F1 = ... = B = 0 da auch By lLu. ist. Also verschwinden sdmtliche
Koeffizienten o, 85, v, womit B Lu. ist.

Da wir jetzt Basen fiir alle beteiligten Rdume haben, kénnen wir die Aussage des Satzes durch Zihlen
der Basisvektoren zeigen:

dim(Uy 4+ Us) = |B|=d+r+s=(d+7r)+ (d+s) — d = dim(U;) + dim(Uz) — dim(U; N Us) .
O

Beispiel 2.4.8. Es sei V = R3 und U; = {((1,0,0),(0,1,0))) sowie Us = (((1,—1,0),(0,0,1))),
also dim U; = dim Us = 2. Die Unterrdume U;,Us sind Ebenen durch 5, und zwar explizit

Ur = {(z,y,0): z,y € R} die zy-Ebene
Uy = {(z,—x,2): z,z € R}
UrNU; = {(z,—z,0): x € R} = (((1,—1,0))) die Gerade durch y = —z, z =0.
Insbesondere ist dim(U; N Us) = 1. Mit dem Dimensionssatz folgt: dim(U; + Us) =2 +2—1 = 3,

also Uy + Uy = R3, d.h. alle ¥ € R3 lassen sich als ¥ = @] 4 @» mit @ € U; und @y € Us schreiben.
Diese Darstellung ist jedoch nicht eindeutig.
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Kapitel 3

Lineare Abbildungen und Matrizen

3.1 Lineare Abbildungen

Es seien stets V., W, V', ... Vektorrdume iiber dem selben Kérper K. Dieser Abschnitt befasst sich
mit Abbildungen zwischen Vektorrdumen, die mit den linearen Operationen vertréglich sind:

Definition 3.1.1. Eine Abbildung ¢: V' — V" heifit linear oder ein (Vektorraum-) Homomorphismus,
falls folgende Eigenschaften gelten:

(L1) (U 4+ W) = p(V) + () fiir alle 7,7 € V,
(L2) p(AV) = Ap(D) fir alle A € K und ¥ € V,
bzw. was dazu dquivalent ist:
(L) @A\ + pad) = Ap(V) + pp(w) fiir alle A, p € K und 0,9 € V.
Die Menge aller linearen Abbildungen ¢: V — V/ wird mit L(V, V') bezeichnet.
Ein ¢ € L(V, V') heifit ein (Vektorraum-) Isomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist. Existiert ein Isomor-

phismus ¢: V — V', 5o heifit V isomorph zu V', geschrieben V = V'. Ein p € L(V,V) (also V = V")
heifit Endomorphismus, bzw. im Falle der Bijektivitit Automorphismus von V.

Beispiel 3.1.1. Es gibt stets den trivialen Homomorphismus: ¢o(7) = 0/ € V" fiir alle 7 € V.

Beispiel 3.1.2. Der Endomorphismus ¢: V' — V| ¢(¥) = A0 fiir festes A € K ist trivial fiir A = 0,
und ein Automorphismus fiir A # 0. Er ist wegen ¢(¥) = ¢(@) < ¢ = & injektiv und wegen
©(A\"19) = ¥ surjektiv.

Beispiel 3.1.3. Fiir V = R?ist o((x,5)) = (Az, uy) mit A\, u € R—{0} die sogenannte Eulerabbildung.
Die Ebene wird in z-Richtung um den Faktor A und in y-Richtung um den Faktor p gestreckt. So
ist ¢ offenbar ein Automorphismus.

Beispiel 3.1.4. Es sei V = R2. Die Projektion auf die z-Achse p: V — V, o((z,y)) = (z,0) ist
weder injektiv noch surjektiv, also kein Automorphismus.

Beispiel 3.1.5. Fiir V = R? heifit der Automorphismus ¢: V — V, o((x,9)) = (z + Ay, y) fiir festes
A € R Scherung.
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Beispiel 3.1.6. Der Homomorphismus ¢: R” — R mit

n
o1, ..., xn) = Zaj:vj
j=1

fiir feste a1,...,a, € R ist eine sogenannte Linearform.

Beispiel 3.1.7. Es sei Fp = {p: R — R, p ein Polynom}. Fiir p € Fy mit

pla) =y g

ist ¢(p) = p.
Er ist nicht injektiv, beispielsweise gilt p(pg) = 0 fiir jedes konstante Polynom pg(z) = ag. Somit ist
 ein Beispiel fiir einen linearen Differentialoperator.

Satz 3.1.1. Fiir Vektorriume V, V' und V" gilt:

i) Ist p € L(V, V') und ¢p € L(V', V"), so ist pop € L(V,V").

ii) Ist p: V — V' ein Isomorphismus, so auch die inverse Abbildung ¢=': V' — V.

Beweis. i) Seien U,w € V und A\, € K. Dann gilt
(¢ 0 @) (AT + paw) = Y (Ap(0) + psp(@)) = A © )(0) + p(th o @) (w).

ii) Da ¢! offenbar injektiv ist, miissen wir nur (L) zeigen. Es seien #,4’ € V' und A\, u € K mit
7 = p(¥) und W' = p(w) fiir ¥, € V. Dann folgt

e AT + pd') = o7 (Ap(@) + pp () = (AT + pid)) = AT+ pad = Ap™ 1 (T) + g™ ().

O]

Beispiel 3.1.8. Die Umkehrabbildung des Endomorphismus ¢: V' — V| ¢(¥) = A7 mit A € K\{0}
ist 071V =V, o 1(7) = A1

Satz 3.1.2. Fir ¢,1p € L(V,V') und X € L seien ¢ + 1, \p € L(V, V') werteweise durch

(P +9)(@) = @(@)+¢(0) und
Ap)(@) = Ap(?)

fiir alle ¥ € V definiert. Mit diesen Operationen wird L(V,V') zu einem Vektorraum iber K. Der
Nullvektor ist der triviale Homomorphismus ¢o(T) =0 € V' fiir alle 5 € V.
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Beweis. Durch Nachrechnen sieht man leicht die Giiltigkeit der Regel (L) fiir ¢ + ¢ sowie Ap. Auch
die Vektorraumaxiome werden leicht nachgepriift. O

Satz 3.1.3. Mit der oben definierten Addition sowie der Komposition von Abbildungen ”o” als Mul-
tiplikation ist (L(V,V'),+,0) ein Ring mit Eins, der Endomorphismenring von V. Einselement ist
die Identitit idy : U — U fiir alle 7€ V.

Beweis. Nach Satz 3.1.2 ist (L(V, V), +) eine abelsche Gruppe. Nach Satz 3.1.1 ist o eine Verkniipfung
auf L(V,V). Das Assoziativgesetz der Multiplikation gilt, da es allgemein fiir die Komposition von
Abbildungen gilt. Die Distributivgesetze gelten ebenfalls, da fiir ¥, p,x € L(V,V) und alle 7 € V

(o (¥ +x)) (V) = p((0) +x(V)) = (V) + p(x(V)) = (poth)(T) + (pox) (V) = (pot) +pox) (V).

gilt. Ebenso ist
(¥ +x) 2 0)(0) = ¥(e(?)) + x((0)) = (¥ o v+ x o p)(0).
Fiir das Einselement gilt idy o ¢ = p oidy = ¢ fiir alle ¢ € L(V, V). O

Satz 3.1.4. Die Automorphismen von V bilden bzgl. o eine Gruppe, die lineare Gruppe von V,
geschrieben GL(V).

Beweis. Es ist o ist eine Verkniipfung auf GL(V): mit ¢, ist auch ¢ o ¢: V. — V bijektiv, die
Linearitét folgt nach Satz 3.1.1. Das Assoziativgesetz folgt nach Satz 3.1.3, das Einselement ist idy,
das Inverse von ¢ ist die Umkehrabbildung ¢~!. O

3.2 Kern und Bild
Satz 3.2.1. Fir ¢ € L(V,V') gilt:
i) o(0)=0.
ii) Sind vy, ...,0, €V lLa., so auch ¢(01),...,o(t,) € V'
iii) Sind (1), ...,0(0,) € V! Lu., so auch Uy,...,0, € V.

-,

Beweis. 1) Es gilt ¢(0) = ¢(0 + 0) = ¢(0) 4 ¢(0), woraus (0) = 0 folgt.
i) Aus Mt + -+ + A\, = 0 folgt
MO(T) 4 o+ A(Tn) = @NT1L + ... 4+ ApT) =0
nach (i).

iii) Dies folgt direkt aus (ii).

Satz 3.2.2. Es seip € L(V,V'). Dann gilt:

i) Ist M C V', dann gilt o((M)) = (@(M) ). Insbesondere ist das Bild eines Unterraums U C V
ein Unterraum von V'.

ii) Fiir einen Unterraum U’ C V' ist o~ (U') = {@ € V: p(a@) € U’} ein Unterraum von V.
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Beweis. i) Fall 1: Es sei M = 0. B
Dann ist (M) = {0} und o((M)) ={0'} = (0) = (p(M)).
Fall 2: M # (.
(p(M)):

Wir zeigen zunéchst o(( M )) C
Ist 0= M1 + ...+ A0, € (M), dann ist p(0) = A\@(01) + ... + App(th) € (@(M)).
)) € (M) zeigen.

€
Jetzt miissen wir noch (o(M
Sei dazu @ € (@(M)), d.h. & = My + ... + AWy, mit W € o(M). Dann gibt es ¥; € M mit
1 <j <nund ¢(¥;) = ;. Es gibt \; € K mit ¢ = A\01 + ...+ A0, € (M) und damit

30(17) = )‘190(171) +...+ )\ngp(ﬁn) =MW1 + ...+ A\, = w,

also W € p(( M )). Damit ist insgesamt (p(M)) = @(( M )) gezeigt.

(
ii) Esist o 1 (U') # 0, da ¢(0) = 0/ € U’ ist, also 0 € ¢~ (U"). Es seien 7,7 € ¢~} (U’) gegeben,
also ¢(7), (W) € U'. Ferner seien A, u € K. Dann gilt
(AT + i) = Mp(0) + pp(i) € U,
d.h. Ao+ i € o~ 1(U).
O

Satz 3.2.3. Es sei ¢ € L(V,V') und U ein Unterraum von V. Dann ist dim p(U) < dimU. Insbe-
sondere folgt dimV = dim V'’ aus V= V',

Beweis. Sei O.B.d.A. dimU < oco. Dann besitzt U nach Satz 2.4.2 eine Basis B, also U = ( B'). Nach
Satz 3.2.2 gilt o(U) = ¢((B)) = (@(B) ), also ist ¢(B) ein Erzeugendensystem von ¢(U). Dann ist
dimp(U) < |p(B)| < |B| =dimU. O

Definition 3.2.1. Es sei ¢ € L(V, V') Dann heifit Bild(¢) = o(V) ={p(@): @ € V} das Bild von ¢.
Die Menge Kern(p) = ¢~ ({0'}) = {# € V': p(¥) = ('} heiBt Kern von ¢. Nach Satz 3.2.2 sind dies
Unterrdume von V' bzw. V. Ferner heifit rg(¢) = dim(Bild(¢)) der Rang und def(y) = dim(Kern(yp))
der Defekt von . -

Beispiel 3.2.1. Wir betrachten die Projektion aus Beispiel 3.1.4: V = R? und o((z,y)) = (z,0).
Dann ist Bild(¢) = {(z,0): z € R}, d.h rg(p) = 1.

Andererseits ist Kern(p) = ¢ 1({(0,0)}) = {v € V: ¢(¥) = (0,0)} = {(0,y): y € R}, und somit
def(¢) =1

Satz 3.2.4. Fiir ¢ € L(V, V') sind folgende Aussagen dquivalent:
i) @ ist injektiv.

i) Kern(p) = {0}, d.h. def(p) =

iit) Sind U1, ...,0, €V Lu., so auch p(01),...,p(0).
Beweis. (1)=(ii):
Ist ¢ injektiv, so folgt aus ¢(¥) = 0/ = ¢(0) schon @ = 0.
(i) = (iii):
Es sei Kern( ) = {0}, und @,...,%, € V Lu. gewiihlt. Aus A\j@(71) + ... + M\(T,) = 0 folgt dann
OMTL + ...+ ATy) = 07, d.h.

MO+ ATy € Kern(p) = {0} = A\ =... =\, =0,

da ¥1,...,7, Lu. sind.
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(iil)=(1):
Es seien 91, vy € V mit 0] # va. Dann ist ¥} — vy # 0 L.u., also nach (iii) auch (¥ —U2) = @(U1) —p(U2)
Lu., und damit @(¥7) # (V). O

Satz 3.2.5. (Rangformel)
FEs sei p € L(V,V') mit dimV < co. Dann gilt rg(p) + def(p) = dim V', oder ausfiihrlich

dim(Bild(p)) + dim(Kern(p)) = dim V.
Die beiden Extremfille dieser Gleichheit sind
def(¢) =0 <« dim(Bild(p)) =dimV
rg(p) =0 < Kern(p) =V.

Beweis. Wir wéhlen eine Basis 91, . . ., ¥, von Kern(y) und ergénzen sie nach dem Austauschsatz von
Steinitz (Satz 2.4.5) zu einer Basis ¥y, ..., ¥, 01,...,Us von V. Wir zeigen im folgenden, dass

(P(V) - <<@(U71)7 e 790(@38) >>

ist. Daraus folgt dann rg(y) + def(¢) = r + s = dim V, also die Behauptung.

i) (), .., p(wWs) sind Lu.:
Es sei 0 = Ap(Wh) + ...+ Asp(Ws) = (MW + ... + A\ills) mit \; € K. Es folgt

MWL+ ...+ AWs € Kern(go) = AW+ ...+ AW :#1171 —I—...—I-;Lrl_fr

mit p; € K. Dann ist 07 + ... 4+ ¥ + (=)W1 + ... + (=As)Ws = 0, woraus nun eben
AM=...=d¢=p1=...= pu, =0 folgt, da v, ..., ¥, Wi,...,wWs l.u. sind.

Es sei dazu @ € p(V), etwa @' = (@) fiir ein @ € V. Dann ist

—

U=t + ...+ a0 + P11 + ...+ BsWs
mit oy, 3; € K. Es folgt

— — -

o) = a1p(01) + ... + app(ty) + Brp(Wh) + ... + Bsp(Ws)
= Bl%o(u_jl) +.o+ Bs‘p(ws) € < (1171)7 R Sp(ws) > )

denn es ist @(7;) = 0 fiir die 7; € Kern(gp).

O
Satz 3.2.6. Es sei p € L(V,V'). Dann gilt:
i) Ist dimV < oo, so ist ¢ genau dann injektiv, wenn rg(p) = dim V' gilt.
ii) Ist dimV = dim V"', so ist ¢ genau dann injektiv, wenn ¢ surjektiv ist.
Beweis. Es gelten die Aquivalenzen
i injekti def(p) = = di :
i) @ injektiv Sats 5,24 © (p) =0 Sats 3,25 () m V7
ii) ¢ injektiv < dim(Bild(¢)) =dimV =dimV’ & (V) =V
(i) Satz 2.4.7(ii)
O
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3.3 Lineare Fortsetzung

Wir kommen nun zur Frage der Beschreibung linearer Abbildungen:

Satz 3.3.1. Es sei V. = ((U1,...,0,)), und es seien Wi, ...,w, € V' beliebige Vektoren. Dann gibt
es genau eine lineare Abbildung ¢ € L(V, V') mit p(v;) = w; firj=1...n.

Also ist eine lineare Abbildung schon vollig festgelegt, wenn ihre Werte auf einer Basis von V bekannt
sind. Andererseits konnen diese Werte beliebig vorgeschrieben werden.

Beweis. i) Existenz:
Zu v € V existieren eindeutig bestimmte A1,..., A, € K mit ¢ = M0} + -+ + A\,U,. Die
Abbildung ¢ wird dann durch ¢(¥) = My + - - - + A\, definiert. Es bleibt zu zeigen, dass ¢

linear ist. Dazu seien
n
v:E Aj¥;  und w:E W
=1

aus V beliebig und «, 8 € K. Dann ist

n

plati+B0) = oD (aXj+Bu)d; | =D (akj+ Buy)d;

J=1 J=1

= ) N+ B iy = ap() + Be(ib).
j=1 j=1

3

ii) Eindeutigkeit:
Es sei ¢ € L(V, V') mit ¢(0;) = w; fiir j = 1...n. Fir jedes ¥ = \9 + ... + A\, muss dann

Y(0) = MY(U1) + ... + M(U) = MWy + -+ - + AWy, = (0)

gelten, also ¥ = .
O

Definition 3.3.1. Die durch die Zuordnung a; — l;j nach dem Satz eindeutig festgelegte lineare
Abbildung ¢ € L(V, V") heift lineare Fortsetzung dieser Zuordnung.

Satz 3.3.2. Es seien V und V' endlichdimensionale Vektorrdume iiber K. Dann gilt
VeV edimV =dimV'

Insbesondere ist also jeder n-dimensionale VR diber K isomorph zum Standardraum K".

Beweis. 7="":
Dies folgt aus Satz 3.2.3.
7 <:77:

Es sei dimV =dim V' =n € N.

Fiir n = 0 ist die Aussage trivial, andernfalls ist V = ((¢,...,9,)) und V' = ({1, ..., &, )). Wir
definieren ¢ € L(V,V’) als die lineare Fortsetzung der Zuordnung v; — j; fiir j = 1...n und miissen
nur noch die Bijektivitdt von ¢ zeigen. Ist @ = M\ + ... 4+ A\, € V' beliebig, so ist @ = () fiir
U= M0+ ...+ M\, € V nach Definition von ¢. Nach Satz 3.2.6(ii) ist ¢ auch injektiv, und damit
ein Isomorphismus. O
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Satz 3.3.3. Es seien ¢ € L(V, V') und » € L(V', V"), also ¢ o p € L(V,V"). Dann gilt

rg(¢) +rg(y) — dim V' < rg(yh o @) < min{rg(), rg()}.

Beweis. Die rechte Ungleichung folgt aus

dim p(V) = rg(p)
dim (V') = rg(¢))

Fiir die linke Ungleichung betrachten wir die Abbildung ¢* = [y, die Beschrinkung von ¢ auf
den Unterraum ¢(V), also ¢*: (V) — V”. Dann gilt

rg(pop) = dimi(p(V)) = dim (V) = rg(y”)
= dimp(V) — def(y) > dimp(V) — def(th) = rg(p) — (dim V' — rg(1)))

nach Satz 3.2.5. ]

rg(1 0 ) = dim (Bild( 0 ) = dim(b((V))) < {

3.4 Isomorphismen

In der Mathematik, vor allem dem Teilgebiet der Algebra, hat man oft folgende Situation vorliegen:
Es sind zwei Mengen G und G2 gegeben, auf denen durch eine (oder mehrere) Verkniipfungen diesel-
be algebraische Struktur (z.B. Gruppe, Ring, Kérper oder Vektorraum) gegeben ist. Die Beziehungen
zwischen den Elementen in G, die durch die Verkniipfungen gegeben sind, sind dieselben, wie die
zwischen den Elementen von Ga (Relationstreue).

Man erhilt also die Elemente von G3 durch Namensénderung aus den Elementen von Gj. In diesem
Fall sagt man, dass G1 und Gs isomorph sind. Die Abbildung, die die Namensénderung beschreibt,
heilt Isomorphismus.

Wir haben schon das Beispiel des Vektorraum- Isomorphismus kennengelernt:

Nach Satz 3.3.2 ist jeder Vektorraum V mit dim V = n zum K™ isomorph.

Fiir eine feste Basis {01, ...,7,} ist dieser Isomorphismus ¢ durch
gO(Al'Ul + ...+ )\nﬁn) = ()\1, e /\n>

gegeben. Durch ¢ wird also der Vektor ¢ = A9} + ... + A0, in (Aq,..., A,) umbenannt.

Es ergibt sich folgendes Bild:

alte Namen: 0 = A0, + ... + AU, W= 101 + ... + p¥n, 0+ 0 = (A + p1)01 + ... + (An + fin)0n
do

neue Namen: ¢(¥) = (A1,..., An),@ (W) = (p1, .. pin), p(T+W) = (A14p1, .-+, Antiin) = ©(0)+ (W)

Wir geben nun die Definition des Isomorphismus fiir die Strukturen Gruppe und Ring.

Definition 3.4.1. Zwei Gruppen (G, o) und (G, A) heiflen isomorph, wenn eine bijektive Abbildung
¢: G— G mit p(aob) = p(a)Ap(b) fiir alle a,b € G existiert.
Dieses ¢ heifit (Gruppen-) isomorphismus.
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Beispiel 3.4.1. Es sei Fo = {0, 1} der Korper mit zwei Elementen und (G, +) = (F3, +).
Es ist also G = {(0,0), (0,1),(1,0),(1,1)} mit der Verkniipfungstafel

+ (0,00 (0,1) (1,00 (1,1)
(0,0) | (0,00 (0,1) (1,0) (1,1)
(0,1) | (0,1) (0,0) (1,1) (1,0) (%)
(1,0) | (1,0) (1,1) (0,0) (0,1)
(1,1) | (1,1) (1,0) (0,1) (0,0)

Nun sei (G, 0) die Gruppe bestehend aus den vier Permutationen id, IIy, Ils, IT3 von {1,2, 3,4} mit
der Komposition als Verkniipfung:

. 123 4 123 4 123 4 123 4
Zd_<1234>’ H1_<2143>’ H2_<3412>’ H3_<4321>

mit der Verkniipfungstafel

o |id I I I
id | id II; IIp II3
H1 H1 id Hg Hg (**)
I, | II, IIs id 1Ly
I3 | I3 II, II; id

Es sei ¢: G — G’ durch

90((07 O)) = ud, @((07 1)) =11, 90((1’0)) = Iy, 90((17 1)) = II3,

gegeben. Fiihrt man die Namensédnderung x — ¢(x) durch, so geht die Verkniipfungstafel (x) in
die Verkniipfungstafel (xx) iiber. Es ist also ¢ ein Isomorphismus von (G, +) auf (G’, o). Die beiden
Gruppen sind isomorph.

Gruppen- und Ringisomorphismen haben nun Eigenschaften, die den schon besprochenen Vektorrau-
misomorphismen entsprechen. Wir beschrinken uns bei der Diskussion auf Gruppenisomorphismen.

Satz 3.4.1. Es seien (G,0) bzw. (G, A) Gruppen mit Einselementen e bzw. €. Weiter sei ¢ : G — G’
ein Gruppenisomorphismus.
Dann gilt:

i) ple) =¢
i) pla™t) = @(a)™! fir alle a € G
iii) Die Umkehrabbildung ¢~': G' — G ist ebenfalls ein Gruppenisomorphismus.
Beweis. 1) Fiir a € G gilt: p(a) = p(aoe) = p(a)Ap(e) = ¢(e) =€
ii) Fiir a € G gilt: ¢’ = ¢(e) = plaoa™t) = p(a)Ap(a™t) = pla™t) = p(a)™?

iii) Offenbar ist ¢ bijektiv. Es bleibt die Relationstreue zu zeigen: es seien a’, b’ € G'. Dann gibt es
a,b € G mit p(a) = a’ und p(b) =V'. Es ist

o (' AV) = o7 (p(a)Ap(b)) = ¢ (p(aob)) =aob=p ' (d) o ().
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3.5 Lineare Abbildungen und Matrizen

Es sei K ein Korper.

Definition 3.5.1. Unter einer Matrix vom Typ (m,n) mit m,n € N (oder einer m x n-Matrix) iiber
einem Korper K versteht man ein rechteckiges Schema der Gestalt

ayy A1n

A=

am1 - OGmn

mit a;; € K fir 1 <7 <m und 1 < j < n. Die Eintrége a;; heilen Komponenten oder Koeffizienten
der Matrix. Den Vektor @; = (aj1,...,a;,n) € K™ fir 1 < ¢ < m bezeichnet man als den i-ten
Zeilenvektor (oder kurz die i-te Zeile) von A, den Vektor 5} = (a1j,...,am;) € K™ fir 1 < j <nals
den j-ten Spaltenvektor (oder kurz die j-te Spalte) von A. Wir schreiben Ej oft in Spaltenschreibweise

alj
bj = :
amj
Man schreibt dann auch kurz
ax
A= = (bl,...,bn) = (aij)lgigm'
o 1<i<n
Am

Die Menge aller Matrizen vom Typ (m,n) bezeichnet man mit K(mn) oder K™*". Die Gerade in A4,
auf der die Elemente a1, ...,a, mit 7 = min(m,n) stehen, nennt man die Hauptdiagonale von A.

Durch Spiegelung an der Hauptdiagonalen erhélt man aus A die Matrix A", die Transponierte von
A. Sie hat die Gestalt

air o Gml
a12 DTS a 2

AT = " e g,
Aln " OAmn

Die Zeilen von A werden also die Spalten von A7, und die Spalten von A werden die Zeilen von A7,
also

A= (ap)1<k<m < AT = (i) 1<k<n
<I<n 151<m

mit by = ay.

Matrizen desselben Typs iiber K kénnen komponentenweise addiert und mit Skalaren aus K multi-
pliziert werden:

Definition 3.5.2. Es seien A, B € K(™") mit

air - Qi bin -+ bin
A= : : , und B =

am1 - OGmn b1 -+ bmn
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Dann versteht man unter der Summe von A und B die Matrix

a1 +bnn - arp +bin
A+ B= :
Am1 +bm1i - Qmn + bmn
Ist A € K, so setzt man
Aaip - Aarg
AN =
Aaml * ANamn

Man schreibt (—1) - A = —A.

Beispiel 3.5.1. Es sei K = R und

3 -1 5 7 2 0 -4 -3
A=[2 1 4 3 sowie B=[1-2 -1 0 -5
0 -8 2 6 1 8 1 4
Dann ist
5 -1 1 4 9 -3 15 21
A+B=|0 0 4 -2 und 34=|6 3 12 9
1 0 3 10 0 —24 6 18

Definition 3.5.3. Die Matrix vom Typ (m, n), deren sdmtliche Komponenten gleich null sind, nennt
man die Nullmatrix
0 --- 0
0=0mm =

Man zeigt leicht

Satz 3.5.1. Der K("™") bildet bzgl. der Matrizenaddition und Skalarmultiplikation mit der Nullmatriz

als Nullelement einen Vektorraum iber K mit Dimension dim K" = m . n.

Beweis. Ubungen O

Von grofier Bedeutung ist auch das Produkt von Matrizen A und B. Im allgemeinen Fall sind hier
jedoch A und B von verschiedenem Typ.

Definition 3.5.4. Sind

A= (aij)lgigm c K(m,n) und B = (bkl)lgkgn S K(n,r)

1<5<n 1<i<r
so versteht man unter dem Produkt C = AB die Matrix

n
C = (Cil)lgigm S K(m,r) mit ¢; = Zaijbjl

<i<r i

und 1 <i<msowiel <[ <r.
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Bemerkung 3.5.1. Das Element in der i-ten Zeile und der I-ten Spalte der Produktmatrix C
wird also erhalten, indem die Elemente der i-ten Zeile von A und der I-ten Spalte von B paarweise
multipliziert und die Produkte addiert werden:

I-te Spalte

C = — A = | i-te Zeile ,B-( )7

Damit das Produkt zweier Matrizen A und B definiert ist, muss die Anzahl der Spalten von A mit
der Anzahl der Zeilen B iibereinstimmen. Die Produktmatrix C' = AB hat dann dieselbe Anzahl
Zeilen wie A, und die dieselbe Anzahl Spalten wie B.

Beispiel 3.5.2. Es sei K =R und

2 3 -1 5 :1)) _01
A=10 -2 1 1 undB:25
3 7 4 2 1 6
Dann ist das Produkt
14 23
A-B=1|-3 11
34 29

Der Grund fiir die komplizierte Definition der Multiplikation von Matrizen wird klar, wenn wir
Matrizen in Zusammenhang mit linearen Abbildungen bringen.

Definition 3.5.5. Es sei dimV = n < oo sowie dim V' = m < oo, B = {51, .. ,l;n} eine Basis von
V sowie B = {b},...,0],} eine Basis von V'. Ferner sei ¢ € L(V,V'). Wegen ¢(b;) € V' gibt es
eindeutig bestimmte ay; € K mit

m
go(bl) = allb/l + ...+ Oémlb;n = Zaklb;g (*)
k=1
mit [ =1,...,n.

Es sei M(p; B',B) = (ag;) mit 1 < k < m und 1 <[ < n. Dabei heiit M(p; B, B) die der Abbildung
¢ bzgl. der Basen B und B’ zugeordnete Matrix (auch Darstellungsmatrix von ¢ bzgl. B und B’).

Ein erster Zusammenhang mit der Matrixmultiplikation ergibt sich durch
Satz 3.5.2. Mit den obigen Bezeichnungen sei
T=Mbi+...4 b €V und (@) =Nty +...+ X, b, eV

Dann gilt
N A1
L =M@BLB) | | (%)
N A
Definition 3.5.6. Wir nennen Ay, ..., \, die Koordinaten von ¢ bzgl. B (entsprechend sind A}, ..., A,
die Koordinaten von (%) bzgl. B').
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Beweis. (Beweis von Satz 3.5.2)
Es ist

also

fiir k= 1,...,m, d.h.

N antAdr + o0 4+ aipA, alp ot Qi A1
)‘;n amiAl + o+ agn g Am1  Qmn An

O]

Bemerkung 3.5.2. Die Matrix M(p; B, B) lésst sich folgendermafen einfach in Worten beschreiben:
Nach (%) besteht die I-te Spalte von M(p;B’,B) aus den Koordinaten des Bilds ¢(b;) des I-ten
Basisvektors.

Wir betrachten jetzt die Matrizen, die einigen der im letzten Paragraphen als Beispiele aufgefiihrten
linearen Abbildungen zugeordnet sind, sowie ein paar andere Beispiele.

Beispiel 3.5.3. Sei dimV = n und dim V' = m sowie ¢g: V — V' der triviale Homomorphismus.
Dann ist bzgl. beliebiger Basen B und B’ von V und V' stets M(gg, B/, B) = 00" die Nullmatrix.

Beispiel 3.5.4. Es sei ¢: V — V mit (@) = Ad fiir festes A € K und B = {by,. sy by} irgendeine
Basis von V. Die [-te Spalte von M (¢, B, B) besteht dann aus den Koordinaten ¢(b;) = Ab; bzgl. B,
also

A
M(p,B,B) =
A

Beispiel 3.5.5. Es sei V = R? und ¢: V — V mit o(z,y) = (\z,uy) die Eulerabbildung. Es
sei B = {€1,é>} mit &1 = (1,0) und & = (0,1) die Standardbasis. Dann gilt ¢(€1) = Aé; sowie

©(€2) = peés, also
A0
M(p,B,B) = (0 ,U> )

Die Darstellungsmatrix héngt im allgemeinen von der Wahl der Basen ab. Ist etwa B = {61, 52} mit
by = (1,1) und be = (1, —1), so ist

- - A—

eb) = () ="FE5 + 5555 wd
- A — - +
p(b2) = (A, —p)= 2Mb1+ 2”62

und damit

Eine der wichtigen Aufgaben der linearen Algebra ist es, zu einer gegebenen Abbildung ¢ Basen zu
finden, bzgl. denen die Darstellungsmatrix besonders einfach wird.
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Beispiel 3.5.6. Sei V = R3 mit der Standardbasis B = {é}, &2, €3} versehen, und ¢ € L(V,V) die
lineare Abbildung mit bzgl. B zugeordneter Matrix

-3 -2 —4
M(@,B,B)=|-3 0 -3
8 4 9

Wir betrachten die neue Basis B = {b;, b, b3} mit

1 2 -1
b1 = 0 s b2 = 3 und bg = —1
-1 —4 2
Es ist
1 1 2 4
M((P, B, B) 0 - 0 ) M(‘P7878> 3 = 6
-1 -1 -4 -8
und

also kurz o(b1) = b1, ¢(by) = 2by und ¢(b3) =
Diagonalmatrix

o 100
M(p:B,B)=10 2 0
00

w

als Darstellungsmatrix. Die Abbildung ¢ Streckt daher den R? in den Richtungen von bl, by und b3
um die Faktoren 1, 2 und 3. Man nennt dann bl, by und bs die Eigenvektoren von ¢ mit zugehorigen
Eigenwerten 1,2, 3.

Beispiel 3.5.7. Es sei ¢ € L(K™, K) mit

n
o1, . .., xy) = Zajq:j
j=1

eine Linearform und B = {é1,...,¢€,} bzw. B’ = {1} die Standardbasen von K™ bzw. K. Dann ist
(&) =¢(0,...,0,1,0,...,0) = aj,
i-te gtelle
also ist die Darstellungsmatrix die Zeile M(p,B',B) = (a1, ..., ap).

Beispiel 3.5.8. Es sei
V ={p: R = R, p Polynom vom Grad < n}

mit der Basis B={1,z,...,2"} und ¢: V — V mit ¢(p) = p’ die Ableitung. Dann gilt:

p(l) = 0 = 0-14+0-2+---4+0-2" 14027
olx) = 1 = 114024+ ---4+0-z" L1027
o?) = 2z = 0-1+2-2+---+0-2""140-2"

53



und somit

01 0 0

o0 2 --- 0
M(p,B.B)=|: & L[ e ROVELAAD,

000 --- n

o o0oo0 --- 0

Im folgenden soll nun die Analogie zwischen linearen Abbildungen und Matrizen weiter untersucht
werden. Dies geschieht mittels des im letzten Abschnitt entwickelten Begriffs des Isomorphismus.
Jede der betrachteten Strukturen von linearen Abbildungen- die Gruppe von Satz 3.1.4, der Ring
von Satz 3.1.3 und der Vektorraum von Satz 3.1.2- ist isomorph zu einer entsprechenden Struktur
von Matrizen.

Satz 3.5.3. Es sei dimV = n und dim V' = m. Dann gilt L(V, V') = K",
Genauer: Ist B = {by,... by} eine Basis von V sowie B' = {b,,... b} eine Basis von V', so ist
durch

®(p) = M(p, B, B)

fir ¢ € L(V, V") ein Isomorphismus
o: L(V, V') — K(mn)
gegeben. Insbesondere ist dim L(V, V') = dim K1) — m . n. Der inverse Isomorphismus

o~ K 5 (v, V)

ist durch
N Al
DA =a, @ADL+ .o Anby) = N 4. AN =4
N An

gegeben.

Beweis. Man rechnet leicht nach, dass die Abbildung & linear ist.

Wir zeigen noch die Injektivitdt und Surjektivitat von ®:

Es sei ¢ € Kern(®), d.h. M(p,B,8) = 00", Dann ist nach Satz 3.5.2 ¢(7) = 0/ fiir alle 7 € V,
d.h. ¢ ist der Nullvektor von L(V, V"), also Kern(®) = {0} und ® ist injektiv nach Satz 3.2.4. Weiter
sei A € K(m’”), dann werde @4 wie in diesem Satz definiert: fiir ¥ = )\151 + ...+ /\nl_;n € V sei
oA (T) = N, + ...+ X, b, mit

N, A

: =A- :

A A
Dann ist ¢4 € L(V,V’') und ®(pa) = M(pa,B’,B) = A. Gleichzeitig ergibt sich die angegebene
Formel fiir 1. O

Der folgende Satz beschreibt den grundlegenden Zusammenhang zwischen der Komposition von li-
nearen Abbildungen und der Multiplikation von Matrizen:

Satz 3.5.4. Es seien V,V' . V" endlichdimensionale VR mit Basen B,B',B". Fiir ¢ € L(V,V') und
e LV, V") gilt dann:

M(pop,B" B) = M,B",B") - M(p,B',B).

54



Beweis. Es sei dimV = n, dimV’ = m und dim V" = p sowie B = {b1,...,b,}, B = {l_))’l,,gﬁn}
und B” = {b,...,b,}. Wir definieren die Matrizen A und B durch

M(p,B.B)=A=(ay) , 1<k<m, 1<1<n, ob)=> aub, (@=1...m),
k=1

p
M@,B"B)=B=Bu) , 1<k<p 1<1<m, ()= Bub, (k=1...m).
j=1

Dann ist
m m m p P m
(o)) = vlpltr)) =1 (Z Oékl%) =Y o) =Y an > Bibi = (Z ﬁjkakl> by,
k=1 k=1 k=1 =1 =1 \k=1
also
M(pop,B",B) = (Z 5jkakz> =B A.
= g

O

Satz 3.5.5. Fir Matrizen A, B, C ber K gilt, sobald die Ausdriicke definiert sind (d.h. die Spalten-
und Zeilenzahl zueinanderpassen) das Assoziativgesetz:

(A-B)-C=A-(B-C).

Beweis. Es sei A e K™ B e K0 ynd C € K% fiir m,n,r, s € N. Es sei B; die Standardbasis
von K. Nach Satz 3.5.3 gibt es lineare Abbildungen ¢: K™ — K", ¢: K" — K" und 0: K" — K*
mit M(p, By, Bn) = A, MY, B, B,) = B und M(o,Bs,B,) = C.

Nach Satz 3.5.4 ist (A-B)-C = M((pov)oo,Bs, By,) und A-(B-C) = M(po(¢oo),Bs, By,). Wegen
der offensichtlichen Assoziativitét der Komposition von Abbildungen ist (po1)oo = po(1poo) und
daher auch (A-B)-C=A-(B-C). O

Satz 3.5.6. Es seien A, B,C Matrizen tiber K. Es gelten die Distributivgesetze
A-(B+C)=A-B+A-Cund (B+C)-A=B-A+C-A,

sobald die Ausdriicke definiert sind.
Beweis. Durch Nachrechnen. O

Die Satze 3.5.5 und 3.5.6 beinhalten die Verkniipfungsgesetze, die in einem Ring erfiillt sein miissen.
Die Abgeschlossenheit kann erreicht werden, wenn man sich auf Matrizen vom Typ (n,n) mit n € N,
sogenannte quadratische Matrizen, beschrinkt.

Wir erhalten einen zu (L(V, V), +, o) aus Satz 3.1.3 isomorphen Ring von Matrizen, wobei dimV' =n
ist. Dabei hat (L(V,V),+,0) die Identitdt als Einselement. Die zur Identitdt gehtrende Matrix ist
die Einheitsmatrix F,,.

Definition 3.5.7. Es sei n € N. Die Matrix E,, = (;;) vom Typ (n,n) mit 1 < ¢,j < n mit dem
Kroneckersymbol
1, falls 1=
8ij = { J

0, falls i#j

heifit Einheitsmatrix vom Typ (n,n).
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Satz 3.5.7. Es sei dimV = n und B eine Basis von V. Die bijektive Abbildung
o: L(V,V) = K" o — M(p,B,B)
ist ein Ringisomorphismus, d.h. es gilt
D(p+ 1) = 2(p) + 2(¢) und D(po) = D(p)- (V).

Die Ringe (L(V,V),+,0) bzw. (K™™ 4+ .) sind isomorphe Ringe mit Einselementen id bzw. mit
o(id) = E,.

Nachdem wir somit Vektorrdume bzw. Ringe von Matrizen gefunden haben, die zu den entsprechen-
den Vektorrdumen bzw. Ringen von linearen Abbildungen isomorph sind, suchen wir nun noch die
Gruppe der Matrizen, die zu der linearen Gruppe GL(V') der Automorphismen von V' aus Satz 3.1.4
isomorph sind.

Dazu miissen die Matrizen charakterisiert werden, die zu Automorphismen gehoren. Dies geschieht,
indem wir das Konzept des Ranges einer linearen Abbildung auf Matrizen iibertragen.

Definition 3.5.8. Die Maximalzahl linear unabhiingiger Zeilenvektoren von A € K (™™ heifit der

Zeilenrang von A.
(m,n)

Die Maximalzahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren von A € K

kurz Rang der Matrix A (Schreibweise: rg(A)).

Satz 3.5.8. Es seien V, V' endlichdimensionale VR mit Basen B,B' und ¢ € L(V,V'). Dann gilt
rg(yp) = rg(M(yp, B', B)).

Insbesondere hingt der Rang von M(p,B',B) also nicht von der Wahl der Basen B,B’ ab.

heifit der Spaltenrang, oder

Beweis. Bssei B={b,...,b,} und B' = {b,,...,b,} sowie M(p,B/,B) = A = (o) mit 1 < k < m
bzw. 1 <[ <n.Fiurl=1...nist

30(51) = Z aklg;m
k=1

d.h. der I-te Spaltenvektor

Aml

von A, der Koordinatenvektor von gp(l;l) bzgl. der Basis B'. Wir zeigen fiir 1 <y <lp < ... <[, <n
die Aquivalenz

o(by,), ... 0(by) lu ea,,...d, lu. (%)
Es gilt
0= Z)\jga(glj) = Z)\j <Zakljl;§§> & Zaklj)\j =0 firk=1,....,m (dab),.. ,E;n Lu.)
j=1 j=1 k=1 j=1

=2 )\1611 + ...+ )\Tc_ilr = 6
Damit ist (*) bewiesen. Es folgt

rg(¢) = dimy(V) = dim < o(B1), ..., o(bn) >

= Maximalzahl von Lu. Vektoren unter den o(by), .. ., ©(by)

-

—

= Maximalzahl von l.u. Vektoren unter den a1, ..., d,

= Spaltenrang von A = rg(A).
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Satz 3.5.9. Fiir Matrizen A € K™ und B € K™P) ¢ilt

rg(A) +rg(B) — n < 1g(AB) < min{rg(4),rg(B)}.

Beweis. Wihle Vektorrdume V, V’, V" mit Dimensionen p,n, m und Basen B, B’, B”. Nach Satz 3.3.1
gibt es ¢ € L(V,V’') und ¢ € L(V', V") mit M(p,B',B) = B und M(¢,B",B") = A, also gilt
nach Satz 3.5.4 M(¢ o ¢, B",B) = A- B. Nach Satz 3.5.8 ist rg(A) = rg(¢), rg(B) = rg(e) und
rg(AB) =rg(y o p), so dass die Behauptung aus Satz 3.3.3 folgt. O

Definition 3.5.9. Es sei n € N. Die Matrix A € K" heiBt regulir, wenn rg(A) = n gilt. Die
Menge aller reguléiren Matrizen von K (™™ heifit GL(n, K). Andernfalls (rg(A) < n) heiit A singulir.

Satz 3.5.10. Es sei dimV = n, B eine Basis von V und ¢ € L(V,V). Dann ist genau dann
v € GL(V), wenn M(p,B,B) € GL(n, K) ist.

Beweis. Nach Satz 3.2.6 ist ¢ € GL(V) < rg(p) =dim V.
Nach Satz 3.5.8 ist rg(p) = rg(M(p, B, B)). O

Durch Einschrinkung des Ringisomorphismus ®: L(V;V) — K (n.n)

, @ — M(p,B,B) auf GL(V)
erhélt man einen Gruppenisomorphismus ¢: (GL(V'),0) — (GL(n, K), -).

Satz 3.5.11. Es sei dimV =n und B eine Basis von V.

Die Abbildung V: GL(V) — GL(n, K), ¢ — M(p, B, B) ist ein Gruppenisomorphismus.

Die Gruppen (GL(V),0) bzw. (GL(n, K),-) sind isomorphe Gruppen mit Einselementen id bzw. mit
U (id) = Ey.

Beweis. Zum Nachweis der Relationstreue von ¥ und der Gruppeneigenschaft von GL(n, K) beniitzen
wir den Ringisomorphismus ® von Satz 3.5.7, dessen Einschrinkung auf GL(V) gerade W ist.

1. Die Relationstreue U(p o) = ¥(yp) o ¥(¢)) gilt, da sie fiir ¢ gilt.
Fiir A, B € GL(n, K) sind nach Satz 3.5.10 ¢ := ®~!(A) € GL(V) und ¢ := ®~1(B) € GL(V).

2. Abgeschlossenheit von GL(n, K) bzgl. der Multiplikation:
Wegen der Gruppeneigenschaft von GL(V') nach Satz 3.1.4 ist ¢ o ¢ € GL(V), und damit gilt
wiederum nach Satz 3.5.10, dass A- B = ®(p o) € GL(n, K) gilt.

3. Neutrales Element F,:
Nach Satz 3.5.7 ist E,, das Einslement des Rings K (™™ . Also gilt fiir alle A € K™ und damit
erst recht fiir alle A € GL(V), dass A- E, = E,, - A = A gilt.

4. Existenz des Inversen:
Wegen der Gruppeneigenschaft von GL(V) existiert das Inverse ¢! € GL(V) von ¢, d.h. es
ist pop ™l =p lop=id.
Dann ist

En =®(id) = ®(p) - ®(p ) =@(p7 ") (o) = A- (™) =B(p7!) - A.

Also ist ®(p~1) = A7L.

Definition 3.5.10. Eine quadratische Matrix A € K™ heiBt invertierbar, wenn es eine Matrix
B e K" mit B-A = E, oder A-B = E,, gibt.
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Satz 3.5.12. Eine Matriz A € K™ ist genau dann invertierbar, wenn A reguldr ist. Dann besitzt
A genau ein Inverses A~ mit A- A~ = A~ . A= E,,. Die Matriz A~ ist auch das einzige Links-
und das einzige Rechtsinverse von A.

Beweis. 7<":
Es sei A reguldr. Die Aussage folgt aus der Gruppeneigenschaft von GL(n, K).
="
Es sei A invertierbar. Es existiere B € K™ mit B - A = E,. Nach Satz 3.5.9 ist
n =r1g(Ey) =rg(B - A) <min{rg(A),rg(B)}.
Also ist 1g(A) = rg(B) = n und damit A, B,€ GL(n, K) und B = A~L.
Entsprechendes gilt, falls A - B = E,, fiir B € K™"), O

Satz 3.5.13. Fliir eine beliebige (nicht notwendigerweise quadratische) Matriz A gilt A- E,, = A und
E, - A=A, falls diese Produkte definiert sind.

Beweis. Durch Nachrechnen. O

3.6 Berechnung des Rangs einer Matrix

Die Berechnung des Rangs und der Inversen einer Matrix beruht auf elementaren Matrixtransforma-
tionen. Diese bestehen aus elementaren Zeilenumformungen und elementaren Spaltenumformungen.
Die elementaren Zeilenumformungen sind uns schon in Abschnitt 1.4 bei der Losung linearer Glei-
chungssysteme mittels des Gaufischen Algorithmus begegnet. Die Schritte des Gaufischen Algorith-
mus bestehen aus den elementaren Zeilenumformungen und einer der elementaren Spaltenumformun-
gen, ndmlich der Vertauschung zweier Spalten.

Definition 3.6.1. Als elementare Umformungen einer Matrix A € K(™") begzeichnet man:

e Elementare Zeilenumformungen:

1. Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A #£ 0 aus K,
2. Addition einer mit A € K multiplizierten Zeile zu einer anderen Zeile,

3. Vertauschung zweier Zeilen.
e Elementare Spaltenumformungen:

1’. Multiplikation einer Spalte mit einem Skalar A # 0 aus K,
2’. Addition einer mit A € K multiplizierten Spalte zu einer anderen Spalte,

3’. Vertauschung zweier Spalten.

Satz 3.6.1. Durch elementare Umformungen lisst sich jede Matriz A = (a;;) € Kmn) in eine
y (mvn)
Matrixz Dy der Form

1

1, fallsi=j<r
0 sonst

pmm = | o 1 = (cij)  mit Cij:{
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tiberfihren.

Beweis. Wie in Abschnitt 1.4 zeigt man, dass A durch elementare Zeilenumformungen und moéglicherweise
Vertauschungen von Spalten in die Form

1
1 Alr41 --- Q1p
0 ' 1 Qrril .. Qpp
0
0 0

gebracht werden kann.Der einzige Unterschied besteht darin, dass die Elemente jetzt dem Koérper K,
nicht mehr notwendigerweise dem Korper R angehoren. Die Teilmatrix

Alr+1 - Qlp

Qrr4l .-+ Qpp

kann dann durch Addition von passenden Vielfachen der ersten r Spalten in die Matrix 0"—")

umgeformt werden. O

Satz 3.6.2. Elementare Umformungen verdndern weder den Zeilen- moch den Spaltenrang einer
Matrix.

Beweis. Wegen der Analogie zwischen Zeilen und Spalten geniigt es zu zeigen, dass elementare Zeile-
numformungen weder den Zeilen- noch den Spaltenrang einer Matrix verdndern. Wir beschrénken uns
auf die Operation 2, der Beweis fiir die anderen Operationen verlauft analog. Wir addieren O.B.d.A.
ein Vielfaches der ersten auf die zweite Zeile:

ai ai
Ao EL.’2 2 52+.)\6_i1
i i
Dann gilt (dy,ds,...,dn ) = (d1,d2 + Ad1, ..., dp ). Ist ndmlich ¥ = pidy + pods + -+ - + fmGm, SO

gilt auch
U= (1 — poA)dy + po(de + Aay) + pusds + -+ + fmGm.-

Andererseits gilt fiir @ = 1v1dy + vo(da + A1) + - - - + Vi@ auch
w = (V1 + )\I/Q)ﬁl + 7/262 +---+ l/mc_im.

Also haben A und A’ nicht nur gleichen Zeilenrang, ihre Zeilenvektoren spannen sogar denselben
Unterraum von K™ auf. Sind

a1, 1.l
- az 1, = az [
bl1 = . IR bl,s = .

am,h am7lS
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beliebige Spaltenvektoren von A, dann sind die entsprechenden Spalten in A’

ai, at,l,
" as, + Aay, " as, + Aay g,
I == . g ey bl,s - .
am,l1 am7l8

Jede lineare Relation
p1by, + -+ pshy, =0

ist zur entsprechenden Relation
paby, + -+ psby, =0,

dquivalent, die 51 sind also genau dann linear unabhéngig, wenn die entsprechenden gg es sind. Daher
haben A und A’ auch den gleichen Spaltenrang. O

Satz 3.6.3. Fiir jede Matriz A € K(™") gilt:

Zeilenrang von A = Spaltenrang von A = Rang von A.

Es ist rg(A) = r die Anzahl der Einsen aus der Matrix D{™™ aus Satz 3.6.1.

Bemerkung 3.6.1. Die Zahl r hingt also nur von A ab, und nicht davon, mit welcher Serie elemen-

tarer Umformungen die Matrix Dq(nm’n) gewonnen wurde.

Beweis von Satz 3.6.3. Nach Satz 3.6.2 hat D,(ﬂm’n) denselben Zeilen- bzw. Spaltenrang wie A. Der

Zeilen- sowie der Spaltenrang von D,(am’n) ist aber offensichtlich r. O

3.7 Basiswechsel

Wir untersuchen nun, wie sich die Koordinaten eines Vektors ¢ € V beim Wechsel der Basis des
Vektorraums V dndern. Auflerdem untersuchen wir die damit eng verwandte Frage, wie sich die zu
einer Abbildung ¢ € L(V,V’) bzgl. der Basen B, B’ gehérende Matrix M(p, B, B) éndert, wenn
die Basen B, B’ durch andere Basen ersetzt werden. Zunichst beweisen wir einen Satz iiber die
Gesamtheit aller Basen eines Vektorraums:

Satz 3.7.1. Es sei B = {by,...,b,} eine Basis von'V und p € L(V,V). Es ist B = {@(b1), ..., (by)}
genau dann eine Basis von V', wenn ¢ ein Automorphismus ist.

Beweis. Es gilt

B ist eine Basis < ¢(b1), ..., @(by) sind Lu. < rg(p) = n < ¢ ist ein Automorphismus.

Bemerkung 3.7.1. Es besteht also eine umkehrbar eindeutige Entsprechung zwischen

1. den Automorphismen von V,
2. den Basistransformationen von V und

3. den reguldren (n x n)-Matrizen iiber K.
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Satz 3.7.2. Es seien B = {by,...,b,} und B' = {V,,...,b.,} Basen von V und ¢ € GL(V) ein

—

Automorphismus. Dann gilt M(p,B',B) = M(idy, B, o(B)) mit o(B) = {¢(b1), ..., o(bn)}.

Beweis. Die Menge ¢(B) ist nach Satz 3.7.1 eine Basis von V. Beide Matrizen sind gleich (ay;) mit
1<k<nbzw.1<l<nund

(b)) =idy (p(b)) = Zakﬂ;?c
k=1
furl=1,...,n. O

Satz 3.7.3. Es seien B = {by,... by} und ¢(B) = {¢(b1), ..., ¢(by)} Basen von V fiir ¢ € GL(V).
Sind Ay, ..., \p bzw. N}, ..., N, die Koordinaten von U bzgl. B bzw. bzgl. ¢(B), d.h. gilt

T=Mb1+ -+ by bzw. 7= )\’1@(51) 4+ 4+ )\'ngp(gn),

so st
N A1
: :M<907Ba8)_1' :
N An
Beweis. Nach Satz 3.5.2 gilt
N A1
N An

Nach Satz 3.5.4 ist andererseits
E, = M(idy, B, B) = M(idy, B, ¢(B)) - M(idy, ¢(B), B),
also M(idy, (B), B) = M(idy, B, ¢(B))~! und daher nach Satz 3.7.2
M(idy, o(B), B) = M(p,B,B)~".
Daraus und aus (x) folgt die Behauptung. O

Beispiel 3.7.1. Im Geometrieunterricht begegnet man der Hyperbel in zwei Formen als Kurven. Die
Kurven in der zy-Ebene mit den Gleichungen

(I) zy =a (a > 0) (I) 22 — 42 =b (b > 0)
werden jeweils als Hyperbeln bezeichnet.
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Woher wissen wir, ob durch die Gleichungstypen (I) und (II) kongruente Kurven beschrieben werden?
Die Skizzen legen die Vermutung nahe, dass Kurven vom Typ (II) durch eine Drehung um 45° (im
Gegenuhrzeigersinn) in Kurven des Typs (I) iibergefithrt werden. Zum Beweis dieser Vermutung
drehen wir das zy-Koordinatensystem um 45° in das z'y’-Koordinatensystem und untersuchen die
Gleichung der Kurve zy = a in 2'y’-Koordinaten. Zunéchst leiten wir die Transformationsgleichungen
fiir eine Drehung des Koordinatensystems um einen Winkel 9 im Uhrzeigersinn her.

4

sin

cos

Die 2/-Achse wird vom Vektor by = (cos,sin ) bzw. die 1/-Achse von by = (—sin¥,cos®) aufge-
spannt. Wihrend die zy-Koordinaten gerade die Koeffizienten @ = (z,y) € R? in der Darstellung
U = (x,y) = zé] + yés sind, sind die 2’y’-Koordinaten von ¥ die Koeffizienten 2’ und ¢ in der Dar-
stellung 7 = 2/b; + y'by. Die Matrix der Drehung ¢ € L'(R2,R2), die B = (¢1,&) in B = (b1, by)
iiberfiihrt, ist

M(p, B, B) = (cosﬂ —sinﬁ) ’

sin? cosd

z\ _ (cos? —sind) (o
y) \sind cos? Y
x = (cos¥)x’ — (sin)y’

y = (sind)z’ + (cos )y’

daher ist nach Satz 3.7.3

oder

Fiir ¥ = § (=45°) erhalten wir sind = cos? = %, daher ist zy = a zu 3(z' — y/)(2' +¢/) = a oder

x> — y"? = 2a #quivalent. Die Kurve zy = a geht daher aus der Kurve z? — 2> = 2a durch eine
Drehung um 45° hervor. Die Gleichungen (I) und (II) stellen in der Tat kongruente Kurven dar, falls
b = 2a ist.

Satz 3.7.4. Es seien dim(V),dim(V’) < oo und B bzw. B' Basen von V' bzw. V', sowie p € GL(V)
bzw. o € GL(V'). Sei X = M(o,B,B) und Y = M(o,B',B'). Dann gilt fiir alle ¢ € L(V,V’):

M(p,0(B'),0(B)) =Y~ M(p,B,B) - X.
Beweis. Nach Satz 3.5.4 gilt

M(p,0(B'), 0(B)) = M(idyr o poidy,o(B'), o(B))
M(idyr o ¢, 0(B), B) - M(idy, B, o(B))
M(idyr,a(B),B") - M(p, B, B) - M(idv, B, o(B)).

Nach Satz 3.7.2 folgt

M(idV'> G(B/)> B/) = M(idV’a Blv U(B,))_l = M(Ua Bla B/)_l = y_l
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und ebenso

Damit ergibt sich die Behauptung. O

Wir erhalten als Spezialfall

Satz 3.7.5. (Basiswechsel fiir lineare Abbildungen)
FEs sei dim(V') < oo, 0 € GL(V') und B eine Basis von V. Dann gilt fir alle p € L(V,V):

M(p,0(B),0(B)) =Xt M(p,B,B)- X
mit X = M(0,B,B).

Beispiel 3.7.2. Im Beispiel 3.5.6 betrachteten wir die lineare Abbildung ¢ € L(R?,R?) mit bzgl.
B = {é\, &>, 3} zugeordneter Matrix

-3 -2 -4
M(@,B,B) =|-3 0 -3
8 4 9

Wir betrachteten die neue Basis B = {51, 52, 53} mit

1 2 -1
b1 = 0 y bQ = 3 und bg = -1
-1 —4 2
Es ist B = o(B) mit
1 2 -1
X=M(e,B,B)=10 3 -1
-1 —4 2
AuBerdem war
o 1 00
M(p,B,B)=[0 2 0
0 0 3
Satz 3.7.5 sagt uns daher, dass
-3 -2 —4 1 00
X7t -3 0 -3]-2&=(020
8 4 9 0 0 3

ist, was man durch Nachrechnen bestéitigt. Wir haben die Matrix

3 -2 —4
—3 0 -3
8 4 9

diagonalisiert. Im Kapitel iiber Eigenwerte werden wir das Verfahren zur Diagonalisierung beschrei-
ben.

Ein wichtiger Spezialfall von L(V, V') ist

Definition 3.7.1. Der Dualraum eines K-Vektorraums V ist V* = L(V, K), die ¢ € V* nennt man
Linearformen (im Fall K = R, C auch lineare Funktionale).
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Satz 3.7.6. Es sei dim(V) = n < oo, dann ist V* = V. Ist B = {by,...,b,} eine Basis von V, so
gibt es zu jedem @ € V* eindeutig bestimmte aq,...,an € K mit

o(V) = a1 A1 + -+ + apAy

fiir v = )\151 + -+ )\ngn. Die Abbildung V: V* — K™, ¢ — (au,...,ay) ist ein Isomorphismus.

Beweis. Nach Satz 3.5.3 ist dim(V*) = n -1 = dim(V), also gilt V* = V nach Satz 3.3.2. Bzgl. der
Basis {1} von K ist M(p, {1},B) = (1, ..., a,) € K™ also nach Satz 3.5.2

A1

fir v = )\151 + e+ )\ngn. Die Linearitdt und Bijektivitdt der Abbildung ¥ priift man leicht durch
Nachrechnen. ]
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Kapitel 4

Lineare Gleichungen

4.1 Theorie der Linearen Gleichungen

Das Verfahren des Gaufischen Algorithmus zur Losung von Linearen Gleichungssystemen wurde fiir
den Spezialfall des Korpers R der reellen Zahlen schon in Abschnitt 1.4 behandelt. Es ldsst sich
unmittelbar auf den Fall eines allgemeinen Korpers K iibertragen.

In diesem Kapitel wenden wir uns der theoretischen Beschreibung der Losungsmenge zu. Im folgenden
sei K stets als Koérper vorausgesetzt.

Wir verallgemeinern zunéchst Definition 1.4.1:

Definition 4.1.1. Es sei A = (oj)i<i<m € K(mn) sowie

155<n
: :
- 2
B=1| . |€K™ und ¥=| @ | € K"
! T
B "
Dann heifit
Az =3 (%)
ein lineares Gleichungssystem (LGS) in den Unbestimmten 1, ..., z, und den Koeffizienten o;; € K.

Weiter heifit A die Koeffizientenmatrix und E die rechte Seite des Systems.

Fiigt man zu A als (n 4+ 1)-te Spalte A hinzu, so erhilt man die erweiterte Koeffizientenmatrix
(A|B) € Kmn+D) des LGS (x). Jedes Z € K™, fiir das (x) gilt, heiBt eine Losung des LGS. Gibt es
ein solches ¥, so heift (x) losbar, ansonsten unlésbar. Die Menge aller Losungen heifit Losungsmenge
des Systems.

Ist 5 =0, so heiit das LGS homogen, ansonsten inhomogen. Ein homogenes LGS besitzt immer die

triviale Losung @ = 0.
Es erheben sich folgende Fragen:

1. Unter welchen Bedingungen an A und 3 ist (*) losbar?

2. Wie sieht die Losungsmenge von (%) aus?
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Satz 4.1.1. Es gilt: A7 = B ist genau dann lésbar, wenn rg(A|E) =rg(A) gilt.

Beweis. Das System AX = E ist genau dann l6sbar, wenn der Vektor 5 eine Linearkombination der
Spalten dy,...,d, von A ist und wenn

Fela,...,an) o <61,...,6n,5>:<&’1,...,6n><:>dim<c‘il,...,c7n,§>:dim<61,...,6n>

< Spaltenrang von (A|5) = Spaltenrang von A < rg(A|5) = rg(A)

gilt. O

Die Betrachtung mehrerer rechter Seiten fithrt auf die folgenden Begriffe:

Definition 4.1.2. Ein LGS AZ = § mit A € K™ heifit universell 16sbar, wenn (%) fiir jede rechte
Seite § € K™ losbar ist bzw. heifit eindeutig l6sbar, wenn (x) fiir jede rechte Seite 5 hochstens eine
(eventuell keine) Losung & € K™ besitzt.

Satz 4.1.2. Fin LGS AZ = 5 mit A € K™ st genau dann

i) universell lésbar, wenn rg(A) = m bzw.

ii) eindeutig losbar, wenn rg(A) =n
15t.

Beweis. Betrachte ¢ € L(K"™, K) mit ¢(¥) = AZ. Dann gilt:

AZ = § universell 1osbar < ¢ surjektiv, d.h. o(K") = K™ 5 rg(A) =rg(e) = dim K™ = m.

Ebenso gilt
Az =f eindeutig l16sbar < ¢ injektiv o ?2 A Kern(yp) = {6}

<5 0 = def(¢) = dim K" —rg(p) =n —rg(A) & rg(A) = n.

O]

Satz 4.1.3. Ein LGS AZ = 5 mit A € K" ist genau dann universell und eindeutig lésbar, wenn
m = n = rg(A) ist, d.h. wenn A quadratisch und regulir ist. Fir ein LGS der Form AZ = [ mit
A e KM™" (d.h. Anzahl der Unbekannten entspricht der Anzahl der Gleichungen,) gilt:

Ar = 5 universell losbar < AZ = E eindeutig losbar.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus Satz 4.1.2. O

Satz 4.1.4. Die Losungsmenge H = {Z € K": A% = 0} eines homogenen LGS mit A € K(m™) st
ein Unterraum des K™ der Dimension dim H = n — rg(.A).

Beweis. Es ist H = Kern(y) mit ¢: ¥ — A%, also gilt nach Satz 3.2.5

dim H = n —rg(¢) = n —rg(A).
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Um die Losungsmenge eines inhomogenen LGS beschreiben zu koénnen, verallgemeinern wir den
Begriff der linearen Mannigfaltigkeit von Definition 1.6.8 auf allgemeine Korper:

Definition 4.1.3. Eine Teilmenge M eines Vektorraums V heifit eine lineare Mannigfaltigkeit (oder
auch affiner Unterraum) der Dimension m, wenn sie als

M={ty+u:ueU}
fiir ein festes tih € V' und einem Untervektorraum U von V mit dim U = m geschrieben werden kann.
Satz 4.1.5. Der Vektorraum U ist durch M eindeutig bestimmt, d.h. gilt
M={vy+u:deUy}={t1 +u:ueU},

so ist Uy = Uy. Fiir vy kann jeder Vektor aus M genommen werden.

Beweis. Es sei 1y € Uy. Dann gilt vy + tg = 91 + @1 mit gewissen 1 € M und 4y € U;. Wegen
g =g+ 0 € M ist ¥y = U1 + wh mit W € Uy, also
Uo + Up = U1 + Wy + tUp = U1 + U1 = Up = Uy — W € Uy
und somit Uy C U;. Genauso folgt U; C Uy, also Uy = Uj.
Es sei nun ¢, € M. Dann ist
Ty=0+u (mit @ eU)=M={tg+ua:acU}={t+u:ueU}
O

Beispiel 4.1.1. Den ersten Beispielen sind wir bereits in der Einleitung begegnet:

Die Geraden im R? oder R3, die als {a@ + th: t € R} geschrieben werden koénnen, bzw. die Ebenen
im R3, in der Form {@ + sb + té: s,t € R} mit linear unabhéngigen l;, ¢, sind eindimensionale bzw.
zweidimensionale Mannigfaltigkeiten.

Satz 4.1.6. FEine lineare Mannigfaltigkeit eines Vektorraums V ist genau dann ein Untervektorraum
von V, wenn sie den Nullvektor enthdlt.

Beweis. Wenn M ein Untervektorraum ist, ist klar, dass 0 € M ist. Andererseits gilt fiir 0 € M nach
Satz 4.1.5, dass M = {0+ u: 4 € U} = U ist. O

Satz 4.1.7. Sind M und N lineare Mannigfaltigkeiten von V mit dim N < oo und M C N, so ist
dim M < dim N. Es gilt genau dann dim M = dim N, wenn M = N ist.

Beweis. Es sei 1y € M. Nach Satz 4.1.5 gilt dann M = {0y + u: @ € Up} und N = {tp + @: @ € Uy}
mit gewissen Untervektorrdumen Uy und Uy von V. Es folgt Uy C Uy, und die Restbehauptung folgt
aus Satz 2.4.7. 0

Satz 4.1.8. Ist ¢ € L(V,V') mit dimV,dimV’ < oo, und M eine lineare Mannigfaltigkeit in V,
so ist o(M) = {¢(¥): U € M} eine lineare Mannigfaltigkeit in V'. Ist ¢ ein Isomorphismus, so ist
dim M = dim p(M).

Beweis. Es ist



Wir beschreiben nun die Lésungsmenge eines inhomogenen LGS:

Satz 4.1.9. Ist das LGS

Ai = § ()
mit A € K(m™) ynd E € K™ losbar, so ist die Lisungsmenge eine lineare Mannigfaltigkeit des K™
der Dimension n — rg(A). Man erhdlt alle Lésungen des LGS in der Form & = %y + Tp, wenn Zo
eine beliebige aber feste partikulire (oder spezielle) Lisung des LGS ist, und &y, siamitliche Losungen
des zugehorigen homogenen LGS

—

AT =0 ()

durchliuft. Die Losungsmenge von (x) ist genau dann ein Vektorraum, wenn ﬁ: 0 ist.

Beweis. Es sei ¥ eine Losung von (xx). Dann ist & = Z + & eine Losung von (%), denn es gilt
AT = A(To + p) = ATy + Ay = f+0 = 6.

Jede Losung Z von (x) hat die Form ¥ = &y + Zp,, denn aus AZ = 5 folgt A(Z — @) = 0, also ist
¥ — ¥y =: ¥, eine Losung von (xx). Die Losungsmenge von (x) ist eine lineare Mannigfaltigkeit der
Dimension n—rg(.A), da nach Satz 4.1.4 die Losungsmenge von (*x) ein Unterraum des K™ mit dieser
Dimension ist. Die Losungsmenge von (*) ist nach Satz 4.1.6 genau dann ein Untervektorraum, wenn
# = 0 eine Losung von () ist. Dies ist jedoch dquivalent zu § = A0 = 0. O

Es gilt nun auch die Umkehrung von Satz 4.1.9: Jede lineare Mannigfaltigkeit des K™ ldsst sich als
Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems darstellen. Wir beweisen den etwas allgemeineren

Satz 4.1.10. FEs sei M eine lineare Mannigfaltigkeit des Vektorraums V dber K mit dim M = m
und dimV =n mit 0 < m < n und k =n —m. Es sei L(M) C V* die Menge aller Linearformen,
die auf M konstant sind. Dann ist L(M) ein k-dimensionaler Unterraum von V*. Fir jede Basis
{¢1,... 0K} von L(M) gibt es c1,...,c, € K, so dass

¢1(V) =1
veM & :
o(V) = cx
Dann ist M genau dann ein Untervektorraum von V, wenn ¢y = --- = ¢ = 0 ist.
Beweis. Sei zunéchst U ein m-dimensionaler Untervektorraum von V, und B = {51, .. ,gn} eine

Basis von V. Nach Satz 3.7.6 gibt es zu jedem ¢ € V* eindeutig bestimmte ai,...,a, € K mit
o(U) = a1 A1 + - + apAy, fir ¥ = Aiby + -+ + Apby, € V. Die Abbildung ¥: ¢ — (o, ..., qy) ist
nach Satz 3.7.1 ein Isomorphismus von V* nach K™. Die Vektoren

o= Aubi 4+ -+ Ainbn
vy = Aab1 4+ - 4+ Aonby
ﬁm - )\mlgl + -+ )\mn[;n

mogen eine Basis von U bilden, dann hat die Matrix

A1 A
r— ) .
)\ml o )\mn
den Rang m. Wéren ndmlich die Zeilen von L linear abhéngig, dann wéaren auch 1, ..., ¥, linear

abhéngig, was der Basiseigenschaft widerspricht.
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Es gilt fiir alle v € U

Aior 4+ -+ Ay, = 0
. . . Aotar 4+ -+ Agpay, = 0
p(0) =0 p(t)=...=p(@) =0 ¢ . . (*)
Amior + oo+ Appan = 0
Das System (x) fassen wir nun als LGS mit der Koeffizientenmatrix £ und den Unbekannten oy, . .., ay,

auf. Aufgrund von rg(£) = m bildet nach Satz 4.1.9 die Losungsmenge {(a,...,a,)} von (x)
cinen Unterraum L des K™ der Dimension k = n — m. Die Menge L(U) = ¥~'(L) bildet einen
k-dimensionalen Unterraum von V*. Sei nun M eine m-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit, also
M = {9y +u: @ € U} sowie U ein Unterraum von V mit dim U = m, so folgt

(V) konstant auf M < Vi € U: ¢(0) + @) = ¢(0h) < Yu € U: (i) = 0.
Diese ¢ bilden nun einen k-dimensionalen Unterraum von V*. Es sei nun {1, ..., @i} eine Basis von
L(M) und
pi(V) = ¢ (%)
mit 1 <4 < k und fiir alle ¥ € M. Dazu sei ¥(y;) = (a1, ..., Q) und

Qi1 o Qlp
A =

Qg1 - Okn
Dann ist rg(A) = k. Fiir ¥ = 2161 + - + Tnby ist (%) zu
I C1
ali]=1: (4%)
L, Ck

dquivalent. Nach Satz 4.1.9 ist die Losungsmenge N von (x#x*) eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit
von V mit M C N. Nach Satz 4.1.2 ist M = N. O

Satz 4.1.11. Es sei A € GL(n, K). Man erhilt A=Y, indem man an E, simultan diesselben Zeile-
numformungen vornimmt, die man verwendet, um A (gemdff dem Gaufischen Algorithmus) in E, zu
tiberfihren.

Beweis. Es sei

A= (ag)i<i<n wnd A7 = (yu)i<i<n
1<52n 1<i<n

mit den Spaltenvektoren
Yu
u=1":
Ynl
Die Einheitsmatrix E, werde durch die Zeilenumformungen, die A in E, iiberfithren, in die Matrix

B = (bgn)1<g<n mit den Spaltenvektoren
1<h<n

iiberfiihrt.
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Dann ist £ = ¢; die Losung des LGS AZ = é‘lf, wobei €7, . .
Die Anwendung des Gaufischen Algorithmus fiihrt die n Gleichungssysteme A¥ = é‘lT mit 1 <[ <n

., €y die Standardbasis des K™ bedeutet.

mit den Losungen & = ¢ in die Gleichungssysteme F, ¥ = 5; mit 1 < < n, mit den Lésungen & = gl

iber.

Es folgt 7, = b; und damit B = A~

Beispiel 4.1.2. Wir berechnen die Inverse der Matrix

mit der folgenden Umformungskette:

mit der Inversen

Man rechnet leicht die Probe

nach.

6 2
4 5
7T 2

4

6 2 3
A=|(4 5 —2
72 4
A E
6 2 3| 1 0 0
4 5 2| 0 1 0
702 4| 0 0 1
1 0 -1 1 0 -1
4 5 2| 0 1 0
702 4| 0 0 1
1 0 1] -1 0 1
0 5 6| 4 1 4
0 2 -3| 7 0 -6
1 0 1] -1 0 1
0 1 -10 1 8
0 0 3|27 -2 -22
3 0 3] -3 0 3
0 1 0]-10 1 8
0 0 3|27 -2 -22
3 0 0|24 -2 -19
0 1 0]-10 1 8
0 0 3|27 -2 -22
3 0 0|24 -2 -19
0 3 0]-30 3 24
0 0 3]-27 2 22
1 0 0
0 1 0 A1
0 0 1
24 -2 —19
A'=2.1-30 3 24
27 2 22
24 -2 —19 .
-30 3 24 | =2
—27 2 22 3
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